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Capitulo 1

Deduccion automatica
proposicional

1.1 El método de Davis-Putnam

1.1.1 Métodos de decisién basados en formas normales

Definicién 1.1.1.1

1. Un literal es un simbolo proposicional o su negacion.

2. Un literal es positivo si es un simbolo proposicional y negativo, en
caso contrario.

3. Usaremos la letra L (posiblemente con indices) para representar lit-
erales.

4. El complementario de un literal L es
- -p  si L =p;
L= )
{ P si L = —p;
5. Los literales L y L' son complementarios si L' = L.
6. Una cldusula conjuntiva (6 A—cldusula) C' es una conjuncién de un

n
conjunto finito de literales; i.e., C' = /\ L;
i=1



10.

11.

Una cldusula disjuntiva (6 V—cldusula) D es una disyuncién de un

n
conjunto finito de literales; i.e., D = \/ L;
i=1

Una férmula F' estd en forma normal conjuntiva (FINC) si es una
conjunciéon de un conjunto de clausulas disjuntivas; i.e.,

Una férmula F estd en forma normal disjuntiva (FND) si es una
disyuncién de un conjunto de clausulas conjuntivas; i.e.,

n m;
F=\/ (/\ Lm’)
i=1 \j=1
F es una forma normal conjuntiva de G si F' esta en forma normal

conjuntiva y F = G.

F' es una forma normal disjuntiva de G si F esta en forma normal
disjuntiva y F' = G.

Teorema 1.1.1.2 Para cada férmula F existe una formula G; y una férmula
G, tal que GG es una forma normal conjuntiva de F'y G5 es una forma normal
disyuntiva de F'.

Nota 1.1.1.3 (Algoritmo de normalizacién)

Entrada: Una férmula F'.

Salida: Una forma normal conjuntiva de F', G.

Procedimiento: Sustituir en F', mientras sea posible, las subféormulas:

(G o H) por (G — H) A (H — G))
(G— H) por (-G V H)

=G por G

-(GV H) por (-G A —H)

-(GANH) por (-G V —H)

(
(Gl V (GQ A Gg)) por ((G1 V GQ) A (Gl V Gg))
((Gl A GQ) V Gg)) por ((Gl V Gg) A (G2 V Gg))



Nota 1.1.1.4 Intercambiando el papel de las conectivas V y A en el algo-
ritmo anterior se obtiene una forma normal disyuntiva de la férmula.

Lema 1.1.1.5 Sean L4, ..., L, literales. Son equivalentes:

n
1. \/ L; es una tautologia.
i=1

n
2. /\ L; es inconsistente
i=1

3. {Ly,...,L,} contiene un par de literales complementarios.

Teorema 1.1.1.6

1. Una férmula en forma normal conjuntiva es una tautologia syss cada
una de sus clausulas disjuntivas es una tautologia.

2. Una férmula en forma normal disjuntiva es inconsistente syss cada una
de sus clausulas conjuntivas es inconsistente.

Algoritmo 1.1.1.7 (de inconsistencia mediante FND)
Entrada: Una férmula F.

Salida: Consistente, si F' es consistente; Inconsistente, en caso con-
trario.

Procedimiento:

Sean GG una forma normal disjuntiva de F’
Gy, ...,G, las A—clausulas de G
Desde i = 1 hasta n
si en (G; no ocurren literales complementarios,
entonces devolver Consistente y parar.
Devolver Inconsistente y parar.

Algoritmo 1.1.1.8 (de validez mediante FNC)
Entrada: Una férmula F

Salida: Tautologia, si F' es una tautologia; No-tautologia, en caso
contrario.

Procedimiento:



Sean GG una forma normal conjuntiva de F
G1,...,G, las V—clausulas de GG
Desde 7 = 1 hasta n
si en (G; ocurren literales complementarios,
entonces devolver No-tautologia y parar.
Devolver Tautologia y parar.

1.1.2 Clausulas
Definicién 1.1.2.1

1. Una clausula es un conjunto finito de literales.

2. La clausula vacia es el conjunto vacio y se representa por [].

Nota 1.1.2.2 Usaremos las siguientes variables sintécticas:

1. L para literales.
2. C, D para clausulas.
3. S para conjuntos de clausulas.
Definicién 1.1.2.3 Sea C' una cldusula.
1. El conjunto de los literales positivos de C' se representa por C'y
2. El conjunto de los literales negativos de C' se representa por C_

Definiciéon 1.1.2.4 Sea v una valoracion de verdad.

1. Para cada literal L,

/ U( )7 si L = p;
U(L):{ 1£v(p), siL:]:p.

2. Para cada clausula C,

v"(C) =1 syss existe un L € C tal que v'(L) =1

3. Para cada conjunto de clausulas .5,

v"(S) =1 syss para todo C' € S, v"(C) =1



Lema 1.1.2.5 Sea v una valoracién.

1. »"(0) = 0.

2. v"(() = 1.

Nota 1.1.2.6 En lo que sigue, escribiremos v(L),v(C) 6 v(S) en lugar de
v'(L),v"(C) 6 v"(S)

Definiciéon 1.1.2.7 Sea v una valoracion.

1. v es un modelo de C (6 C es valida en v), v = C, si v(C) = 1.

2. v es un modelo de S (6 S es valida en v), v = 5, si v(S) = 1.

Definicién 1.1.2.8

1. C (resp. S) es consistente si tiene un modelo. En caso contrario, es
inconsistente.

2. C es una tautologia, = C, si v(C) = 1 para toda valoracion v.

3. C es consecuencia de S, S = C, si v(C) = 1 para todos los modelos
vde S.

Lema 1.1.2.9 (' es una tautologia syss contiene un par de literales comple-
mentarios.

Nota 1.1.2.10

1. Si S C 5"y 5 es consistente, entonces S es consistente.

2. SilJ e S, entonces S es inconsistente.

Definicién 1.1.2.11

1. El conjunto de férmulas correspondiente a la clausula C' # [J es

Form(C) = {\"/ Li:C= {Ll,...,Ln}}



2. El conjunto de férmulas correspondiente al conjunto de cldusulas C' # ()
es

Form(S) = {/\FZ S ={Cy,...,C,},F, € Form(C’i)}
i=1

Lema 1.1.2.12

1. Si F,G € Form(C), entonces F' = G.

2. Si F,G € Form(S), entonces I = G.

Definicién 1.1.2.13

1. C'y F son equivalentes, C' = F', si v"(C) = 0(F) para toda valoracién
v.

2. Sy F son equivalentes, S = F, si v"(S) = 0(F) para toda valoracién
v.

3. Sy S son equivalentes, S = 5, si v"(S) = v"'(S’) para toda valo-
raciéon v.

Lema 1.1.2.14

1. Si F € Form(C), entonces C' = F.

2. Si F € Form(S), entonces S = F.

Teorema 1.1.2.15 Para cada férmula F' existe un conjunto de clausulas S
tal que S = F.

Definicién 1.1.2.16 Un conjunto de clausulas S es una forma clausal de
la formula F'si S = F.

Nota 1.1.2.17 Existe un algoritmo que para cada féormula F' devuelve una
forma clausal de F'.



1.1.3 El algoritmo de Davis—Putnam

Teorema 1.1.3.1 (Regla de tautologia) Si C' € S es una tautologia,
entonces S es consistente syss S — {C'} es consistente.

Definicién 1.1.3.2
1. S;+={CeS:LeC}
2. S,-={CeS:LeC}
3. Sp={CeS:LgC,LgC}.
4. Spo=SpU{C —{L}:C e Sp+}
5. Sp=1 =S U {C’— {L}:Ce SLf}

Nota 1.1.3.3
1. S=S+US-USpo
2. Sp- =S¢+
3. Sp=1= 51
Lema 1.1.3.4 Sea v una valoracion.
1. Siv(L) =0, entonces v(S) = v (Sp=o)

2. Siw(L) =1, entonces v(S) = v (Sr=1)

Teorema 1.1.3.5 (Regla de bifurcacién S es consistente syss S;—g 6 Sp—1
es consistente.

Definicién 1.1.3.6 L es un literal purode Ssi Le |JSy L& JS.

Teorema 1.1.3.7 (Regla de los literales puros) Si L es un literal puro
de S, entonces S es consistente syss Sro es consistente.

Definicién 1.1.3.8 Una cldusula unitaria es una cldusula con un ele-
mento.



Teorema 1.1.3.9 (Regla de las cldusulas unitarias) Si {L} € 5, en-
tonces S es consistente syss Sp—; es consistente.

Algoritmo 1.1.3.10 (de Davis—Putnam)

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.

Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-
trario.

Procedimiento DP(S)
DP-AUX(S — {C : C es una tautologia}, ()
Procedimiento DP-AUX(S,T)
siS=40

entonces devolver Consistente
e.o.c. sille S
entonces si T = ()
entonces devolver Inconsistente
e.o.c. DP-AUX(primero(7"), resto(T))
e.o.c. si L es un literal puro de .S
entonces DP-AUX(Spo, T')
e.o.c. si {L} es una clausula unitaria de S
entonces DP-AUX(Sp1, T')
e.o.c. sea L un literal en S

DP-AUX(Sp—o, cons(Sg=1,T))
Ejemplo 1.1.3.11 Utilizar el algoritmo anterior para comprobar que:
L. {{-p,q},{p},{—q}} es consistente.
2. {{p,q, -, s}, {—q,—p,—r, s}, {—q,—p,—~r}} es consistente.
3. {{—q,p}. {r,p},{-p,—q},{-p,s},{q,r},{q, ~s}} es inconsistente.
Teorema 1.1.3.12 El algoritmo anterior es correcto.

Definiciéon 1.1.3.13 La clausula C subsume a la clausula D si C C D.

Teorema 1.1.3.14 (Regla de subsuncién) Sean C, D € S. Si C subsume
a D, entonces S es consistente syss S — {D} es consistente.

Nota 1.1.3.15 El algoritmo de Davis—Putnam puede modificarse para uti-
lizar la regla de subsuncién.



1.2 Resolucién proposicional

1.2.1 Sistema de reesolucion
Definicién 1.2.1.1 Sean C7, C5 dos clausulas.
1. Si L € C, y L € Cy, la resolvente de C; y C, respecto de L es
resr,(C1,Cy) = (Cy — {L}) U (Cy — {L})
2. El conjunto de resolventes de C; y (5 es

RGS(Ol,Cg) = {TGSL(Cl,OQ) L e Ol,E € Cg}

Definicién 1.2.1.2 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesion (C4,...,C,) es una deduccién por resolucién a par-
tir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Cl €s.

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(Cy, Cy).

2. La cldusula C es deducible por resolucion a partir de S, S+ C, si

existe una deduccién por resolucién a partir de S, (Cy, ..., C,), tal que
C,=C.
3. La sucesion (C,...,C,) es una refutacién por resolucién de S si es

una deduccién por resolucién a partir de S'y €, = .

4. S es refutable si S+ [.

Nota 1.2.1.3 La refutabilidad de un conjunto de clausulas puede ilustrarse
mediante grafos de refutacién.

Definicién 1.2.1.4 Sea S un conjunto de clausulas.

1. R€S(S) =SU (U{R€S(01,CQ> . Cl,CQ € S})
2. La sucesién (Res™(.S)),>0 estéd definida por:

Res®(S) =S
Res" ™! = Res(Res"(S))



3. Res*(S) = U Res™(S)

n>0

Lema 1.2.1.5 S+ C syss C' € Res*(S).

1.2.2 Validez y completitud de la resolucién

Lema 1.2.2.1 (de resolucién) Si R es una resolvente de C y Cs, entonces
los conjuntos {C1, Cy} v {C1, Cy, R} son equivalentes.

Corolario 1.2.2.2 S = Res*(9).
Teorema 1.2.2.3 (de correccién) Si S+ [, entonces S es inconsistente.
Teorema 1.2.2.4 (de completitud) Si S es inconsistente, entonces S - O.

Corolario 1.2.2.5 § es inconsistente syss S F [.

1.2.3 Algoritmos de resolucién

Algoritmo 1.2.3.1 (de resolucién por saturacién)
Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.

Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-
trario.

Procedimiento:
Hacer S’ := ()
mientras que (O & S)y (S #95)
hacer S’ := S5
S := Res(5)
si(OeS)

entonces devolver Inconsistente
e.o.c devolver Consistente

Teorema 1.2.3.2 El algoritmo anterior es correcto.

Ejemplo 1.2.3.3 Aplicar el algoritmo anterior al conjunto

S ={{p. ¢} {p, ~a}, {-p,a},{-p, ~q}}

10



Definicién 1.2.3.4 El simplificado de un conjunto finito de clausulas S es
el conjunto obtenido de S suprimiendo las tautologias y las clausulas sub-
sumidas por otras; es decir,

Simp(S) = S—{C € S : (C es una tautologia) 6 (existe D € S tal que D C C)}

Algoritmo 1.2.3.5 (de resolucién por saturacién con simplificacién)
Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.

Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-
trario.

Procedimiento:
Hacer 5" =0
mientras que (O & S)y (S #95)
hacer S’ := S
S = Simp(Res(S))
si (D€ s)

entonces devolver Inconsistente
e.o.c devolver Consistente

Teorema 1.2.3.6 El algoritmo anterior es correcto.

1.3 Estrategias de resolucion

1.3.1 Resolucién semantica

Definicién 1.3.1.1 Una interpretacién [/ es un conjunto de simbolos proposi-
cionales.

Definicion 1.3.1.2 La valoracion correspondiente a la interpretacion [

esta definida por
|1, sipel;
vrlp) = { 0. sipgl:

Definicién 1.3.1.3 Sea [ una interpretacion.

1. I es un modelo de una cldusula C, I = C, si v;(C) = 1.

11



2. I es un modelo de un conjunto de clausulas S, I = 5, si v/(S5) = 1.

Definicién 1.3.1.4 Sea S un conjunto de clausulas e I una interpretacion.
1. El conjunto de las cldusulas de S verdaderas en [ es
Sr(l)={CeS:1EC}.
2. El conjunto de las clausulas de S falsas en [ es

Sp(I) =5 = Sr(I).

Definicién 1.3.1.5 Sea S un conjunto de clausulas e I una interpretacion.

1. La sucesién (C4,...,C,) es una deduccién por /-resolucién a par-
tir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Cz € S.

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C;,Cy) y una de las clausulas
C}, Cy, pertenece a Sr(I) y la otra a Sp(1).

2. La clausula C' es deducible por /-resolucién a partir de S, Sy C,
si existe una deduccién por I-resolucién a partir de S, (Cy,...,C,),
tal que C), = C.

Definicién 1.3.1.6 Sea S un conjunto de clausulas e [ una interpretacion.

1. El conjunto de las resolventes de S respecto de I es

Res;(S) =SU (U{Res(01,C2) 1 Cy € Sr(D),Cy € SFU)})

2. La sucesion (Res?}(S))n>0 estd definida por:

ResY(S) =S
Res"™ = Res;(Res?(S9))

3. Res}(S) = U Res}(S)

Lema 1.3.1.7 S+, C syss C € Resj(95).

12



Ejemplo 1.3.1.8 Sea S = {{p,q},{p,~¢}, {-p,q¢},{-p,—q}} e I = {p}.

Entonces
({p, ¢}, {a}, {p}, O)

es una [-resolucién a partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama en el que se han encuadrado los elementos de Sr(I).

{p,q} {-p.q}

{a} {p, ~q}

{r} {-p,~q}

{—q}

O

Teorema 1.3.1.9 (de correccién y completitud de la resolucién semaéntica)
Sea [ una interpretacion. Un conjunto de clausulas S es inconsistente syss

SH O

1.3.2 Resoluciéon P; y N;

Definicién 1.3.2.1 Una clausula es positiva si todos sus literales son pos-
itivos.

13



Definicién 1.3.2.2 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesién (Cy, ..., C,) es una deduccién por P;—resolucién a par-
tir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Cl € S

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C;,Cy) vy una de las clausulas
Cj, C es positiva.

2. La clausula C' es deducible por P;—resolucion a partir de S, S +p C,
si existe una deduccién por Py—resolucién a partir de S, (Cy,...,C,),
tal que C,, = C.

Definicién 1.3.2.3 Sea S un conjunto de clausulas.

1. Sp={C:C es positiva}

2. El conjunto de las P, resolventes de S es

Resp(S) = S U (U{Res(Cl,Cg) .0, €Sp6Cye Sp}>

3. La sucesién (Resp(S))n>0 esta definida por:

Res%(S) = S
Res™™ = Resp(Resh(S))

4. Resp(S) = | Resp(9)

Lema 1.3.2.4 Stp C syss C € Resp(S).

Teorema 1.3.2.5 (de correccién y completitud de la P,—resolucién)
Un conjunto de clausulas S es inconsistente syss S Fp L.

Definicién 1.3.2.6 Una cldusula es negativa si todos sus literales son neg-
ativos.

Definicién 1.3.2.7 Sea S un conjunto de clausulas.

14



1. Lasucesion (C4, ..., C,) es una deduccién por N;—resolucién a par-
tir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) CZ €s.

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C},Cy) y una de las clausulas
Cj, Ck es negativa.

2. Laclausula C es deducible por N;—resolucién a partirde S, Sy C,
si existe una deduccién por Nj-resolucién a partir de S, (Cy,...,C,),
tal que C),, = C.

Definicién 1.3.2.8 Sea S un conjunto de clausulas.

1. Sy ={C : C es negativa}

2. El conjunto de las N resolventes de S es

Resy(S) = S U (U{Res(C’l,C’g) 0L €Sy 60 e SN})

3. La sucesion (ResR (S))n>0 esta definida por:

Res%(S9) =S
Resv™ = Resy(Res%(9))

4. Resy(S) = | Resn(S5)

Lema 1.3.2.9 Sty C syss C € Resy(9).

Teorema 1.3.2.10 (de correccién y completitud de la N;—resolucién)
Un conjunto de clausulas S es inconsistente syss S Fy L.

1.3.3 Resolucidon lineal

Definicién 1.3.3.1 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesién (Cy, Ch, ..., C,) es una resolucién lineal a partir de S si
se cumplen las siguientes condiciones:

15



(a) Co € S,

(b) paratodoi € {1,...,n}, existe un B € SU{Cy,...,C;_1} tal que
C,L' € R€S(Ci,1,B).

La clausula Cj se llama clausula base, las C; se llaman clausulas
centrales y las B se llaman clausulas laterales.

2. La clausula C es deducible por resolucién lineal a partir de S,
S Fr C, si existe una deducciéon por resolucion lineal a partir de S,

(Co,...,Ch), tal que C,, = C.

Ejemplo 1.3.3.2 Sea S = {{p, ¢}, {p, ~a}, {-p, ¢}, {-p, 7q}}. Entonces

{p a}, {r}, {q},0)

es una resolucion lineal a partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama.

16



{p.q} {p,~q}

{r} {-».q¢}

{q} {-p,~q}

{—p}

Teorema 1.3.3.3 (de correccién y completitud de la resolucién lin-
eal) Un conjunto de cldusulas S es inconsistente syss S -, [J.

1.3.4 Resolucién con soporte

Definicién 1.3.4.1 Sea S un conjunto de clausulas y T'C S tal que S — T
es consistente.

1. La sucesion (C1,...,C,) es una deduccién por resolucién con so-
porte T a partir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

(a) OZ € S.
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(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C},Cy) y una de las clausulas
Cj, Ck no pertenece a S — T

2. La clausula C' es deducible por resolucion con soporte 7' a partir
de S, S Fp C, si existe una deduccién por resolucion con soporte T' a
partir de S, (C1y,...,C,), tal que C,, = C.

Definicién 1.3.4.2 Sea S un conjunto de clausulas y T'C S tal que S — T
es consistente,

1. El conjunto de las resolventes de S con soporte en T es

Resp(S) = S U (U{Res(()’l, ) CigS—T6C,dS— T})

2. La sucesion (Res’(S))n>0 estd definida por:

Res%.(S) =S
Resi™ = Resyp(Res(9))

3. Reskh(S) = U Resi(S)

Lema 1.3.4.3 S 7 C syss C € Resi(9).

Teorema 1.3.4.4 (de correccién y completitud de la resolucién con
soporte) Sea S un conjunto de cldusulas y 7' C S tal que S—T es consistente.
Entonces S es inconsistente syss S Fp L.

1.3.5 Resoluciéon unidad y por entradas

Definicién 1.3.5.1 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesién (C1,...,C,) es una deduccién por resolucién unidad
a partir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Cz S S

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C;,Cy) vy una de las clausulas
Cj, C) es una clausula unitaria.
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2. La cldusula C es deducible por resolucion unitaria a partir de S,
S Fy C, si existe una deduccién por resolucién unidad a partir de S,

(Ch,...,Ch), tal que C,, = C.

Lema 1.3.5.2 (Correccién de la resolucién unidad) Si S ¢y O, en-
tonces S es inconsistente.

Definicién 1.3.5.3 Sea S un conjunto de clausulas.

1. El conjunto de las resolventes unidad de S es

Resy(S) =S U <U{Res(01, Cy) : Cy 6 Cy es una clausula unitaria})

2. La sucesion (Resf,(S))n>0 esta definida por:

Res%(S) =S
Resytt = Resy(Resy(S))

3. Resj;(5) = U Resi(S)

n>0

Lema 1.3.5.4 Sty C syss C € Res;(.5).

Ejemplo 1.3.5.5 S5i S = {{p, ¢}, {p, ~¢}, {-p. ¢}, {=p, ~q}}, entonces Res};(S) =
S.

Nota 1.3.5.6 (Incompletitud de la resolucién unidad) Existen con-
juntos inconsistentes S para los cuales Sty 0.

Definicién 1.3.5.7 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesion (C4,...,C,) es una deduccién por resolucién por en-
tradas a partir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

(a) Cz € S.

(b) existen j, k < i tales que C; € Res(C;,Cy) y una de las clausulas
Cj, Cy pertenece a S.
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2. La clausula C es deducible por resolucién por entradas a partir
de S, S kg C, si existe una deduccién por resolucién por entradas a
partir de S, (Cy,...,C,), tal que C,, = C.

Lema 1.3.5.8 (Correccién de la resolucién por entradas) Si S g O,
entonces S es inconsistente.

Definicién 1.3.5.9 Sea S un conjunto de clausulas.

1. El conjunto de las resolventes por entradas de S es

Resp(S) = SU <U{R63(Cl,C’2) L0 eESEChe S})

2. La sucesion (Res’(.S))n>0 esté definida por:

Res%(S) =S
Res™ = Resp(Res%(S9))

3. Resp(S) = U Res(S)

n>0

Lema 1.3.5.10 S kg C syss C € Resy(S).

Ejemplo 1.3.5.11 Si S = {{p, ¢}, {p, ~¢}, {-p, ¢}, {—p, ~q}}, entonces Res};(S) =

SU {{p}v {Q}v {_'p}v {_'Q}}'

Nota 1.3.5.12 (Incompletitud de la resolucién por entrada) Existen
conjuntos inconsistentes S para los cuales S Hg [J.

Teorema 1.3.5.13 Sy U syss S g O

1.4 Resolucion para clausulas de Horn proposi-
cionales
1.4.1 Clausulas de Horn

Definicion 1.4.1.1 Una cldusula C' es una clausula de HORN si contiene
como maximo un literal positivo.
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Definicién 1.4.1.2

1. Las cldusulas de Horn se clasifican en negativas (si tiene todos sus
literales negativos) y definidas (si tiene un literal positivo).

2. Las cldusulas definidas se clasifican en hechos (si son unitarias) y re-
glas.

Lema 1.4.1.3

n
1. {_'pb' . '7_‘pn7Q} = /\pz — q
i=1

2. {-p1,..., o} = (/\m)
i=1

Lema 1.4.1.4 Sea S un conjunto de clausulas de Horn tal que [J & S.

1. Si S no contiene clausulas negativas, entonces S es consistente.

2. Si S no contiene hechos, entonces S es consistente.

1.4.2 Resolucion y clausulas de Horn

Teorema 1.4.2.1 (completitud de la resolucién unidad para cldusulas
de Horn) Sea S un conjunto de cldusulas de Horn. Si S es inconsistente,
entonces S ¢ L.

Corolario 1.4.2.2 (completitud de la resolucién por entradas para
clausulas de Horn) Sea S un conjunto de clausulas de Horn. Si S es
inconsistente, entonces S g [.

Algoritmo 1.4.2.3
Entrada: Un conjunto finito de clausulas de Horn, S.

Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-
trario.

Procedimiento:
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Hacer S :={C € S : C es un hecho}
Sy =85 -5
mientras que S; # 0y (O & Sy)
hacer C := car(5))
LeC
sile U So
entonces S5, := 51 — {C}
e.o.c. Cy:=car({C € Sy: L eC})
52 = 52 - {CQ}
Cs :=res(Ch, Cy)
si (3 es un hecho
entonces S, := 5 U {Cs3}
e.o.c. S := S, U{Cs}
siS=10
entonces devolver Consistente
e.o.c devolver Inconsistente

Teorema 1.4.2.4 El algoritmo anterior es correcto y su complejidad es de

orden n?, donde n =>4 |C|.

1.4.3 Resolucion SLD

Definicién 1.4.3.1 Sea S un conjunto de clausulas de Horn.

1. La sucesion (Cy, C4,...,C,) es una resolucién SLD a partir de S si

se cumplen las siguientes condiciones:

(a) Cp € S es una clausula negativa;

(b) para todo i € {1,...,n}, existe una cldusula no negativa B € S

tal que C; € Res(C;_1, B).

La clausula Cj se llama clausula base, las C; se llaman clausulas

centrales y las B se llaman clausulas laterales.

2. La clausula C' es deducible por resolucién SLD a partir de S,
S Fsp C, si existe una deduccién por resolucién SLD a partir de

S, (Co,...,Cp), tal que C, = C.

Nota 1.4.3.2 El nombre de SLD viene de “Linear resolution whit Selection

function for Definite clauses”.
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Ejemplo 1.4.3.3 Sea

S = {{ps}, {pa}, {-p1. 2}, {—p3, ~pa, 21}, {—P3, p2}, {—p1, 02} }-

Entonces

({=p1, 702} {=p3, ~pa, ~p2}, {—pa, ~p2}, {—p2}, {—ps}. O})

es una resolucion SLD partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama.

{_'ph_'pQ} {_'p37_'p47p1}

\

{_'P?n P4, _‘Pz} {P3}

\

{ﬁm, ﬁpz} {p4}

\

{ﬁp2} {“P&PQ}

\

{-ps} {ps}

\

Teorema 1.4.3.4 (de correccién y completitud de la resolucién SLD)
Un conjunto de clausulas de Horn S es inconsistente syss S Fgrp [l
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Capitulo 2

Deduccion automatica en légica
de primer orden

2.1 Clausulas de primer orden

2.1.1 Clausulas: sintaxis y semantica
Definicién 2.1.1.1 Sea L un lenguaje de primer orden sin igualdad.

1. Un atomo es una formula atomica de L.
2. Un literal es un d4tomo o su negacién.
3. Un literal es positivo si es un dtomo y negativo, en caso contrario.

4. El complementario de un literal L es

pti...t, St L=-pt... t,;

5. Los literales L y L' son complementarios si L' = L.
6. Una clausula es un conjunto finito de literales.

7. La clausula vacia es el conjunto vacio y se representa por [].

Nota 2.1.1.2 Usaremos las siguientes variables sintécticas:
1. A, B,C para atomos.
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2. L para literales.
3. C, D para clausulas.

4. S, P para conjuntos de cldusulas.

Definicién 2.1.1.3 Sea M una L-estructura y # una sustitucion

1. Para cada literal L,

o(L) = pO(t1)...0(tn), siL=pty... ty;
ﬁpe(tl) ce e(tn)a si L = Pty ...ty

2. Para cada clausula C,
6(C)={0(L): L e C}
3. Para cada conjunto de clausulas S,
0(S)={0(C):C e S}
Definicién 2.1.1.4 Sea M una L-estructura y ¢ una asignacion.

1. Para cada literal L,

O'/(L) _ pM(U(tl)v"-7U(tn))y si L:ptltn,
B 1_pM(U(t1)7'-->U(tn))a si L =—pty... 1ty

2. Para cada clausula C,

o"(C) =1 syss existe un L € C tal que o/(L) =1
3. Para cada conjunto de cldusulas S,
o (S) =1 syss para todo C € S, ¢"(C) =1
Lema 2.1.1.5 Sea M una L-estructura y ¢ una asignacion.

1. o"(0) = 0.

2. 0" (0) = 1.
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Nota 2.1.1.6 En lo que sigue, escribiremos o(L),0(C) 6 o(S) en lugar de
o'(L),d"(C) 6 a”(95)

Definicién 2.1.1.7 Sea L un lenguaje de primer orden y C' una clausula.

1. C esvalida en la L-estructura M respecto de la asignacion o, M =,
C,sio(C)=1.

2. C es vélida en la L-estructura M, M = C, si o(C) = 1 para todas
las asignaciones o. En este caso, se dice que M es un modelo de C.

3. C es valida, = O, si es vdlida en todas las L—estructuras.

4. C es consistente (o satisfacible) si tiene algiin modelo.

Definicién 2.1.1.8 Sea L un lenguaje de primer orden y S un conjunto de
clausulas.

1. S esvalido en la L-estructura M respecto de la asignacién o, M =,
S, si o(F) =1 para toda F € S.

2. S es vélido en la L-estructura M, M |= S, si M |=, S para todas las
asignaciones o. En este caso, se dice que M es un modelo de S.

3. S es valido, = 9, si es vélido en todas las L-estructuras.

4. S es consistente (o satisfacible) si tiene algiin modelo.

Definicién 2.1.1.9 Sea L un lenguaje de primer orden y .S, S’ dos conjuntos
de clausulas.

1. S’ es consecuencia semadntica de S, S | 5, si todos los modelos de
S también son modelos de S’.

2. La clausula C es consecuencia semdntica de S, S |= C, si todos los
modelos de S también son modelos de C.

Nota 2.1.1.10

1. Si S C Sy S es consistente, entonces S es consistente.

2. SilJ e S, entonces S es inconsistente.
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2.1.2 Clausulas y formulas

Definiciéon 2.1.2.1

1. El conjunto de férmulas correspondiente a la clausula C' # [ es

Form(C) = {V (\n/ Ll) O = {Ll, - ,Ln}}

2. El conjunto de férmulas correspondiente al conjunto de cldusulas C' # ()
es

Form(S) = {/\Fz S ={Cy,...,C,}, F; € Form(C’i)}
i=1

Lema 2.1.2.2

1. Si F,G € Form(C), entonces F'y G son equivalentes.

2. Si F,G € Form(S), entonces F'y G son equivalentes.

Definicién 2.1.2.3 Un conjunto de clausulas S es una forma clausal de
la férmula F' si son equiconsistentes (es decir, F' es consistente syss S es
consistente).

Lema 2.1.2.4 Una forma clausal de la formula cerrada

Vl’l e ka /\ ( Li,j)
1

i=1 \j=

es

Corolario 2.1.2.5 Existe un algoritmo para calcular formas clausales de
féormulas

Algoritmo 2.1.2.6

Entrada: Un conjunto finito de férmulas cerradas, I', y una férmula cer-
rada, G.

Salida: Un conjunto de cldusulas, S, tal que S es consistente syss I' = G.

Procedimiento:
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e Sea ' =T U{-G}.

e Sea I'; el conjunto de las formas prenexas de las férmulas de I';.
e Sea I'; el conjunto de las formas de Skolem de las férmulas de I's.
e Sea I'y el conjunto de las formas normales de las férmulas de I's.

e Sea S5 el conjunto de las formas clausales de las férmulas de I'y.

e Devolver S =] S5;.

Ejemplo 2.1.2.7 Sea

I' = {(Vz)[p(x) — Fy)r(y) Az, 9],  G)p(x)}

y G = (3z)(3y)q(x,y). Entonces,

.
I
—

<
=
=
=
w
<
S~—
=
s
>
=
)
s

o<
GGG
i W
=
&
<
5
—~
=
&
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=
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2.2 Métodos de deduccion basados directa-

mente en el teorema de Herbrand

2.2.1 Teorema de Herbrand

Nota 2.2.1.1 En lo que sigue, L es un lenguaje de primer orden cuyo con-
junto de constantes es no vacio (en caso contrario, se le anade una constante,

a).
Definicién 2.2.1.2

1. El universo de Herbrand U(L) de L es el conjunto de los términos
cerrados de L.

2. La base de Herbrand de L, B(L), es el conjunto de los atomos
cerrados de L.

Definicion 2.2.1.3 Una L estructura M es una estructura de Herbrand
de L si:

1. El universo de M es el universo de Herbrand de L; es decir,

M = U(L)

2. Para toda constante ¢ de L,

CmM = C
3. Para todo simbolo de funcién f de aridad n > 0, y todo t1,...,t, €
U(L),
fM(tlj"';tn) — ftl ...tn

Definicién 2.2.1.4 Una interpretacién de Herbrand de L es un subcon-
junto de la base de Herbrand de L.

Nota 2.2.1.5 Usaremos los simbolos I, I1, I, . .. para representar interpreta-
ciones de Herbrand.
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Lema 2.2.1.6 Sea M el conjunto de las estructuras de Herbrand de L e T el
conjunto de las interpretaciones de Herbrand de L. Las aplicaciones

O MeM—®M)={AecBL:MEA}el
UV:lel—V¥Y()=MeM,

donde M es la L—estructura de Herbrand tal que para todo simbolo de pred-
icado de aridad n y para todo ty,...,t, € U(L),

pm(ty, ... ty) =1sysspty...t, €1,

son biyectivas. Ademds, =1 = V.

Nota 2.2.1.7 En lo sucesivo, identificaremos las estructuras de Herbrand
de L y sus interpretaciones de Herbrand.

Definicién 2.2.1.8 Un modelo de Herbrand de un conjunto I' de formulas
de L es una estructura de Herbrand de L que es un modelo de I'.

Nota 2.2.1.9 Los conceptos de universo, base, estructuras, interpretaciones
y modelos de Herbrand definidos anteriormente para el lenguaje L se apli-
can a féormulas, conjuntos de formulas, clausulas y conjuntos de cldusulas,
considerando en cada caso el lenguaje formado a partir de sus simbolos de
funciones y predicados.

Lema 2.2.1.10 Sea [ una interpretaciéon de Herbrand y
C={A,...,A,~By,...,~By,}
una clausula. Son equivalentes:
1. I1EC
2. Para toda sustitucién 6 : V — U(C),

Lema 2.2.1.11 Sea M una L-estructura de Herbrand y 6 una asignacién.
Entonces,

O(Flx/t]) = Ol /t](F)

Teorema 2.2.1.12 Si un conjunto de clausulas S es consistente, entonces
tiene un modelo de Herbrand.
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Corolario 2.2.1.13 Un conjunto de clausulas S es inconsistente syss no
tiene modelos de Herbrand.

Definiciéon 2.2.1.14 Sea S un conjunto finito de clausulas.

1. La sustitucién € es basica si rang(d) C U(SS).

2. La cldusula C' es una instancia basica de la cldusula C € S si existe
una sustitucién basica, 6, tal que C" = 6(C).

3. La extensién de Herbrand de S, E(S), es el conjunto de las instan-
cias basicas de las clausulas de S.

Nota 2.2.1.15 Mediante la extension de Herbrand asociamos a un conjunto
finito de cldusulas de primer orden un conjunto (posiblemente infinito) de
clausulas del célculo proposicional.

Teorema 2.2.1.16 (de Skolem—Herbrand—Gdédel) Sea S un conjunto
finito de cldusulas. Entonces S es consistente syss F(S) es consistente (en el
sentido de la légica proposicional).

Teorema 2.2.1.17 (de Herbrand) Sea S un conjunto finito de cldusulas.
Entonces S es inconsistente syss F/(.S) contiene un subconjunto finito incon-
sistente (en el sentido de la l6gica proposicional).

2.2.2 Meétodos de deduccién
Definicién 2.2.2.1 Sea S un conjunto de clausulas.
1. La sucesion (U;(S5));>o estd definida por:
el conjunto de constantes de S, si tiene alguna;
Uo(8) = {a} en caso contrario.

Ui+1(S) = UZ(S) U {ftl .. tn . f funcién n—aria N tl, ce ,tn € UZ<S>}
2. Para cada 1 > 0,

S; ={6(C) : C € Sy 0 es una sustitucion tal que rang(d) C U;(S)}

Lema 2.2.2.2 Sea S un conjunto de clausulas.
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1. U(L) = JUi(s).

>0

2. S es inconsistente syss existe un ¢ > 0 tal que .S; es inconsistente.

Algoritmo 2.2.2.3
Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.

Procedimiento:

Hacer i :=0

mientras que S; es consistente (en el sentido proposicional)
hacer i :=1+1

devolver Inconsistente

Nota 2.2.2.4 Para determinar la consistencia de los conjuntos .S; se uti-
lizan los algoritmos estudiados para la légica proposicional; en particular, el
algoritmo de Davis—Putnam.

Ejemplo 2.2.2.5 Para el conjunto

S ={{q(@), ~p(x)}, {p(f(2))}, {—a(f(x))}}
se obtiene

So = {{q(a), ~p(a)}, {p(f(a))},{~q(f(a))}} es consistente,
S1 =50 U {{a(f(a)), ~p(f(a))}, {p(f(f(a)))},{=q(f(f(a)))}} es inconsistente;

por tanto, S es inconsistente.

Algoritmo 2.2.2.6 (de resolucién basica)
Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.

Procedimiento:

Hacer ¢ :=0

mientras que [J € Res*(S;)
hacer ¢ :=i+1

devolver Inconsistente
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Nota 2.2.2.7 Los algoritmos anteriores requieren la generacién de los con-
juntos S; que pueden crecer exponencialmente. Por ejemplo, si

S ={{p(x, 9(x),y,h(x,y), z, k(z,y, 2)) }, {=p(w, v, e(v), w, f(v,w), )} },

entonces |Up(S)| = 1, |[U1(S)| = 6, ..., y |So| = 2, |S1| = 4825,.... El primer
conjunto S; inconsistente es S5 que tiene del orden de 10?° elementos.

2.3 Sustitucion y unificacién

2.3.1 Comparacion de términos

Nota 2.3.1.1 En lo que sigue, L es un lenguaje de primer orden y 7" es el
conjunto de sus términos.

Definicién 2.3.1.2 En T se define la relacion < por
t1 < ty syss existe una sustitucién 6 tal que 6(t1) = ts.

Si t; < ty se dice que t; es menos particular que t,; o bien, que t; es una
instancia de t;.

Ejemplo 2.3.1.3

< f(z,y) < flg(y),y) < flg(z),z) < f(g(a),a).

Lema 2.3.1.4 La relacién < es un preorden en T (i.e. es reflexiva y transi-
tiva en 7).

Definicion 2.3.1.5 En T se define la relacion = por
tl Etg SysS tl Stg/\tg Stl
Si t; =ty se dice que t; y t5 son equivalentes.

Ejemplo 2.3.1.6 /(g(z,a),y) = f(g(x.a), ).

Definicién 2.3.1.7 Una permutacién es una aplicacién € : V' — V biyec-
tiva.
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Lema 2.3.1.8 Para cada permutacién ¢ existe una tinica aplicacién f T —
T definida por:

£t) = { £(t), A si t es una variable;
L fEt), - E(t), st = fyty,

En lo sucesivo, escribiremos £(t) en lugar de ¢ (t).

Lema 2.3.1.9 ¢; =t syss existe una permutacion & tal que £(t1) = to.
Nota 2.3.1.10 Si t; = t5 se dice que ¢y es una variante de t;.

Lema 2.3.1.11 La relacion = es de equivalencia en T

Definicién 2.3.1.12

1. Para cada témino ¢, representaremos por [t] su clase de equivalencia;

- f={teT: ¢ =1t
2. Representaremos por T el conjunto cociente de T respecto de =; i.e.
T={[t]:t €T}
Definicién 2.3.1.13 En T se define la relacion
[t] < [t] sysst <t

Lema 2.3.1.14 La relacion < es un orden parcial en T.

Nota 2.3.1.15 El menor elemento de T es el conjunto de las variables.

Definicién 2.3.1.16

1. El conjunto de variables de un término ¢ se representa por var(t).
2. El nimero de variables distintas de un término ¢ se representa por v(t).
3. El tamano del término ¢ se define por:

0 si t es una variable;

n
[t = L) ], sit=ti...t,
=1
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4. La aplicacion p : T — T esta definida por:
p(t) = [t] = v(t)
Definicién 2.3.1.17
1. En T se define la relacion
<ty < (t1<t)A=(ta<ty)
2. En T se define la relacion
1] <[ta] = t <t

Lema 2.3.1.18 Si t; < t9, entonces pu(ty) < p(ta).

Lema 2.3.1.19

1. La relacién < esta bien fundamentada en T'; i.e. no existen sucesiones
infinitas decrecientes.

2. La relacién < es un buen orden (estricto) en T.

Definicién 2.3.1.20 Sea ¢ una biyeccion entre T' x T' y V. Definimos la
operacién binaria N en 1" por

L fnt Nt sit=flt,. )yt = f(t, L)
tnt = , .
o(t,t), en caso contrario

Lema 2.3.1.21

Ltnt <tytnt <t

2.t <tAt' <t = t'"nt<t

Definicién 2.3.1.22 En T se define la operacion

LNt =[tnt]
Ejemplo 2.3.1.23 [f(g(x,a), (b)) N [f(9(y,c),d)] = [f(g(u,v), w)]
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Lema 2.3.1.24 En (T, <), [t] N [t'] es el infimo de ¢ y ¢

Nota 2.3.1.25 Representaremos por 7 el conjunto obtenido anadiéndole a
T un mayor elemento T.

Definicién 2.3.1.26 Un conjunto parcialmente ordenado, (L, <), es un reticulo
completo si para todo X C L, existe el supremo, sup(X), y el infimo,

inf(X).

Ejemplo 2.3.1.27 Si S es un conjunto, entonces (P(S),C) es un reticulo
completo.

Teorema 2.3.1.28 (7, <) es un reticulo completo.

Corolario 2.3.1.29 Si dos términos ¢ y ' tiene una cota superior (i.e. una
instancia comun 6(t) = ¢'(t')), entonces tienen un supremo, que se representa
por t Ut' y es tinico médulo =.

Ejemplo 2.3.1.30 f(a,z1,22) U f(x3,23,74) = f(a,a,x5)

2.3.2 Comparacion de sustituciones

Definicién 2.3.2.1 En el conjunto de las sustituciones se define la relacién
0 < @' syss existe una sustitucién 6” tal que 6”6 = 6.

Si 0 < @ se dice que 6 es menos particular que 6'.

Lema 2.3.2.2 La relacion < es reflexiva y transitiva en el conjunto de las
sustituciones.

Lema 2.3.2.3 Si L tiene simbolos de funciones, entonces
0 < 0’ syss para todo término ¢, 0(t) < 0'(t).

Definicién 2.3.2.4 En el conjunto de las sustituciones se define la relacion
0=0 <— 0O0<0AN0<0

Si @ =6 se dice que 6 es equivalente a 6.
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Lema 2.3.2.5 0 = ¢’ syss existe una permutacion £ tal que £€0 = 6.

Lema 2.3.2.6 La relacién = es de equivalencia en el conjunto de las susti-
tuciones.

Lema 2.3.2.7 Si L tiene simbolos de funciones, entonces

0 = 0’ syss para todo término t, 0(t) = 6'(t).

2.3.3 Unificacion

Definicién 2.3.3.1 Sean tq,ty dos términos.

1. Una sustitucién 6 es un unificador de t; y ¢ si 0(t1) = 0(t2).
2. Representaremos por u(ty, t9) el conjunto de los unificadores de t; y 5.
3. t1 y ty son unificables si u(ty,ts) # 0.

4. 0 es un unificador de maxima generalidad de ¢; y ¢ si 0 € u(ty, o)
y para todo 0" € u(ty,ty), 6/ < 0.

5. Representaremos por umg(ty,t2) el conjunto de los unificadores de ¢; y
to de maxima generalidad.

Ejemplo 2.3.3.2

1. Los términos t; = f(g(a),h(x)) y to = f(y,y) no son unificables.

2. Los términos ¢, = f(x,z) y to = f(y,¢(y)) no son unificables.

3. t1 = f(x,9(y)) y ta = f(a, 2), entonces
(a) 01 ={(z,a),(z,9(b)} € u(ts,t2) — umg(ty, t2).
(b) 02 = {(x,a),(2,9(y))} € umg(ty, t2).
(¢) 05 = {(2,a), (y, ), (2,9(u))} € umg(t1,t2) — {ba}
Lema 2.3.3.3

1. Si 0 € u(ty,ty), entonces t Uty < 0(ty).
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2.

Si 0 € umg(ty,ts), entonces t; Uty = 0(11).

Lema 2.3.3.4

1.

Si 0y € u(ty,ta) y 01 < 0s, entonces 6y € u(ty,ts).

2. 5160,0 € umg(ty,ts), entonces 0 = 6'.
Definicién 2.3.3.5 Sea N = {ty,...,t,} un conjunto finito de términos.
1. Una sustitucién 6 es un unificador de N si 0(t;) = ... = 0(t,).

Representaremos por u(N) el conjunto de los unificadores de N.
N es unificable si u(N) # (.

6 es un unificador de maxima generalidad de N si 6 € u(N) y para
todo & € u(N), 0 <46.

Representaremos por umg(N) el conjunto de los unificadores de N de
maxima generalidad.

Definicién 2.3.3.6

1.

2.

Una ecuacién en T es un par ordenado de términos.

Utilizaremos los simbolos E, Fy, Es, ... para representar conjuntos fini-
tos de ecuaciones.

Definicién 2.3.3.7 Sea E = {(t;,t}) : 1 < i < n} un conjunto finito de
ecuaciones.

7

. La sustitucién € es una solucién de E si 6(t;) = 0(t;) para 1 <i < n.

El conjunto de las soluciones de E se representa por s(E).

. La sustitucion 6 es una solucién de maxima generalidad de F si es

una solucién de E y para cualquier solucién 6’ de E, ' < 6.

El conjunto de las soluciones de E de maxima generalidad se representa
por smg(E).

Lema 2.3.3.8
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L ou(ty,ta) = s({(t1,t2)})
2. umg(ty, ta) = smg({(t1,t2)})
3. u({tl, R ,tn}> = 3({(t17 t2)7 A (tlatn)})

4. umg({ty, ..., tp}) = smg({(tr,t2), ..., (t1,t)})

Definicién 2.3.3.9 Sea E un conjunto finito de ecuaciones y 6 una susti-
tucion. Entonces,

0(E) ={(0(1),0(t)) - (¢,) € E}

Algoritmo 2.3.3.10 (de simplificacién)
Entrada: Un conjunto finito de ecuaciones, F, y una sustitucién, 6.

Salida: Sin solucion, si (F) no tiene solucién; una solucién de 0(E)
de maxima generalidad, en caso contrario.

Procedimiento: Simpl(E,0)

si £ = () entonces devolver # y parar
si F # () entonces
hacer (t,t") = primero(FE)
E:=F—{(1t)}
sit=ft;...thyt =ft. t,
entonces Simpl(E U {(t1,t}),..., (tn,t,)},0)
sit=fty...t,, ' =gt)...t . yf#g
entonces devolver Sin solucion y parar
sit=xyt =ux,
entonces Simpl(E,0)
si t no es una variable y ¢’ es una variable,
entonces Simpl(E U {(t',t)},0)
sit=az,xcvar(t’)yt #z
entonces devolver Sin solucion y parar
sit=xzyxdvar(t)
entonces Simpl({(z,t)}(E),{(x,t)}0)

Algoritmo 2.3.3.11 (de unificacién)

Entrada: Un conjunto finito de términos, N = {¢,...,t,}.

Salida: No unificable, si N no es unificable; § € umg(N), en caso
contrario.

Procedimiento:
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Hacer E := {(t1,t2) ... (t1,tn)}
0 := Simpl(E, D)
si # = Sin solucion devolver No unificable
e.o.c devolver 0

Teorema 2.3.3.12 El algoritmo de unificacién siempre termina y es cor-
recto.

2.3.4 Unificaciéon para férmulas atémicas

Definicién 2.3.4.1 Sean A;, A, dos férmulas atémicas.

1. Una sustitucién 6 es un unificador de A; y As si 0(A;) = 0(Az).

2. Representaremos por u(Aj, As) el conjunto de los unificadores de A; y
As.

3. A; y Ay son unificables si u(A;, Ay) # 0.

4. 0 es un unificador de maxima generalidad de A; y A; si 6 €
u(A1, Ay) y para todo ¢ € u(Ay, Ay), 0" < 6.

5. Representaremos por umg(A;, As) el conjunto de los unificadores de
A; y Ay de maxima generalidad.

Lema 2.3.4.2 Sean A; = pty...t, y As = ¢t} ...t, dos féormulas atémicas.
Entonces,

(0 sip# ¢
1. u(Ay, Ay) = { u({(t1,t)),. .., (tn,t,)}), en otro caso

0, sip#q;

2. umg(Ay, Ag) = { umg({(t1,t}),..., (tn,t))}), en otro caso

Definicién 2.3.4.3 Sea N = {4;,...,A,} un conjunto finito de férmulas
atomicas.

1. Una sustitucién 6 es un unificador de N si §(A4;) =... =0(A,).
2. Representaremos por u(N) el conjunto de los unificadores de N.

3. N es unificable si u(N) # 0.
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4. 6 es un unificador de maxima generalidad de N si 6 € u(N) y para
todo & € u(N), 0 <46.

5. Representaremos por umg(N) el conjunto de los unificadores de N de
maxima generalidad.

Algoritmo 2.3.4.4 (de unificacién para dos dtomos)
Entrada: Dos atomos Ay = pty...t, v As =qt1...t,.

Salida: No unificables, si A; y A no son unificables; 6 € umg(A;, As),
en caso contrario.

Procedimiento: Unif(Ay, As)

si p # q entonces devolver No unificables
e.o.c. hacer 0 = Simpl({(t1,t}),..., (tn,1.)},0)
si § = Sin solucion entonces devolver No unificables
e.o.c. devolver 6

Algoritmo 2.3.4.5 (de unificacién para conjuntos de atomos)
Entrada: Un conjunto finito de atomos, N = {4;,..., A, })

Salida: No unificable, si N no es unificable; § € umg(N), en caso
contrario.

Procedimiento: Unif(N)

si n < 1 entonces devolver ()
e.o.c. hacer 0; = Unif(A, Ay)
si 8; = No unificables entonces devolver No unificable
e.o.c. hacer 0, = Unif({61(As),...,01(An)})
si #, = No unificable entonces devolver No unificable
e.o.c. devolver 650,

2.4 Resolucién en légica de primer orden

2.4.1 Sistema de resolucion

Definiciéon 2.4.1.1 Sea C una cldusula.
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1. La complementaria de C' es

C={L:LeC}

2. La parte positiva de C' es

C. ={L e C: L es positivo}

3. La parte negativa de C' es

C_={L e C: L es negativo}

4. La forma positiva de C' es

IC|| = CyuC-
Definicién 2.4.1.2

1. Representaremos por var(C') el conjunto de las variables de la clausula
C; es decir,

var(C) = {var(A) : A € ||C]}
2. Las cldusulas C y C; estdn separadas si var(Ch) Nwvar(Cy) = (.

3. Las permutaciones & y & separan las cldusulas C; y Cy si §(CY) v
£2(Cs) estéan separadas.

Definiciéon 2.4.1.3 La clausula C es una resolvente de las clausulas C y
(s si se verifican las siguientes condiciones:

1. Existen dos permutaciones &1, & que separan a las clausulas C; y Cs.

2. Existen Dy C &(C1) y Dy C 52(_6’2) no vacios tales que ||D; U Dsl| es
unificable. Sea 6§ € umg(||Dy U Ds||)

3. C es de la forma:

C =0((&(C1) — D1) U (&(Cy) — Dy))

Ejemplo 2.4.1.4 Laclausula {p(a, f(a))} es unaresolvente de {p(z, f(2)), p(z,a)}
y {_'p<z7 Z)v —|p(Z7 l‘), —|p<l’, Z)}
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Definicién 2.4.1.5 Representaremos por Res(Cq, Cy) el conjunto de las re-
solventes de C y (.

Definicién 2.4.1.6 Sea S un conjunto de clausulas.

1. La sucesion (C4,...,C,) es una deduccién por resolucién a par-
tir de S si para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) CZ €s.

(b) existen j,k < i tales que C; € Res(C};, Cy).

2. La clausula C' es deducible por resolucién a partir de S, S+ C| si

existe una deduccién por resolucién a partir de S, (C4, ..., C,), tal que
C,=C.
3. La sucesion (C1, ..., C,) es una refutacién por resolucién de S si es

una deduccién por resolucién a partir de S'y C,, = .

4. S es refutable si S+ .

Definicién 2.4.1.7 Sea S un conjunto de clausulas.

1. Res(S) = SU (U{Res(C’l,Cg) . Cl,CQ S S})
2. La sucesién (Res™(.S)),>0 estéd definida por:

Res®(S) =S
Res" ™! = Res(Res™(S))

3. Res*(S) = U Res™(S)

Lema 2.4.1.8 S+ C syss C € Res*(S).

2.4.2 Correcciéon y completitud de la resolucién

Lema 2.4.2.1 Si C € Res(C,Cy), entonces {C,Cy} = C.

Teorema 2.4.2.2 (de correccién) Si S+ [, entonces S es inconsistente.
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Lema 2.4.2.3 (del ascenso) Si (] y CY son instancias basicas de C; y Cs,
respectivamente, y C’ una resolvente de C] y C} (en el sentido proposicional).
Entonces, existe una C' € Res(C, Cy) tal que C” es una instancia de C'

Teorema 2.4.2.4 (de completitud) Si S es inconsistente, entonces S + .

Corolario 2.4.2.5 S es inconsistente syss S F L.

2.4.3 Reglas de simplificacién

Definicién 2.4.3.1 Una clasula C es una tautologia si existe una instancia
C' de C tal que C'. NC” # 0.

Teorema 2.4.3.2 (Regla de tautologia) Si C' € S es una tautologia,
entonces S es consistente syss S — {C'} es consistente.

Definicién 2.4.3.3 L es un literal puro de S si L € [JS y para toda
sustitucion 0, L € 0(J 5).

Teorema 2.4.3.4 (Regla de los literales puros) Si L es un literal puro
de S, entonces S es consistente syss S —{C € §: L € C'} es consistente.

Definicion 2.4.3.5 La cldausula C subsume a la clausula D si existe una
sustitucién 6 tal que 6(C) C D.

Teorema 2.4.3.6 (Regla de subsuncién) Sean C, D € S. Si C subsume
a D, entonces S es consistente syss S — {D} es consistente.

2.4.4 Estrategias de resolucion

Nota 2.4.4.1 Los refinamientos de resolucién estudiados para el caso pro-
posicional son aplicables al caso de primer orden.
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Capitulo 3

Programacién légica

3.1 Programas légicos: semantica declarativa

3.1.1 Programas légicos

Definicién 3.1.1.1 Una clausula definida es una clausula C' que tiene
exactamente un literal positivo; es decir, |Cy| = 1.

Definicién 3.1.1.2 Sea C'={A,=By,...,—B,} una cldusula definida.

1. Sin =0, se dice que C' es un hecho y se representa por

A —

2. Sin > 0, se dice que C es un regla y se representa por

A — Bl,...,Bn
3. La cabeza de C' es A y su cuerpo es By,..., B,.

Definicién 3.1.1.3 Sea C una clausula y F' una férmula cerrada. Se dice
que C'y F son equivalentes, C' = F', si C' y F tienen los mismos modelos.

Lema 3.1.14 A« By,...,B, =V(Bi1A...ANB, — A)

Definicién 3.1.1.5 Un programa légico (o, simplemente, programa) es
un conjunto finito de clausulas definidas.
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Ejemplo 3.1.1.6 El siguiente conjunto es un programa légico (definiendo
la suma):

suma(x,0,x) «—

suma(z, s(y), 5(2)) — suma(z,y, 2)

Definicién 3.1.1.7 Un objetivo G es una clausula negativa; es decir,
G={-By,...,mB,}
Representaremos el objetivo G por
— By,...,B,

Lema 3.1.1.8 «— By,...,B, =-3(B1 A ...\ B,)

Definicion 3.1.1.9 Una clausula de Horn es una cldusula definida o un
objetivo.

Nota 3.1.1.10
1. Los simbolos P, Py, P, ... representaran programas.
2. Los simbolos G, G1, G, . .. representaran objetivos.

Definicién 3.1.1.11 Sea G el objetivo «— Ay, ..., A, y 0 una sustitucién.

1. G=AN...NA,

2. 0(G) = 0(A) A ... AO(A)

Definicién 3.1.1.12 Sea S un conjunto de cldusulas y F' una féormula cer-
rada.

1. F es consecuencia semdntica de S, S |= F, si todos los modelos de
S son modelos de F.

2. SU{F} es inconsistente si ningin modelo de S es modelo de F.

Lema 3.1.1.13 Sea S un conjunto de cldusulas y F' una férmula cerrada.
Entonces, S |= F' syss S U {—F'} es inconsistente.
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Definicién 3.1.1.14 Sea P un programa y G el objetivo «— Ay, ... A,.

1. La sustitucién 6 es una respuesta para P U {G} si D(6) C var(P U

{G}).

2. La sustitucién 0 es una respuesta correcta para P U {G} si es una
respuesta para P U {G} y

P [=Y(0(G))

Ejemplo 3.1.1.15 Si P es el programa del ejemplo anterior y G es el obje-
tivo

— sumal(zx,y, s(0))
entonces las sustituciones ¢, = {(z,0), (v,s(0))} v 62 = {(z,s(0)), (y,0)} son
respuestas correctas para P U {G}.

Lema 3.1.1.16 Sea P un programa, GG un objetivo y # una respuesta para
P U {G}. Entonces, ¢ es una respuesta correcta para P U {G} syss P U
{=V(6(G))} es inconsistente.

Definicién 3.1.1.17 Sea P un programa y G un objetivo. Se dice que “no”
es la respuesta correcta para P U {G} si PU{G} es consistente.

3.1.2 Modelos de Herbrand

Lema 3.1.2.1 Sea P un programa y G un objetivo. Entonces, P U {G} es
consistente syss tiene un modelo de Herbrand.

Lema 3.1.2.2 Si P esun programay B(P) es su base de Herbrand, entonces
B(P) es un modelo de Herbrand de P

Lema 3.1.2.3 Si P es un programa y {M; : i € I} un conjunto no vacio de
modelos de Herbrand de P, entonces ﬂ M; es un modelo de Herbrand de P.

iel
Definicién 3.1.2.4 El menor modelo de Herbrand de un programa P

es
Mp = ﬂ{M : M es un modelo de Herbrand de P}

47



Teorema 3.1.2.5 Mp ={A e B(P): P = A}.

Teorema 3.1.2.6 Sea P un programa, G un objetivo y # una respuesta para
P U{G} tal que 6(G) es bésica. Son equivalentes:

1. 6 es correcta.
2. Si M es un modelo de Herbrand de P, entonces M |= 6(G).
3. Mp = 60(G).

3.2 Programas léogicos: semantica de puntos
fijos
3.2.1 Operadores y sus puntos fijos

Definicién 3.2.1.1 Un conjunto parcialmente ordenado, (L, <), es un reticulo
completo si para todo X C L, existe el supremo, sup(X), y el infimo,

Ejemplo 3.2.1.2 Si S es un conjunto, entonces (P(S),C) es un reticulo
completo.

Lema 3.2.1.3 Si (L, <) es un reticulo completo, entonces tiene un mayor
elemento, T, y un menor elemento, L.

Definicién 3.2.1.4 Sea (L, <) un reticulo completo.
1. La aplicaciéon T : L — L es un homomorfismo si

(Vo,y € L)z <y — T(x) <T(y)]

2. El conjunto X C L es dirigido si todos sus subconjuntos finitos estan
acotados superiormente por elementos de X.

3. La aplicacion T : L — L es continua si
T(sup(X)) = sup(T(X))

para todo subconjunto dirigido X de L.
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Lema 3.2.1.5 Sea (L, <) un reticulo completo y 7' : L — L. Si T es
continua, entonces es un homomorfismo.

Definicién 3.2.1.6 Sea (L, <) un reticulo completoy 7': L — L.

1. € L es un punto fijo de T si T'(xz) = x. Representaremos por PF(T)
el conjunto de los puntos fijos de T'.

2. El menor punto fijo de T se representa por min(PF(T)).

3. El mayor punto fijo de T se representa por max(PF(T)).

Teorema 3.2.1.7 Sea (L, <) un reticulo completo y 7' : L — L un homo-
morfismo.

1. Existe un menor punto fijo de 7" y viene dado por

min(PF(T)) =inf{re L:T(x) <z} =inf{r € L:T(z) =z}

2. Existe un mayor punto fijo de T' y viene dado por

max(PF(T)) =sup{z € L:2 <T(x)} =sup{z € L:T(z) =z}

Corolario 3.2.1.8 Sea (L, <) un reticulo completo y 7' : L — L un homo-
morfismo.

1. Sia € Ly T(a) < a, entonces existe un punto fijo @’ de T tal que
a < a.

2. Sibe Lyb<T(b), entonces existe un punto fijo b’ de T tal que b < ¥'.

Definicién 3.2.1.9 Sea (L, <) un reticulo completo y T': L — L un homo-
morfismo.

1. La potencia ascendente de T es la aplicacion T' T: Ord — L definida
recursivamente por

4, si a = 0;
Tta={ T(T1P), sia=8+1;
sup{T 1 : 5 < a}, siaeslimite
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2. La potencia descendente de T  es la aplicacion T |: Ord — L definida
recursivamente por

T, si a = 0;
T]la=<¢ T(T]p), sia=[+1;
inf{T | B:0 <a}, siaeslimite

Lema 3.2.1.10 Sea (L, <) un reticulo completo y 7" : L — L un homomor-
fismo.

L TTa<min(PF(T)) <mazx(PF(T)) <T |3
2.a<f = TT1a<TIp<T|H<T|«a

3. Siexisteun > atal que T'T =T T «, entonces T' T « es el menor
punto fijo de T'.

4. Siexisteun > atal que T' | B =T | «, entonces T' | o es el mayor
punto fijo de T.

5. Existe un ordinal ; tal que para todo v > 1, T' T v = min(PF(T)).

6. Existe un ordinal 3, tal que para todo v > (s, T' | v = max(PF(T)).

Definicién 3.2.1.11 Sea (L, <) un reticulo completo y T': L — L un ho-
momorfismo.

1. La clausura ordinal ascendente de T es
co. T (T)=min{a:T1Ta=min(PF(T))}
2. La clausura ordinal descendente de T es

co. | (T)=min{a:T | a =max(PF(T))}

Teorema 3.2.1.12 Si (L, <) es un reticulo completoy 7' : L — L es con-
tinua, entonces

min(PF(T)) =T Tw

Corolario 3.2.1.13 Si (L, <) es un reticulo completo y 7' : L — L es con-
tinua, entonces
co.T(T)<w

20



3.2.2 El operador de consecuencia inmediata

Lema 3.2.2.1 Si P es un programa, entonces (P(B(P),C) es un reticulo
completo. Su menor elemento es () y su mayor elemento es B(P).

Definicién 3.2.2.2 Para cada programa P, representaremos por [P] el con-
junto de sus instancias béasicas.

Definicién 3.2.2.3 Sea P un programa. Para cada interpretacion de Her-
brand, I, se define la interpretacién Tp(I) por

A<—Bl,...

Ae€eTp(l) <= existen atomos By, ..., B, tales que { {Bi,...,Bn}

La aplicacién Tp : P(B(P)) — P(B(P)) se llama el operador de conse-
cuencia inmediata.

Lema 3.2.2.4 Sea P un programa, I una interpretaciéon de Herbrand y A
un atomo. Son equivalentes:

1. A S Tp(]),

2. existe una sustitucion € y una clausula B < By, ..., B, de P tales que
A=0(B) y {0(B),....0(B,)} C 1.

Ejemplo 3.2.2.5 Sea P el programa

p(f(x)) < p(x)
q(a) «— p(x)

1. Si I} = B(P), entonces Tp(11) = {q(a)} U{p(f(t)) :t € U(P)}

2. Si I, = Tp(11), entonces Tr(ly) = {q(a)} U{p(f(f(t)) :t € U(P)}
3. Si I3 = 0, entonces Tp(I3) = ().

Lema 3.2.2.6 La aplicacién Tp es continua.

Lema 3.2.2.7 Sea P un programa e [ una interpretacion de Herbrand. En-
tonces I es un modelo del programa P syss Tp(I) C I.
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Teorema 3.2.2.8 Sea P un programa. Entonces,

Mp:mln(PF(Tp)):TpTu): UTan

n>0

Ejemplo 3.2.2.9 Sea P el programa
b)

T

QR

f(x)) < q(x)

f(@)) < p(z)

a) «— p(x)
— q(x)

)
) —r(x)
1. Mp=min(PF(Tp)) = {q(f"(b)) :n € w}tyco. 1 (Tp) =w.

2. max(PF(Tp)) = {q(f"(b)) : n € w}U{p(f*(a)) : n € w} y co. |
(Tp) = w?2.

=

=11

g~

)

<
9}

ﬁ
T2

<

(
(
(
(
(
(

&

3.3 Programas légicos: semantica procedimen-
tal

3.3.1 Proceso de computacion: La resolucion SLD

Nota 3.3.1.1 Sea # una sustitucién y < Ay, ..., A, un objetivo. Escribire-
mos

— 9(141, e ,An)
en lugar de

— 0(Ay),...,0(A,)

Definicién 3.3.1.2 Sea P un programa logico, C = A «— By,..., By una
clausula de P y G =« A;i,..., A, un objetivo. Se dice que G’ es una
resolvente de G y ' con umg 6 si se verifican las siguientes condiciones:

1. existe un i € {1,...,n} tal que € es un unificador de méxima generali-
dad de A; v A;

2. G/ =< 9(141, NN ,Aifl, Bla ey Bk,AiJrl, Ce 7An)
En este caso, se dice que A; es el atomo seleccionado.
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Definicién 3.3.1.3 Sea P un programa y GG un objetivo. Se dice que
(Go,Gl,GQ...;01,02,...;61,92,...)

es una derivacién SLD (o, simplemente, derivacién) de P U {G} si

1. Gy = G;

2. ('] es una variante de una clausula de P separada de Gy;
3. (G; es una resolvente de Gy y C'; com umg 61;

4. para todo 7 > 2,

(a) C; es una variante de una clausula de P;
(b) C; no tiene variables comunes con Gy, ...,G;_1,Cq,...,Ci_1.

(¢) Gy es una resolvente de G;_1 y C; com umg 6

Las clausulas C; se llaman clausulas de entrada.

Ejemplo 3.3.1.4 Sea P el programa
p(x7 O’ I) —
p(x,5(y), s(2)) — p(z,y,2)

y G es objetivo < p(z,s(0),s(s(s(0)))). En la siguiente figura se muestra
una derivaciéon para P U {G}.

Cy = p(1,8(41),5(21)) < p(T1,91, 21)

Go =< p(z,s(0),s(s(s(0)))) 01 = {(x1,2), (11,0), (21,5(5(0))) }

—

Gl = p(x, 07 S(S(O)))

—

Gs =0

02 = p<$27 07 'rQ) —

0y = {(x2,5(0)), (z,5(s(0)))}

Nota 3.3.1.5 Las derivaciones pueden ser finitas o infinitas. Las finitas
pueden terminar con éxito (si su ultimo objetivo es [J) o con fallo (en caso
contrario).
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Definicién 3.3.1.6 Una refutacién de PU{G} es una derivacién finita de
PU{G}
(Go,Gl,Gg...,Gn;C’l,C’g,...,C’n;01,92,...,9n)

tal que G,, = . Se dice que n es la longitud de la refutacion.

Definicién 3.3.1.7 Sea 6 una sustitucion y V' C V un conjunto de vari-
ables. La restriccion de 6 a V' es la sustitucion 6’ definida por

‘9’(1’) - { z(x), zllletEI"OVC;iSO

La restriccion de 6 a V' se representa por 6 [ V.

Definicién 3.3.1.8 Sea P un programa y GG un objetivo. La sustitucién 6
es una respuesta computada para P U {G} si existe una refutacion

(G07G17G2'~-an;CI;CQa-"7071;01’027"'7071)

de PU{G} y 0= (0,...0,) | var(G).

Ejemplo 3.3.1.9 La sustituciéon 6 = {(x,s(s(0)))} es una respuesta com-
putada para el ejemplo anterior.

Definicién 3.3.1.10 El conjunto de éxitos de un programa P, Ep, es el
conjunto de los A € B(P) tales que P U {« A} tiene una refutacion.
3.3.2 Correcion de la resolucién SLD

Teorema 3.3.2.1 (Correccién computacional de la resolucién SLD)
Toda respuesta computada para P U {G} es una respuesta correcta para

PUIG).

Corolario 3.3.2.2 (Correccién de la resolucién SLD) Si PU{G} tiene
una refutacién, entonces P U {G} es inconsistente.

Corolario 3.3.2.3 El conjunto de éxitos de un programa P esta contenido
en el menor modelo de Herbrand de P.
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3.3.3 Completitud de la resolucién SLD

Definicién 3.3.3.1

1. Si en la definicion de resolvente se sustituye la condicién de “unifi-
cador de maxima generalidad” por la de “unificador”, la clausula que
se obtiene se llama resolvente no principal.

2. Si en la definicién de derivacién se sustituye “resolvente” por “resol-
vente no principal”, la sucesion obtenida se llama derivacién no prin-
cipal.

3. Sien la definicién de refutacién se sustituye “derivacién” por “derivacién
no principal”, la sucesién obtenida se llama refutacion no principal.

Lema 3.3.3.2 Sea P un programa y G un objetivo. Si
(Go,G1,Ga...,Gy; C1,Coy oo Cri 61,04, . ..,0,)

es una refutacién no principal de P U {G}, entonces existe una refutacién
(Go, G, Gy ... .G, CLCy o Cri 01,05, ..,00)

de PU{G} tal que 0, ...0) <0, ...6;.

Lema 3.3.3.3 (del ascenso) Sea P un programa, G un objetivo y € una
sustitucién. Si

(Go, G1,Ga ..., Gp; C1,Co, ., Cri 01,0, ..., 0,)
es una refutacién de P U {6(G)}, entonces existe una refutacién
(Go, G1,GY ... .Gl CLCoy o Cri 01,05, 00)

de PU{G} tal que 0, ...0) <0, ...6,0.

Lema 3.3.3.4 El menor modelo de Herbrand de un programa P esta con-
tenido en el conjunto de éxitos de P.

Teorema 3.3.3.5 (de completitud de la resolucién SLD) Si P U {G}
es inconsistente, entonces existe una refutacién de P U {G}.
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Lema 3.3.3.6 Sea A un atomo. Si P = V(A), entonces la sustitucién iden-
tidad es una respuesta computada para P U {« A}.

Lema 3.3.3.7 Si 0 es una respuesta correcta para P U {G}, entonces la
sustitucion identidad es una respuesta computada para P U {0(G)}.

Teorema 3.3.3.8 (de completitud computacional de la resolucién
SLD) Si 0 es una respuesta correcta para P U {G}, entonces existe una
respuesta computada, ¢, para P U {G} tal que 6’ < 6.

3.3.4 Reglas de computacién

Definicién 3.3.4.1 Sea P un programa logico, C' = A <« By,..., By una
clausula de P, G =« A;,..., A, un objetivo y R una regla de computacion.
Se dice que G’ es la resolvente de Gy C' via R con umg # si se verifican
las siguientes condiciones:

1. existe un ¢ € {1,...,n} tal que R(G) = A; y 0 es un unificador de
maxima generalidad de A; y A;

2. G/ =< 9(141, c. ,Aifl,Bl, .. ~7Bk7Ai+17 R ;An)

Definiciéon 3.3.4.2 Sea P un programa, G un objetivo y R una regla de
computacion.

1. Una derivacién SLD de PU{G} via R es una derivacién de PU{G}
que usa resolventes via R.

2. Una refutacién de P U {G} via R es una derivacién de P U {G} que
usa resolventes via R.

3. Una respuesta computada de PU{G} via R es una respuesta com-
putada para P U {G} obtenida de una refutaciéon de P U {G} via R.

4. El conjunto de éxitos de P via R es el conjunto de los A € B(P)
tales que P U {« A} tiene una refutacién via R.

Lema 3.3.4.3 (del intercambio) Consideremos dos pasos sucesivos de una
derivacion
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%61(A17...,C7...,A

H92(91<A1,...,C,...,E,...,An))

donde C representa a C4,...,C) v E representa a Fy,..., E,. FEntonces
existen dos sustituciones 1, 6, tales que

<—A1,...,AZ‘,...,AJ‘,...,ATL D<—E1,...,Em
H0’1(141,...,Ai,...,E,...,An) B<—Cl,...,C'k

— 040, (Ay,....C,.. . E,... AY))

son dos pasos sucesivos de una derivacién y 6507 = 6,6,.

Teorema 3.3.4.4 (independencia de la regla de computacién) Si ¢
es una respuesta computada para P U {G}, entonces para cada regla de
computaciéon R existe una respuesta computada para P U {G} via R, ¢,
tal que 6'(G) = 0(G) (i.e. existe una permutacién ¢ de forma que 0'(G) =
£(0(G)).

Lema 3.3.4.5 El conjunto de los éxitos de P via R es igual al menor modelo
de Herbrand de P.



Teorema 3.3.4.6 (de completitud de la resolucién SLD con reglas)
Si P U{G} es inconsistente, entonces existe una refutacion de P U {G} via

R.

Teorema 3.3.4.7 (de completitud fuerte de la resolucién SLD) Si 6
es una respuesta correcta para PU{G}, entonces existe una computada para
PU{G} via R, #', tal que ¢ <.

3.3.5 Arboles SLD

Definicién 3.3.5.1 Sean P un programa, GG un objetivo y R una regla de
computaciéon. Un drbol SLD de P U {G} via R es un arbol verificando las
siguientes condiciones:

1.
2.

Cada nodo del arbol es un objetivo.
El nodo raiz es G.

Los nodos que son la cldusula vacia no tienen hijos. Dichos nodos se
llaman nodos de éxito. Las ramas de la raiz a los nodos de éxito se
llaman ramas de éxito.

Sea G' =— Ay,...,A, (n > 1) un nodo del arbol y A; = R(G).
Entonces, para cada clausula de P, C'= A < By,..., By, tal que A y
A, son unificables, el nodo tiene un hijo

— Q(Alwuqu’—hBi;---aB]/g;Ai—s—ly-'wAn)

donde A" — B, ..., B es una variante de C separada de los antecesores
de G' y 0 es un unificador de méxima generalidad de A" y A;. Si el
nodo G’ no tiene descendientes, se llama un nodo de fallo y las ramas
de la raiz a G’ se llaman ramas de fallo.

Nota 3.3.5.2 Cada rama del arbol representa una derivacién de P U {G}
via R.

Ejemplo 3.3.5.3 Sea P el programa

p(w, 2) < q(z,y),p(y, 2)
p(x,x)
p(b, c)—
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y G el objetivo « p(z, c).

Si R es la regla de computacion por la izquierda (i.e., R(«— Ay,..., A,) =
A1), entonces el arbol SLD para P U {G} via R es:

— p(z,c)

—q(z,y),p(y,c) O

; {(,0)}

«plc,c)

— q(c, yg),p(yz,c) U
fallo {(z,0)}

Si R es la regla de computacién por la derecha (i.e., R(« Aq,..., A,) =
A,), entonces el arbol SLD para P U {G} via R es:
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«— p(z,c)

—q(z,y),p(y,c) O

—q(z,9),9(y,y2), p(y2, €) —q(x,c)
1 2 3
ii —q(z,y),q(y,c) O
{(z,b)}
Subdrbol 3
infinito
—q(z,b)
fallo

Nétese que aunque el primer arbol es finito y el segundo es infinito, en
ambos se obtienen las mismas respuestas.

Teorema 3.3.5.4 Si P U {G} es inconsistente, entonces el arbol SLD de
P U {G} via R tiene una rama de éxito.

Teorema 3.3.5.5 Si 6 es una respuesta correcta de PU{G}, entonces en el
arbol SLD de P U {G} via R existe una rama de éxito tal que la respuesta
computada por la refutacién que representa dicha rama, ', es mas general
que 6 (i.e. 0 <0).

Teorema 3.3.5.6 Si P es un programa y A es un atomo bésico, son equiv-
alentes:

1. PEA
2. Ae Mp
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3. AeTplw
4. Ae Ep

5. Todo arbol SLD para P U {« A} tiene una rama de éxito.

3.3.6 Procedimientos de refutacion. La evaluacion de
Prolog

Definicién 3.3.6.1 Una regla de biisqueda es una estrategia para encon-
trar ramas de éxitos en los arboles SLD.

Definicién 3.3.6.2 Un procedimiento de refutacién viene dado por una
regla de computacién y una regla de busqueda.

Definicién 3.3.6.3

1. La regla de computacién de Prolog selecciona el primer dtomo por
la izquierda.

2. La regla de bisqueda de Prolog es una busqueda en profundidad.

Algoritmo 3.3.6.4 (de evaluacién de Prolog)

Entrada: Un programa P = {Cy,...,C,} (escribiremos C; = B; «
D;1,...,D;p,), un objetivo G =— Ay, ..., A; y una sustitucién 6

Salida: Una respuesta computada para P U {0(G)}

Procedimiento: Evaluar(P,G,0)

si G = [ entonces devolver 6
e.o.c. hacer i :=0
mientras que (i < n)
hacer 1 :=7+1
B! una variante de B;
0" .= Unif(Ey, BY)
si 0’ # No unificables
entonces Fvaluar(P,«— ' (D;1,...,D;p,, Ag, ..., Ax),0'0)

Nota 3.3.6.5 Dado un programa P y un objetivo G,
Evaluar(P, G, ()

devuelva las respuestas computadas por Prolog para P U {G}
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