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Inteligencia Artificial 2016-2017 Tema 6: Razonamiento con incertidumbre



Sistemas basados en el conocimiento

@ Sistemas basados en el conocimiento:
e Programas que resuelven problemas usando un determinado dominio
de conocimiento
@ A veces son llamados sistemas expertos
@ Ventajas:
@ Fécil acceso y disponibilidad de conocimiento (experto)
Coste reducido
Permanencia
Fiabilidad y rapidez
Respuestas no subjetivas
Explicacién del razonamiento
Herramientas de aprendizaje
Competitivos con expertos humanos

¢ € ¢ ¢ ¢ @ ¢
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Sistemas basados en el conocimiento

@ Componentes principales de un SBC

o Conocimiento, que necesita ser representado
o Mecanismos que permitan inferir nuevo conocimiento
o Estos componentes deberian constituir mddulos independientes
@ Otros componentes:
o Interfaz de usuario
Subsistema de explicacién del conocimiento inferido

]
o Subsistema de adquisicién de nuevo conocimiento
o Herramientas de aprendizaje
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Representacién del conocimiento

@ Requisitos de los formalismos de representacién del
conocimiento:
o Potencia expresiva
@ Facilidad de interpretacién
o Eficiencia deductiva
o Posibilidad de explicacién y justificacidn
@ Algunos formalismos de representacion:
o Reglas, ldgicas de descripcidn, légica de primer orden,
redes bayesianas ...

@ Cada formalismo de representacién usa un método de inferencia
especifico:
@ Razonamiento hacia adelante,
razonamiento hacia atrds (SLD-resolucién), tableros, resolucién,
célculo de probabilidades . ..

@ En este tema usaremos la teoria y calculo de probabilidades para
representar el conocimiento y razonar a partir de él
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Incertidumbre y conocimiento

@ Ejemplo de conocimiento “categérico” expresado mediante
reglas:

SI SINTOMA=DOLOR DE MUELAS
Entonces ENFERMEDAD=CARIES

@ jExpresa esta regla un conocimiento correcto?

@ Quizas seria mejor un conocimiento mas exhaustivo
SI SINTOMA=DOLOR DE MUELAS
Entonces ENFERMEDAD=CARIES O

ENFERMEDAD=SINUSITIS O
ENFERMEDAD=MUELA DEL Juicio O
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Inconvenientes del conocimiento categérico

@ jPor qué a veces el conocimiento exacto y preciso no nos sirve?
@ Posibles razones

@ Demasiado trabajo ser exhaustivo

@ Desconocimiento tedrico: no tenemos informacién completa

@ Desconocimiento practico: atin conociendo todas las reglas, no
podemos aplicarlas
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Incertidumbre y conocimiento

@ Otra forma de expresar el conocimiento: grado de creencia

o Creemos, basiandonos en nuestras percepciones, que un paciente que
tenga dolor de muelas, tiene caries con una probabilidad del 80 %

o En teoria de la probabilidad, se expresa como
P(Caries = true|Dolor = true) = 0,8

@ La probabilidad expresa el grado de creencia, no el grado de verdad

@ Por tanto, la probabilidad puede cambiar a medida que se conocen
nuevas evidencias

@ La teoria de la probabilidad servird como medio de
representacién del conocimiento incierto
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Variables aleatorias

@ Variables aleatorias: una “parte” del mundo cuyo estado
podemos desconocer

¢ Ejemplo: la variable aleatoria Caries describe el hecho de que un
paciente pueda o no tener caries

@ Nuestra descripcién del mundo vendrd dada por un conjunto de
variables aleatorias

@ Una variable aleatoria puede tomar diferentes valores de su
dominio
o Los posibles valores de Caries son true y false

o Notacién: variables aleatorias en mayusculas y sus valores en
mindsculas
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Variables aleatorias

@ Tipos de variables aleatorias:

@ Booleanas (notacién: caries y —caries son equivalentes a
Caries = true y Caries = false, respectivamente)

o Discretas (incluyen a las booleanas)
o Continuas

@ En lo que sigue, nos centraremos en las variables discretas
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Proposiciones

@ Usando las conectivas proposicionales y las variables aleatorias,
podemos expresar proposiciones

@ Ejemplos:
o caries N\ ~dolor
o Caries = true V Tiempo = nublado
o Tiradal =5 A (Tirada2 = 4V Tirada2 = 5V Tirada2 = 6)

@ Asignaremos probabilidades a las proposiciones para expresar
nuestro grado de creencia en las mismas
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Probabilidad incondicional: idea intuitiva

o Dada una proposicién a, su probabilidad incondicional (o a
priori), notada P(a), cuantifica el grado de creencia en que
ocurra a, en ausencia de cualquier otra informacién o evidencia

@ Ejemplo: P(caries) = 0,1, P(caries, ~dolor) = 0,05

o Notacién: P(caries, —dolor) es equivalente a P(caries A —dolor)
@ Aproximacién frecuentista: nimero de casos favorables (en los

que se cumple a) entre el ndmero de casos totales
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Probabilidad: definicidon axiomatica

@ Una funcién de probabilidad es una funcién definida en el
conjunto de proposiciones (respecto de un conjunto dado de
variables aleatorias), verificando las siguientes propiedades:

@ 0 < P(a) <1, para toda proposicién a

o P(true) =1y P(false) = 0 donde true y false representan a
cualquier proposicién tautoldgica o insatisfactible, respectivamente

e P(aVv b) = P(a)+ P(b) — P(aAb), para cualquier par de
proposiciones ay b

@ El cdlculo de probabilidades se construye sobre los tres axiomas

anteriores. Por ejemplo:

) P(—\a) =1- P(a)

@ P(aV b)= P(a)+ P(b), si ay b son disjuntos.

o > " P(D=d;)=1,siendo Dunav.a.yd;,i=1,...,nsus
posibles valores
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Distribuciones de probabilidad

@ La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria indica
las probabilidades de que la variable pueda tomar cada uno de
sus valores

o Ejemplo: si Tiempo es una v.a. con valores lluvia, sol, nubes'y
nieve, su distribucién de probabilidad podria ser:
s P(Tiempo = sol) = 0,7, P(Tiempo = lluvia) = 0,2,
P(Tiempo = nubes) = 0,08, P(Tiempo = nieve) = 0,02
@ Notacién: usaremos P (en negrita), para expresar de manera
compacta una distribucién de probabilidad (fijado un orden entre
sus valores)

@ Ejemplo: P(Tiempo) = (0,7;0,2; 0,08; 0,02)
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Distribucién conjunta

@ Distribucién de probabilidad conjunta: probabilidad de cada
combinacién de valores de dos o mas variables aleatorias
@ Notacién P(X, Y): manera compacta de denotar a una tabla con
esas probabilidades
o Ejemplo: P(Tiempo, Caries) denota una tabla con 4 x 2 entradas
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Eventos atomicos

@ Dado un conjunto de variables aleatorias que describen nuestro
“mundo”, un evento atémico es un tipo particular de
proposicién:

@ Conjuncién de proposiciones elementales, que expresan un valor
concreto para todas y cada una de las variables

@ Ejemplo: si Caries y Dolor son todas las variables aleatorias en
nuestra descripcion del mundo, los posibles eventos atémicos
son

caries N\ dolor
caries N\ —dolor
—caries N\ dolor
—caries N\ —dolor

¢ © @ @
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Eventos atomicos

@ Caracteristicas de los eventos atémicos:

¢ € @

Mituamente excluyentes

Todos los eventos atémicos son exhaustivos (alguno debe ocurrir)
Un evento atémico implica la verdad o falsedad de toda proposicién
Toda proposicién es equivalente a la disyuncién de un conjunto de
eventos atémicos: por ejemplo, caries es equivalente a

(caries A dolor) V (caries A —dolor)

Para cualquier proposicién a,

P(a)= > Ple)

e €€(a)

siendo e(a) el conjunto de eventos atémicos cuya disyuncién
equivale a a
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Distribucién conjunta y completa

@ Distribucién de probabilidad conjunta y completa (DCC):
probabilidad de cada evento atémico

@ Una DCC es una especificacion completa (en términos
probabilisticos) del dominio descrito

@ Ejemplo de DCC:

dolor dolor —dolor | —dolor

hueco | —hueco || hueco | —hueco
caries || 0.108 | 0.012 0.072 0.008

—caries || 0.016 0.064 0.144 0.576
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Calculo de probabilidades usando DCC

@ Usando la férmula P(a) = 3", ce(a) P(e)
@ Ejemplos:

@ P(caries V dolor) =
P(caries, dolor, hueco) + P(caries, dolor, —hueco) +
P(caries, ~dolor, hueco) + P(caries, —dolor, ~hueco) +
P(—caries, dolor, hueco) 4+ P(—caries, dolor, ~hueco) =
0,108 + 0,012 + 0,072 + 0,008 + 0,016 + 0,064 = 0,28
@ P(caries) =
P(caries, dolor, hueco) + P(caries, dolor, —hueco) +
P(caries, —dolor, hueco) + P(caries, —dolor, —hueco) =
0,108 + 0,012 + 0,072 + 0,008 = 0,2
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Calculo de probabilidades usando DCC

@ En general:
e P(Y)=>",P(Y,z) (regla de marginalizacion)
@ Notacién
& Y es un vector de variables aleatorias, simbolizando cualquier
combinacién de valores de esas variables
@ Z representa una combinacién de valores concretos para un conjunto
Z de variables aleatorias (las restantes)
o Hay un sumando P(Y,z) para cada posible z, y cada sumando es
una entrada de la DCC
@ Problemas:
o Tamafio exponencial de la DCC
o Rara vez se conocen directamente las probabilidades de todos los
eventos atémicos.

@ Las probabilidades condicionales expresan mejor nuestro
conocimiento del dominio.
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Probabilidad condicional

@ Probabilidad condicional (o a posteriori) asociada a a dado b (a
y b proposiciones):
o Grado de creencia sobre a, dado que todo lo que sabemos es que b
ocurre, notada P(a|b)
o Ejemplo: P(caries|dolor) = 0,8 significa que una vez sabido que un
paciente tiene dolor de muelas (y sélamente sabemos eso), nuestra
creencia es que el paciente tendra caries con probabilidad 0,8
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Probabilidad condicional

@ Relacién entre probabilidad condicional e incondicional:

P(a A b)

PLaIb) = ~prpy

@ Variante: P(a A b) = P(a|b)P(b) (regla del producto)
e O, andlogamente, P(a A b) = P(bla)P(a)

@ Notacién P(X|Y) para expresar la tabla de probabilidades
condicionales

o Forma compacta de la regla del producto: P(X, Y) = P(X|Y)P(Y)
o Nota: la férmula anterior no expresa un producto de matrices, sino
la relacién existente entre las correspondientes entradas de las tablas
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Probabilidad condicional vs implicacién légica

@ La probabilidad condicional formaliza el hecho de que los grados
de creencia se actualizan a medida que se van conociendo
nuevas evidencias en el mundo incierto

@ La probabilidad condicional no es lo mismo que una implicacién
I6gica con incertidumbre

@ P(alb) = 0,8 no es lo mismo que decir que “siempre que b sea
verdad, entonces P(a) = 0,8"
o Ya que P(a|b) refleja que b es la dnica evidencia conocida
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Inferencia probabilistica

@ Por inferencia probabilistica entendemos el cédlculo de la
probabilidad de una proposicién dada condicionada por la
observaciéon de determinadas evidencias
o Es decir, célculos del tipo P(alb) donde a es la proposicién que se
consulta'y b es la proposicién que se ha observado

@ El conocimiento base vendra dado por una DCC (representada de
alguna manera eficiente, a partir de otras probabilidades
condicionales ya conocidas, como ya veremos)

@ El estudio de algoritmos de inferencia probabilistica es el
principal objetivo de este tema
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Inferencia probabilistica a partir de una DCC

@ En principio, podemos calcular probabilidades condicionales
usando la DCC

@ Por ejemplo: probabilidad de tener caries, observado que hay

dolor p ] Jol.
P(caries|dolor) = (CaF:I(e;o//\or)o or) =

B 0,108 + 0,012 B
~ 0,108 + 0,012 + 0,016 + 0,064

0,6
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Normalizacién

@ Podriamos evitar calcular explicitamente P(dolor)

) puede verse como una constante que normaliza la

1
P(dolor)
distribucién P(Caries, dolor) haciendo que sume 1:

P(Caries|dolor) = aP(Caries, dolor) =

= a[P(Caries, dolor, hueco) + P(Caries, dolor, ~hueco)] =
= [(0,108;0,016) + (0,012;0,064)] = «(0,12;0,08) = (0,6 0,4)

@ Es decir, calculamos P(caries, dolor) y P(—caries, dolor) y a
posteriori multiplicamos ambos por una constante « que haga
que ambos sumen 1; de esa manera tenemos P(caries|dolor) y
P(—caries|dolor)
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Inferencia probabilistica a partir de una DCC

@ En general, dada una variable aleatoria X, un conjunto de
variables observadas E (con valor concreto e), se tiene:

P(Xle) = aP(X,e) =a ) P(X,e,y)
y

s es una igualdad entre “vectores” (una componente por cada posible
valor de X)

@ hay un sumando por cada combinacién y de valores de variables Y
no observadas

o para cada valor de X, cada sumando P(X,e,y) es un elemento de
la DCC

@ « es una constante de normalizacién, que hace que la distribucién
de probabilidades sume 1
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Inferencia probabilistica a partir de una DCC

@ Dada una DCC, la férmula anterior nos da un método para
realizar inferencia probabilistica

@ Problema en la practica: exponencialidad
@ Con n variables, procesar la DCC necesita un tiempo O(2")
@ En un problema real, podria haber cientos o miles de variables

@ Sin embargo, veremos que la posible independencia existente
entre los eventos que describen las distintas variables aleatorias
nos puede ayudar a reducir esta complejidad
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Independencia probabilistica

@ En muchos casos practicos, algunas de las variables de un
problema son independientes entre si
s Ejemplo:
P(Tiempo = nublado|dolor, caries, hueco) = P(Tiempo = nublado)
o Si la variable Tiempo (con 4 posibles valores) formara parte de una
descripcidn en la que estan Caries, Hueco y Dolor:
@ No necesitariamos una tabla con 32 entradas para describir la DCC,
sino dos tablas independientes (8+4 entradas)
@ Esto reduce la complejidad de la representacion
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Independencia probabilistica

@ Intuitivamente, dos variables aleatorias son independientes si
conocer el valor que toma una de ellas no nos actualiza (ni al
alza ni a la baja) nuestro grado de creencia sobre el valor que
tome la otra.

o El asumir que dos variables son independientes estd basado
normalmente en el conocimiento previo del dominio que se modela

@ Formalmente, dos variables aleatorias X e Y son independientes
si P(X|Y) = P(X) (equivalentemente, P(Y|X) = P(Y)
6 P(X,Y) =P(X)-P(Y))
o En general, dos proposiciones a y b son independientes si
P(alb) = P(a)
@ Asumir independencia entre ciertas variables ayuda a que la
representacién del mundo sea mas manejable
s Reduce la exponencialidad (factorizacion del problema)
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Independencia condicional

@ Sin embargo, en nuestro ejemplo Dolor y Hueco no son
independientes

o Ambas dependen de Caries

@ Pero son independientes una vez conocido el valor de Caries

@ Es decir: P(Dolor|Hueco, Caries) = P(Dolor|Caries) o
equivalentemente P(Hueco|Dolor, Caries) = P(Hueco| Caries)
@ También equivalente:

P(Hueco, Dolor|Caries) = P(Hueco|Caries)P(Dolor|Caries)
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Independencia condicional

@ Intuitivamente: X es condicionalmente independiente de Y dado
un conjunto de variables Z si nuestro grado de creencia en que
X tome un valor dado, sabiendo el valor que toman las variables
de Z, no se veria actualizado (ni al alza ni a la baja), si ademas
supiéramos el valor que toma Y

o En el ejemplo: sabiendo si se tiene Caries o no, el conocer si se tiene
Dolor o no, no va a aportar nada nuevo a nuestro grado de creencia
en que se tenga Hueco.

@ Formalmente, dos v.a. X e Y son independientes dado un
conjunto de v.a. Z si P(X,Y|Z) =P(X|2)P(Y|Z2)
s O equivalentemente P(X|Y, Z) = P(X|Z)
SP(Y|X,2)=P(Y|2)
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Independencia condicional

@ La independencia condicional entre algunas variables es esencial
para un almacenamiento eficiente de las DCCs. Por ejemplo

P(Dolor, Hueco, Caries) =

P(Dolor, Hueco|Caries)P( Caries) =
= P(Dolor|Caries)P(Hueco| Caries)P( Caries)

@ En lugar de tener una tabla con 7 niimeros independientes sélo
necesitamos 5 niimeros independientes (en tres tablas)
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Independencia condicional

@ Si Caries tuviera n efectos independientes entre si (dado Caries),
el tamafio de la representacién de la DCC crece O(n) en lugar
de O(2")

@ En general, con una Causa con n efectos E; independientes entre
si dado Causa, se tiene

P(Causa, E1, ..., E,) = P(Causa) H P(E;|Causa)

@ No siempre se dan estas condiciones de independencia tan
fuertes, aunque a veces compensa asumirlas

@ En general, las relaciones causa-efecto y las de independiencia
condicional pueden darse a varios niveles entre las v. a. de un
dominio. El conocer estas relaciones es fundamental para
representar de manera eficiente la DCC.
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El ejemplo de la alarma (Pearl, 1990):

© 6 ¢ ¢

Tenemos una alarma antirrobo instalada en una casa
La alarma salta normalmente con la presencia de ladrones

Pero también cuando ocurren pequerios temblores de tierra

Tenemos dos vecinos en la casa, Juan y Maria, que han
prometido llamar a la policia si oyen la alarma

@ Juan y Maria podrian no llamar aunque la alarma sonara: por tener
musica muy alta en su casa, por ejemplo

& Incluso podrian llamar aunque no hubiera sonado: por confundirla
con un teléfono, por ejemplo

Inteligencia Artificial 2016-2017 Tema 6: Razonamiento con incertidumbre



Modelando el ejemplo de la alarma

@ La indertidumbre que subyace hace aconsejable un modelo
probabilistico

@ Variables aleatorias (todas booleanas):
& Robo: se ha producido un robo

Terremoto: ha ocurrido un terremoto

Alarma: la alarma ha sonado

Juan: Juan llama a la policia

Maria: Maria llama a la policia

¢ © ¢ @

@ Relaciones de independencia:

@ Robo y Terremoto son independientes
o Dado Alarma, Juan es condicionalmente independiente del resto de
variables. Lo mismo para Maria.

@ Es decir, sabiendo si la alarma ha sonado o no, nuestro grado de
creencia de en el hecho de que Juan (o Maria) llame a la policia, no se
verd actualizado si ademas sabemos el valor de alguna de las otras
variables.
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Factorizando la DCC en el ejemplo de la alarma

@ Aplicando la regla del producto repetidas veces en un orden
determinado, y las relaciones de independencia condicional,
tenemos:

P(Juan, Maria, Alarma, Robo, Terremoto) =
= P(Juan|Maria, Alarma, Robo, Terremoto)-P(Maria|Alarma, Robo, Terremoto)-
-P(Alarma|Robo, Terremoto) - P(Robo| Terremoto) - P( Terremoto) =
= P(Juan|Alarma) - P(Maria|Alarma) - P(Alarma| Robo, Terremoto)-
-P(Robo) - P(Terremoto)

@ Observaciones:
¢ En lugar de almacenar la DCC completa, basta con almacenar cinco
tablas mas pequeiias
o Las probabilidades que se necesitan saber son condicionales, de tipo
causa-efecto, que son las que normalmente se conocen a priori
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Redes Bayesianas

@ En general, las relaciones de independencia condicional permiten
simplificar drasticamente las DCCs, haciendo que se puedan usar
en la practica

@ Las redes bayesianas (o redes de creencia) constituyen una
manera practica y compacta de representar el conocimiento
incierto, basada en esta idea
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Red bayesiana para el ejemplo de la alarma (J. Pearl)

P(robo) R Ob 0
0.001

P(terr)

0.002

Robo | Terrem | P(alarma]

robo | terr 0.95
robo | noterr 0.94
0.29

norobd terr

norobd noterr 0.001

Alarma| P(juan) Alarma} P(maria)
alarma| 0.90 alarmal 070

noalarma] 0.05 hoalarmgd 0.01
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Redes bayesianas

Una red bayesiana es un grafo dirigido aciclico que consta de:

@ Un conjunto de nodos, uno por cada variable aleatoria del
“mundo” que se representa
@ Un conjunto de arcos dirigidos que conectan los nodos
o Si hay un arco de X a Y decimos que X es un padre de Y
(padres(X) denota el conjunto de v.a. que son padres de X).
@ A partir del concepto de variable padre, se definen también los
antecesores y descendientes de una variable.
@ Cada nodo X; contiene la distribucion de probabilidad
condicional P(X;|padres(X;))

@ Si X; es booleana, se suele omitir la probabilidad de la negacién.
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Redes bayesianas: intuicion

@ Intuitivamente, si se conoce el valor que toman las variables
padre de una variable aleatoria, entonces el grado de creencia en
que la variable tome un valor determinado, no se veria
actualizado si ademds conociéramos el valor que toma alguna
otra variable no descendiente.

o Es tarea del experto en el dominio (o de aprendizaje automatico)
el decidir las relaciones de independencia condicional (es decir, la
topologia de la red)
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Ejemplo de la caries como red bayesiana (Russell y Norvig

P(sol) | P(lluv) | P(nubl) | P(nieve) P(caries)

07 0.2 0.08 0.02 08

Caries |P(dolor) Caries| P(hueco)
caries 06 caries | 0.9

no caries 0.1 nocaries| 0.2
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Observaciones sobre el ejemplo

@ La topologia de la red anterior nos expresa que:
o Caries es una causa directa de Dolor y Huecos
o Dolor y Huecos son condicionalmente independientes dada Caries
o Tiempo es independiente de las restantes variables

@ No es necesario dar la probabilidad de las negaciones de caries,
dolor, ...
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Ejemplo de la familia fuera de casa (Charniak, 1991):

@ Supongamos que quiero saber si alguien de mi familia esta en
casa, basidndome en la siguiente informacién
@ Si mi esposa sale de casa, usualmente (pero no siempre) enciende la
luz de la entrada
Hay otras ocasiones en las que también enciende la luz de la entrada
Si no hay nadie en casa, el perro estd fuera
Si el perro tiene problemas intestinales, también se deja fuera
Si el perro esta fuera, oigo sus ladridos
o Podria oir ladrar y pensar que es mi perro aunque no fuera asi

@ Variables aleatorias (booleanas) en este problema:

@ Fuera (nadie en casa), Luz (luz en la entrada), Perro (perro fuera),
Inst (problemas intestinales en el perro) y Oigo (oigo al perro ladrar)

¢ © @ @
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Red bayesiana para el ejemplo de la familia fuera de casa

P(inst)
0.01

P(fuera)|

0.15

Fuera |Inst P(perro)
Fuera | P02 fuera | inst 0.99
fuera
06 fuera | noinst 0.90
no fuergy 0.05
no fuera | inst 0.97
no fuera | noinst 03

Perro | P(oigo)

perro 07
no perro 0.01
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Las redes bayesianas representan DCCs

@ Consideremos una red bayesiana con n variables aleatorias
@ Y un orden entre esas variables: Xi,..., X,
@ En lo que sigue, supondremos que:

o padres(X;) C {Xi_1,..., X1} (para esto, basta con que el orden
escogido sea consistente con el orden parcial que induce el grafo)

o P(Xi|Xi_1,...,X1) = P(Xi|padres(X;)) (es decir, cada variable es
condicionalmente independiente de todos los que no son sus
descendientes, dados sus padres en la red)

@ Estas condiciones expresan formalmente nuestra intuicién al
representar nuestro “mundo” mediante la red bayesiana
correspondiente

o Por ejemplo, la red de la alarma expresa que creemos que
P(Maria|Juan, Alarma, Terremoto, Robo) = P(Maria|Alarma)
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Las redes bayesianas representan DCCs

@ En las anteriores condiciones, y aplicando repetidamente la regla
del producto:

P(X1,..., Xn) = P(Xa|Xo_1...,X1)P(X, X)) =...
= [[PXilXiz1.. .., X1) HP (Xi|padres(X;))
i=1 =1

@ Una red bayesiana representa una DCC obtenida mediante la
expresién P(X1, ..., X,) =[] P(Xi|padres(X;))

@ En el ejemplo de la alarma, la probabilidad de que la alarma suene,
Juan y Maria llamen a la policia, pero no haya ocurrido nada es
(usamos iniciales, por simplificar):

Py, m, a,=r,—t) = P(j|a)P(m|a)P(a|-r, ~t) P(-r)P(~t) =
= 0,9 x 0,7 x 0,001 x 0,999 x 0,998 = 0,00062
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Representaciones compactas

@ Dominios localmente estructurados:

@ Las relaciones de independencia que existen entre las variables de un
dominio hacen que las redes bayesianas sean una representacién
mucho mdas compacta y eficiente de una DCC que la tabla con
todas las posibles combinaciones de valores

@ Ademds, para un experto en un dominio de conocimiento suele
ser mas natural dar probabilidades condicionales que
directamente las probabilidades de la DCC
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Representaciones compactas

@ Con n variables, si cada variable esta directamente influenciada
por k variables a lo sumo, entonces una red bayesiana necesitaria
n - 2% niimeros, frente a los 2" ntimeros de la DCC

o Por ejemplo, Para n =30y k =5, esto supone 960 nimeros frente
a 2% (billones)

@ Hay veces que una variable influye directamente sobre otra, pero
esta dependencia es muy tenue
o En ese caso, puede compensar no considerar esa dependencia,

perdiendo algo de precisién en la representacién, pero ganando
manejabilidad
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Redes bayesianas: problemas a tratar

En lo que queda de tema, veremos las siguientes cuestiones
relacionadas con redes bayesianas:

@ Creacidn de la red

@ De manera que modelice bien la realidad representada y que sea
compacta

@ Deduccién de independencias condicionales entre grupos de
variables

@ Deducir independencias més alla de las asumidas al construir la red
o Criterio gréfico de d-separacion

@ Inferencia probabilistica (caculo de probabilidades del tipo
P(Xle)
o Inferencia exacta: algoritmos de enumeracién y de eliminacién de
variables
@ Inferencia aproximada: algoritmos de muestreo con rechazo y de
ponderacidén por verosimilitud
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Algoritmo de construccidn de una red bayesiana

@ Supongamos dado un conjunto de variables aleatorias
VARIABLES que representan un dominio de conocimiento (con
incertidumbre)

Algoritmo de construccion de redes bayesianas

FUNCION CONSTRUYE RED (VARIABLES)
1.

Sea (Xi,...,X,) una ordenac:l.on de VARIABLES
2. Sea RED una red bayesiana ‘‘vacia’’
3. PARA i=1,...,n HACER
3.1 Afiadir un nodo etiquetado con X; a RED
3.2 Sea padres(X;) un subconjunto minimal de {Xi_1,...,X1}
tal que existe una independencia condicional entre X;
y cada elemento de {X;_1,...,X1} dado padres (Xj)

3.3 Afiadir en RED un arco dirigido entre cada elemento de
padres (X;) y X;
3.4 Asignar al nodo X; la tabla de probabilidad
P (Xi|padres (X))
4. Devolver RED
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Ejemplo de construccién de red bayesiana (alarma)

@ Partiendo del orden Robo, Terremoto, Alarma, Juan, Maria, y
aplicando el algoritmo anterior obtenemos la red del ejemplo:
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Construccién de redes bayesianas

@ Problema: eleccién del orden entre variables

@ En general, deberiamos empezar por las “causas originales”,
siguiendo con aquellas a las que influencian directamente, etc...,
hasta llegar a las que no influyen directamente sobre ninguna
(modelo causal)

o Esto hard que las tablas reflejen probabilidades “causales” mds que
“diagndsticos”, lo cual suele ser preferible por los expertos
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Construccién de redes bayesianas

@ Un orden malo puede llevar a representaciones poco eficientes

@ Ejemplo: red izquierda (Maria, Juan, Alarma, Robo y
Terremoto) y red derecha (Maria, Juan, Terremoto, Robo y

Alarma)
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Independencia condicional en redes bayesianas

@ Una vez dibujada la red (asumiendo una serie de independencias
condicionales), de la propia estructura de la red se pueden
deducir otras relaciones de independencia condicional
o El concepto de d-separacion nos proporciona un criterio grafico para

deducir estas independencias condicionales
@ En una red bayesiana, un conjunto de variables aleatorias Z
d-separa dos variables aleatorias X e Y si y sélo si todo camino
en la red que una X con Y, cumple alguna de estas condiciones:
o Pasa por un elemento Z € Z con arcos en el mismo sentido
(..+—Z<— ..., ...— Z—...) o divergentes
(..+—Z—..)

@ Pasa por un elemento Z ¢ Z con arcos convergentes
(...— Z<+— ...) y ninglin descendiente de Z estd en Z

@ Teorema: En una red bayesiana, dos variables aleatorias son
condicionalmente independientes dado cualquier conjunto de
variables aleatorias que las d-separe
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Independencia condicional en redes bayesianas

@ Ejemplos

\/
/\/

@ A es (condicionalmente) independiente de B dado ()
o E es condicionalmente independiente de F dado {C}
o {F} nod-separaa Ay D

s A es condicionalmente independiente de D dado {C}
@ {F} no d-separaa Ey D.

@ D es condicionalmente independiente de E dado {C}
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Inferencia probabilistica en una red bayesiana

@ El problema de la inferencia en una red bayesiana:

@ Calcular la probabilidad a posteriori para un conjunto de variables
de consulta, dado que se han observado algunos valores para las
variables de evidencia

@ Por ejemplo, podriamos querer saber qué probabilidad hay de que
realmente se haya producido un robo, sabiendo que tanto Juan
como Maria han llamado a la policia

@ Es decir, calcular P(Roboljuan, maria)
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Inferencia probabilistica en una red bayesiana

@ Notacidén:

@ X denotard la variable de consulta (sin pérdida de generalidad
supondremos sélo una variable)

@ E denota un conjunto de variables de evidencia E;, E;,...,E, y e
una observacién concreta para esas variables

o Y denota al conjunto de las restantes variables de la red e y
representa un conjunto cualquiera de valores para esas variables
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Inferencia por enumeracion

@ Recordar la férmula para la inferencia probabilistica a partir de
una DCC:

P(Xle) = aP(X,e)=a) P(X,e,y)
y

o Esta férmula sera la base para la inferencia probabilistica:

@ Puesto que una red bayesiana es una representacién de una DCC,
nos permite calcular cualquier probabilidad a posteriori a partir de la
informacién de la red bayesiana

@ Esencialmente, se trata de una suma de productos de los elementos
de las tablas de las distribuciones condicionales
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Un ejemplo de inferencia probabilistica

@ Ejemplo de la alarma (usamos iniciales por simplificar):
P(R|j, m) = (P(rlj, m); P(=r|j, m)) =
= a(Z Z P(r,t,a,j, m); Z Z P(=r,t,a,j,m)) =
a

ZZP P(alr, t)P(j|a)P(m|a);
ZZPﬁr P(al=r, t)P(jla)P(m|a))
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Un ejemplo de inferencia probabilistica

@ En este ejemplo hay que hacer 2 x 4 sumas, cada una de ellas
con un producto de cinco nimeros tomados de la red bayesiana

o En el peor de los casos, con n variables booleanas, este célculo toma
O(n2™)
@ Una primera mejora consiste en sacar factor comun de aquellas
probabilidades que sélo involucran variables que no aparecen en
el sumatorio:

P(RLj, m) = a(P(r) Y _ P(t) ) P(alr,t)P(j|a)P(m|a);
P(=r) Y P(t) Y P(al-r. t)P(jla)P(m]a)) =

= @(0,00059224; 0,0014919) = (0,284; 0,716)
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Inferencia por enumeracion

@ Las operaciones realizadas en la férmula anterior se pueden
simbolizar con el siguiente arbol:

P() P(~1)
.002 998

P(alr.t) P(=alr,)y  P(@lr,~t) P(=alr,~t)
.95 .05 .94 .06

P(la P(j|~a) P(jla)

.90 .05 .90

P(m|a] P(m|~a) P(m|a) P(m|~a)

.70 .01 .70 .01
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Algoritmo de inferencia por enumeracién

@ Entrada: una v.a. X de consulta, un conjunto de valores
observados e para la variables de evidencia y una red bayesiana

o Salida: P(X|e)

Algoritmo de inferencia por enumeracién

FUNCION INFERENCIA _ENUMERACION (X, e, RED)
1. Sea Q(X) una distribucién de probabll:l.dad sobre X,
inicialmente vacia
2. PARA cada valor x; de X HACER
2.1 Extender e con el valor x; para X
2.2 Hacer Q(x;) el resultado de
ENUM_AUX (VARIABLES (RED) , e, RED)
3. Devolver NORMALIZA (Q(X))
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Algoritmo de inferencia por enumeracién

Algoritmo de inferencia por enumeracion

FUNCION ENUM.AUX (VARS, e, RED)
1. Si VARS es vacio devolver 1
2. Si no,
2.1 Hacer Y igual a PRIMERO (VARS)
2.2 Si Y tiene un valor y en e,
2.2.1 devolver P (y|padres (Y, e))-ENUMAUX (RESTO (VARS), e)
2.2.2 Si no, devolver
SUMATORIO(y,P (y|padres (Y, e))-ENUM_AUX (RESTO (VARS) , e,) )
(donde: padres(Y,e) es el conjunto de valores que toman en e
los padres de Y en la RED, y e, extiende e con el valor y
para Y)
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Algoritmo de inferencia por enumeracién

@ Observacién:

@ Para que el algoritmo funcione, VARIABLES (RED) debe devolver
las variables en un orden consistente con el orden implicito en el
grafo de la red (de arriba hacia abajo)

@ Recorrido en profundidad:

e El algoritmo genera el arbol de operaciones anterior de arriba hacia
abajo, en profundidad

o Por tanto, tiene un coste lineal en espacio

@ Puede realizar célculos repetidos

o En el ejemplo, P(j|a)P(m|a) y P(j|-a)P(m|—a) se calculan dos

veces

o Cuando hay muchas variables, estos calculos redundantes son
inaceptables en la practica

Inteligencia Artificial 2016-2017 Tema 6: Razonamiento con incertidumbre



Evitando calculos redundantes

@ |dea para evitar el célculo redundante:

o Realizar las operaciones correspondientes a cada sumatorio una séla
vez, para todas los posibles valores de las variables que intervienen
en ese sumatorio

o En lugar de multiplicar nimeros, multiplicaremos tablas de

probabilidades
o Denominaremos factores a estas tablas
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Evitando calculos redundantes

@ Por ejemplo, la operacién
P(Rlj, m) = aP(R Z P(T)Y P(AR, T)P(j|A)P(m|A)
a

puede verse como una serie de operaciones entre cinco tablas o
factores

@ Estas operaciones entre tablas son de dos tipos: multiplicacion
(componente a componente) o agrupacién (sumando para los
dstintos valores de una variable)

@ Es el denominado algoritmo de eliminacidn de variables

@ Veremos con mds detalle cémo actuaria este algoritmo para
calcular P(R|j, m)
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ En primer lugar, tomamos los factores iniciales que intervienen
en el célculo
o Estos factores salen directamente de las tablas de probabilidad de la
red,
o Cada variable aporta su propio factor, el que corresponde a su tabla
de probabilidad en la red.
@ En esas tablas, los valores de las variables de evidencia estan fijados
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ El factor correspondiente a M se obtiene a partir de la
distribucién condicional P(M|A).

@ Como M es una variable de evidencia y su valor estd fijado a true,
el factor correspondiente, notado fy(A), es P(m|A) (tabla con
componentes P(m|a) y P(m|—a)):

A | fm(A) = P(m|A)
a 0,70
—a 0,01

o El factor correspondiente a J se obtiene a partir de la
distribucién condicional P(J|A)
o Como J es una variable de evidencia y su valor esta fijado a true, el
factor correspondiente (notado fj(A)), es P(j|A):

A | 4(A) = P(|A)
a 0,90
—a 0,05
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ El factor correspondiente a la variable A, notado fa(A, R, T) se
obtiene a partir de P(A|R, T)
¢ Ninguna de esas variables es de evidencia, y por tanto no estdn

fijados sus valores
o Es una tabla con 2 x 2 x 2 entradas, una por cada combinacién de

valoresde A, Ry T
o En este caso, esta tabla estd directamente en la propia red

A R T | fa(A,R, T)=P(AR, T)
a r t 0,95
a r -t 0,94
a -r t 0,29
a -r -t 0,001
—-a r t 0,05
—a r -t 0,06
—a =r t 0,71
—a -r -t 0,999
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ El factor correspondiente a la variable T, que notaremos fr(T),
es la tabla P(T)

T ‘ fr(T)=P(T7)

t 0,002
it 0,998
@ El factor correspondiente a R, que notaremos fr(R), es la tabla
P(R)
R ‘ frR(R) = P(R)
r 0,001
—r 0,999
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ Una vez tenemos todos los factores iniciales vamos “eliminando”
las variables que no son ni de consulta ni de evidencia.

@ Intuitivamente, el proceso de “eliminaciéon” de una variable se
corresponde con realizar el sumatorio de la correspondiente férmula,
pero a nivel de tablas.

@ Cuando eliminemos todas las variables (que no sean de evidencia ni
de consulta), sélo nos quedardn factores dependientes de la variable
de consulta, que habran de ser multiplicados y finalmente
normalizados.

@ La eliminacién de las variables la podemos realizar en cualquier
orden sin que afecte al resultado final

@ Aunque el orden en el que se vayan eliminando las variables
si influird en la eficiencia del algoritmo.
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ Por ejemplo, eliminamos en primer lugar la variable A

& Se corresponderfa con realizar )~ P(A|R, T)P(j|A)P(m|A), o lo
que es lo mismo, hacer > _fa(A, R, T)f;(A)fu(A)

o La multiplicacién de fiu, fy y fa, notada fya(A, R, T) se obtiene
multiplicando las entradas correspondientes a los mismos valores de
ARyT

o Es decir, para cada valor v; de A, vo de Ry v3 de T se tiene
fua(vi, va, v3) = fm(va)fs(va)fa(vi, va, v3). Por ejemplo:
fxa(true, false, true) = fm(true)fy(true)fa(true, false, true) =
0,70 x 0,90 x 0,29 = 0,1827
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ Ahora hay que agrupar el valor de A en fxa (realizar el
sumatorio » )
o Asi, obtenemos una tabla fg(R, T) haciendo
fa(vi, ) = >, fxa(a, v, v») para cada valor vy de Ry o de T,y
variando a en los posibles valores de A
Llamaremos a esta operacién agrupamiento
Hemos eliminado la variable A
@ Una vez realizada la agrupacién, guardamos fz y nos olvidamos de
fm, fyy fa
R| T | a \ -2 | fa(R. T)

r t 0,70 x 0,00 x 0,95 = 0,5085 | 0,01 x 0,05 x 0,05 = 0,00003 | 0,59853
r | =t | 0,70 x 0,90 x 0,94 =0,5922 | 0,01 x 0,05 x 0,06 = 0,00003 | 0,59223
-r |t 0,70 x 0,90 x 0,29 = 0,1827 | 0,01 x 0,05 x 0,71 = 0,00036 | 0,18306
—r | =t | 0,70 x 0,90 x 0,001 = 0,00063 | 0,01 x 0,05 x 0,999 = 0,0005 | 0,00113
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ Eliminacién de T:

@ Notemos por f+(R) al resultado de multiplicar fg(R, T) por fr(T) y
agrupar por T

R | t \ —t | (R
r | 0,59853 x 0,002 = 0,001197 | 0,50223 x 0,998 = 0,501046 | 0,59224
—r | 0,18306 x 0,002 = 0,000366 | 0,00113 x 0,998 = 0,001128 | 0,00149

o Podemos olvidarnos de fz y fr
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El algoritmo de eliminacién de variables: un ejemplo

@ Queda la variable R:
o Al ser la variable de consulta, no se agrupa, sélo multiplicamos los

factores en los que aparece
@ Multiplicamos f+(R) y fr(R)) para obtener fyxr(R)

R | f=(R) x fr(R)
r | 0,50224 x 0,001 = 0,00059
—r | 0,00149 x 0,999 = 0,00149

o Finalmente, normalizamos la tabla (para que sus componentes
sumen 1): P(R|j, m) = (0,28417;0,71583)

@ La tabla finalmente devuelta es la distribucién P(R|j, m). Es
decir, P(r|j, m) = 0,28417 y P(-r|j, m) = 0,71583
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El algoritmo de eliminacién de variables: observaciones

@ Inicialmente, tenemos un conjunto de factores (uno por cada
variable de la red) y vamos reduciendo el conjunto de factores:

@ Por cada variable que no sea de consulta ni de evidencia,
sustituimos los factores en los que aparece, por un tnico factor,
resultante de “eliminar” la variable.

@ Eliminar variable: multiplicar los factores en los que aparece y
agrupar el factor producto (obteniendo un factor en el que ya no
aparece la variable).

@ Cuando se trata la variable de consulta, sélo se multiplican sus
factores (no hay que agrupar).

@ Al final del proceso, tendremos un tnico factor, que
dependerd de la variable de consulta. Normalizando ese factor se
obtiene el resultado de la inferencia probabilistica.
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El algoritmo de eliminacién de variables: observaciones

@ Multiplicacién de tablas:

s Sifi(X,Y) y f2(Y, Z) son dos tablas cuyas variables en comin son
las de Y, se define su producto f(X,Y,Z) como la tabla cuyas
entradas son f(x,y,z) = fi(x,y)h(y, z)

@ Similar a una operacién join en bases de datos, multiplicando los
valores correspondientes

@ Agrupamiento de una tabla:

@ Sifyy(Y,Z) es un factor (que ha resultado de multiplicar los
factores en los que aparece Y'), su agrupamiento es una tabla fy(Z)
cuyas entradas son fy(z) = >° fxv(y,Z)

o La operacién de sumar por un valor es similar a la agregacidn de
una columna en bases de datos
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Un paso previo de optimizacién: variables irrelevantes

@ En el algoritmo de eliminacién de variables, se suele realizar un
paso previo de eliminacién de variables irrelevantes para la
consulta

@ Ejemplo:

@ Si la consulta a la red del ejemplo es P(J|r), hay que calcular

aP(r) >, P(t) 22, P(alr, t)P(J|a) 3=, P(m|a)
o Pero )" P(ml|a) =1, asi que la variable M es irrelevante para la
consulta
s Siempre podemos eliminar cualquier variable que sea una hoja de la
red y que no sea de consulta ni de evidencia
@ Y en general, se puede demostrar que toda variable que no sea
antecesor (en la red) de alguna de las variables de consulta o de
evidencia, es irrelevante para la consulta y por tanto puede ser
eliminada
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El algoritmo de eliminacién de variables

@ Entrada: una v.a. X de consulta, un conjunto de valores
observados e para la variables de evidencia y una red bayesiana

o Salida: P(Xle)

Algoritmo de eliminacién de variables

FUNCION INFERENCIA ELIMINACION_VARIABLES (X, e, RED)
1. Sea RED’ el resultado de eliminar de RED las variables
irrelevantes para la consulta realizada
2. Sea FACTORES igual a conjunto de los factores
correspondientes a cada variable de RED’
4. Sea VARS ORD el conjunto de las variables de RED’ que
no sean de evidencia, ordenado segin un orden de
eliminacién
5. PARA cada VAR en VARS_ORD HACER
5.1 Si VAR es de consulta, eliminar de FACTORES los
factores en los que aparece VAR, e incluir el factor
resultante de multiplicarlos
5.3 Si VAR no es de consulta, eliminar de FACTORES los
factores en los que aparece VAR, e incluir el factor
resultante de multiplicarlos y agruparlos por VAR
6. Devolver la NORMALIZACION del udnico factor
que queda en FACTORES
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Otro ejemplo (Béjar)

@ Consideremos las siguientes variables aleatorias:
D: préctica deportiva habitual

A: alimentacién equilibrada

S: presién sanguinea alta

F: fumador

I: ha sufrido un infarto de miocardio

[+

L
o
o
o

@ Las relaciones causales y el conocimiento probabilistico asociado
estan reflejadas en la siguiente red bayesiana
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Ejemplo: red bayesiana

P(d)
0.1

no g}

noa

nos| nof 0.3
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Ejemplo de inferencia probabilistica

@ Podemos usar la red bayesiana para calcular la probabilidad de
ser fumador si se ha sufrido un infarto y no se hace deporte,
P(Fli,~d)

@ Directamente:

o Aplicamos la férmula:
P(Fl|i,~d) = aP(F,i,~d) = aZ&A P(F,i,—d,A,S)
@ Factorizamos seglin la red:
P(Fli,~d) = a3 >s o P(=d)P(A)P(S|~d, A)P(F)P(ilS, F)
o Sacamos factor comun:
P(F|i,~d) = aP(—=d)P(F) Y, P(A) Y5 P(S|—d, A)P(i|S, F)
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Ejemplo de inferencia probabilistica

o Calculemos:
o Para F = true:
P(fli,—d) = a - P(—d) - P(f)-
[P(a) - (P(s|—d,a)- P(i|s,f)+ P(—s|—d,a) - P(i|—s, ))+
+'D(ﬁa) ' (P(S|ﬁd7 j‘9) : P(I‘S7 f) + P(js|ﬁda ﬁ"3) : P(i|ﬁsa f))] =
=«-0,9-0,4-[0,4-(0,25-0,840,75-0,6)+0,6-(0,7-0,8+0,3-0,6)] =
=« -0,253

o Andlogamente, para F = false, P(—f|i,~d) = « - 0,274
s Normalizando, P(F|i,~d) = (0,48; 0,52)
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Aplicando eliminacién de variables (factores inciales)

@ Factor correspondiente a /:

S ‘ ‘ (S,F)=P(i|S,F)
s f 0,8
s | -f 0,7
-s | f 0,6
—s | of 0,3

@ Factor correspondiente a F:
F | fe(F) = P(F)
f 0,4
=f 0,6
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Aplicando eliminacién de variables (factores iniciales)

@ Factor correspondiente a S:
) ‘ A ‘ fs(S,A) = P(S|—d, A)

s a 0,25
s | ma 0,7
s | a 0,75
-s | —a 0,3

@ Factor correspondiente a A:
A | fa(A) = P(A)
a 0,4
—a 0,6
@ Factor correspondiente a D: fp() (no depende de D, ya que su

valor esta fijado a —d, por tanto se trata de una tabla con una
dnica entrada): 0,9

o Como se verd, los factores de una séla entrada en realidad son
irrelevantes para el resultado final.
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Aplicando eliminacién de variables (orden de eliminacién)

@ Seguiremos el siguiente orden de variables, : S, A, F

@ Puede que otro orden hiciera mas eficiente el desarrollo del
algoritmo

@ Podriamos aplicar alguna heuristica para elegir un buen orden de
eliminacién (ver mas adelante)
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Eliminacion de S

@ Primero multiplicamos fi(S, F) y fs(S, A) obteniendo
f«s(S, A, F) y en ese factor agrupamos por la variable S,
obteniendo fg(A, F):

Al F | s | —s | fs(A, F)
a | f |0,25x0,80 | 0,75 x 0,60 0,65
a | ~f 10,25x0,70 | 0,75 x 0,30 0,40
-a| f |0,70x0,80 | 0,30 x 0,60 0,74
—-a | -~f | 0,70 x 0,70 | 0,30 x 0,30 0,58

@ Quitamos fi(S, F) y fs(S, A) de la lista de factores e incluimos
fs(A, F)
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Eliminacidon de A

@ Primero multiplicamos fa(A) y fg(A, F) obteniendo fxa(A,
en ese factor agrupamos por la variable A, obteniendo fz(

F ‘ a ‘ —a ‘ fx(F)
f 0,4,65 0,6 x 0,74 | 0,704
-f|04x04|0,6x 0,58 | 0,508

F)y
)

@ Quitamos fa(A) y fg(A, F) de la lista de factores e incluimos
fa(F)
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Aplicando eliminacién de variables

@ Ultimo paso: multiplicamos los factores restantes y
normalizamos

@ Multiplicacién
F | fo() x fg(F) x fe(F)
f 10,9 x 0,704 x 0,4 — 0,253
~f | 0,9 x 0,508 x 0,6 = 0,274
s Normalizando obtenemos finalmente: P(F|i, ~d) = (0,48;0,52)

(obsérvese que en realidad el factor fp era irrelevante, ya que no
afecta al resultado de la normalizacién).

@ Por tanto, la probabilidad de ser fumador, dado que se ha tenido
un infarto y no se hace deporte, es del 48 %

Inteligencia Artificial 2016-2017 Tema 6: Razonamiento con incertidumbre



Complejidad del algoritmo de eliminacién de variables

@ La complejidad del algoritmo (tanto en tiempo como en espacio)
estd dominada por el tamafio del mayor factor obtenido durante
el proceso

@ Y en eso influye el orden en el que se consideren las variables

(orden de eliminacidn)

@ Podriamos usar un criterio heuristico para elegir el orden de
eliminacién

@ En general, estos criterios deciden en cada paso la siguiente variable
a eliminar

o Tratando de que los factores que vayan saliendo sean de un menor
tamano

@ Si la red estd simplemente conectada (polidrbol) se puede probar
que la complejidad del algoritmo (en tiempo y espacio) es lineal
en el tamafio de la red (el nimero de entradas en sus tablas)

@ Una red estd simplemente conectada si hay a lo sumo un camino
(no dirigido) entre cada dos nodos
@ Por ejemplo, la red del Robo esta simplemente conectada
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Complejidad de la inferencia exacta

@ Pero en general, el algoritmo tiene complejidad exponencial (en
tiempo y espacio) en el peor de los casos

@ Esto no es sorpendente: en particular la inferencia bayesiana incluye
a la inferencia proposicional.
@ Cuando la inferencia exacta se hace inviable, es esencial usar
métodos aproximados de inferencia

@ Métodos estocasticos, basados en muestreos que simulan las
distribuciones de probabilidad de la red
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Muestreo

@ Por muestreo (en ingles, sampling) respecto de una distribucién
de probabilidad entendemos métodos de generacién de eventos,
de tal manera que la probabilidad de generacién de un evento
dado coincide con la que indica la distribucién

@ El muestreo mas sencillo: consideremos una v.a. booleana A tal
que P(A) = (0,1 —0)

o Basta con tener un método de generacién aleatoria y uniforme de
ndmeros x € [0, 1]
o Si se genera x < 6, se devuelve a; en caso contrario —a

@ En el limite, el nimero de muestras generadas con valor a entre el
nimero de muestras totales es ¢

@ De manera sencilla, se generaliza esta idea para disefiar un
procedimiento de muestreo respecto de la DCC que representa
una red bayesiana
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Ejemplo de red bayesiana (Russell & Norvig)

@ Consideremos las siguientes variables aleatorias booleanas:

@ N: el cielo estd nublado

@ A: el aspersor se ha puesto en marcha
o LL: ha llovido

o HM: |a hierba estd mojada

@ Las relaciones causales y el conocimiento probabilistico asociado
estan reflejadas en la siguiente red bayesiana

@ Notese que es un ejemplo de red que no estd simplemente
conectada.
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Otro ejemplo: red bayesiana

N | P@@ N | PdD
01 n 0.8
nonl o5 non| 02

P(hm)

0.99

0.9

0.9

0.00
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Ejemplo de muestreo a priori

@ Veamos cémo generar un evento aleatorio completo a partir de
la DCC que especifica la red anterior
@ Muestreo de P(N) = (0,5;0,5); aplicando el método anterior
obtenemos n
o Muestreo de P(A|n) = (0,1, 0,9); obtenemos —a
@ Muestreo de P(LL|n) = (0,8;0,2); obtenemos /I
o Muestreo de P(HM|—a, Il) = (0,9;0,1); obtenemos hm

@ El evento generado por muestreo ha sido (n, —a, ll, hm)

@ La probabilidad de generar ese evento es
0,5%x0,9 x0,8 x0,9=0,324, ya que cada muestreo individual
se realiza independientemente

Inteligencia Artificial 2016-2017 Tema 6: Razonamiento con incertidumbre



Algoritmo de muestreo a priori

@ Supongamos dada una RED bayesiana con un conjunto de
variables Xi, ..., X, ordenadas de manera consistente con el
orden implicito en la red

Algoritmo de muestreo a priori

FUNCION MUESTREO-A-PRIORI (RED)
1. PARA /= 1,...,n HACER x; el resultado de un muestreo de
P(X;|padres§X;))

2. Devolver (xi,...,Xn)
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Propiedades del algoritmo de muestreo a priori

@ Sea Syp(xi,...,xn) la probabilidad de que el evento
(x1,-..,Xn) sea generado por MUESTREO-A-PRIORI

o Es facil ver (deduciéndolo exclusivamente del algoritmo) que
Swp(xt;- .- xn) = [[71 P(xi|padres(X;))
@ Por tanto, si repetimos el muestreo anterior N veces y llamamos

Nuyp(x1, ..., xn) al nimero de veces que se devuelve el evento
(x1,...,Xn), entonces
Nwp(x1: - %)
N ~ P(x1,...,%n)

s Donde = significa que en el limite (cuando N tiende a o0) esa
igualdad se convierte en exacta (segtin la ley de los grandes
nimeros)

@ Es lo que se llama una estimacién consistente
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Muestreo con rechazo

@ La propiedad anterior serd la base para los algoritmos de
inferencia no exacta que veremos a continuacién

o Recordar que el problema de la inferencia probabilistica es el de
calcular P(X|e) donde e denota un conjunto de valores concretos
observados para algunas variables y X es la variable de consulta

@ Muestreo con rechazo: generar muestras y calcular la proporcién
de eventos generados en los que e “se cumple”

@ Ejemplo: para estimar P(LL|a) generar 100 muestras con el
algoritmo anterior; si de estas muestras hay 27 que tienen valor
de Aigual a a, y de estas 27, LL es Il en 8 de los casos y es —l/
en 19, entonces la estimacion es:

P(LL|a) ~ Normaliza((8;19)) = (0,296;0,704)

@ La respuesta exacta seria (0,3;0,7)
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Algoritmo de inferencia: muestreo con rechazo

@ Entrada: una v.a. X de consulta, un conjunto de valores
observados e para la variables de evidencia, una RED bayesiana
(con n variables) y nimero N de muestras totales a generar

Algoritmo de muestreo con rechazo

FUNCION MUESTREO-CON-RECHAZO (X, e, RED,N)
1. Sea N[X] un vector con una componente por cada posible
valor de la variable de consulta X, inicialmente todas a 0
2. PARA k=1,...,N HACER
2.1 sea (yl,...,yn) igual a MUESTREO-A-PRIORI (RED)
2.2 ST y = (yl,...,yn) es consistente con e entonces HACER
N[x] igual a N[x]+ 1, donde en el evento y la v.a. X
toma el valor x
3. Devolver NORMALIZA (N[X])

@ A partir de las propiedades de MUESTREO-A-PRIORI se
deduce que este algoritmo devuelve una estimacidn consistente
de P(X|e)

@ Problema: se rechazan demasiadas muestras (sobre todo si el
niimero de variables de evidencia es grande)
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Ponderacién por verosimilitud

@ Es posible disefar un algoritmo que sélo genere muestras
consistentes con la observacién e

9 Los valores de las variables de evidencia no se generan: quedan
fijados de antemano

@ Pero no todos los eventos generados “pesan” lo mismo: aquellos
en los que la evidencia es mas improbable deben contar menos

@ Por tanto, cada evento generado va a ir a companado de un
peso igual al producto de las probabilidades condicionadas de
cada valor que aparezca en e
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Ejemplo de ponderacién por verosimilitud

@ Supongamos que queremos calcular P(LL|a, hm); para generar
cada muestra con su correspondiente peso w, hacemos lo
siguiente (w = 1,0 inicialmente):

s Muestreo de P(N) = (0,5;0,5); obtenemos n

s Como A es una variable de evidencia (cuyo valor es a) hacemos w
igual a w x P(a|n) (es decir, w =0,1)

@ Muestreo de P(LL|n) = (0,8;0,2); obtenemos //

@ HM es una variable de evidencia (con valor hm); por tanto,
hacemos w igual a w x P(hml|a, Il) (es decir, w = 0,099)

@ Por tanto, el muestreo devolveria (n, a, I, hm) con un peso igual
a 0,099

@ Este evento contaria para LL = true, pero ponderado con 0,099
(intuitivamente, refleja que es poco probable que funcionen los
aspersores un dia de lluvia)
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Algoritmo de inferencia: ponderacién por verosimilitud

@ Entrada: una v.a. X de consulta, un conjunto de valores

observados e para la variables de evidencia, una RED bayesiana
(con n variables) y un ndmero N de muestras totales a generar

Algoritmo de ponderacién por verosimilitud

FUNCION PONDERACION-POR-VEROSIMILITUD (X,e,RED,N)

1.

2.

Sea WI[X] un vector con una componente para cada posible

valor de la variable de consulta X, inicialmente todas a 0

PARA k=1,...,N HACER

2.1 sea [(yl,...,yn),w] igual a MUESTRA-PONDERADA (RED, e)

2.2 Hacer W][x] igual a W[x] + w, donde en el evento y la
v.a. X toma el valor x

. Devolver NORMALIZA (W/[X])
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Algoritmo de inferencia: ponderacién por verosimilitud

Obtenicién de muestras ponderadas

FUNCION MUESTRA-PONDERADA (RED, e)
1. Hacer w=1,0

2. PARA =1, ...,n HACER
2.1 sI la varlable X; tiene valor x; en e ENTONCES
w = wx p(X 7x,|padres(X))

2.2 SI NO, sea Xx; el resultado de un muestreo de
P(X;|padres(X;))
3. Devolver [(xi,...,Xn), W

@ Se puede demostrar que el algoritmo
PONDERACION-POR-VEROSIMILITUD devuelve una
estimacién consistente de la probabilidad buscada

@ En el caso de que haya muchas variables de evidencia, el
algoritmo podria degradarse, ya que la mayoria de las muestras
tendrian un peso infinitesimal
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M4s sobre algoritmos de inferencia aproximada

@ Existen muchos otros algoritmos de inferencia aproximada en
redes bayesianas, mas sofisticados que los vistos aqui
@ Uno de ellos es el algoritmo Monte Carlo de cadenas de Markov

o En él, cada evento se genera a partir del anterior, haciendo cambios
aleatorios en el valor de las variables no observadas y dejando fijo el
valor de las variables de evidencia
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Aplicaciones de las redes bayesianas

@ Aplicaciones en empresas
o Microsoft: Answer Wizard (Office), diagnéstico de problemas de
impresora, TrueSkill rankings y emparejamiento de jugadores en
Xbox Live.
o Intel: Diagndstico de fallos de procesadores
o Nasa: Ayuda a la decisién de misiones espaciales
@ Otras aplicaciones: diagndstico médico, exploraciones
petroliferas, e-learning, bioinformatica, clasificacién de textos,
procesamiento de imdagenes, identificacién basada en ADN. ..

@ En general, sistemas expertos que manejan incertidumbre
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