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Sistemas Dinamicos: Primera Formalizacion para la

Complejidad

Un sistema dinamico es una 3-tupla (I,M,®), donde

* T es el tiempo,

* M es un conjunto de posibles estados del sistema

e @D es una funcidn verificando:

O0,x)=x

O:IT'xM->M
O, D(1,x))=D(1, +1,,x)



Sistemas Dinamicos: Primera Formalizacion para la

Complejidad

Esencialmente, (T,M,®) produce una serie de aplicaciones
de M en si mismo.

Dada una condicion inicial x,= x(0), (I,M,®) produce una
trayectoria determinista, x(?), para cada fen T.

Habitualmente, o bien T es un intervalo de la recta real (y

suele llamarse flujo), o bien los numeros naturales (y suele
llamarse mapeado).

Sistema Dinamico = Tiempo + Estados + Determinismo



Expresiones habituales de SSDD

Cuando el sistema es continuo, suele ser habitual tenetlo
representado por medio de ecuaciones diferenciales:
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S1 el sistema es discreto, suele venir dado por una ecuacion
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Ejemplo de flujo 2D

Van der Pool: dx/dt = y; dy/dt = —(x*2-1)y —x




Atractores y Puntos Fijos

Definicion: Un atractor, A, de un sistema o
dinamico (T,M,®) es un subconjunto de M
tal que:

1. A esinvariante: T(A) C A. PR . 1.

2. A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales, U : existe
un abierto, U, tal que st x(0) € U, entonces x(?) se acerca a A con el
tiempo. Al mayor abierto, U, verificando esta propiedad, se le llama
cuenca de atraccion.

3. Ais minimal: no tiene ningun subconjunto propio veriticando las
condiciones anteriores. :

Un punto fijo es un punto verificando: T(x)=x. e




Puntos fyjos en 1D

dx/dt dX/dt = X(X—1)(X—3)
4
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2
Repellor Attractor

Repellor

En dimensién 1, y con un sistema dinamico continuo que proviene de

una ecuacion diferencial, la cosas son faciles y tenemos, esencialmente,
dos opciones:

Los puntos fijos son atractores o repulsores



Puntos f1jos en 2D

Punto Fijo Oscilante Punto de silla
dx/dt = x; dy/dt = y dx/dt = —x; dy/dt =y
—— FPTTITTTETIER,
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2D: Mas complicado todavia...

Van der Pool: dx/dt = y; dy/dt = —(x*2-1)y —x
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Junto a las oscilaciones y los puntos fijos, los |\ |
sistemas 2D pueden presentar ciclos. e

Teorema de Poincare-Bendixon: Ex ¢/
Dplano, solo se presentan puntos fijos u orbitas
cerradas.




. ¢y qué ocurre en dimensiones superiores?

A * 2 angulos y 2 velocidades

Final
position

Initial
position

angulares: 4 variables.

e Se observa un
movimiento caotico.

* LLos atractores no son ni
puntos, nt lineas, ni areas.
Son atractores extranos
(fractales).




Determinismo Débil y Fuerte

e Determinismo Débil: condiciones iniciales idénticas conllevan
trayectorias idénticas.

>

e Determinismo Fuerte: Débil + condiciones iniciales “similares’
conllevan orbitas cercanas.

Los sistemas que verifican el determinismo fuerte son “sencillos”.
Los que verifican unicamente el determinismo débil, a pesar de ser
deterministas, pueden llegar a ser impredecibles.



Determinismo Débil y Fuerte: Representacion
Geomeétrica

System with three fixed points.

Initial conditions .

Strong ‘

causality

implies usually No CHAOS!

for almost all
points:

Despite the fate of X is
determined in all, arbitrary
small neighborhoods there

are points going to another
Means, if X goes green, so do his fixed point

immediate buddies. This is true for
almost all X's, except some borderliners.
If X lifes in a n-dim space, the
borderliners life on n-1 dim subsets.



Un ejemplo: Curva de Lorenz

E. Lorenz cre6 un modelo para ciertos
fendomenos meteorologicos.

Observo dependencia critica de las
condiciones iniciales: primera
observacion “real” de determinismo

débil.

X=o(y—x)
y=x(p-z)-y
Z=xy— =




Atractor de Lorenz: efecto mariposa

Butterfly Effect, y1=3.5, y2=3.6 Butterfly Effect, yo 1=3.5, yo,,=3.50001
y{t} y{t}
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Butterfly Effect, yo1=3.5, y2=3.500000001 o .
4 * Pequenas variaciones tienen grandes

20 efectos: relacion no lineal entre la
- | precision y el tiempo de prediccion
correcto.

* Sistema determinista, pero
impredecible en varios sentidos.




