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PrOblema ba/SICO Propols_iiig;flzl y de

Primer Orden

Dados un conjunto de afirmaciones (hechos, hipétesis,...), BC, | introduccisn
y una afirmacién, A, decidir si A ha de ser necesariamente
cierta, suponiendo que todos las afirmaciones de BC lo son.

La Légica proporciona formulaciones precisas de este
problema y diferentes soluciones.
Algunos aspectos esenciales de este problema son:

1. El lenguaje para expresar (representar) las afirmaciones.

2. La definicion precisa de “afirmacién cierta”.

3. Mecanismos efectivos para garantizar la correccién de
las deducciones.

A lo largo de este curso estudiaremos estas cuestiones en los
dos casos mds comunes: la Légica Proposicional, y la
Légica de Primer Orden.



Légica Proposicional Proposicional y de

Primer Orden

Caracteristicas generales de la Légica Proposicional:

» Sus expresiones (férmulas) representan afirmaciones que Legicn
pueden considerarse verdaderas o falsas. Proposicional

» Se construyen a partir de expresiones basicas usando
operadores (conectivas).
» Las conectivas se corresponden con formas sencillas de

construir afirmaciones complejas en el lenguaje natural
partiendo de otras mas sencillas:

» Conjuncién: “...tal ...y...cual...”
» Disyuncién: “...tal ...0...cual ..."”
» Implicacién “Si ...tal ...entonces...cual ...”

» Negacion: “No es cierto que tal ..."

» Sélo permite analizar las formas de razonamiento
ligadas a este tipo de construcciones.



Simbolos del lenguaje Proposicions y de

Primer Orden

Formalmente, el lenguaje de la Loégica Proposicional consta
de:

Sintaxis

1. Un conjunto numerable de variables proposicionales:

VP = {PvPOaPh-'wCIaCIO7CI17~wra’"07~-}
2. Operadores basicos de contruccién, Conectivas
l6gicas:
» De aridad 1: — (negacién).
» De aridad 2: Vv (disyuncién), A (conjuncién),
— (condicional) y «+ (bicondicional).

3. Simbolos auxiliares: “(" y “)".



FO/ rmu | a S Propols_i((s:ig;f\aal y de

Primer Orden

El conjunto de las férmulas proposicionales, PROP, es el
menor conjunto de expresiones que verifica:

> VP g PROPI Férmulas
» Es cerrado bajo las conectivas, es decir:

» Si F € PROP, entonces -F € PROP.
» Si F,G € PROP, entonces (F V G), (FA G),
(F = G), (F > G) € PROP.

La sintaxis del lenguaje pretende evitar la ambigtiedad en la
interpretacion de las férmulas. Esa es la funcién de los
simbolos auxiliares.



4 L4 Légica
ArbOleS de formaC|On Proposicional y de
Primer Orden
» Asociamos a cada férmula un drbol de formacién
(esencialmente (nico) que describe el modo en que se

construye la férmula a partir de otras mas sencillas.

» Ejemplo: Fammules
=(=(pV q) ‘—> (-rAs))
(=(pVq) = (=rAs))

~(pVa) (-rAs)
\ A~
(pVa) ﬁ‘f s
p q r
» Las férmulas que aparecen en el arbol de formacién de
una férmula F se denominan subférmulas de F.



Reduccién de paréntesis Proposiconal y de

Primer Orden
Para facilitar la lectura de las férmulas adoptaremos los
siguientes convenios de notacion:
1. Omitiremos los paréntesis externos.

2. Daremos a las conectivas una precedencia de asociacién. Férmulas
De mayor a menor, estdn ordenadas por: —, A, V, —, <.

» Ejemplo: FAG — —FV Ges((FAG)— (-FVG)).

3. Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia
por la derecha: FV GV Hes (FV(GV H)).



Principio de Induccién sobre férmulas

Gracias a la definiciéon de PROP si deseamos probar que
toda férmula proposicional satisface cierta propiedad W,
podemos probarlo por induccién sobre férmulas.

Para ello probamos:

1. Caso base: Todos los elementos de VP tienen la
propiedad V.
2. Paso de induccién:
2.1 Si F € PROP tiene la propiedad WV, entonces —F tiene
la propiedad V.
2.2 Si F, G € PROP tienen la propiedad W, entonces las
férmulas (FV G), (FAG), (F—= G)y (F < G)
también tienen la propiedad W.

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Induccién sobre
férmulas



. Légica
FU nCIOneS de Verdad Proposicigonalyde
Primer Orden
» Los elementos del conjunto {0,1} se llaman valores de
verdad. Se dice que 0 es el valor falso y el 1 es el valor

verdadero.

» El significado de una conectiva se determina mediante

su funcién de verdad:

. ]. SI I = 0, Funciones de verdad
» Ho(i) = ’ .
0, sii=1.

0, sii=j=0;
1, en otro caso.
1, sii=j=1;
0, en otro caso.
, sii=1,j=0;
, en otro caso.
 sii=;
, en otro caso.



Valoraciones P,

Primer Orden
» Las variables proposicionales se interpretan mediante
una valoraciéon de verdad (o interpretacién), es decir,
una aplicacién
v: VP — {0,1}
» Podemos extender cada valoracién, v, de forma tnica,

al conjunto de todas las férmulas de manera que para
cada férmula F se verifique:

> v(=F) = Hﬁ(v(F)).

Valoraciones

> v((F Vv G)) = Hy(v(F),v(G)).
> v((FA G)):H/\( (F), v(G)).
> v((F = G)) = H(v(F),v(G)).
> V((F & G)) = He (v(F), v(G)).

> Se dice que v(F) es el valor de verdad de F respecto
de v.



Valor de Verdad Prop'osiziof\aalyde
Veamos el célculo de v(—(=(pV q) V (—rVs)) en el arbol de ’
formacién (de abajo a arriba):

~(=(pVq)V(-rvs))
(0)
~(pV@q)V(-rvs)

( 1 ) Valoraciones

—~(pVaq)  (-rVs)

(0) (1)
| N
(pVaq) s
(1) (1) (0)
P \

(,1,) (3) (0)



Ta blaS de Verdad Propols_i((s:ig;flzl y de

Primer Orden
Dada una valoracién, v, el valor de verdad de una férmula F
respecto de v estd determinado por los valores de verdad de
las subférmulas de F.

Ejemplo: si v(p) = v(q) =0y v(r) =1, entonces

v(=((p = q)Vr)) =H-(Hu(v(p = q),v(r)) = _
= H-(Hy(H-(v(p), v(9)),1)) =0

Fijada v podemos presentar el cdlculo de F mediante una
tabla que recorre los valores de sus subférmulas:

Pl
0]0]
Una tabla de verdad para F es una tabla similar que

contiene una fila por cada posible valoraciéon que asigne
valores a las variables proposicionales que aparecen en F.

rlp=qllp=qVr|-((p=q)Vr)
1] 1 | 1 | 0

q
0



Validez y satisfactibilidad (I)

» Decimos que una férmula F es valida en v, o que v es
un modelo de F, si v(F) = 1.
» Notacién: v = F.
» Una valoracién v es modelo de un conjunto de férmulas
U, v = U, si v es modelo de todas las férmulas de U.
» Una férmula F es una tautologia (o valida) si es valida
para toda valoracién (notacién = F).

» Una férmula F es satisfactible (o consistente) si existe
una valoraciéon que es modelo de F. En caso contrario
diremos que es insatisfactible (o inconsistente).

» Andlogamente, un conjunto de férmulas U es
satisfactible (o consistente) si existe una valoracién que
es modelo de U. En caso contrario diremos que es
insatisfactible (o inconsistente).

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Consecuencia légica
y satisfactibilidad



Validez y satisfactibilidad (Il) ez el

Primer Orden

Relacién entre ambos conceptos:
Lema. Para cada F € PROP se verifica:
» Si F es un tautologia entonces F es satisfactible.
» F es una tautologia si y sélo si —F insatisfactible.
Ejemplos:
» Son tautologias: (pV —p)y ((p— q) — p) — p. v

» p A —p es insatisfactible y, por tanto, =(p A —p) es una
tautologia.

» (p — q) — p es satisfactible pero no es una tautologia.



Légica

ConsecuenCIa I_Olglca Proposicional y de

Primer Orden
» Una férmula F es consecuencia légica de un conjunto
de férmulas U, si todo modelo de U es modelo de F.
Es decir, para toda valoracién, v,

vEU = VvEF

Consecuencia légica

» Notacién: U ’: F. y satisfactibilidad
» La relacién de consecuencia légica permite formular el
problema bdasico en el marco de la légica proposicional.

Relacidén entre consecuencia légica, consistencia y validez:
Proposicion. Sea {f1,...F,} C PROP. Son equivalentes:

» {F,....,Fa} EF
» Fix A--- A F, — F es un tautologia.
» {Fi,...,Fn,—F} es insatisfactible.



Légica

AlgorltmOS de deC|S|OIn (I) Proposicional y de

Primer Orden

Dado un conjunto de férmulas proposicionales, U, un
algoritmo de decisién para U es un algoritmo que dada
A € PROP, devuelve ST cuando A€ U,y NOsi A¢ U.
Casos especialmente interesantes:

» SAT = {A € PROP : A es satisfactible}

» TAUT = {A € PROP : A es una tautologia}

» Fijado U C PROP, la Teoria de U es Problemas de decisicn

T(U)={A€ PROP: Uk A}

Un algoritmo de decisién para 7 (U) propociona una
respuesta al Problema Basico expuesto al principio del tema.



Algoritmos de decision (I1) R

Primer Orden
Problema Basico:
Obtener un algoritmo que, dado un conjunto finito de
férmulas proposicionales, U, y una férmula F, decida si
UEF.

El problema anterior se reduce a decidir la satisfactibilidad
de una cierta férmula (o si se prefiere, la validez de otra).
Por tanto,

Problemas de decisién

» La construccién de tablas de verdad proporciona un
algoritmo (ineficiente) para decidir la consecuencia
|6gica.

» El Problema Basico es resoluble algoritmicamente,
aunque no se conoce ninguna solucién eficiente y se
duda de la existencia de algoritmos de decisién
eficientes para este problema, ya que ...

» ... determinar la satisfactibilidad de una férmula
proposicional es un problema NP-completo.



Algoritmos de decisién (111) R

Primer Orden
Problema Basico (bis):
Obtener un algoritmo eficiente que, dado un conjunto finito
de férmulas proposicionales, U, y una férmula F, decida si
UEF.

Observaciones:

» Este problema es equivalente al de obtener un algoritmo
eficiente para determinar la satisfactibilidad de una Problemas o decisién
férmula proposicional.
» Se trata de un problema abierto, que posiblemente
tendrd una respuesta negativa (se cree que no existen
algoritmos eficientes para resolver SAT).
» Para propdsitos practicos puede bastar con algoritmos
eficientes para alguna clase especial de férmulas.



. . . ;s = - . Légica
Limitaciones de la légica proposicional ey i
Primer Orden
» La légica proposicional posee un semantica sencilla y

existen algoritmos de decisién para sus problemas
basicos, como SAT o la consecuencia légica.

Sin embargo, la expresividad de la Iégica proposicional
es bastante limitada.

Existen problemas cuya descripcién mediante légica
proposicional es complicada, ya que requieren un gran
nimero de férmulas o bien férmulas de gran tamafio.

Limitaciones

M3s alin, existen formas de razonamiento valido que no
pueden ser expresadas mediante la légica proposicional,
por ejemplo:

» Todos los hombres son mortales

» Sécrates es un hombre.

» Por tanto, Sécrates es mortal.

La Légica de Primer Orden extiende a la Légica
Proposicional proporcionando mayor expresividad.



Ejemplo (1)

Consideremos las siguientes afirmaciones:

1.

o LN

6.
7.

Marco era pompeyano.

Todos los pompeyanos eran romanos.

Cada romano, o era leal a César, o le odiaba.
Todo el mundo es leal a alguien.

La gente sélo intenta asesinar a aquellos a quienes no es
leal.

Marco intenté asesinar a César.

Todo pompeyano es leal a su padre.

i Podemos deducir a partir de esta informacién que Marco
era leal a César? jPodemos deducir que Marco odiaba a
César? jEra César el padre de Marco?

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Limitaciones



Ejem plO ( I | ) Propols_i((szig;f\aal y de

Primer Orden
» Podemos formalizar las afirmaciones observando que
todas ellas expresan propiedades de los elementos de un
cierto conjunto de individuos (romanos) y las relaciones
que se dan entre ellos.

» Introduzcamos simbolos para expresar estas relaciones y

para referirnos a los individuos de los que estamos

hablando:

» P(x) expresa “x es pompeyano”.

R(x) expresa “x es romano”. Limitaciones
L(x,y): “x esleal a y”.
O(x,y): “x odia a y".
IA(x,y): “x intent6 asesinar a y".
Por dltimo, parece natural introducir una funcién f que
para cada x, devuelve el padre de x, f(x).

vV vy vy VvYyy



Légica

Ejem plO ( I | I) Proposicional y de

Primer Orden

Ahora podemos formalizar los enunciados anteriores:

1.
2.

P(Marco) expresa “Marco es pompeyano”
Vx (P(x) — R(x))

» “Todos los pompeyanos son romanos”

. Vx (R(x) — (L(x, Cesar) vV O(x, Cesar))

» “Todo romano es leal a César o le odia”

. Vx3y L(x, y)

» “Todo el mundo es leal a alguien™. Limitaciones

- VxVy (IA(x, y) = —L(x, y))

» “La gente sélo intenta asesinar a aquellos a quienes no
es leal”.

. IA(Marco, Cesar)

» “Marco intentd asesinar a César”.

- Vx (P(x) = L(x, f(x)))

» “Todo pompeyano es leal a su padre”.



Ejemplo (1V)

Proposicional y de
Primer Orden

» Para las preguntas podemos escribir:
a. L(Marco, Cesar): Marco es leal a César.
b. O(Marco, Cesar): Marco odia a César.
> Sin embargo, no podemos expresar que “Marco es el

padre de César” sin considerar algiin simbolo mas.
» Una posibilidad es anadir a nuestro lenguaje el simbolo

=" para expresar al igualdad entre dos objetos. De
este modo tendriamos:

» f(Marco) = Cesar: César es el padre de Marco. Limitaciones
» Como puede verse, hemos ampliado el conjunto de
simbolos disponibles en la légica proposicional.

> El conjunto de simbolos introducidos constituye lo que
denominamos un Lenguaje de Primer Orden.



Lenguaje de Primer Orden p,gp_o;i?;gi;yde
> Un lenguaje de primer orden L consta de:
» Simbolos légicos (comunes a todos los lenguajes):
1. Un conjunto de variables: V = {xo, x1,... }.
2. Conectivas légicas: —, V, A, —, <.
3. Cuantificadores: 3 (existencial), V (universal).
4. Simbolos auxiliares: “(", “)" y "
» Simbolos no Iégicos (propios de cada lenguaje):
1. Un conjunto L¢ de constantes.
2. Un conjunto de simbolos de funcion
Lr = {fo, fi,...}, cada uno con su aridad.
3. Un conjunto de simbolos de predicados
Lp = {po, p1, ...}, cada uno con su aridad.

(Los conjuntos V, Lg, Lc y Lp son disjuntos) Sintaxis
> Los simbolos de predicado de aridad 0 actian como
simbolos proposicionales.
» El simbolo = no es un predicado comin a todos los
lenguajes de primer orden. Cuando estd incluido en el
lenguaje decimos que se trata de un Lenguaje de
Primer Orden con igualdad.



- Légica
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Primer Orden
» En el ejemplo de los romanos se introdujo el lenguaje:

LR = {Marco, Cesar, P, L, O, R, IA, f }
——

constantes  simb. predicado simb. funcién

P,R vy f tienen aridad 1. L, O y IA tienen aridad 2.
» El lenguaje de la Aritmética (nimeros naturales):

simb. predicado

——t
LA={ 0 , 1 ,7< =", -, 4+ }
~—— |
constantes simb. de funcién

Sintaxis

<, + vy - tienen aridad 2.
> Un lenguaje para el parentesco:

LP = {padre_de, madre_de, hijo, hermano, casados}

simb. p‘rredicado

Todos de aridad 2.



7 - Légica
Term | nOS Proposicigonal y de

Primer Orden
> Los términos de un lenguaje L se definen como:

1. Las variables y las constantes son términos.
2. Sity,...,t, son términos y f es un simbolo de funcién
de L de aridad n, entonces f(ty,...,t,) es un término.

» Los términos son expresiones que me permiten hablar
de objetos del mundo.
» Ejemplos:
» Son términos del lenguaje LR:

Marco, Cesar, f(x), f(Cesar), f(f(Cesar)),...

» Son términos del lenguaje de la Aritmética:

Términos y férmulas
Oa +(X7y)a '(Xv +(y7 1))a s

Utilizando la notacién infija tradicional se escriben

x4y, x-(y+1)
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Primer Orden
» Las férmulas son expresiones que permiten hablar de
veracidad y falsedad.

» Las formulas atémicas de L son las expresiones
p(t1,...,tn), donde p es un simbolo de predicado de
aridad ny t1,..., t, son términos.

» Las férmulas de L se definen como sigue:

1. Las férmulas atémicas de L son férmulas de L.

2. Si Fy G son férmulas de L, entonces —F, (F V G)
(FAG), (F— G)y (F + G) también lo son.

3. Si x es una variable y F es una férmula de L, entonces
dx F y Vx F también son férmulas.

Términos y férmulas



Légica

EJem plOS Proposicional y de

Primer Orden
» En LA, =3x(x-0=y)

» En LP, 3x(padre_de(x,y) A padre_de(x, z)).
Pero 3x padre_de(padre_de(x,y), z), NO es una
férmula.

» En LR,
Vx 3y L(x, y)

Vx (R(x) — (L(x, Cesar) VV O(x, Cesar)))

» Notacion: Para facilitar la lectura de las férmulas y
reducir el nimero de paréntesis adoptamos los mismos
convenios que para la légica proposicional:

» Omitiremos los paréntesis externos.
» Daremos a las conectivas una precedencia de asociacion.
De mayor a menor, estdn ordenadas por: =, A, V, —, <>.

Términos y férmulas
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Primer Orden
Anilisis sintdctico de la expresién Ix(y + y =x-0V 1< y)
dx
|
V
= <
/\ 1/\
+ . y
/\ /\
y X 0
O tamblén Términos y férmulas

Ix(y+y=x-0V1<y)

|
(y+y=x-0vl<y)

T

y+y=x-0 1<y
Las férmulas de los nodos se denominan subférmulas.



Tratamiento de la cuantificacién Proposicions y de
Primer Orden
» Significado intuitivo de Ix(y - x = 1):
» Dado y, existe un elemento, que denotamos por x (no
sabemos exactamente su valor), que satisface la
propiedad x - y = 1, pero no es cualquiera.

» El simbolo que usemos para ese elemento no es
importante: la férmula 3z(y - z = 1) expresa la misma
propiedad para y.

» La férmula dice algo sobre y (en este caso, si sustituyo
y por un elemento del universo, afirma que tal elemento
tiene inverso a la derecha), no sobre el elemento x: Si
cambio x por y, la férmula resultante Jy(y -y = 1) no
expresa lo mismo que la original.

Términos y férmulas



Estancias libres y ligadas Prooscn
» Una estancia ligada de una variable x en una férmula
F es una aparicién de x en una subférmula del tipo
dx F o Vx F. En otro caso, diremos que es una
estancia libre.
» Variable libre en F: Al menos una estancia libre.
» Variable ligada en F: Al menos una estancia ligada.

> Segln las estancias de sus variables, podemos distinguir
los siguientes tipos de expresiones:
» Término cerrado: no contiene variables.
» Férmula cerrada: no contiene variables libres.
» Férmula abierta: no contiene cuantificadores.

Términos y férmulas
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» IxVy(x-y =2z-1) no es cerrada (z es libre).
» Ix(Vy(x-y=1)Vx-y=x) no es cerrada.
» La variable y aparece libre y ligada.
» Aunque sintacticamente es correcto, no escribiremos

férmulas en las que una misma variable aparezca libre y
ligada. Usaremos en su lugar la férmula

Ix(Vy(x-y=1)V(x -z=x))

» Vx3JyVz(z < x ¢+ z < y) es una férmula cerrada.

» padre_de(y, x) V hermano(z, x) es abierta.
» La férmula

Términos y férmulas

L(x,y) A3z IA(y,z) — —IA(x, 2)

no es cerrada ni abierta.



SUStltUClones (I) Propols_i((s:ig(:\aalyde

Primer Orden

» Una sustitucidn, 6, es una asignacién de términos a un

conjunto finito de variables.
» La forma de describirla, si 6(x1) = t1,...,0(x,) = tn y

las restantes variables quedan invariantes, es

0= {Xl/tl, . 7Xn/t'n} 6 0= {(Xl, tl), ceey (Xn, tn)}
» Aplicacién de 6 a un término t:

o(t) = { 0(t), s! t es una variable;

f(O(t1),...,0(tn)), sit=f(tr,...,tn)
(también se denota por t{x1/t1,...,Xn/tn}).

» Ejemplos:
> S| 9 - {X/(X +.y)7z/07 U/].}, y t = (X +-y) + Z’ Sustituciones
entonces

0(t)=((x+y)+y)+0
> (x-D){x/y,y/1} =y -1



SUStltUCloneS (Il) Propols_iécig;f\aalyde

Primer Orden

» Aplicacién de = {x/t} a una férmula F:

p(ti{x/t}, ..., to{x/t}), si F=p(ty,...,tn)

-G{x/t}, si F =—G;

G{x/t} Vv H{x/t}, siF=GVH:

G{x/t} A H{x/t} siF=GAH:
Fix/t} = G{x/t} — H{x/t}, siF=G— H:

) G{x/t} < H{x/t}, siF=G <+ H:

JyG{x/t}, siF=3yGy x # y;

VyG{x/t}, siF=VYyGyx#y;

IxG, si F = 3xG;

VxG, si F =VxG;

Sustituciones

» Andlogamente se define F{xi/t1,...,Xxn/tn}.



Légica

SUStltUClones (”I) Proposicional y de

Primer Orden

» No toda sustitucién es admisible:
Si F = 3x—(x = y) (“existen al menos dos elementos”)
y 0 = {y/x}, entonces O(F) = Ix—(x = x) jQue es

falso!

» Solucién: No admitir la creacién de nuevas estancias

ligadas.
» Una variable x de F es sustituible por el término t si se
cumple una de las siguientes condiciones:

1.

F es atémica;

F = -G y x es sustituible por t en G;

F=GVH, F=GAH, F=G — H o bien

F =G < Hy x es sustituible por t en G y en H,

F = 3xG; o bien, F=3dyG, x #y, y no ocurre en t, y
x es sustituible por t en G.

F =VxG; o bien, F =VyG, x # y, y no ocurre en t, y
X es sustituible por t en G.

Sustituciones

> x es sustituible por t en F si al hacer la sustitucién no
se crean estancias ligadas nuevas.



Légica

NOtaC|én Proposicional y de

Primer Orden
» En lo sucesivo, al escribir F{x/t}, supondremos que x
es sustituible por t en F.
» Escribiremos F(x1,...,%n) Si Xi,...,X, SON SuUS
variables libres.
» Abreviaremos F{xi/t1,...xn/tn} por F(ti,..., tn).

Sustituciones



7 - Légica
Sema ntlca Proposicional y de
Primer Orden

» Objetivo: Dotar de significado a los términos y
férmulas de un lenguaje de primer orden.
» Términos cerrados: elementos del universo.

» Significado de las férmulas: propiedades sobre los
elementos del universo.

» Una L-estructura (o interpretacién) M, consta de:
» Un conjunto no vacio M # () (el universo de la
estructura).

» Una interpretaciéon en M para cada simbolo de L:
1. Para cada constante ¢, c™ € M.
2. Para cada funcién, f, de aridad n > 0, f™ : M" — M.
3. Para cada predicado, p, de aridad n > 0,

p™:M™ — {0,1} (equiv., p™ C M").

4. Si L es un LPO con igualdad la interpretacién de = es

Estructuras

{(a,a): ae M}

» Si no hay confusién, escribiremos M en vez de M, pM
en lugar de pM, etc.



Légica

Ejem plOS ( I ) Proposicional y de

Primer Orden

» Para LP, sea M; la estructura dada por:

| 4

vV vy vy

Universo: My = {Pedro, Pablo, Ana, Laura}.
padre_deM: = {(Pablo, Ana), (Pedro, Pablo)}.
madre_deM = {(Ana, Laura)}.

hermano™: = .

casados™ = ().

» Para LP, consideremos M5 dada por:

vV vy vy VvVyy

Universo: M, ={0,1,2,3,4,5,6}.
padre_de™ = ser miiltiplo de.
madre_de™ = ser menor.
hermano™? = primos entre si.

casados™2 = ().

Estructuras



Légica

Ejem plOS (I I) Proposicional y de

Primer Orden

» Para LA, sea M3 dada por:

| 4

vV vy vy VvV VY

Universo: M3 = N

oM = 0.

1M = 1.

La funcién +M3 es la suma de niimeros naturales.
La funcién -Ms es el producto de niimeros naturales.
=Ms es la igualdad entre niimeros naturales.

<Ms es el orden entre niimeros naturales.

> Para LA, sea My dada por:

vV v v vy VY VY

Universo: My = Q

My 1
0™ = 3.
1M =2,
La funcién +Ms es |a diferencia de ndmeros racionales. Estructuras

La funcién -M+ esta dada por p -M g = p.
=M es la igualdad entre niimeros naturales.
<Ms es el orden entre niimeros racionales.



Interpretacién de términos (1) ez el

Primer Orden
» Dada una L—estructura M, a cada término t de L, sin
variables, le corresponde un elemento de M, que
denotamos por t™ (su interpretacién en M):
» Si t = c una constante, entonces tM = cM ¢ M.
» Sit=f(t,...,t,), entonces t" = FM(tM ... tM).

> Ejemplos:

((0-1)+ )M = ((0-1)M M 1)

(0’V73 .Ms 1/\/’3) +1

= (0-1)+1=1
((0-1)+ )M = ((0-1)Ms 1-Ms 1Ms)
= (M MM o .
= (1 Mig) 2 e,



Interpretacién de términos (II)

» Asociamos a cada L—estructura, M, un lenguaje L(M),
que tiene todos los simbolos de Ly, ademds, una

constante a por cada elemento a € M.

» La interpretacién de los simbolos de L(M) en M es la
misma para los simbolos de L, y para cada a € M,

M

a

» Ahora podemos calcular t™ para todo término de

L(M) sin variables:
((2-5) + 1)

(@5 + 1)

=a

((2:5) 4= 1)

(2/\/73 M3 5/\/73) +1
(2 5) +1=11

= ()M M1y
( -2

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Interpretacién de
términos y férmulas



Interpretacién de férmulas (1)

Dada una L—estructura M, decimos que una férmula F
cerrada de L(M) se satisface en M, M = F, si:

>

v

v

v

v

v

Si F es p(ti,...,t,) (atdmica), entonces M |= F sii
(M, ...t e pM.
Si F es F1 V Fp, entonces M |= F sii se verifica que

MEFR 6 MEF

Las conectivas A, — y <> se tratan de manera similar.
Si F es =Fy, entonces M = F sii no se tiene M = F.
Si F es IxF1(x), entonces M |= F sii

existe b € M tal que M = F1(b)
Si F es VxF1(x), entonces M |= F sii
para todo b € M, se tiene M = F1(b)

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Interpretacién de
términos y férmulas



Interpretacién de férmulas (II)

» En particular, la definicién anterior nos permite precisar
cudndo una férmula cerrada de L, F, es valida en M (o

bien que M es un modelo de F) y escribir M |= F.

» Si F no es cerrada, por definicién,

MEF(x,...xp) <= MEVx-Vx,F(xg,..

. Xn)

» Si X es un conjunto de férmulas de un lenguaje L y M

una estructura para L, decimos que M es un modelo

de ¥, si

para toda férmula F € ¥, M F.

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Interpretacién de
términos y férmulas



Ejemplos
En Mj:

v

v

v

Universo: My = {Pedro, Pablo, Ana, Laura}.
padre_deM = {(Pablo, Ana), (Pedro, Pablo)}.
madre_deM = {(Ana, Laura)}.

» hermano™ = (), casados™ = ).
Se tiene:
» M |= Ix(padre_de(Pablo, x) A madre_de(x, Laura))

v

v

v

v

M = —3x padre_de(x, Laura)

My | VxVyVz (padre(x,z) A madre(y, z) —
—casados(x, y)).

M1 = hermano(x,y) <+ hermano(y, x)
M = Ix padre_de(x, y)

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Interpretacién de
términos y férmulas



EJem plOS (II) Pr;fionls:i:’c?ga?clieynde
En Mj:
» Universo: M, ={0,1,2,3,4,5,6}.

» padre_de™ = ser miiltiplo de.

» madre_deM2 = ser menor.

» hermano™? = primos entre si, casadosM = ().
Se tiene:

» My |= Ix(padre_de(4, x) A madre_de(x, 3))

» My |= 3x padre_de(x, 3)

My [= hermano(x, y) <+ hermano(y, x)

My |= IxVy padre_de(x, y) [x =0]
iSe tiene My |= hermano(x,y) — —padre_de(x, y)?

v

v

Interpretacién de
términos y férmulas

v



Validez y Consistencia

» Una férmula F(xy,...,x,) de L es satisfactible si
existe una L—estructura M y elementos a1,...,a, € M
tales que

M ):F(élw"ﬂén)

» Ejemplo: Ix padre_de(x,y)

» Un conjunto de férmulas cerradas ¥ de un lenguaje L es
consistente si existe una L—estructura, M, tal que

para toda formula Fe X, MEF

> Una férmula F es légicamente valida si para toda
estructura M se tiene que M |= F (Notacién: |= F).

» Ejemplo: VxP(x) V Ix—P(x)

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Consecuencia légica
y validez



Consecuencia légica y equivalencia

» Diremos que una férmula F es consecuencia légica de
un conjunto de férmulas cerradas ¥, (X |= F), si para
toda L—estructura M se tiene que

si M =X, entonces M = F

» Es decir, si todo modelo de ¥ es modelo de F.

» Dos férmulas F y G son (légicamente) equivalentes
F = G sila féormula F < G es légicamente vilida.

» Los problemas de la consistencia, consecuencia légica y

la validez para la Iégica primer orden, no son
decidibles.

Légica
Proposicional y de
Primer Orden

Consecuencia légica
y validez
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