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Sistemas

Pruebas formales Deductivos y

Resolucién

» Los tableros semanticos proporcionan un algoritmo para
la deduccién basado en este hecho:

Pruebas formales

YEA <= X U{-A} insatisfactible

» Un enfoque mas natural del problema basico (PB) que
presentamos en el Tema 1, se obtiene a través de la
nociéon de demostracion:

1. Consideramos el conjunto de enunciados, BC, como un
conjunto de axiomas (o hipétesis que asumimos como
ciertas inicialmente).

2. El enunciado ¢ sera consecuencia de BC si podemos
obtener una demostracién de ¢ a partir de BC (de
manera similar a como en matematicas se demuestra un
teorema).



Sistemas

Sistemas deductivos Deductives y

Resolucién
Un sistema deductivo, T, (o teoria proposicional) consta
de:
» Un conjunto, Ax(T), de férmulas proposicionales que
llamamos los axiomas de T.

Pruebas formales

P> Reglas de inferencia de la forma:

A, ..., An
A
siendo A1, ..., An, A férmulas proposicionales. Las
férmulas A;, ..., A, se denominan premisasy la

féormula A conclusidn.



Sistemas

Demostraciones y Teoremas Deductivos:y
Resolucién

Definicidn.

Una demostracion en T es una sucesién de férmulas

proposicionales Aj, ..., Ax cada una de las cuales es un

axioma de T, o bien, se obtiene a partir de férmulas

anteriores de la sucesién mediante la aplicacién de una regla

de inferencia.

Pruebas formales

Definicion.
Una férmula A es un teorema de T, 1 A, si existe una
demostracion en T, Ay, ..., A, tal que A= A,. La sucesidn

A1, ..., Ak se denomina una demostraciéon de Aen T.



Sistemas

Ejemplo: Sistema deductivo Deductivor y

Resolucién

> Ax(T)={p,q,pAg—(-sVp—r)}

» Reglas de inferencia:

, . AB

" AAB
AV B

C,:

V' BVA

(Ay B férmulas cualesquiera)

/ . i Pruebas formales
V' AVB
A A— B
mMp. 2 =
B

La siguiente sucesién es una demostracién de r en T (7 r):

1.

© NG A WN

P
q

PAQq
pAg—(-sVp—r)
“sVp—r

pV s

—sVp

r

[Hip]

[Hip]

[/n aplicada a 1. y 2.]
[Hip ]

[MP aplicada a 3. y 4]
[/ aplicada a 1.]

[Cy aplicada a 6.]

[MP aplicada a 7. y 5]



Sistemas

Procedimientos de demostracién Deductivos y
Resolucién
» Un sistema deductivo introduce una nocién de prueba
formal, pero no proporciona ningin procedimiento
efectivo para generar demostraciones de las férmulas
que deseamos probar.

Pruebas formales

> Un sistema de razonamiento proporciona, ademds de
un sistema deductivo, un procedimiento de
demostracion, que implementa una estrategia de
blisqueda de demostraciones.

» En general, no podemos encontrar estrategias que sean
efectivas para todos los sistemas deductivos, y habra
que buscar estrategias que funcionen solo para casos
particulares.

» llustraremos un ejemplo de estrategia eficiente en el
caso del encadenamiento con clausulas de Horn.



Sistemas

CléUSUlaS de Horn Deductivos y

Resolucién

» Una clausula de Horn es una disyuncién de literales
que contiene a lo sumo un literal positivo.
» Ejemplos: =pV -qVr, —-pV-r, p L
» Una cldusula de Horn positiva es una cldusula que e
contiene exactamente un literal positivo.
> Si contiene otros literales negativos se denomina regla.
Ejemplo: =pV =gV r.
» Si sélo contiene el literal positivo se denomina hecho.
Ejemplo: gq.

La regla =pV —q V r se escribe como

pANqg— _r

cuerpo cabeza



Deduccién con cldusulas de Horn e

Deductivos y
Resolucién

Consideraremos el siguiente sistema deductivo, EA(X), para
trabajar con cldusulas de Horn positivas.

» Axiomas: Un conjunto finito, X, de cldusulas de Horn Encsseranfrtocan
positivas.

> Reglas de inferencia: Si Ay B son conjunciones de
literales, entonces:

A B A A— B
’ Mp:

AANB B

//\:

Teorema. Se tiene que, para todo hecho, H

> ): H <~ l_EA(Z) H

» Ademas, podemos disefiar un algoritmo de decisién
eficiente para demostrar hechos en EA(X), que se
denomina encadenamiento hacia adelante.



Sistemas

Ejemplo: deduccién en EA(X) e ety

Resolucién
Y= {P5Q LAM—=P,BAL— M AAP =L,
AANB — L, A, B}

Veamos que Feax) @,

1. A [Hip.]

2. B [Hip]

3. AAB [/ aplicada a 1. y 2..]
4. AAB—L [Hip]

5. L [MP aplicada a 3. y 4.]
6. BAL [In: 2.y 5]

7. BAL—=M [Hip]

8. M [MP: 6.y 7]

9. LAM [In: 5.y 8]

10. LAM— P [Hip]

11. P [MP: 9. y 10]

12. P> Q [Hip]

13. Q [MP: 11, y 12]



Procedimiento de encadenamiento hacia adelante = oeuesy

Resolucién

» Entrada:
» Un hecho H.
» Una enumeracién Ry, ..., R, de los elementos de Y.
» Salida: i oo
> Sl, si '_EA(Z) H.
» NO, en caso contrario.
» Inicialmente, C es el conjunto de todos los hechos que
pertenecena ¥, j=1,i=0.
1. Si H € C, paramos y devolvemos SI.
2. Si j < ny todos los literales del cuerpo de R; estdn en

C, entonces
2.1 Si la cabeza de j no estd en C se la afiadimos a C,
hacemos j =+ 1, i =1y volvemos a 1.

2.2 Si la cabeza de j estd en C hacemos j =+ 1y
volvemos a 2.
3. Sij < ny algin literal del cuerpo de R; no estd en C,
entonces hacemos j = j + 1 y volvemos a 2.
4. Sij>nyi=1, hacemos j=1y =0y volvemos a 2.
5. Sij>nyi=0, paramos y devolvemos NO.



Ejemplo: encadenamiento hacia adelante Deductivos ¥

Resolucién

Veamos que Feas) Q,

Hechos obtenidos Reglas usadas Encasenamino con
A, B
A B, L AANB = L
A B, LM ANB—= L, BANL—-M
AB LMP |ANB—=L BAL=-MLAM— P
A B, L, M, P, Q r

Y={ P> Q LAM—=P,BAL—>M ANP =L,
ANB — L, A B}



-/ Sistemas
La regla de resolucién Deductivor y

Resolucién

Generaliza algunas de las reglas de inferencia clasicas:

— -

Modus Ponens : 2 P9 iry, {=p.aq}
q {q}

Modus Tollens : p—a ~q {-p,q}, {~q}
P {-p}

p—q, q—r {-pq}, {—q,r}

Encadenamiento :
p—r {-p,r}

Regla de resolucién:

{Ly, oLyl b My, LS, M)
(L1, Loy My, .. M}




s Ve Sistemas
Resolucién entre cldusulas Deductives y

Resolucién
Definicion.
SiLe Gyl € G son literales complementarios, entonces
la resolvente de C; y C, respecto a L es

res;(C1, G) = (G \ {L}H U (G \{L'})

El conjunto de las resolventes de C; y (; es:

Res(Cl, C2) = {resL(Cl, C2) cLe G y L€ e C2}

> Ejemplos:
Sea C; ={p,q,~r} y G ={-p,r,s}. Entonces

resp(Ci, o) ={q,r,r,s}

res- (G, &2) = {p,—p,q,s}



. e Sistemas
Demostraciones por resolucién Deductives y
Resolucién
Dado un conjunto de cldusulas, S, podemos considerar el
sistema deductivo que tiene a Ax(T) = S y usa resolucién
como Unica regla de inferencia.

Las definiciones anteriores se adaptan directamente:

» Una demostracion por resolucion a partir de S es una
sucesion de cldusulas G, ..., C, tal que para cada
i=1,...,n se verifica:

» (C; €S, obien

> Existen j, k < i tales que C; € Res(C;, Cy).
Si C, = O diremos que Cy,..., C, es una refutacién
de S.

» Una clausula C es demostrable por resolucion a partir
de S si existe una demostracién a partir de S,
G,...,C,, tal que C, = C.

Notacién: S+, C.

» Decimos que S es refutable si S+, .

La regla de resolucién



Ejemplos

Sea S = {{p,q}, {-p,q}, {p,~q}, {—q,-p,s}}.

Veamos que S F, {s}:

N W

{p.q}
{-p,q}
{a}
{—q,p}
{p}
{—=q,-p,s}
{_‘CI, S}

{s}

Hipotesis
Hipdtesis
Resolvente de 1y 2
Hipdtesis
Resolvente de 3y 4
Hipdtesis
Resolvente de 5y 6
Resolvente de 7 y 3

Sistemas
Deductivos y
Resolucién

La regla de resolucién



Ejemplos (Il e
J p ( ) DR:soltuciény

Es habitual presentar las demostraciones por resolucién
utilizando un arbol.

St ={{p,a},{p,~q}, {—-p,q},{—p,~q}} es refutable:
{p,a} {-p,q}

La regla de resolucién

Luego S+, (.



Sistemas

AdeCU3C|O/n y CompletltUd Deductivos y

Resolucién

Lema. Sean (i, G y C clausulas. Si C es una resolvente de
Gy G, entonces {C1, G} | C.

Teorema de adecuacion. Sean S un conjunto de cldusulas
y C una cldusula. Entonces

La regla de resolucién

SHC = SEC

» Incompletitud de resolucion:

{{a}} E{q,r} pero {{q}} V' {q,r}

Teorema de completitud de la refutacion:

S es insatisfactible <«— S+, 0O



Algoritmo de Resolucién por Saturacién Deductivos ¥

Resolucién

» Algoritmo de resolucién por saturacion.
Entrada: S, un conjunto finito de clausulas.
Salida: SlI, si S es insatisfactible

NO, en caso contrario.

Procedimiento:

1. 5/ — 5 f::;cfdnyveselucién
2.8« S'U |J Res(G,G)
C,GeS!

3. Mientras O ¢ S” y S’ £ S” hacer:

> S s

> S"«S'U [ Res(Gi,G)

C1,Ges’

4. Si e S” devolver Sl (i.e., insatisfactible)
5. Si ¢ S” devolver NO (i.e., satisfactible)



Sistemas

Resolucién por saturacién Deductivo y

Resolucién

» El algoritmo de resolucién por saturaciéon genera una
sucesién de conjuntos de cldusulas:

So=S, Su1=S5U |J Res(G,C)
C1,GES;

Saturacién y resolucién

de tal modo que para toda cldusula, C, se tiene i
Sk, C <= Existejtalque C € §;

» En consecuencia, por el teorema de completitud, el
algoritmo de resolucién por saturacién es correcto
(aunque muy ineficiente).



Ejemplos (1) Deductver ¥

Resolucién

> Sea S = {{p,q},{-p,q},{P,~q},{—q}}, aplicando el
algoritmo:

S1=Su{{q} {p};{-pr},{—P.P},{a9,—q}}
S5 =5U {D, }

Por tanto, S es insatisfactible.

> Sea S = {{pa q}7 {pa _'q}7 {qa r, S}a {_'57 _'r}}r
aplicando el algoritmo:

51 =Su {{p}7 {p7 r75}7 {q7 S, _‘5}7 {q7 r, _'r}}

52 = SIU{{p7 S, _‘5}7 {p7 r, _'r}7 {q) -r, _‘5}7 {p7 q,r, S}}
S3 = S2U{{p> -r, _‘5}7 {pv q, s, 5}, {pv q,~r, r}v {P, q,~r, _'5}}
Y S; = S3. Por tanto, S es satisfactible.

Saturacién y resolucién
regular



Ejemplos (11)

» La aparicion de tautologias suele provocar el cilculo de
muchas resolventes repetidas y la aparicién de nuevas
tautologias.

> Sin embargo, las tautologias son cldusulas esencialmente
redundantes, ya que tenemos el siguiente resultado:

» Si C € TAUT y S un conjunto de férmulas entonces

S es satisfactible <= S — {C} es satisfactible

» Por tanto, en cada etapa del algoritmo de saturacién
podemos eliminar las tautologias obtenidas.

> Ejemplo: S= {{pa q}v {p> _‘q}7 {q> r 5}, {_'57 _'r}}r y
aplicando el algoritmo con eliminacién de tautologias

Si=Su{{ph{p,rst}, S2=%5

Por tanto, S es satisfactible.

Sistemas
Deductivos y
Resolucién

Saturacién y resolucién
regular



Sistemas

RedUC|r |a redundanCIa Deductivos y

Resolucién

Definicion. Dado un conjunto de cldusulas S decimos que
una cldusula C es redundantesi Sy S — {C} son
equiconsistentes.

» Por ejemplo: Las tautologias son siempre redundantes.

» La eliminacién de cldusulas redundantes reduce el
nimero total de cldusulas sin alterar la satisfactibilidad s D
del conjunto.

» Una forma no trivial de eliminar cldusulas redundantes
se basa en la relaciéon de subsuncion.

Definicién. Decimos que una cldusula C subsume a C’ si
C C C’ (como conjuntos de literales).

» Observacién: Si C,C' € Sy C subsume a C’ entonces
C’ es redundante.



e Sistemas
ReSO|UC|On regular Deductivos y
Resolucién
» Otra forma de mejorar la eficiencia del algoritmo de
resolucion es limitar el cdlculo de resolventes respecto

de un mismo literal.

Definicidn.
Un deduccién por resolucién Gy, ..., C, es regular si

. . . Saturacién y resolucién
ninguna de sus resolventes C; contiene un literal respecto del il

cual se resolvié para calcular alguna de las resolventes C;
previas (i < j).

» Esta restriccién (o estrategia) se utiliza en el siguiente
algoritmo para decidir la satisfactibilidad de un conjunto
de clausulas proposicionales.



Sistemas

Procedimiento de resolucién regular Deductivos y
Resolucién
1. Dado un conjunto de cldusulas S, fijemos una
ordenacién pi, ..., px de las variables proposicionales
que aparecen en S.

2. Hagamos Sy = S.
3. Paraj=1,..., k, calculamos
3.1 El conjunto de cldusulas SJ-’ que se obtiene de S;_; ey
afiadiéndole a S;_; todas las resolventes que pueden
calcularse respecto de p; usando cldusulas de S;_;.
3.2 A continuacién, S; se obtiene de 51’ eliminado todas las
clausulas que contengan p; o —p;.
4. Si € S, entonces S es insatisfactible. En caso
contrario, S es satisfactible.

Se puede probar que el resultado del algoritmo no depende
del orden seleccionado en las variables proposicionales.



Ejemplos

> Sea 5 ={{p,a}.{~p,q}, {p. g}, {~q}}.
Fijamos el orden p, g para aplicar resolucién regular:

p: 51 =S U {{q},{q,~q}}, luego
S1 = {{a},{~q},{a,~q}}

q: S5 =5 U{0,{q,~q}}, luego S, = {00}
Por tanto, S es insatisfactible.
> Sea S = {{pa q}7 {pa _'q}v {q) r, S}a {_'57 _'r}}'
Aplicando el algoritmo para la ordenacién p, q,r,s
obtenemos
p: S = {{qv r, 5}; {_‘Sa _'r}}'
qg: S ={{—s,—r}}.
r: S3=10.
S: 54 = 53.
Por tanto, S es satisfactible.

Sistemas
Deductivos y
Resolucién

Saturacién y resolucién
regular



Completitud vy eficiencia

>

Hemos estudiado la deduccién como un método
mecanico para decidir la validez, consistencia,
consecuencia légica, etc.

La completitud es una propiedad fundamental de los
procedimientos de deduccién estudiados.

En el caso de resolucién la existencia de una
demostracion es decidible, y el conjunto de teoremas es
finito (si el conjunto de clausulas inicial es finito):
Resolucién por Saturacion.

Sin embargo, los métodos de decisién conocidos no son
eficientes, en general.

Una solucién: Restringir el tipo de clausulas
consideradas.

» Una clausula de Horn es una cldusulas con a lo sumo
un literal positivo.

» El problema de decidir si un conjunto de cldusulas de
Horn (proposicionales) es satisfactible es decidible de
manera eficiente.

Sistemas
Deductivos y
Resolucién

Saturacién y resolucién
regular



Sistemas

ESt rategl aS Deductivos y
. ., . . ., Resolucién
Para reducir la explosién combinatoria de aplcacién de la
regla de resoluciéon se pueden considerar algunas estrategias.

» Resolucion positiva (resp. negativa): Sélo se calculan
resolventes si una de las dos cldusulas contiene
inicamente literales positivos (resp. negativos). Es
(refutacionalmente) completa.

» Resolucion lineal: Una deduccién por resolucién a Eoategis de ressucin
partir de un conjunto S, Cy,..., C,, es lineal si para
cada / < nla cldusula Cj;1 es una resolvente de C; y
otra clausula previamente obtenida por resolucién o
perteneciente a S.

> La resolucién lineal es (refutacionalmente) completa:

»> Teorema. Si S es un conjunto insatisfactible y S — {C}
es satisfactible, entonces existe una refutacién de S por
resolucién lineal cuya cldusula inicial es C.



Estrategias (Il) Deductver ¥

Resolucién

» Resolucién unidad: Sélo se permiten resolventes si
una de las cldusulas es unitaria.

» Resolucidn por entradas: Sélo se permiten resolventes
si una de las clausulas pertenece a S.

» En general, resolucién unidad y por entradas NO son
refutacionalmente completas, pero si lo son restringidas
a conjuntos de clausulas de Horn.

» Teorema. Sea S es un conjunto insatisfactible formado
por cldusulas de Horn. Entonces S es refutable mediante
resolucién unidad y mediante resolucién por entradas.

Estrategias de resolucién



Sistemas

ReSO|UC|OIn en LPO Deductivos y

Resolucién

» Por el Teorema de Herbrand, un conjunto de cldusulas,
Y, es inconsistente si y sélo si su extensién de Herbrand,
EH(X), es inconsistente (proposicionalmente).

» Esto proporciona una forma rudimentaria del método de
resolucién para probar que un conjunto, ¥, de cldusulas
de un lenguaje de primer orden es inconsistente:

1. Generar EH(X) y,
2. Probar que EH(X) +, O0.

» El método de resolucién en légica de primer orden
incorpora varias mejoras en este procedimiento bdsico:

1. Es posible generar EH(X) poco a poco, calculando sélo
las sustituciones necesarias para obtener cada una de las
cldusulas con las que se calculan la resolventes.

2. No es necesario restringir el calculo de resolventes
proposicionales a cldusulas sin variables, y

3. Para calcular una resolvente proposicional entre dos
cladusulas, podemos conseguir que ambas cldusulas se
obtengan aplicando la misma sustitucién a dos cldusulas
de X (y dicha sustitucién se obtiene algoritmicamente).

Resolucién en LPO




Sistemas

EJ em p | O Deductivos y

Resolucién

» Sea X = {Ci, Gy, G3} el conjunto de las cldusulas

Cl: ﬁP(a7y)\/ﬁP(y’z)\/ﬁP(z’y),
G P(x,f(x))V P(a,x),
G: P(f(x),x)V P(a,x)

siendo a una constante.

» Para probar que X es inconsistente basta probar que su
extension de Herbrand EH(X) es inconsistente
(proposicionalmente).

Resolucién en LPO

» Consideremos las siguientes sustituciones:

0 = {y/a z/a}
02 = {y/a, z/f(a)}
03 = {y/f(a), z/a}
94 = {x/a}

» Entonces C101, Cifs, (1603, (b4, G304 € EH(Z)



Sistemas

Ejem plO (”) Deductivos y

Resolucién
» Las clausulas

E1 = C101 . _\P(a a)

Ey = G, : —P(a,a) Vv —P(a,f(a
E3 = Gi63: —P(a,f(a))V ~P(f(
Ey = Gy : P(a,f(a))V P(a, a),
Es = Gaba = P(f(a),a)V P(a, a)

) vﬁP(f(a)@')
a

Resolucién en LPO

son férmulas abiertas sin variables.

» Veamos que EH(X) es inconsistente. Para ello
probamos que S = {E1, Ep, E3, Ey, Es} C EH(X) es
inconsistente utilizando resolucién proposicional:



Ejemplo (111) Deductver ¥

Resolucién

» Cada resolvente proposicional entre cldusulas de EH(X)
puede obtenerse directamente a partir de las cladusulas
de X si se toma nota de las sustituciones utilizadas para
generar las cldusulas de EH(X).

» Ejemplo: La resolvente P(a,f(a)) obtenida a partir de
E; y E4, puede considerarse obtenida a partir de C; y
C, utilizando las sustituciones 87 y 6.

» Graficamente, Resolucién en LPO
G G
sustitucién 67 | J sustitucion 64
G164 Coby
hN Ve
P(a, f(a)) (resolvente proposicional)

» Si las sustituciones utilizadas pueden dejar variables
libres obtenemos una resolvente no restringida.



Sistemas

Resolventes no restringidas Deductivos y

Resolucién

» Decimos que C es una resolvente no restringida de
las cldusula G y G si

Co={A1, ..., An L1, ..., L}
G ={Bi,...,Bm, Mi,..., M}

y existen dos sustituciones 01 y 0> y un literal L tales
que:
> {Ly,...,Lg}01 = {L}.
> {My,...,M,}0, = {L¢} (literal complementario de L), y
> C={A0y,..., A0, Bi0s,...,Bnbs}.
» Es decir,

C= (GO \{L})U(Cb2\{LY})

» En otra palabras C es una resolvente no restringida de
C; y G si existen dos subclausulas D; € Gy D> C G
y dos sustituciones 01 y 6> y un literal L tales que
> D101 = {L} Yy D292 = {Lc}
» ( es una resolvente proposicional de C;6; y (560, con
respecto al literal L.



EJem plOS Sistemas

Deductivos y
Resolucién

» Si las cldusulas son cerradas, una resolvente no
restringida es una resolvente proposicional.

P Las resolventes no restringidas no son Uunicas, incluso
respecto al mismo par de literales:

{P(X,a),H(a,x)}, {_'P(}/7X)’_‘M(}/7X)}
101={x/z} 16,={x/a,y/z}
{H(a,z),~M(z,a)}

{P(x,a), H(a,x)}, {M7 =M(y,x)} Resolucion no restringida
1 61 = {x/b} 16, ={x/a,y/b}
{H(a= b)v _‘M(bv a)}




. e Sistemas
Demostraciones por resolucién Deductives y
Resolucién
Dado un conjunto de cliusulas, ¥, podemos considerar el
sistema deductivo que tiene a X como conjunto de axiomas

y resolucién no restringida como dnica regla de inferencia.

» Una demostracion por resolucién no restringida a

partir de X es una sucesion de cldusulas Gy, ..., C, tal
que para cada i = 1,...,n se verifica:

» C; €%, o bien

> Existen j, k < i tales que C; es una resolvente no

restringida de G; y Cy. Resolucion no estringida

Si C, = O diremos que Ci,..., C, es una refutacion
de ¥.

» Una clausula C es demostrable por resolucion no
restringida a partir de X si existe una demostracién a
partir de ¥, Cq,..., Cp, tal que C, = C.

Notacién: > +,, C.

» Decimos que X es refutable si X +,, [.



Ejemplo

x>

:{ _'P(a7y)\/_'P(y7z)\/_'P(27Y)a
P(x,f(x)) V P(a, x),
P(f(x),x)V P(a,x)}

Veamos que ¥ -, [:

1.

. P(
. O [Res(1, 6), 61 = {y/a, z/a}, 6, =]

—P(a,y)V—P(y,z)V-P(z,y) [Hip.]

. P(x,f(x)) Vv P(a,x) [Hip.]

2
3. P(a,f(a)) [Res(1,2), 61 =A{y/a, z/a}, 6> ={x/a}]
4,
5
6
7

~P(f(a),a) [Res(1,3), 61 ={y/f(a), z/a}, 62 =1]

. P(f(x),x)V P(a,x) [Hip.]

,a) [Res(5,4), 61 = {x/a}, 62 = (]



Otro ejemplo
Y = {R(x,y) V R(y, ), =R(x, f(x))}
Veamos que X +,, .

R(x,y)V R(y,z)  [Hip]

—R(x, f(x)) [Hip.]

R(f(x),z)  [Res(1,2), 61 = {y/f(x)}, 02 =10]

-0 [Res(2,3), 61 = {x/f(u)}, 62 = {x/u, z/f(f(u))}]

N e



Sistemas

Unlflcadores Deductivos y

Resolucién

» Sea C una cldusula de primer orden y D una subclausula
de C tal que existe una sustitucién 6 para la que D0 se
reduce a un unico literal L. Entonces decimos que

» La sustitucién 6 unifica el conjunto de expresiones D.
» D es unificable y 6 es un unificador de D.

» Un problema central del célculo de resolventes no
restringidas entre dos cldusulas C; y G, es encontrar las
subcldusulas D; C C; y Dy € G, unificables y los
unificadores 601 y 6> que hacen que D161 y D05 se
reduzcan a literales complementarios.

» El problema puede reducirse a la bisqueda de una sola
sustitucién. Para ello:

1. Podemos suponer que C; y G, no tienen variables
comunes (condicion de variables separadas).
2. Buscamos D; C G y D, C G, tales que Dy U DS (o
bien Df U D) satisface que:
» Es unificable, y
P> sus literales son positivos y tienen el mismo predicado.

(Ds estd formada por los literales complementarios de
lAae litaralae Aa N

Unificacién



Sistemas

Unificadores Dedicives
» Si D es un conjunto de literales, una sustitucién 6 es un
unificador de D si D es unitaria.
» Un unificador 6 de D es un unificador de maxima
generalidad (u.m.g.) si
» Para todo unificador o de D, existe una sustitucién «
tal que o0 = fa.
(siendo B« la composicién de 0 y «, es decir, la
sustitucién obtenida al aplicar primero la sustitucién 6 y
luego «).

Unificacién

» Ejemplo de u.m.g. de literales: 01 = {y/x,u/a,z/a} es
un u.m.g. de

P(x,z), P(y,a), P(x, u)

y 02 = {x/a,y/a,u/a,z/a} es unificador, pero no es un
u.m.g.:

02 = {y/x,u/a z/a}{x/a}



Algoritmo para obtener un u.m.g.

» Para unificar pti,...,t, y pty,..., t,, debemos obtener

» < n

una sustitucién 6 que sea solucién de las ecuaciones:
t10 = t10,. .., ty0 = t,0.

» Para ello aplicamos al conjunto {t; = t{,...,t, = t,}
las siguientes reglas, mientras sea posible:

Rli
R2:

Rgi
R4Z

R5Z

R6Z

{x=x}UE = E

{x=t}UE = {x=t}UE{x/t}
cuando x ocurreen Eynoent

{t=x}UE = {x=t}UE sitno esvariable.

{f(tr,...,tn) =1f(t],..., t)) JUE =
{ti=t{,....th=t}UE

{f(t1,....tn) =g(ty,...,tn)JUE = FALLO (si

f#g)

{x=t}UE = FALLO si x ocurre en t.

» Si en algiin paso obtenemos un conjunto de ecuaciones
{x1 =s1,x = s,...,%x = s} al que no es posible
aplicar ninguna regla, devolvemos UNIFICABLE, y
0 ={x1/s1, x2/S2,...,X; /S } €s un u.m.g.

Sistemas
Deductivos y
Resolucién

Unificacién



Ejemplos

» Unificar
Divide(x+(a-y),x-S(y)), Divide(S(y)+(y-a),z-z)

L {x+(a-y)=(SW)+(y-a)),x-S(y)=z-z}  [Ri]
2 {XIS(y),a~y:y~a,x:z,S(y):z} [R4]
3. {x=S(y),a=y,y=a,x=25(y) = z} [Ra]
4 {x=S(y),y=ax=z2=5(y)} (R3]
5. {x=5(y),y=2a5(y)=2z,z=5(y)} [Ro]
6. {x=5(a),y =a,5(a) =z,z=5(a)} [R2]
7. {x=S5(a),y = a,z= S(a)} (R3]

» No es posible unificar
Divide(x+(a-y),x-S(y)), Divide(S(x)+(y-a),z-z)
pues
Lofx+(a-y)=(5(x)+(y-a)x
2. {x=S(x),a-y=y-ax=z
3. FALLO, x ocurre en S(x).



-7 Sistemas
ReSO| UCIOn Deductivos y
Resolucién
» Un cambio de variables (o renombramiento) es una
sustitucién « tal que para toda variable v, a(v) es una
variable.

» Decimos que C es una resolvente de las clausulas C; y
(, si existen dos cambios de variables a1 y a tales que

ClctlI{Al,...,An,Ll,...,Lk}
Goap ={B1,...,Bm, My,...,M,}

no tienen variables comunes y
> Si Dy ={Ly,...,Lk} y Do ={My,..., M,}, entonces
D; U D5 es unificable con u.m.g. o.
» C={Ao,...,A0,Bio,...,B,o}

» Es decir,

C = (Clalo'\ Dla) U (CQOQO‘ \ DQO')



EJem plos Sistemas

Deductivos y
Resolucién

» Si las cldusulas son cerradas, una resolvente es una
resolvente proposicional.

» Si las cldusulas no tienen variables comunes no es
necesario renombrar:

{P(z,a),H(a,z)}, {_'P(}/7X)’_‘M(Y7X)}

lo={z/y,x/a} umg.
{H(a,y),~M(y, a)}

Resolucién



. e Sistemas
Demostraciones por resolucién Deductives y
Resolucién
Dado un conjunto de cliusulas, ¥, podemos considerar el
sistema deductivo que tiene a X como conjunto de axiomas

y resolucién como tnica regla de inferencia.

» Una demostracion por resolucion a partir de > es una
sucesion de cldusulas G, ..., G, tal que para cada
i=1,...,n se verifica:

» C; €%, o bien

> Existen j, k < i tales que C; es un resolvente de C; y Ci.
Si C, = O diremos que Ci,..., C, es una refutacion
de ¥.

» Una cldusula C es demostrable por resolucion a partir
de ¥ si existe una demostracion a partir de ¥,
G, ..., Gy, tal que C, = C.
Notacién: > +, C.

» Decimos que X es refutable si ¥ +, [.

Resolucién



Ejemplo

x>

:{ _'P(a7y)\/_'P(y7z)\/_'P(27Y)a
P(x,f(x)) V P(a, x),
P(f(x),x)V P(a,x)}

Veamos que 2+, [

1.

- P(
. O [Res(1, 6), 8 = {y/a, z/a}]

—P(a,y)V—P(y,z)V-P(z,y) [Hip.]

. P(x,f(x)) Vv P(a,x) [Hip.]

2
3. P(a,f(a)) [Res(1,2),80={y/a, z/a, x/a}]
4,
5
6
7

—P(f(a),a) [Res(1, 3), 6 = {y/f(a), z/a}]

. P(f(x),x)V P(a,x) [Hip.]

,a) [Res(5,4), 6 = {x/a}]



Otro ejemplo

Y =

{R(x,y) vV R(y,2), =R(x, f(x))}

Veamos que X+, [.

e

R(x,y)VR(y,z)  [Hip]

=R(u, f(u)) [Hip. (renombramos)]
R(f(u),z)  [Res(1,2), 0 = {x/u,y/f(u)}]
O [ren. u/ven 2, Res(2,3), 0 =

{v/f(u), z/F(f(vV))}



Adecuacién y Completitud Deductivos ¥

Resolucién

» Teorema de adecuacion. Sean ¥ un conjunto de
cladusulas y C una cldusula. Entonces

Yo C = YXEC

» Resolucién es un caso particular de resolucién no
restringida, luego si X I, C entonces ¥ = C.

» Tanto resolucién como resolucidn no restringida son
incompletas. Pero la completitud de la resolucién no
restringida para la refutacion se sigue del teorema de
Herbrand y del correspondiente resultado de completitud
para la resolucién proposicional. Ademas se tiene,

» Lema. Si una cldusula C es una resolvente no
restringida de C; y (,, repecto de las subclausulas D; y
D5, entonces C también es una resolvente de (1 y G
con respecto a D1 y D».

» Teorema de completitud de la refutacion:

Resolucién

> es inconsistente <«— Y+, 0O



Sistemas

EJemplO de refutaC|O/n Deductivos y

Resolucién

» Ejemplo: En el lenguaje LC = {€}, definimos la
relacién de inclusién como sigue:

H:= YxVy(x Cy <> Vw(w € x <> w € y))
Veamos como se prueba que la relacién C es transitiva;
C=VxVyVz(x CyANy Cz—xC2)

» Paso 1: Paso a forma clausal de H'y —=C:

Hi: {~(xCy),~(wex),wey} [ =’ de H] Resolucién
Hy: {x Cy,f(x,y) € x} [ = de H]

Hy: {x Cy,~(f(x,y) €y)} [ =’ de H]

G:ach [a, b, ¢ nuevas constantes, —C]
G:bCc [-C ]

G: ~(aCo) [~C]



Ejemplo de refutacién (I1)

» Una refutacién es (sin llaves):
Rli

R2:
R3:

R4Z

ﬁ(WEQ),WEb
—(web),wec
aCy,f(ay)eb

x C ¢, (f(x,c) € b)

aCc

g

[H1,1 con Cy,1]
[{x/a,y/b}]
[H1,1 con G, 1]
[{x/b,y/c}]

[Hz, 2 con Rh 1]
[{x/a,w/f(a y)}]
[H3,2 con Ry, 2]
[{y/c,w/f(x,c)}]
[R3,2 con Ry, 2]
[{x/a,y/c}]
[Rs,1 con G3,1]

Sistemas
Deductivos y
Resolucién



Sistemas

Razonamiento con igualdad Deductivos y

Resolucién

» Podemos utilizar el método de resolucién para razonar
con un LPO con igualdad. Para ello basta afadir
axiomas que expresen las propiedades esenciales del
predicado de igualdad.

» Fijado un LPO con igualdad, L, denotaremos por EQ(L)
al conjunto formado por las siguientes clausulas:

> x =x.

> x#yVy=x.

> xFyVy#zVx=z.

» Para cada simbolo de predicado P de L (de aridad n)

Xi #xoVaP(Xt, .o X, Xn) V P(X1, .o X0,y -5 Xn) o

zonamiento con igualdad

v

Para cada simbolo de funcién f de L (de aridad n)

Xp #xoV F(xt, . X, Xn) = F(X1,. .., X0, -+, Xn)

» Si S es un conjunto de cldusulas entonces

S es insatisfactible <= SUEQ(L) es refutable



Sistemas

Paramodulacién Deductivos y
Resolucién
» Otra posibilidad es integrar el razonamiento con
igualdad en el cdlculo de resolventes anadiendo una
nueva regla especifica para el tratamiento de las
ecuaciones.

» La regla de paramodulacién permite obtener un nueva
cldusula C (una paramodulante) a partir de dos
cldusulas C; y G, de un modo parecido a célculo de
resolventes.

Razonamiento con igualdad
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