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Prover9 y Mace4

I Prover9 es un demostrador automático para las lógicas
proposicionales y de primer orden.

I Mace4 es un calculador de modelos.
I Disponen de un interfaz gráfico. Son libres y se pueden

descargar en:
http://www.cs.unm.edu/∼mccune/mace4
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SATRennesPA

I El objetivo de SATRennesPA (solo disponible para la
web) es el de proporcionar una herramienta amigable
para trabajar sobre el problema de la satisfactibilidad en
lenguajes proposicionales.

I Está disponible en francés e inglés en:
http://satrennespa.irisa.fr

I Esta basado en una herramientas anterior llamada
SAToulouse, realizada en JAVA.
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SATRennesPA

La sintaxis de las fórmulas que pueden ser usadas en
SATRennesPa deben seguir la siguiente gramática:

Por ejemplo:
(p and (not q))

(bigand i (1 2 3) (p i))

(bigand n (1..9)(bigand m (1..9)(m diff n)((p n)

imply (not (p m)))))
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El problema de los mentirosos

Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces
(que siempre dicen la verdad) y la de los mentirosos (que
siempre mienten). Un viajero se encuentra con tres isleños
A, B y C y cada uno le da la siguiente información:

I A dice ”B y C son veraces si y sólo si C es veraz”

I B dice ”Si A y C son veraces, entonces B y C son
veraces y A es mentiroso”

I C dice ”B es mentiroso si y sólo si A o B es veraz”

Determinar a qué tribu pertenece cada uno.
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El problema de los mentirosos

I Formalización: a, b y c representan que A, B y C son
veraces (en consecuencia, ¬a, ¬b y ¬c representan que
A, B y C son mentirosos).

I Representación:

a↔ (b ∧ c ↔ c)

b ↔ (a ∧ c → b ∧ c ∧ ¬a)

c ↔ (¬b ↔ a ∨ b)

I Resultado del cálculo de modelos con Mace4:

v(a) = 1, v(b) = 1, v(c) = 0

I Conclusión: A y B son veraces y C es mentiroso.
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El problema de los mentirosos

Si añadimos a ∧ b ∧ ¬c como objetivo, y usamos Prover9
para encontrar una demostración:
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El problema de los rectángulos

Enunciado: Un rectángulo se divide en seis rectángulos
menores como se indica en la figura. Demostrar que si cada
una de los rectángulos menores tiene un lado cuya medida es
un número entero, entonces la medida de alguno de los lados
del rectángulo mayor es un número entero.

Formalización:
I base: la base del rectángulo mayor es un número entero
I altura: la altura del rectángulo mayor es un número

entero
I basex : la base del rectángulo x es un número entero
I alturax : la altura del rectángulo x es un número entero
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El problema de los rectángulos

I Representación:

baseA ∨ alturaA, baseB ∨ alturaB , baseC ∨ alturaC

baseD ∨ alturaD , baseE ∨ alturaE , baseF ∨ alturaF

baseA ↔ baseC , baseA ∧ baseD → baseF

baseD ∧ baseE → baseB , baseA ∧ baseB → base

alturaD ∧ alturaF → alturaE

alturaA ∧ alturaC ∧ alturaF → altura

alturaB ∧ alturaD ∧ alturaF → altura

alturaB ∧ alturaE → altura

I Objetivo: base ∨ altura

I Prover9: THEOREM PROVED
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El problema de las 4 reinas

Enunciado: Calcular las formas de colocar 4 reinas en un
tablero de 4x4 de forma que no se ataquen entre śı (no haya
más de una reina en cada fila, columna o diagonal).

Formalización: rij (1 ≤ i , j ≤ 4) indica que hay una reina en
la fila i columna j
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El problema de las 4 reinas

En cada fila hay una reina:

r11 ∨ r12 ∨ r13 ∨ r14, r21 ∨ r22 ∨ r23 ∨ r24

r31 ∨ r32 ∨ r33 ∨ r34, r41 ∨ r42 ∨ r43 ∨ r44

Si en una casilla hay reina, entonces no hay más reinas en su
fila, su columna y sus diagonales:

r11 → (¬r12∧¬r13∧¬r14)∧(¬r21∧¬r31∧¬r41)∧(¬r22∧¬r33∧¬r44)

r12 → (¬r11∧¬r13∧¬r14)∧(¬r22∧¬r32∧¬r42)∧(¬r21∧¬r23∧¬r34)

r13 → (¬r11∧¬r12∧¬r14)∧(¬r23∧¬r33∧¬r43)∧(¬r31∧¬r22∧¬r24)

r14 → (¬r11∧¬r12∧¬r13)∧(¬r24∧¬r34∧¬r44)∧(¬r23∧¬r32∧¬r41)

r21 → (¬r22∧¬r23∧¬r24)∧(¬r11∧¬r31∧¬r41)∧(¬r32∧¬r43∧¬r12)

r22 → (¬r21∧¬r23∧¬r24)∧(¬r12∧¬r32∧¬r42)∧(¬r11∧¬r33∧¬r44∧¬r13∧¬r31)

r23 → (¬r21∧¬r22∧¬r24)∧(¬r13∧¬r33∧¬r43)∧(¬r12∧¬r34∧¬r14∧¬r32∧¬r41)

r24 → (¬r21∧¬r22∧¬r23)∧(¬r14∧¬r34∧¬r44)∧(¬r13∧¬r33∧¬r42)
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rectángulos

El problema de las 4 reinas

Ejemplos Lógica
Primer Orden

Sudoku

Problema de las N Reinas

Puzle del vecindario

El problema de las 4 reinas

Si en una casilla hay reina, entonces no hay más reinas en su
fila, su columna y sus diagonales:

r31 → (¬r32∧¬r33∧¬r34)∧(¬r11∧¬r21∧¬r41)∧(¬r42∧¬r13∧¬r22)

r32 → (¬r31∧¬r33∧¬r34)∧(¬r12∧¬r22∧¬r42)∧(¬r21∧¬r43∧¬r14∧¬r23∧¬r41)

r33 → (¬r31∧¬r32∧¬r34)∧(¬r13∧¬r23∧¬r43)∧(¬r11∧¬r22∧¬r44∧¬r24∧¬r42)

r34 → (¬r31∧¬r32∧¬r33)∧(¬r14∧¬r24∧¬r44)∧(¬r12∧¬r23∧¬r43)

r41 → (¬r42∧¬r43∧¬r44)∧(¬r11∧¬r21∧¬r31)∧(¬r14∧¬r23∧¬r32)

r42 → (¬r41∧¬r43∧¬r44)∧(¬r12∧¬r22∧¬r32)∧(¬r31∧¬r24∧¬r33)

r43 → (¬r41∧¬r42∧¬r44)∧(¬r13∧¬r23∧¬r33)∧(¬r21∧¬r32∧¬r34)

r44 → (¬r41∧¬r42∧¬r43)∧(¬r14∧¬r24∧¬r34)∧(¬r11∧¬r22∧¬r33)
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El problema de las 4 reinas

Búsqueda de modelos con Mace4:

r11 : 0, r12 : 0, r13 : 1, r14 : 0

r21 : 1, r22 : 0, r23 : 0, r24 : 0

r31 : 0, r32 : 0, r33 : 0, r34 : 1

r41 : 0, r42 : 1, r43 : 0, r44 : 0

r11 : 0, r12 : 1, r13 : 0, r14 : 0

r21 : 0, r22 : 0, r23 : 0, r24 : 1

r31 : 1, r32 : 0, r33 : 0, r34 : 0

r41 : 0, r42 : 0, r43 : 1, r44 : 0
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Sudoku

Problema: Resolver sudokus.

I Descripción del problema:
I Un sudoku estás dado por un tablero de 9× 9 casillas,

dividido a su vez en 3× 3 subtableros de 3× 3.

1 8 7
3 2

7

7 1
6 4
3

4 5 3
2 8

6

I Cada casilla puede contener un número del 1 al 9.
I Inicialmente se proporcionan los números que ocupan

algunas de las casillas. El juego consiste en rellenar el
resto de casillas de modo que cada fila, cada columna y
cada subtablero contenga todos los números del 1 al 9.
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Sudoku

Solución con un LPO usando Mace4
Una solución será una función f : [1, 9]× [1, 9]→ [1, 9] de
forma que f (x , y) indica el valor que hay que escribir en la
casilla que ocupa la posición (x , y).
Restricciones del problema:

I El dominio de trabajo es [1, 9]:
assign(domain size,9).

(en realidad, Mace4 trabajará con [0, 8])

I En cada fila todos los elementos son distintos:
all x all y1 all y2 (f(x, y1)=f(x, y2) -> y1 = y2).

I En cada columna todos los elementos son distintos:
all y all x1 all x2 (f(x1, y)=f(x2, y) -> x1 = x2).

I En cada fila hay un elemento de cada tipo:
all x all z exists y (f(x,y) = z).

I En cada columna hay un elemento de cada tipo:
all y all z exists x (f(x,y) = z).
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Sudoku

Solución con un LPO usando Mace4
Una solución será una función f : [1, 9]× [1, 9]→ [1, 9] de
forma que f (x , y) indica el valor que hay que escribir en la
casilla que ocupa la posición (x , y).
Restricciones del problema:

I En cada cuadrado/región todos los elementos son
distintos:
all x1 all y1 all x2 all y2

(mismo intervalo(x1,x2) &

mismo intervalo(y1,y2) &

f(x1, y1)=f(x2, y2) -> x1 = x2 & y1 = y2).

donde mismo intervalo es una relación de
equivalencia, y se verifica:

mismo intervalo(0,1) & mismo intervalo(1,2),
mismo intervalo(3,4) & mismo intervalo(4,5),
mismo intervalo(6,7) & mismo intervalo(7,8),

-mismo intervalo(0,3) & -mismo intervalo(3,6) &

-mismo intervalo(0,6)
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Sudoku

Solución con un LPO usando Mace4
Una solución será una función f : [1, 9]× [1, 9]→ [1, 9] de
forma que f (x , y) indica el valor que hay que escribir en la
casilla que ocupa la posición (x , y).

Ya solo queda añadir la información de las casillas que śı
están rellenas: f(0,0) = 1. f(1,1)=2. ...

1 2 3

2 3 4

3 4 5

6 4 5

7 5 6

8 6 7

8 0 7

0 1 8

1 2 4
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Sudoku

Solución con un LPO usando Mace4
Una solución será una función f : [1, 9]× [1, 9]→ [1, 9] de
forma que f (x , y) indica el valor que hay que escribir en la
casilla que ocupa la posición (x , y).

Y al ejecutar Mace4 devolverá una tabla con los valores de
f , que son una solución al Sudoku planteado:

1 4 5 2 8 0 3 7 6

7 2 6 5 3 1 8 4 0

0 8 3 7 6 4 1 2 5

6 1 0 4 2 7 5 3 8

3 7 4 1 5 8 0 6 2

2 5 8 3 0 6 4 1 7

8 6 2 0 4 3 7 5 1

4 0 7 6 1 5 2 8 3

5 3 1 8 7 2 6 0 4
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Problema de las N Reinas

En este caso, en un LPO definimos un predicado R(x , y) que
indica si hay una reina en la posición (x , y). Restricciones:

I En cada fila al menos hay una reina:
all x exists y R(x,y).

I En cada fila a lo sumo hay una reina:
R(x,y1) & R(x,y2) -> y1 = y2.

I En cada columna a lo sumo hay una reina:
R(x1,y) & R(x2,y) -> x1 = x2.

I En cada diagonal principal a lo sumo hay una reina:
R(x1,y1) & R(x2,y2) & (x2 + -x1 = y2 + -y1) -> x1 = x2 & y1 = y2.

I En cada diagonal secundaria a lo sumo hay una reina:
R(x1,y1) & R(x2,y2) & (x1 + -x2 = y2 + -y1) -> x1 = x2 & y1 = y2.

Para Mace4 hemos de añadir la opción set(arithmetic).

para considerar las propiedades habituales en las operaciones
aritméticas, y en las opciones hemos de indicar el tamaño del
mundo (el tamaño del tablero).
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Puzle del vecindario
En un barrio hay 5 casas adosadas, de diferentes colores,
habitadas por cinco hombres de diferentes nacionalidades.
Cada uno posee un animal diferente, bebe una bebida
diferente y fuman una marca de tabaco distinta. Sabiendo lo
siguiente, ¿podŕıas decir quién bebe agua?, ¿de quién es la
cebra?

I El inglés vive en la casa roja.

I El español tiene un perro.

I El noruego vive en la primera casa.

I El de la casa amarilla fuma Ducados.

I El vecino del que fuma Chester tiene un canario.

I La casa de al lado del noruego es azul.

I El que fuma Fortuna tiene un gato.

I El que fuma Celtas bebe vino.

I El ucraniano bebe té.

I El japonés fuma Habanos.

I El vecino del que fuma Ducados tiene un caballo.

I El de la casa verde bebe café.

I La casa blanca está después de la verde.

I El de la tercera casa bebe leche.
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Puzle del vecindario

Nuestra primera aproximación va a ser numerando las casas
del 0 al 4, y definiendo para cada propiedad del enunciado
un predicado sobre [0, 4] de forma que se verifique sobre i si
la propiedad se da en la casa i-ésima. De esta forma, las
afirmaciones anteriores se convierten en:

Ingles(x) <-> Roja(x).

Espannol(x) <-> Perro(x).

Noruego(0).

Ducados(x) <-> Amarilla(x).

Chester(x) & Canario(y) -> vecino(x,y).

Noruego(x) & Azul(y) -> vecino(x,y).

Fortuna(x) <-> Gato(x).

Celtas(x) <-> Vino(x).

Ucraniano(x) <-> Te(x).

Japones(x) <-> Habanos(x).

Ducados(x) & Caballo(y) -> vecino(x,y).

Cafe(x) <-> Verde(x).

Verde(x) & Blanca(y) -> sucesor(y,x).

Leche(2).
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Puzle del vecindario

Donde, además, damos la definición de vecino:

sucesor(x,y) <-> x+1 = y & x < y.

vecino(x,y) <-> sucesor(x,y) | sucesor(y,x).

Y a las condiciones que indican que cada casa tiene al menos
una nacionalidad, animal, bebida, color y tabaco asociados:

Ingles(x) | Espannol(x) | Ucraniano(x) | Japones(x) | Noruego(x).

Perro(x) | Gato(x) | Caballo(x) | Cebra(x) | Canario(x).

Agua(x) | Leche(x) | Vino(x) | Te(x) | Cafe(x).

Roja(x) | Azul(x) | Amarilla(x) | Blanca(x) | Verde(x).

Celtas(x) | Fortuna(x) | Ducados(x) | Chester(x) | Habanos(x).

Y que cada propiedad se aplica a lo sumo a una casa:

Ingles(x) & Ingles(y) -> x = y.

Espannol(x) & Espannol(y) -> x = y.

Ucraniano(x) & Ucraniano(y) -> x = y.

Japones(x) & Japones(y) -> x = y.

...
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