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Reglas de la conjunciéon

e Reglas de la conjuncion:

e Regla de introduccion de la conjuncion:

e Reglas de eliminacion de la conjuncion

e Ejemplo: p A g, 7 qgANr:

pAg , r | premises
q Ne2 1.1

qAr Al 2,12

F G

o
> >

/\61

e Adecuacion de las reglas de la conjuncion:

*N:{F,G} = FANG
*/\el.F/\Gle
*/\eg.F/\GIZG

FANG

/\ez

Deduccién natural con Jape

6.2
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Reglas de la doble negacion

e Reglas de la doble negacion

e Regla de eliminacién de la doble negacion:

e Regla de introduccion de la doble negacion:

e Ejemplo: p,m—(gAr)F —-pAr:

1:] p, ==(qAr)
2 —p

3:] gAr

4 1 r

5:] —pAr

premises
- 1.1
——e 1.2
Ne2 3
Al 24

_I_IF

— J1/e

F
F

—— _l_li

_I_IF

e Adecuacion de las reglas de la doble negacion:

* 9—e: {—-—-F} F
* =i {F} E -F

D-RA 2004-05
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Regla de eliminacion del condicional

e Regla de eliminacién del condicional:

e Regla de eliminacion del condicional: F F=G —e

G

e Ejemplo: - pAqg,— pANq—1rV - phkrV-p:

| pAq , TpAq—IV—p premises
2:] rvV—p —e 1112

e Ejemplo: p,p — q,p — (¢ — r) F r:

1:1 p, p—q, p—(gq—r) | premises
2| q e 11,12
3| gr e 1.1,13
4 1 r —e 23

e Adecuacién de la regla de eliminacién del condicional: {F,F — G} = G
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Regla derivada de modus tollens (MT)

e Regla derivada de modus tollens (MT)

e Regla derivada de modus tollens (MT): F = GF ~G MT
e Ejemplo: p — (¢ — r),p, T I —g:

p—(q—r) , p, —r | premises

q—r —e 12,1.1

e Ejemplo: —p — q,—q - p:

—p—q , q | premises
—p MT 1.2,1.1

p ——e 2

e Ejemplo: p — —q,q - —p:
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Regla de introduccion del condicional

e Regla de introduccién del condicional

e Regla de introduccion del condicional:

F

G

F—>G’_>z

e Ejemplo: p —- g+ g — —p:

1:

e Adecuacion de la regla de introduccién del condicional:

A~ WP

pP—4g

—q
_p

q—>p

premise

assumption
MT 2,1

—1 2-3

Si F' = G, entonces = F — G.

D-RA 2004-05
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Regla de introduccion del condicional

e Ejemplo: -q — = p+ p — —gq:

1:] ng——p | premise

2. p assumption
3: —p -l 2

4 - -] MT 3,1
5:] p—>—q |—i 24

e Ejemplo (de teorema): + p — p:

1:]p assumption

2:p—op —i 1-1

D-RA 2004-05 Ccla
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Regla de introduccion del condicional

e Ejemplo: (¢ — ) — ((mg = —p) = (p — 7)):

1:] q—r assumption
2 : —q—> P assumption
3: p assumption
4 . P - 3

5: —q MT 4,2

6 : g —-—e b5

7 r —e 0,1

8 : p—r —i1 37
9 (_Iq >—|p) >(p >r) —1 2-8
10 : (q—=r)—((ma—-p)—(p—r)  —i 1-9
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Regla de introduccion del condicional

e Ejemplo: pAq—rFp— (g —1):

1:

pAgq—r

p

q

~N O ot B~ W

premise
assumption

assumption
Al 2.3
—e 41

—1 3-5
—1 2—6

D-RA 2004-05
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Regla de introduccion del condicional

e Ejemplo: p — (g —7r)F (pAq) — r:

1:| p—=(q—r) premise

2 : pP/Aq assumption
3: p Nel 2

4 q—r —e 3,1
5: q Nne2 2

6 : r —e 54
7:| (pAq)—r —i 2-6

D-RA 2004-05 Ccla
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Regla de introduccion del condicional

e Ejemplo: p - gFpAr —qgATr:

1:] p—qg premise

2 : pAr assumption
3: ) Nel 2

4 r Nne2 2

5: q —e 3,1
6 : gqAr Al 5,4

7| pAr—qAr | —i 2-6

D-RA 2004-05 Ccla
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Reglas de la disyuncion

e Reglas de la disyuncion:
F G

e Reglas de introduccién de la disyuncion: JaAVAE Vig aEVA(E Vi
F G
e Regla de eliminacién de la disyuncién:
H H
FvG Ve

e Ejemplo: pV gt qV p:

1:] pVq premise
p assumption
qVvp Vi2 2
; q assumption
5: qVp Vil 4

6:| qvp Ve 12-34-5
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Reglas de la disyuncion

e Ejemplo: g - r+pVg—pVr:

1:] g—r premise

2 : pVq assumption

3: p assumption

4 - pVr Vil 3

5: q assumption

6 : r —e 5,1

7 pVr Vi2 6

8 : pVr Ve 2,3-45-7
9:1 pvgq—pVr | —i1 2-8
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Reglas de la disyuncion

e Ejemplo: (pVq)VrkEpV(qgVr):

1:] (pvag)Vvr premise

2 : p\Vq assumption

3: p assumption

4 pV(qVr) Vil 3

5: q assumption

6 : qVr Vil 5

7 pV(qVr) Vi2 6

8:|| pVviqVr) Ve 23-45-7
9 : r assumption
10 :| | qVr Vi2 9

11:1| pV(qVr) vi2 10

12 ;| pV(qVr) Ve 12-89-11
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Reglas de la disyuncion

e Ejemplo (distributiva): pA(gVr)FE (pAgq)V (pAr):

1:| pA(qVr) premise
2:1p Nel 1
3:| qVr Nne2 1
4 q assumption
5: p/Aq Al 2,4
6:1]| (pAq)V(pAr) Vil 5
7 r assumption
8 : pAr Al 2.7
(pAQ)V (pAr) Vi2 8
10 :| (pAq)V(pAr) Ve 3,4-6,7-9
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Regla de copia

e Ejemplo (usando la regla hyp): + p — (¢ — p):

1:]1p assumption
2 q assumption
3 p hyp 1
4 :1 g—p —1 2-3
5: p—(q—p) —i 1-4
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Reglas de la negacion

e Extensiones de la légica para usar falso:
e Extensiéon de la sintaxis: | es una férmula proposicional.

e Extension de la semantica: v(L) = 0 en cualquier valoracion.
e Reglas de la negacion:

e Regla de eliminacién de lo falso: le

F —F

e Regla de eliminacion de la negacion: —e

e Adecuacion de las reglas de la negacion:
*1 = F
* {F,~F} £ L
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Reglas de la negacion

e Ejemplo -pV gk p— q:

1:

~

10 :
11 :

—pVq

S Ot B~ W

P

P
L

q

P—9

P—9

P—9

premise
assumption

assumption
—-e 2 ,3
le 4

—i 3-5
assumption

assumption
hyp 7

—i 8-9
Ve 1,2—-6,7—-10

D-RA 2004-05
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Reglas de la negacion

e Regla de introduccion de la negacion:

F

1
- F

e Adecuaciéon: Si F = 1, entonces |= —F.

-7

e Ejemplo: p — q,p — —g = —p:
1:| p—9, p—9 premises
2 : P assumption
3:1] g —e 2,11
41| —q —e 2,12
5: 1 e 4,3
6 . —|p —|i 2—5
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Reglas de la negacion

e Ejemplo: p — —p F —p:

1:] p—>—p | premise

2 p assumption
3: —p —e 2,1
4 - 1 —e 3,2

5 —-p -1 2—4

D-RA 2004—-05 Ccla Deduccién natural con Jape 6.20



Reglas de la negacion

e Ejemplo p A =q — r,—r,p F q:

1:| pAog—r , —r, p | premises

2 : —q assumption

3:11 pAq Al 132

401 —e 3,1.1

5:11 L —e 124

6 : —|—|q ] 25

7149 —-1—e 6

e Ejemplo: p — (¢ — r),p, ~r + q:
p—(q—r) , p, —r | premises
q—r —e 12,11
—q MT 1372
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Reglas del bicondicional

e Regla de introduccion del bicondicional:

e Ejemplo: p A q < g A p:

Fr—G G—F

F— G

—1

1:] p/Aq assumption
2:1p Nel 1
3:19 Nne2 1

41 qAp Al 3,2

5: pAgq—gAp —i 14
6:] qAp assumption
7:1q Nel 6
8:lp Ne2 6

9:1 p/Aq AL 87
10 : gAp—PpAqQ —i 6-9
11 : pAQé—>gAp <=1 5,10
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Reglas del bicondicional

e Reglas de eliminacién del bicondicional:

F -G

e Ejemplo: p— g, pV gt pAq:

1:

10 :

p<—>q , pVq

on &~ WD

p
P—q

q
A

O 0 N O

premises

assumption
—el 1.1
—e 2,3
Al 24

assumption
—e2 1.1
—e 60,7
Al 8,6

Ve 122-56-9

FoGTo

F— G
C}'—>F(_)e2

D-RA 2004-05
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Reglas derivadas: modus tollens

F—-G

-G

e Regla derivada de modus tollens (MT): 7 MT
1:] F=G, =G | premises
2 : F assumption
3: G —e 2,1.1
4 1 —e 123
5:1 —-F -1 2—4
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Reglas derivadas: introduccion de doble negacion

e Regla de introduccion de la doble negacion:

1:| F

2 _IF
3: 1
4 - —|—|F

premise

assumption
e 2,1

-l 2-3

—— _l_li

D-RA 2004-05
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Reglas derivadas: reduccion al absurdo (RAA)

e Regla de reduccion al absurdo:

1:] -F— L
2 _IF
3: 1

4 - —1—1F
5:1 F

premise

assumption
—e 2,1
-l 23

—1e 4

—F

—J_ RAA
F

D-RA 2004-05
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Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

e Ley del tercio excluido (LEM): FvoF LEM

1:| =(Fv=F) assumption
2 F assumption
3 FVv—F Vil 2
4 1 e 1,3
5:1 -F -1 24
6:| FVv—F Vi2 5
7 1 e ].,6
8 : _I_I(F\/—IF) -1 1-7
0 : F\/_I F ——e 8
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Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

e Ejemplo: p — g+ —p V gq:

1:] p—q premise

2] pvV—p LEM

3: P assumption

4 - q —e 3.1

5: —pVq Vi2 4

6 : —p assumption

7 —pVq Vil 6

8 :1 =pVq Ve 23-56—-7
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Reglas de deduccion natural

e Reglas de deduccién natural:

Introducciéon Eliminacion
F F F
4 1.17‘/\?;/\Z EE her é\;G/\e2
F G
F G : :
v FveVhr  Fvag Vo ryve H | H
121 Ve
F
- J P roc_,
F—-G °

D-RA 2004—-05 Ccla Deduccién natural con Jape 6.29



Reglas de deduccion natural

e Reglas de deduccién natural:

Introducciéon Eliminacion
F
- : F - F e
1L TR
—F "
1 L e
F
_I_IF
—// —F —/—/e
- F— G G_>F<—>i F(_)G<—>e F<—>G<_>e
F — G Fr—G 1 G — F 2

e Adecuacién y completitud del calculo de deduccién natural.
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Reglas del cuantificador universal

e Regla de eliminacién del cuantificador universal

e Regla de eliminaciéon del cuantificador universal:

(V) F
Flzx /]
donde [x/t] es libre para F'.

Ve

e Nota: Analogia con Ae; y Aes.

e Ejemplo 1: P(c), (Vo)(P(z) — ~Q(z)) F ~Q(c)

vary, Ply) , ¥.(P(x)——Q(x))
P(y)—-Q(y)
—~Q(y)

e Nota: (Vz)(Jy)(z < y) ¥ (Fy)(y <v).

premises
Ve 1.3

—e 1272

D-RA 2004-05 Ccla
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Reglas del cuantificador universal

e Regla de introduccion del cuantificador universal

¢ Regla de introduccion del cuantificador universal:

Lo

Flz /0]
(V) F

donde xy es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

V1

e Nota: Analogia con Ai.

e Ejemplo 2: (Vz)(P(z) — Q(x)), (Vz)P(x) F (Vz)Q(x)

1| Yx.(P(x)—=Q(x)) , Vx.P(x) | premises
2 : var ¢ assumption
3:1| P(c)—Q(c) Ve 1.1
4 - P(c) Ve 1.2
5 : Q(c) —e 43
6 :] Vx.Q(x) Vi 2-5
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Reglas del cuantificador existencial

e Regla de introduccién del cuantificador existencial

e Regla de introduccion del cuantificador existencial:
Flz/t]
(=) F

donde [x/t] es libre para F'.

=0}

e Nota: Analogia con Vi; y Vis.

e Ejemplo 3: (Vx)P(x)(3x)P(x)

var ¢, Vx.P(x) [ premises
P(c) Ve 12
Ix.P(x) Ji 2
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Reglas del cuantificador existencial

e Regla de eliminacién del cuantificador existencial

e Regla de eliminacion del cuantificador existencial:

T F[w/wo]

(3z)F G
G

donde xy es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

de

e Nota: Analogia con Ve.

e Ejemplo 4: (Vz)(P(x) — Q(x), () P(x) + (3x)Q(x)

1:] Wx.(PXx)—=Q(x)) , Ix.P(x) | premises
2:|| var c, P(c) assumptions
3:1| P(c)—Q(c) Ve 1.1

41| Q(c) —e 223
5:1 x.Q(x) Ji 4

6 :] Xx.Q(x) Je 12,2-5
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Reglas del cuantificador existencial

e Ejemplo 5: (Va)(Q(z) — R(x)), (3z)(P(x) A Q(z)) F (3z)(P(x) A R(x))

| —

Vx . (Q(x)—R((X))

. X.(P(x)AQ(x))

var ¢, P(c)AQ(c)
Q(c)—R(c)

Q(c)

R(c)

P(c)

P(c)AR(c)

Ix.(P(x)AR(x))

© 00 N O Ot & W N

Ix.(P(x)AR(x))

premises

assumptions
Ve 1.1

Nne2 2.2
—e 43
Nel 2.2

Al 6,5

di 7

Je 12,28

D-RA 2004-05
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Reglas del cuantificador existencial

e Ejemplo 6: (3x)P(x), (Vz)(Vy)(P(z) — Q(y)) - (Vy)Q(y)

1:] X.P(x) , x.Vy.(P(x)—Q(y)) premises

2 : var c assumption

3: var cl1, P(cl) assumptions
4 Vy.(P(c1)—Q(y)) Ve 12

5 : P(c1)—Q(c) Ve 4

6 - Q(c) e 325

71| Qo) Je 1.13-6
8 :| Vy.Q(y) Vi 2-7
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Equivalencias

e Equivalencias:
e Sean F' y G férmulas.
[1(a)] =(Vx)F = (Jx)-F
[1(b)] =(Fx)F = (Vx)-F

e Sean F' y G férmulas y & una varible no libre en G.
[2(a)] (V) NG = (Vx)(F N G)
[2(b)] (Vx) VG = (Vx)(F V G)
[2(c)] (3x) NG = (3x)(F N G)
[2(d)] (=) VG = (3x)(F VG)
[2(e)] (V) - G =F — (V)G
2(f)] (3x) - G = (Vx)F — G

D-RA 2004—-05 Ccla Deduccién natural con Jape 6.37




Equivalencias

e Sean F' y G férmulas.
3(2)] (V2)F A (V2)G = (Vz)(F A G)
3(b)] (3z)F V (32)G = (3z)(F V G)

e Sean F y G férmulas.

[4(a)] (Vz)(Vy)F = (Vy)(Vx)F
[4(b)] (3z)(Fy)F = (3y)(3z)F

D-RA 2004-05 Ccla
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Equivalencias

e Equivalencia 1(a): —(Vx)F F (Jx)~F

1:] =(Vx.P(x)) premise

21| =(2x.=P(x)) assumption
3: var C assumption
4 —P(c) assumption
5 : Ix .= P(x) Ji 4

6 : 1 —e 2,5
7 P(c) RAA 4—6
8 :]| ¥x.P(x) Vi 3-7

0 : J_ —e ].,8
10 1] Ix.=P(x) RAA 2-9
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Equivalencias

e Equivalencia 1(a): (dz)—F F —(Vx)F

1:| Ix.=P(x)

—l—l(VX.P(X))
Vx.P(x)

var ¢, —1P(c)
P(c)
1L

1
—(Vx.P(x))

co N O Ot B~ W BN

premise

assumption

—e 2

assumptions
Ve 3

—e 4.2 ,5
de 14-6
RAA 2-7

D-RA 2004-05 Ccla
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Equivalencias

e Equivalencia 1(a): —(Vx)F = (Jx)-F

1:| ~(¥x.P(x)) assumption

2 1| Ix.—P(x) Theorem —(Vx.P(x)) F x.=-P(x) 1
31 2(Vx.P(x))—3x.~P(x) —i 1-2

4| X.=AP(x) assumption

5:] —=(Vx.P(x)) Theorem Ix.—P(x) F —(Vx.P(x)) 4
6 : Ix.7P(x)—-(vx.P(x)) —i 4-5

7 2(Wx.P(x))e=>3Ix.aP(x) i 3,6
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Equivalencias

e Equivalencia 3(a): (Vx)F A (V)G + (Vx)(F N G)

1:] Y (P(x)AQ(X)) premise

2 : var c assumption
3: P(c)AQ(c) Ve 1

4 - P(c) Nel 3

5:| Vx.P(x) Vi 2—4
6:]| var cl assumption
71| P(c1)AQ(cl) Ve 1

8:|] Q(c1) ne2 7
9 :| ¥x.Q(x) Vi 6—8
10 | ¥x.P(x)AVx.Q(x) Al 5.9

D-RA 2004-05 Ccla

Deduccién natural con Jape

6.42



Equivalencias

e Equivalencia 3(a): (Vz)(F AG) - (Vx)F A (Vx)G

1:

co N O Ot B~ WD

Vx.P(x)AVx.Q(x) premise
var c assumption
Vx.P(x) Nel 1
Vx.Q(x) Ne2 1
P(c) Ve 3
Q(c) Ve 4
P(c)AQ(c) Al 5,6

Vx.(P(x)AQ(x)) Vi 2-7

D-RA 2004-05
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Equivalencias

e Equivalencia 3(a): (Vx)F A (V)G = (Vx)(F N G)

1:| ¥x.(P(x)AQ(x)) assumption

2 1| Yx.P(x)AVx.Q(x) Theorem Vx.(P(x)AQ(x)) F Vx.P(x)AVx.Q(x) 1
3 Ux.(P(x)AQ(X))—=Vx.P(x)AVx.Q(x) —i 1-2

4 | Vx.P(x)AVx.Q(x) assumption

5:] Yx.(P(x)AQ(x)) Theorem Vx.P(x)AVx.Q(x) F ¥x.(P(x)AQ(x)) 4
6 : Vx.P(x)AVX.Q(x)—Vx.(P(X)AQ(x)) —i 4-5

7 Vx . (P(x)AQ(x))e=Vx . P(x)AVXx.Q(x) i 36
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Equivalencias

e Equivalencia 3(b): (3x)F VvV (3x)G + (Fx)(F V G)

1:

\l

10 :
11 :
12 :

I .P(x)V3Ix.Q(x)

premise

S Ot~ WD

I .P(x)

var ¢, P(c)
P(c)vQ(c)
Ix.(P(x)vQ(x))

X .(PX)VQ(x))

assumption

assumptions
Vil 3.2

Ji 4

de 2,3-5

Ix.Q(x)

var cl, Q(cl)
P(c1)vQ(cl)
Ix.(P(x)vQ(x))

Ix.(P(x)vQ(x))

assumption

assumptions
Vi2 8.2

di 9

Je 7,810

Ix.(P(x)vQ(x))

Ve 12-6,7—11

D-RA 2004-05
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Equivalencias

e Equivalencia 3(b): (3z)(F V G) - (3=)F Vv (Fx)G

1:| Ix.(Px)vQ(x)) premise

2 || var ¢, P(c)vQ(c) assumptions

3: P(c) assumption

4 Ix.P(x) Ji 3

5 : Ix.P(x)VvIx.Q(x) Vil 4

6 : Q(c) assumption

7 Ix.Q(x) Ji 6

8 : Ix.P(x)VvIx.Q(x) Vi2 7

9:1| Ix.P(x)vIx.Q(x) Ve 223-56-8
10 1| Ix.P(x)Vv3Ix.Q(x) Je 12-9
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Equivalencias

e Equivalencia 3(b): (3x)F V (3x)G = (F=)(F V G)

1:] x.P(x)vix.Q(x) assumption

21 X.(P(x)vQ(x)) Theorem X.P(x)Vv3x.Q(x) F Ix.(Px)vQ(x)) 1
3: X.P(x)vIx.Qx)—3Ix.(P(x)vQ(x)) —i 1-2

4| IX.(P(x)vQ(x)) assumption

5:1 Xx.P(x)v3x.Q(x) Theorem Ix.(P(x)vQ(x)) F Ix.P(x)vIx.Q(x) 4
6 : Ix.(P(x)vVQ(x))—3Ix.P(x)vIx.Q(x) —i 4-5

7 X.Px)VX.Q(X)—=KX.(PX)VQ(X)) i 3,6
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Equivalencias

e Equivalencia 4(b): (3x)(3y)F + (Jy)(Jx)F

1:] Ix.3y.P(xy) premise
2:|| var ¢, Jy.P(cy) assumptions
3: var cl, P(c,cl) assumptions
4 : Ix.P(x,c1) Ji 3.2
5: Jy. X .P(x.y) Jdi 4
6:|]| Jdy.Ix.P(xy) Je 223-5
7] Jdy.X.P(xy) Je 1,2-6
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Equivalencias

e Equivalencia 4(b): (3x)(Jy)F = (Jy)(Jx)F

1:| Ix.3Jy.P(xy) assumption

2 | Jy.X.P(xy) Theorem Ix.Jy.P(xy) F Jy.Ix.P(xy) 1
3: Ix.Iy.P(xy)—3y.Ix.P(xy) —i 1-2

4| dy.x.P(xy) assumption

5:1 Ix.Jy.P(xy) Theorem dx.Jy.P(xy) F Jy.2x.P(xy) 4
6 : dy.Ix.P(x,y)—3Ix.3y.P(xy) —i 4-5

7 X.Jy.P(xy)—3Tdy.Ix.P(xy) i 3.6
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Reglas de la igualdad

e Regla de eliminacién de la igualdad:

tl = t2 F[w/tl]
Flx/t]

donde [x/t,] y [x/t2] son libres para F'.

e Ejemplo:

1 (x+1)=1+=x) premisa
2 (x+1>1) - (x+1>0) premisa
3 (14+4x>1) —- (1+x>0) =el,2

L Ejemplo: tl = tz,tz = t3 H tl = t3
1 t; = t, premisa
2 ty = t3 premisa
3 tl = t3 =€ 2,1
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Reglas de la igualdad

e Regla de introduccion de la igualdad:
t=1t

e Ejemplo: t; = to, -ty = 1
1 t; = t, premisa
2 t1=1t; =i
3 to =1t =e 1,2
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