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Resolucion no restringida

e Resolvente no restringida

e Def.: La clausula C es una resolvente no restringida de las clausulas C; y C; si
existen dos sustituciones o, y o2 y un literal L € C,0, tales que L® € Cyoy y

C = (010'1 AN {LO‘l}) U (020'2 AN {LCO'Q}).

e Sean (] = {—~R(z, f(y)), P(x, f(2)),Q(f(2))},
C, = {R(z, f(2)), R(f(y),u),Q(2)},
o1 = [m/.f(y)ay/f(y)az/y]a
Cior = {~R(f(y), F(f(v))), P(f(f(v)), f(y)), Q(f(y))}
oy = [z/f(y),u/f(f(Y))]
Cyoy = {R(f(y), F(f(v))), R(F(y), F(f(y)), Q(f(v)))},
L  =-R(f(y), f(f(y)))

Entonces, una resolvente no restringida de C; y C, es

C={P(f(f(y)), (), Q(f(y))}
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Resolucion no restringida

e Ejemplos de refutaciéon por resoluciéon no restringida:

e Refutacion no restringida de

S ={{~P(x), Q(f(x),x)}, {P(g9(b))}, {~Q(y,2)}}
1 {—-P(z),Q(f(x),z)} Hipdtesis

2 {P(g(b))} Hipétesis
3 {-Q(y,2)} Hipdtesis
4 {-Q(f(g(b)),g(b))} Resolvente de 1 y 2
5 [ Resolvente de 3 y 4
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Resolucion no restringida

e Refutacion no restringida de

HR()}, {R(f(e) }, {~R(z), P(x)}, {~P(z), Q(x)}, {~Q(c), ~Q(f(c)), ~R(c)} }

1 {R(c)} Hipdtesis

2 {R(f(c))} Hipdtesis

3 {—-R(x),P(x)} Hipdtesis

4 {—-P(x),Q(x)} Hipdtesis

5 {~Q(c), ~Q(f(c)), ~R(c)} Hiptesis

6 {R(x),Q(x)} Resolvente de 3 y 4
7 {Q(c)} Resolvente de 1 y 6
8 {Q(f(c))} Resolvente de 2 y 6
9 {-Q(f(c)),—R(c)} Resolvente de 5y 7
10 {—R(c)} Resolvente de 8 y 9
10 O Resolvente de 1 y 10
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Resolucion no restringida

® Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Ci,...,C),) es una demostracién por resoluciéon no restringida de la
clausula C a partir de S si C = C,, y para todo ¢ € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

—C; € 8S;

— existen 3,k < ¢ tales que C; es una resolvente no restringida de C; y C}

e La clausula C es demostrable por resolucién no restringida a partir de S si existe
una demostracion por resoluciéon de C a partir de S.

e Una refutacién por resoluciéon no restringida de S es una demostracién por resolu-
cion de la clausula vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucién no restringida si existe una refutacién por
resolucion a partir de S.
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Resolucion no restringida

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean Si,...,S, formas clausales de las fé6rmulas Fi,..., F, y S una forma
clausal de —F. Una demostracion por resolucion no restringida de F' a partir de
{F,...,F,} es una refutacion por resolucion no restringida de S; U...U S, U S.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucion no restringida a partir de

{Fy,...,F,} siexiste una demostracion por resolucién no restringida de F' a partir
de {Fl, ) Fn}
Se representa por {Fi,..., F,} Fresnor F.

e Ejemplo: Demostraciéon por resolucién no restringida de (3x)P(g(x)) a partir de
{(Vz)[P(z) — Q(f(x), z)], ~(Fy)(32)Q(y, 2)}
1 {=P(z),Q(f(x), =)} Hipotesis

2 {-Q(y,2)} Hipétesis
3 {P(g(b))}, Hipdtesis
4 {—-Q(f(b(b)),g(b))} Resolvente de 1y 3
5 [ Resolvente de 2 y 4
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:
e Si C es una resolvente restringida de C; y C5, entonces {Cy,C3} = C.

e Si [l € S, entonces S es inconsistente.

e Si el conjunto de clausulas S es refutable por resolucién no restringida, entonces S
es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resoluciéon no restringida es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: Stgresnor ' — S EF
Completo: S = F =—> S tFResnor F
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Unificacion: Unificadores

e Unificador:

e Def.: La sustitucién o es un unificador de los términos t; y t; si ti0 = ty0o.

e Def.: Los términos t; y t2 son unificables si tienen algin unificador.

e Def.: t es una instancia comuin de t; y ty si existe una sustituciéon o tal que

tztlo':tga.

e Ejemplos:
t1 to Unificador Instancia comun
f(z,9(2)) | f(9(y),x) [x/9(2),y/2] | f(9(2),9(2))
f(x,9(2)) | f(g(y),z) [x/9(y), z/y] | F(9(y),9(y))
f(x,9(2)) f(g(y), =) [x/g(a),y/a] f(g(a),g(a))
f(z,y) fy,x) [z/a,y/a] f(a,a)
fle,y) [ f(y,z)  [y/z] f(z,x)
f(x,y) g(a,b) No tiene No tiene
f(x,x) f(a,b) No tiene No tiene
f(x) f(g(x)) |No tiene No tiene

e Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de términos y de literales.
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Unificacion: Composicion de sustituciones

e Composicion de sustituciones:

e Def.: La composicion de las sustituciones o; y o3 es la sustitucién o,05 definida

por x(o102) = (x0oq)o, para toda variable x.
e Ejemplo: Si oy = [z/f(z,a),y/w]| y o3 = [x/b, z/g(w)], entonces
— xo103 = (xo1)o2 = f(z,a)0: = f(zo2,a03) = f(g(w), a)
—yo102 = (yo1)oy = wos = w
— 20109 = (2071)02 = zo3 = g(w)
—wo102 = (Woy)os = woy = w
Por tanto, o103 = [z/f(g(w),a),y/w, z/g(w)].
e Def.: La substitucién identidad es la sustitucion € tal que, para todo x, xe = «.
e Propiedades:
1. Asociativa: o(0203) = (01032)073

2. Neutro: oe = eoc = o.
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Unificacion: Comparacion de sustituciones

e Comparacién de sustituciones:

e Def.: La sustitucion o; es mas general que la o5 si existe una sustitucién o3 tal que
o, = 0103, Se representa por o, < o07.

e Def.: Las sustituciones o, y o3 son equivalentes si o1 < 02y 02 < 01. Se representa
por o1 = O».

e Ejemplos: Sean o, = [x/g(2),y/z],02 = [x/9(y),z/y] ¥ o3 =[x/g(a),y/a]. En-
tonces,

1. o1 = O'Q[y/Z]
2. O9 — O'1[Z/y]

3. O3 = O'1[Z/CL]
4. 01 = 09
9. O3 S g1

e Ejemplo: [z/a,y/a] < [y/x], ya que [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/a].
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Unificacion: Unificador de maxima generalidad

e Unificador de maxima generalidad:

e Def.: La sustitucion o es un unificador de maxima generalidad (UMG) de los
términos t; y ty si

— o es un unificador de t; y t,.

— o es mas general que cualquier unificador de t; y t5.

e Ejemplos:
1. [£/g(2),y/z] es un UMG de f(z,g9(2)) y f(9(y), ).
2. [£/9(y), z/y] es un UMG de f(z,9(2)) y f(g(y),x).
3. [z/g(a),y/a] no es un UMG de f(x,9(2)) y f(g(y),x).

e Nota: Las anterior definicién se extienden a conjuntos de términos y de literales.
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Notacion de lista:
e (ai,...,a,) representa una lista cuyos elementos son ai,...,a,.

e (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es a y resto es R.
e () representa la lista vacia.

e Unificadores de listas de términos:
e Def.: o es un unificador de (sy...,8,) y (t1...,t,) si sy0 = ti0,...,8,0 = t,0.

e Def.: (s1...,8,) y (t1...,t,) son unificables si tienen algin unificador.

e Def.: o es un unificador de maxima generalidad (UMG) de (s1...,8,) Yy (t1...,%n)
si o es un unificador de (sy...,8,) y (¢1...,%,) mas general que cualquier otro.

e Aplicacién de una sustitucion a una lista de ecuaciones:

e Algoritmo de unificacién de listas de términos:
e Entrada: Una lista de ecuaciones L = (s; = t1,...,8, = t,) y una sustitucion o.

e Salida: Un UMG de las listas (s1...,8,) y (t1...,t,), si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Procedimiento unif(L, o):

1. Si L = (), entonces unif(L,o0) = o.

2.Si L = (t =1t|L"), entonces unif(L, o) = unif(L’, o).

3.81 L= (f(t1,--.5tm) = f(t]...,t )|L"), entonces
unif(L, o) = unif((¢t, =t},...,tm =1t |L'),0).

4.SiL = (x=1t|L") (6 L= (t =«|L’)) y * no aparece en t, entonces
unif(L, o) = unif(L'[z/t], o[x/t]).

5.81i L = (x =t|L') (6 L = (t==|L’")) y x aparece en t, entonces
unif(L, o) = “No unificables”.

6. Si L = (f(ti,--.5tm) =g(t}...,t )|L"), entonces
unif(L, o) = “No unificables”.

7.81 L= (f(t1,...rtm) = f(t;...,t))|L") y m # p, entonces
unif(L, o) = “No unificables”.

LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.13



Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Algoritmo de unificacién de dos términos:

e Entrada: Dos términos t; y t5.

e Salida: Un UMG de t; y t2, si son unificables;

“No unificables”, en caso contrario.

e Procedimiento: unif((t; = t,), €).

e Ejemplo 1: Unificar f(z,g(z)) y f(g9(y),):

unif((f(z,g(z)) = f(g(y),x)),€)

unif((z = g(y),g(2) = ), €) por 3
unif((g(z) = z)[x/g(y)], €[xr/g(y)]) por 4
unif((g(z) = g(v)), [x/9(y)])

unif((z = y), [x/g(y)]) por 3
unif((), [x/g(y)][z/y]) por 4
unif((), [x/g(y), z/y])

[x/9(y), z/y] por 1
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Ejemplo 2: Unificar f(x,b) y f(a,y):
unif((.f(ma b) — f(av y)a E)

= unif((x = a,b = y),€) por 3
= unif((b = y)[x/a], e[x/al) por 4
= unif((b = y), [¢/a])

= unif((), [¢/a][y/b]) por 4
= [z/a,y/b]) por 1

e Ejemplo 3: Unificar f(x,x) y f(a,b):
unif((f(z, z) = f(a,b),e€)

= unif((x = a,x = b), €) por 3
= unif((x = b)[x/a], €[x/al) por 4
= unif((a = b), [z/a])

= “No unificable” por 6

e Ejemplo 4: Unificar f(x,g9(y)) y f(y,x):
unif((f(az,g(y)) — f(y7 :B)), 6)

= wnif((z = y,9(y) = ), €) por 3
= wnif((g(y) = @)[x/yl,elz/y])  por 4
= unif((g(y) = y), [z/y])

= “No unificable” por 5
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Ejemplo 5: Unificar j(w,a, h(w)) vy j(f(x,y), x, 2)

unif((j(wa a, h’(w)) — J(f(wa Y), T, z))e)

unif((w = f(x,y),a = x, h(w) = z),€)

unif((a = z, h(w) = z)[w/f(z, y)], elw/f(z,y)])
unif((a' = &, h(f(ma y)) — Z)a [’lU/f(ZB, y)])
unif((h(f(z,y)) = z)[z/al, [w/f(x,y)|[x/a])
unif((h(f(a,y)) = 2), [w/f(a,y),x/a])

unif((), [w/ f(a,y), z/allz/h(f(a,y)))
lw/f(a,y),x/a,z/h(f(a,y)))

e Ejemplo 6: Unificar j(w,a,h(w)) y j(f(x,y),z,y)

unif((j(w, a, h(w)) = 5 (f(z,y), z,y))e)

unif((w — f(may)a a — &, h’(w) — y)7 6)

unif((a = z, h(w) = y)[w/f(x,y)], elw/f(z, y)])
unif((a — Ly h(f(wa y)) — y)’ [w/f(wa y)])
unif((h(f(z,y)) = y)z/al], [w/f(x,y)][x/a])
unif((h(f(a,, y)) — y)7 [’lU/f(CL, y)a LB/CL])

“No unificable”

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 4

por 5
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Resolucion: Separacion de variables

® Separacién de variables

e Def.: La sustitucion [x/t;,...,x,/t,] es un renombramiento si todos los t; son
variables.

e Prop.: Si 6 es un renombramiento, entonces C' = C86.
e Def.: Las clausulas C; y C, estan separadas sin no tienen ninguna variable comun.

e Def.: Una separacion de las variables de C; y C5 es un par de renombramientos
6., 0, tales que C160, y C10, estan separadas.

e Ejemplo: Una separacién de variables de Cy = {P(x),Q(x,y)} y Co = {R(f(x,y))}
es (01 = [z/@1,y/y1], 02 = /@2, Y/ 2]
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Resolucion: Resolvente binaria

e Resolucion binaria:

e Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C y C) si existen una
separacion de variables (61, 0;) de C; y Cs, un literal L, € C7, un literal L, € Cy y
un UMG o de L6, y L50, tales que

C = (01010' AN {L1910'1}) U (02920' AN {ngza'}).
e Ejemplo: Sean C; = {P(a,y), R(y)},

Cy = {_'P(wa f(w))a Q(g(w))}v
91 — €,

92 — €,

L, = P(a,y),

L, = _‘P(waf(w))a

o =l[z/a,y/f(a)]
Entonces, C = {R(f(a)),Q(g(a))} es una resolvente binaria de C; y C,.
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Resolucion: Resolvente binaria

e Ejemplo (Necesidad de separar variables):
Sean C = {P(z),Q(x)},
C, ={-P(f(z)), R(x)},

0, = [w/wl]v

0> = [x/x2],

L, = P(x),

Ly = P(f(x)),
o = [z1/f(x2)]

Entonces, C = {Q(f(x2)), R(x2)} es una resolvente binaria de C; y Cs.
Notas sobre la necesidad de separar variables:

— P(x) y P(f(x)) no son unificables.
— P(x1) y P(f(z2)) son unificables siendo o = [z1/f(x2)] un UMG.

LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.19



Resolucion: Factorizacion

e Factorizacion:

e Def.: La clausula C es un factor de la clausula D si existen dos literales L, y L, en
D que son unificables y C = Do ~\ {Lyo} donde o es un UMG de L; y L,.

e Ejemplo: Sean D = {P(x,y), P(y,x),Q(a)}

L, = P(iB,y)
L2 — P(yaw)
o =l[y/x]

Entonces, C = {P(x,x),Q(a)} es un factor de D.
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Resolucion

e Ejemplos de refutacion por resolucion:
e Refutacion de S = {{-P(z, f(z,y))}, {P(a,2), 7Q(z,v)},{Q(u,a)}}

1 {—-P(x, f(x,y))} Hipdtesis
2 {P(a,z),Q(z,v)} Hipbtesis

3 {Q(u,a)} Hipdtesis
4 {-Q(f(a,y),v)} Resolventede 1y 2 con o = [x/a,z/f(a,y)]
5 O Resolvente de 3 y 4 con o = [u/f(a,y),v/a]
e Refutacion de S = {{P(x)},{—-P(f(x))}}
1 {P(x)} Hipétesis
2 {—-P(f(x))} Hipdtesis
3 O Resolvente de 1y 2 con 0; = €,0; = [x/x'],0 = [x/f(x')]

e Refutacién de S = {{P(=x,y), P(y,z)}, {-P(u,v), ~P(v,u)}}
1 {P(x,y), P(y,x)} Hipbtesis
2 {-P(u,v),P(v,u} Hipdtesis

3 {P(x,x)} Factor de 1 con [y/x]
4 {—-P(u,u)} Factor de 2 con [v/u)]
5 0 Resolvente de 3 y 4 con [x/u]
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Resolucion

® Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Cq,...,C,) es una demostracién por resolucién de la cldusula C a
partir de S si C = C,, y para todo ¢ € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

- C; € S;

— existen 3,k < t© tales que C; es una resolvente de C; y C}

— existe 7 < 2 tal que C; es un factor de C);

e La clausula C es demostrable por resolucién a partir de S si existe una demostracion
por resolucion de C' a partir de S.

e Una refutacion por resolucion de S es una demostracién por resolucion de la clausula
vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucién si existe una refutacién por resolucién a
partir de S.
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Resolucion

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean Si,...,S, formas clausales de las fé6rmulas Fi,..., F, y S una forma
clausal de = F. Una demostracion por resoluciéon de F' a partir de {Fy,..., F,} es
una refutacién por resolucion de S; U...U S, U S.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucion no restringida a partir de
{Fy,...,F,} siexiste una demostracién por resoluciéon de F a partir de {Fy,..., F,}.
Se representa por {Fy,..., F,} FRes F.

e Ejemplo: (tema 8 p. 21) § = {(Vx)[P(x) — Q(x)], (3x)P(x)} FRres (3x)Q(x)
1 {—-P(x),Q(x)} Hipdtesis

2 {P(a)} Hipdtesis
3 {-Q(=2)} Hipdtesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1 y 2 con [z/a]
5 O Resolvente de 3 y 4 con [z/a]
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Resolucion

e Ejemplo: (tema 8 p. 21)
S = {(Vz)[P(z) — Q(=)], (Vz)[Q(z) — R(z)] Fres (VZ)[P(z) — R(x)]}
1 {—=P(x),Q(x)} Hipodtesis
2 {-Q(y), R(y)} Hipdtesis

3 {P(a)} Hipdtesis

4 {—R(a)} Hipdtesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1 y 2 con [z/a]
6 {R(a)} Resolvente de 2 y 5 con [y/a]
5 [ Resolvente de 6 y 4 con

e Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fres (32)[P(z) — (Vy)P(y)]
1 {P(x)} Hipdtesis
2 {-P(f(x)} Hipotesis
3 O Resolvente de 1y 2 con 0, = [z/2'],0 = [z/ f(2)]
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Resolucion

o EjemplO: FRes (Vw)(ay)_'(P(yaw) — _'P(ya y))
— Forma clausal:

—(Vz)(Jy)~(P(y,z) < ~P(y,y))
—(Vz)(3y)~((P(y,z) — ~P(y,y)) A (—P(y,y) — P(y,x)))
_'(vm)(ay)_'((_'P(ya :B) V _'P(ya y)) N\ (_'_'P(y7 y) V P(ya CB)))
—(Vz)( Jy)~((=P(y,z) V = P(y,y)) A (P(y,y) V P(y,x)))
(Fx)(Vy)~—=((=P(y,x) V -P(y,y)) A (P(y,y) V P(y,x)))
(3z)(Vy)((-P(y,z) V = P(y,y)) N (P(y,y) V P(y,x)))
sat (VY)((=P(y,a)V -P(y,y)) AN (P(y,y) V P(y,a)))
{{-P(y;a), 7 P(y,y)},{P(y,y), P(y,a)}}
— Refutacion:
1 {—-P(y,a),P(y,y)} Hipdtesis
2 {P(y,y), P(y,a)} Hipdtesis

3 {—-P(a,a)} Factor de 1 con [y/a]
4 {—-P(a,a)} Factor de 2 con [y/a]
5 [ Resolvente de 3 y 4
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Resolucion

e Ejemplo (Paradoja del barbero de Russell): En una isla pequena hay sélo un bar-
bero. El gobernador de la isla ha publicado la siguiente norma: “El barbero afeita
a todas las personas que no se afeitan a si misma y sélo a dichas personas”. De-
mostrar que la norma es inconsistente.

— Representacion:

(Vx)|afeita(b, x) <« —afeita(x, x)]
— Forma clausal:

(Vx)[afeita(b, x) <+ —afeita(x, x)]
(Vx)[(afeita(b, x) — —afeita(x,x)) A (—afeita(x, ) — afeita(b, x))]
(Vx)[(—afeita(b, x) V —afeita(x, xz)) A (——afeita(x, x) Vv afeita(b, x))]
(Vx)[(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (afeita(x, x) Vv afeita(b, x))]
{{—afeita(b, x), —afeita(x, x)}, {afeita(x, x), afeita(b, x) } }
— Refutacion:

1 {—afeita(b, x), —afeita(x,x)} Hipdtesis

2 {afeita(x, x), afeita(b, x)} Hipdtesis

3 {—afeita(b,b)} Factor de 1 con [x/b]
4 {-afeita(b,b)} Factor de 2 con [x/b]
5 [ Resolvente de 3 y 4
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:
e Si C es una resolvente de C; y C5, entonces {Cy,C3} = C.
e Si C es un factor de C entonces C |= D.

e Si [l € S, entonces S es inconsistente.
e Si el conjunto de clausulas S es refutable por resolucién, entonces S es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resolucién es adecuado y completo; es decir,
Adecuado: Stg. s F — SEF

Completo: S = F —> S tRes F
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