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Limitacién expresiva de la légica proposicional

e Ejemplo 1: St Sewvilla es vecina de Caddiz, entonces Cddiz es vecina de Sevilla.
Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

e Representacién en légica proposicional:

{SvC — CvS, SvC} E CvS

e Ejemplo 2: St una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda es vecina de la
primera. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

e Representacion en légica proposicional: Imposible

e Representacion en légica de primer orden:
{(Vx)(Vy)[vecina(x,y) — vecina(y,x)], wvecina(Sevilla,Cadiz)}
= vecina(Cadiz, Sevilla)
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Mundo de los bloques

&

e sobre(x,y) se verifica si el bloque x esta colocado sobre el bloque y
e sobre mesa(x) se verifica si el bloque x esta sobre la mesa
e Situacion del ejemplo:

sobre(a,b), sobre(b, c), sobre mesa(c), sobre(d, e), sobre_ mesa(e)
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e bajo(x,y) se verifica si el bloque x esta debajo del bloque y
(Vx)(Vy)[bajo(x,y) < sobre(y,x)]

e encima(x,y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y pudiendo haber
otros bloques entre ellos

(Vx)(Vy)encima(x,y) < sobre(x,y) V (Iz)[sobre(z,x) N encima(z,y)]]
e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
(Vx)[libre(x) < —(Jy)sobre(y, x)]

e pila(x,y, z) se verifica si el bloque x esta sobre el y, el y sobre el z y el z sobre la
mesa

(Vx)(Vy)(Vz)[pila(zx,y, z) < sobre(xz,y) N sobre(y, z) N\ sobre mesa(z)]
e Prop.: Si z,y, z es una pila entonces y no esta libre

(Vz)(Vy)(Vz)[pila(z,y, z) — —libre(y)]
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Representacién con funciones e igualdad

es_bloque(x) se verifica si x es un bloque

superior(x) es el bloque que esta sobre el bloque x

Situacion del ejemplo:
es_bloque(a), es bloque(b), es bloque(c), es blogque(d), es bloque(e)

superior(b) = a, superior(c) = b, superior(e) = d

sobre _mesa(x) se verifica si el bloque x esta sobre la mesa
(Vx)[sobre mesa(x) < es blogque(x) N —(Jy)superior(y) = x]
e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
(Vx)[libre(x) < —(Jy)superior(x) = y|
e tope(x) es el bloque libre que esta encima de x

(Vx)[(lebre(x) — tope(x) = x) A (—libre(x) — tope(x) = tope(superior(x)))]
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Ejemplos de formalizacion:
e La Tierra es un planeta: planeta(Tierra)
e La Luna no es un planeta: —planeta(Luna)
e La Luna es un satélite: satélite(Luna)
e La Tierra gira alrededor del Sol: gira(Tierra, Sol)
e Todo planeta es un satélite: (Vx)[planeta(x) — satélite(x)]
e Todo planeta gira alrededor del Sol: (Vx)[planeta(x) — gira(x, Sol)]
e Algin planeta gira alrededor de la Luna: (3x)[planeta(x) A gira(x, Luna)]
e Hay por lo menos un satélite: (Jx)satélite(x)
e Ningiun planeta es un satélite: —(3x)[planeta(x) A satélite(x)]

e Ningun objeto celeste gira alrededor de si mismo: —(3x)gira(x, x)
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Alrededor de los satélites no giran objetos: (Vx)[satélite(x) — —(IJy)gira(y, x)]
e Hay exactamente un satélite: (Jx)[satélite(x) A (Vy)[satélite(y) — = = y]]

e La Luna es un satélite de la Tierra: satélite(Luna, Tierra)
[Notar la sobrecarga de la relacion satélite]

e Todo planeta tiene un satélite: (Vx)[planeta(x) — (Jy)satélite(y, x)]

e La Tierra no tiene satélites: —(Ix)satélite(x, Tierra)

e Algiun planeta no tiene satélites: (Jx)[planeta(x) A —(Jy)satélite(y, )]
e Solo los planetas tienen satélites: (Vx)[(Ty)satélite(y, x) — planeta(x)]

e Todo satélite es satélite de algun planeta:
(Vx)[satélite(x) — (Jy)(planeta(y) A satélite(x,y)]

e La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:
—(3x)(Jy) [planeta(x) A planeta(y) A gira(Luna, x) A gira(Luna, y) A © # y|

e Hay exactamente dos planetas:
(3x)(Jy) [planeta(x) A planeta(y) A x # y A (Vz)[planeta(z) — (z = = V z = y)]]
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Lenguaje de primer orden

e Lenguaje de primer orden:
e Simbolos 16gicos:
- Variables: z,y,2z,...,x1,T2,....
- Conectivas: =, A, V, —, <.

- Cuantificadores: V, d.

- Simbolo de igualdad: —=.
e Simbolos propios:
- Simbolos de constantes: a,b,c,...,aq,a2,....

- Simbolos de predicado (con aridad): P,Q,R,..., P, P,,....

- Simbolos de funcién (con aridad): f,g,h,..., fi, fo,....

e Simbolos auxiliares: “(”, «)”, «,”.
e Notacion:
— L,Lq, Lo,... representan lenguajes de primer orden.

— Var representa el conjunto de las variables.

e Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.
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Ejemplos de lenguajes de primer orden

e Lenguaje del mundo de los bloques:
e Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

e Simbolos de predicado (y de relacién):
— de aridad 1: sobre_mesa, libre, es_bloque
— de aridad 2: sobre, bajo,encima
— de aridad 3: pila

e Simbolos de funcién (de aridad 1): superior, tope

e Lenguaje de la aritmética:
e Simbolos de constantes: 0,1

e Simbolos de funcién:
— monaria: s (siguiente)
— binarias: +, -

e Simbolo de predicado binario: <
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Sintaxis: términos

e Términos

e Def. de término de un lenguaje de primer orden L:
- Las variables son términos de L.
- Las constantes de L son términos de L.
- Si f es un simbolo de funcién n—ariade Ly t;,...,t, son términos de L, entonces
f(ty,...,t,) es un término de L.
e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. +(+(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (x - 1) + s(y)

2. +(+(x,<),s(y)) no es un término

e Notacién:
— s,t,t1,t2,... representan términos.

— Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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Sintaxis: formulas atéomicas

e Formulas atémicas:

e Def. de formula atémica de un lenguaje de primer orden L:
— Si t; y ty son términos de L, entonces t; = t5 es una féormula atémica de L.
—Si P es un simbolo de relacién n—aria de L y t{,...,t, son términos de L,
entonces P(ty,...,t,) es una formula atémica de L.
e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. < (+(x,1),s(y)) es una formula atémica que se suele escribir como x - 1 < s(y)

2. +(x,y) = (x,y) es una férmula atémica que se suele escribir comoxz +y =x -y

e Notacién:
— A,B, A, Ay, ... representan formulas atémicas.

— Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L
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Sintaxis: formulas

e Formulas:

e Def. de las formulas de L:
— Las formulas atémicas de L son formulas de L.

— Si F'y G son féormulas de L, entonces ~F, (FAG), (FVG),(F — G)y (F «— Q)
son férmulas de L.

— Si F es una férmula de L, entonces (Vx)F y (3dx)F son férmulas de L.

e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. (Vx)(Jy) < (x,y) es una férmula que se suele escribir como (Vz)(3Jy)x < y
2. (Vz)(y) + (x,y) no es una férmula.

e Notacién:
— F,G,H, F,, F,, ... representan férmulas.

— Férm(L) representa el conjunto de las férmulas de L
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Sintaxis: formulas

e Arboles de andlisis (o de formacion) y esquematicos

(Vz)(R(z,c) — P(f(y))) (V)
(R(z,c) — P(f(y))) —
R/(wa\C) P(f(y)) R P
x c f(y) x ¢ f
Y )
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Sintaxis: subformulas

e Subféormulas:

e Def: El conjunto Subf(F') de las subférmulas de una férmula F se define recursiva-
mente por:

( {F}, si F' es una férmula atémica;
{F} U Subf(G), si F' = G;
Subf(F) = < {F} U Subf(G) U Subf(H), si F = G x H;
{F} U Subf(G), si F' = (V)G
| {F} U Subf(G), si FF= (3x)G

e Ejemplo:

Subf((Vz)(R(z,c) — P(f(y)))) = { (Vz)(R(z,c) — P(f(y))),
(R((w,():) — P(f(y))),
R(x,c),

P(f(y))}
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Sintaxis: omision de paréntesis

e Criterios de reduccion de paréntesis:

e Pueden eliminarse los paréntesis externos.

F A G es una abreviatura de (F A G)

e Precedencia de asociacion de conectivas y cuantificadores: V,d, =, A, V, —, <.
VxP(x) — Q(x) es una abreviatura de ((Vx)P(x)) — Q(x)

e Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH es una abreviatura de (FV (GV H))

FAGANH — —FV G es una abreviaturade ((FA(GAH)) — (WFVQ))
e Los simbolos binarios pueden escribirse en notacién infija.

x + y es una abreviatura de +(x,y)
x < y es una abreviatura de < (x,y)
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Sintaxis: conjuntos de variables

e Conjuntos de variables:

e Def.: El conjunto de las variables de un término t se define recursivamente por:

0, si t es una constante;
V(t) =< {z}, si t es una variable z;
V(t))U...UV(t,), sites f(try...,tn)

e Def.: El conjunto de las variables de una férmula F' se define recursivamente por:
(

V(tl) U V(tz), si F' es tl = tz;
V() U...UV(t,), si Fes P(ty,...,t,);
) V(G), si F' es °Gj
VIE) =1 v(e) uv(H), si F es G x H;
V(G), si F' es (V)G
| V(G), si F' es (dx)G

e Ejemplos:
— El conjunto de las variables de (Vz)(R(x,c) — P(f(y))) es {x,y}.
— El conjunto de las variables de (Vx)(R(a,c) — P(f(y))) es {y}.
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Sintaxis: apariciones libres y ligadas

e Apariciones libres y ligadas:

e Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F' es ligada si es
en una subférmula de F' de la forma (V)G 6 (3x)G.

e Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable « en la férmula F' es libre si no
es ligada

e Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
(Vz)(P(z) — R(z,y)) — ((Fy)P(y) — R(z,x))
(3z)R(z,y) v (Vy)P(y)

(V) (P(z) — (Jy)R(z, y))
P(x) — R(z,y)
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Sintaxis: variables libres y ligadas

e Variables libres y ligadas:
e Def.: La variable x es libre en F' si tiene una aparicion libre en F'.
e Def.: La variable x es ligada en F' si tiene una aparicion ligada en F'.

e Prop.: El conjunto de las variables libres de una férmula F' es:
(

V(tl) ) V(tg), si F' es tl = t2;
V() U...UV(t,), si Fes P(ty,...,t,);
__ ) VL(G), si F' es -G}

VL(F) =\ VL(G) UVL(H), siF es G H;

VL(G) \ {z}, si F' es (Vx)G;

| VL(G) \ {=}, si F'es (dx)G
e Ejemplo:

Férmula Ligadas | Libres
(Va)(P(x) — R(z,y)) — ((Jy)P(y) — R(z,2)) =,y T, Y, 2
(V) (P(z) — (3y)R(z,y)) T,y
(Vz)(P(z) — R(z,y)) T,y
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Sintaxis: féormulas cerradas y basicas

e Formula cerradas:

e Def.: Una férmula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables libres.

e Ejemplos: (Vz)(P(xz) — (Jy)R(x,y)) es cerrada.
(3z)R(x,y) V (Yy)P(y) no es cerrada.

e Formulas basicas:

e Def.: Una formula basica es una féormula sin variables.

e Ejemplos: P(a) — R(a,b) es basica.
(Vx)(P(x) — (Jy)R(x,y)) no es bésica.
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Sintaxis: sustituciones

e Sustituciones (de un lenguaje):

e Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

e Ejemplo: La aplicacién o de Var en los términos de la aritmética tal que
o(x) = s(0),0(y) =x+yyo(z) =z para z € Var \ {z,y}
es una sustitucion.

e Notacion: [x;/t1,x2/ts,...,x,/t,] representa la sustitucién o definida por

o (z) = t;, si x es x;;
=z sizd {xy,..., 2}

e Ejemplo: La sustitucion del ejemplo anterior se representa por
[z/5(0),y/z + y]

e Notacién: o, 071,03, ... representaran sustituciones.
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Sintaxis: Aplicacion de sustituciones a términos

e Aplicacién de sustituciones a términos:

o Def.: t[x,/t1,...,2,/1,] es el término obtenido sustituyendo en t las apariciones de
x; por t;.

e Def.: La extension de o a términos es la aplicacion o : Térm(L) — Térm(L) definida

por
c, si t es una constante c;
to =< o(x), si t es una variable x;
f(tioy..., t,o), sites f(ty,...,1t,)

e Si o =[x/f(y,a),y/z], entonces
— ao = a, donde a es una constante.
— wo = w, donde w es una variable distinta de x e y.
— h(a,z,w)o = h(ao,xo,wo) = h(a, f(y,a), w)
— f(z,y)o = f(zo,yo) = f(f(y, a), 2)
- h(a, f(z,y),w)o = h(ao, f(z,y)o, wo) = h(a, f(f(y,a),z),w)
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Sintaxis: Composicion de sustituciones

e Composicion de sustituciones:
e Diferencia entre sustituciones simultianeas y consecutivas:
—g(x,2)[x/g(z,b),2z/a] = g(g(2,b),a)
—9g(z, 2))[x/g(z,b)][z/a] = g(g9(z,b), z)[2/a] = g(g(a, b), a)

e Calculo de la composicién: Si o1 = [/ f(2z,a),y/w] y o2 = [x/b, z/g(w)], entonces
—xo103 = (xo1)o2 = f(z,a)0: = f(zo2,a03) = f(g(w), a)
—yo102 = (yo1)oy = wos = w
— 20103 = (201)02 = z02 = g(w)

— wo0y = (Wo)oy = wos = w

Por tanto, 0,03 = [/ f(g(w),a),y/w, z/g(w)]. Comprobacidn:
h(y,z)o102 = (h(y,z)o1)o2 = h(w, f(z,a))o2 = h(wos, f(z,a)02) = h(w, f(g(w),a))
h(y,z)o102 = h(y, z)[z/f(g(w),a),y/w, z/g(w)] = h(w, f(g(w),a))
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Sintaxis: Aplicacion de sustituciones a formulas

e Aplicacién de sustituciones a férmulas:

e Def.: Flx,/ty,...,x,/t,] es la formula obtenida sustituyendo en F' las apariciones
libres de x; por t;.

e Def.: La extension de o a férmulas es la aplicaciéon o : Form(L) — Férm(L) definida

por
( P(tiyo,...,t,0), si F es la féormula atémica P(ty,...,t,);
tio = tyo, si F' es la formula t; = to;
Fo =< —(Go), si F' es 0G}
Go * Ho, si F' es G *x H;
(Qz)(Go,),  siFes (Qu)Gy Q€ {v,3}

donde o, es la sustitucién definida por

o.(y) = {

x, si y es x;
o(y) siy es distinta de x
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Sintaxis: Aplicacion de sustituciones a formulas

e Ejemplos: Si o = [¢/f(y),y/b], entonces

1. ((Vz)(Q(z) — R(z,y)))o = (Vz)((Q(z) — R(z,y))os)
(Vz)(Q(x) — R(zx,b))

2. (Q(z) — (Vo)R(z,y))o = Q(x)o — ((Vo)R(z,y))o
= Q(f(y)) — (Vo)(R(z,y)ox)
= Q(f(y)) — (Vz)R(z,b)

3. (Vz)(Q(z) — (Vy)R(z,y)))o = (Vz)((Q(z) — (Vy)R(z, y))o:)
= (Vz)(Q(z)oz — ((Vy)R(z,y))0=)
(Vz)(Q(z) — (Vy)(R(x, y)oay))
(Vz)(Q(z) — (Vy)R(z,y))
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Sintaxis: Sustituciones libres

® Sustituciones libres:

e Def.: Una sustitucion se denomina libre para una férmula cuando todas las apari-
ciones de variables introducidas por la sustitucién en esa férmula resultan libres.

e Ejemplos:

— [y/x] no es libre para (Ix)(x < y)
(3z)(z < y)ly/z] = (Fz)(z < x)

— [y/g(y)] es libre para (Vz)(P(xz) — Q(z, f(y)))
(Vz)(P(x) — Q(=, f(y)))ly/g9(y)] = (Vz)(P(x) — Q(z, f(g9(y))))

— [y/g(x)] no es libre para (Vz)(P(x) — Q(x, f(y)))
(Vz)(P(z) — Q(z, f(y)))|y/g9(z)] = (Vz)(P(z) — Q(z, f(g9(x))))

e Convenio: Al escribir F'o supondremos que o es libre para F'.
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Semantica: Estructuras, asignaciones e interpretaciones

e Una estructura del lenguaje L es un par Z = (U, I) tal que:
— U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
— I es una funcién cuyo dominio es el conjunto de simbolos propios de L y tal que

— si ¢ es una constante de L, entonces I(c) € U
(i.e. I(c) es un elemento de U);

—si f es un simbolo de funcién n—aria (n > 0) de L, entonces I(f) : U" — U
(i.e. I(f) es una funcién n—aria en U);

— si R es un simbolo de relacién n—aria (n > 0) de L, entonces I(R) C U™
(i.e. I(R) es una relacién n—aria en U).

e Una asignaciéon A en una estructura (U, I) es una funcién A : Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la estructura.

e Una interpretacion de L es un par (Z, A) formado por una estructura Z de L y una
asignacion A en Z.

e Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugar de 1 y 0.
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Semantica: Estructuras

e Ejemplos: Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: 0O;
simbolo de funcién monaria: s;
simbolo de funcién binaria: + y
simbolo de relacién binaria: <

— Primera estructura de L:
U1 — N
Ii(s) ={(n,n+ 1) : n € N} (sucesor)
ILi(+) ={(a,b,a+b) : a,b € N} (suma)
L(L)={(n,m):n,m € N,n < m} (menor o igual)

— Segunda estructura de L:
U; = {0,1}* (cadenas de 0 y 1)
I,(0) = € (cadena vacia)
I (s) = {(w,wl) : w € {0,1}*} (siguiente)
IL(+) = {(wy, w2, wiws) : wy, ws € {0,1}*} (concatenacién)
I,(<) = {(w1, w2) : wi, w2 € {0,1}*, w; es prefijo de wz} (prefijo)
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Semantica: Estructuras

e Ejemplos (cont.):

— Tercera estructura de L:
Us = {abierto, cerrado}
I3(0) = cerrado
I3(s) = { (abierto, cerrado),
(cerrado, abierto)}
I3(+) = { (abierto, abierto, abierto),
(abierto, cerrado, abierto),
(cerrado, abierto, abierto),
(cerrado, cerrado, cerrado)}
I35(<) = { (abierto, abierto),
(cerrado, abierto),
(cerrado, cerrado)}

e ‘ Is(s)(e) I5(+) ‘ abierto ‘ cerrado

I3(<) ‘ abierto ‘ cerrado

abterto| abierto
abterto | cerrado

abierto
cerrado

abierto cerrado
cerrado | abierto

1 0
1 1

abierto
cerrado
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Semantica: Evaluacion de términos

e Evaluacion de términos:

e Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacion A en Z, se define la
funciéon de evaluacion de términos Z4 : Térm(L) — U por

I(c), si t es una constante c;
Za(t) =< A(x), si t es una variable x;
I(f)(Za(t1),-..,Za(tn)), sites f(tr,... tn)

e ZT4(t) se lee “el valor de t en Z respecto de A”.
e Ejemplos: Sean L el lenguaje de la pagina ?? y t el término s(+(x, s(0))).

— Si Z es la primera estructura y A(x) = 3, entonces

Z4(t) = Za(s(+(x,5(0)))) = I(5)(Za(+(=,5(0)))) =
= I(s)(I(+)(Za(z),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(z),Za(s(0)))) =
= I(s)(I(+)(3,1(5)(Za(0)))) = I(s)(I(+)(3,1(s)(1(0)))) =
= I(s)(I(+)(3,1(s)(0))) = I(s)(I(+)(3,1)) =
= I(s)(4) =5
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Semantica: Evaluacion de términos

e Ejemplos (cont.)

— Si Z es la segunda estructura y A(x) = 10, entonces

Ta(t) = Ta(s(+(x, 5(0)))) = I(s)(Za(+(x, 5(0)))) =
= I(s)(I(+) (Za(®), Ta(5(0)))) = I(s)(I(+)(A(), Za(5(0)))) =
= I(s)(I(+)(10, I(s)(Z(0)))) = I(s)(I(+)(10,1(5)(I(0)))) =

= I(s)(I(+)(10, I(s)(€))) = I(s)(I(+)(10,1)) =
— I(s)(101) — 10111

— Si Z es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces

Za(t) = Za(s(+(z,5(0)))) = I(s)(Za(+(z,5(0)))) =

= I(s)(I(+)(Za(z),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(z), Za(s(0)))) =
= I(s)(I(+)(abierto, I(s)(Za(0)))) = I(s)(I(+)(abierto, I(s)(1(0)))) =
= I(s)(I(+4)(abierto, I(s)(cerrado))) = I(s)(I(+)(abierto, abierto)) =
= I(s)(abierto) = cerrado
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Semantica: Evaluacion de términos

e Ejemplo anterior con notacion reducida e infija:
Sean L el lenguaje de la pagina 7?7 y t el término s(x + s(0)).

— Si Z es la primera estructura y A(x) = 3, entonces

(341 87 (01)) =
sl(3+11) =

Z4(t) = Za(s(z + 5(0)))

s'(3 +1 s7(0))
s'(4)

5

— Si Z es la segunda estructura y A(x) = 10, entonces

s'(10 +1 s'(0)) =
st(10+11) =

Z4(t) = Za(s(z + 5(0)))

s'(10 +1 sl(€))
s1(101)

1011

— Si Z es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces

Z4(t) = Za(s(z + 5(0)))
sl (abierto +! s!(cerrado))

s!(abierto)

sl(abierto +1 s1(01)) =
s!(abierto +! abierto) =

cerrado
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Variante de una asignacion:

e Def.: Sea A una asignacién en la estructura (U,I) y u € U. Mediante A[x/u] se
representa la asignacién definida por
Uu si y es x;
A = ’
[z/ul(y) { A(y) si y es distinta de x

e Funcion de verdad de una relacion:

e Def.: Si R es una relacién n—aria en U (i.e. R C U"), entonces la funcién de verdad
de R es la funcion Hgi : U™ — B definida por

1, si(u1,...,uy) € R;
0, en caso contrario

Hge(ur, ..., un) :{

e Funcion de verdad de la igualdad:

e Def.: La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H_ : U? — B definida
por

H_(u1,uz) = {

1, si g = us;
0, en caso contrario
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Evaluacion de formulas:

e Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A sobre Z, se define
la funcién de evaluacién de férmulas Z4 : Féorm(L) — B por

—Si F es t; = to, Za(F) = H-(Za(t1), La(t2))

—Si Fes P(tyy...,t,), ZaA(F) = Hyp)(Za(t1),...,Za(tn))

— S1 F es —lG, IA(F) = Hﬁ(IA(G))

—Si Fes Gx H, TA(F) = H(ZA(G), ZTo(H))

_Si F es (V2)G, Ta(F) = { 1, si para todo u E U se tiene IA[w/u](G) = 1;
0, en caso contrario

1, si existe algtin u € U tal que Z4[;/,(G) = 1;
0, en caso contrario

— Si F es (Ix)G, Ta(F) = {

e T,(F) se lee “el valor de F en Z respecto de A”.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Jy)P(x,y) en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2}, I(P) = {(1,1),(2,2)} y A(x) =1

— En notacién completa:
IA((EIy)P(ac, y)) =V & IA[y/l]P(w, y) =VOo IA[y/z]P(w, y) =V

Zay/P(z,y) = Hyp)(Lay/(x)s Zagy/(y))
= Hyp)(Aly/1](z), Aly/1](y))
= HI(P)(]-a ]_)
=V

Luego, Z4((Jy)P(z,y)) = V.

— En notacion reducida:
Za((qy)P(x,y)) =V & IA[y/l]P(a:, y) =V o IA[y/z]P(:B, y) =V

ZawP(z,y) = P'(Aly/1](z), Aly/1](y))
= Pi(1,1)
=V

Luego, Za((Jy)P(z,y)) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vx)(3dy)P(x,y) en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}

Za((Vx)(Fy)P(z,y)) =V & Lo (Fy)P(z,y)) = Vy Lap,((3y)P(x,y)) =V
Za)(By)P(x,y)) =V & Zap/ynP(x,y) =V 6 Lyg/1y2P(x,y) =V

Zap/1y/1P(xyy) = Hip)y(Zaw/1,y/1(®)s Zaje/1,y/1(Y))
= Hyp)(Alz/1,y/1](x), Alz/1,y/1](y))
= HI(p)(]_, ]_)
=V
Luego, Z4[;/11((Jy)P(x,y)) = V.
Za/2(Fy)P(x,y)) =V & LppoyP(x,y) =V 6 Lyg/oyqP(x,y) =V

Lalz/2w/2P (2, Y) = Hip)(Za/2,9/2(®) Laz/2.0/2(Y))
= Hyp)(Alz/2,y/2](x), Alz/2,y/2](y))
= Hyp)(2,2)
=V
Luego, Z4(z/2((Fy)P(x,y)) = V.
Por tanto, Z,((Vx)(dy)P(x,y)) =V
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo anterior en notacién reducida:
Evaluaciéon de (Vx)(3y)P(x,y) en la estructura Z = (U, I) respecto de la asignacién
A tales que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}

ZA((Vz)(Fy)P(z,y)) =V © Zap(3Fy)P(z,y)) =V y Zap,(3Fy)P(z,y)) =V
Za/)((Fy)P(x,y)) =V & a1,y P(x,y) =V 6 L1y P(x,y) =V

Ta/1y1P(z,y) = P1(1,1)
=V

Luego, Zyz/1)((Jy)P(x,y)) = V.
Za/2((Fy)P(x,y)) =V & Loy P(x,y) =V 6 Lpgy/P(x,y) =V

Taf/24/2P(z,y) = P1(2,2)
=V

Luego, Tajz/2((3y)P(z,y)) = V.
Por tanto, Z4((Vx)(Jy)P(x,y)) =V
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Va)(P(x) — Q(g(x),a)) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacion A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)},
I(P) = {2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}

Z4((¥2) (P(x) = Q(g(2),@))) = V & Taw(P(z) = Q(g(),a)) =V y
Taje/21(P(x) — Q(g(z),a)) =V

Ta/y(P(z) — Q(g(x),a)) =

= H_,(Zape/11(P(x)); Zap/(Q(g(x),a))) =

= H_.(Hyp)(Za/1(x)), Hiyq)(Za/11(9(x))s Za/y(a))) =
= H_,(Hyp)(Alz/1](x)), H1q)(1(9)(Zaj/y(x)), I(a))) =
= H_,(Hyp)(1), Hrg)(I(g)(Alz/1](x)),1)) =

= H_(F, Hyq)(I(g9)(1),1)) =

= H_(F,Hy)(2,1)) =

= H_(F,F) =

=V
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo (cont.)

Zaz/2(P(x) — Q(g(x),a)) =

= H_,(Zape/2(P(x)); Zap/2(Q(g(x),a))) =

= H_,(Hyp)(Za/2(x)), HiQ)(Za/2(9(2))s Zag/(a))) =
= H_,(Hyp)(Alz/2](z)), Hrg)(1(9)(Zaw/2(x)), I(a))) =
= H_.(Hyp)(2), Hrg)(I(g9)(Alx/2](x)), 1)) =

= H_.(V,Hyq)(1(9)(2),1)) =

= H_(V,Hyp(1,1)) =

— —>(V? V) —

=V

Por tanto, Z4((Vz)(P(z) — Q(g9(x),a))) = V.

LI 200304 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden 6.38



Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo anterior con notacién reducida:
Evaluaciéon de (Vz)(P(x) — Q(g(x),a)) en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vz)(P(z) — Q(g9(x),a))) =V & Tapm(P(x) — Q(g(x),a)) =Vy
Taje/2(P(z) — Q(g(x),a)) =V

Zaw/(P(z) — Q(g(x),a)) = P(1) — Q'(g'(1),a")
=F — QI(Q, 1)
=V

Taw/2(P(z) — Qg(x), a)) = P'(2) — Q'(g"(2),a’)
=V — QI(la 1)
=V -V
=V

Por tanto, Z4((¥z) (P(z) — Q(g(x),))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (3x)(P(g(x)) A Q(x,g(a))) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacion A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) ={(1,2),(2,1)},
I(P) = {2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((32)(P(9(x)) A Q(,9(a)))) = V & Lap/(P(g(2)) A Qz,9(a))) = V 6
Zaw/2(P(9(2)) A Q(z,g(a))) =V

Zap/(P(g(z)) A Q(z, g(a))) = P'(g'(1)) A Q'(1,9"(a'))
= P1(2) AQ'(1,9'(1))
= VA QI(la 2)
= VAV
=V

Por tanto, Zs((3x)(P(g(x)) A Q(x,g(a)))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacion de (Jz)(P(x) A Q(x,a)) en la estructura Z = (U, I) respecto
de la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2}
e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Fx)(P(xz) AN Q(xzya))) =V & Lap/(P(x) ANQ(x,a)) =V 6
IA[w/Q](P(w) VAN Q(CB, a)) =V

a1 (P(x) A Q(z,a)) = PI(1) AQ'(1,a")
=FA QI(17 1)
=FAV
=F

IA[:I:/2](P(:B) N\ Q(ZB, a’)) — PI(2) A QI(zv aI)
= VA QI(Q, 1)
=VAF
=F

Por tanto, Z,((Ix)(P(x) A Q(x,a))) = F.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vx)(3Jy)(P(x) A Q(x,y)) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacion A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)},
I(P) = {2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}

Za((Vx)(3y) (P(z) A Q(2,y))) = V <= Tap/n(Fy)(P(z) AQ(z,y)) =Vy
TAe/2(Fy)(P(x) A Q(x,y)) =V

IA[w/l,y/z](P(ZU) /\ Q(.’E, y)) =V

IA[a:/l,y/l](P(w) N Q(w, y)) — PI(]') N QI(]-? 1)
=FAV
= F

IA[a:/l,y/Z](P(w) N Q(w, y)) — PI(]') N QI(]-? 2)
=FAV
= F

Luego, Tap/1)(3y)(P(x) A Q(x,y)) = F
Por tanto, Z4((Vx)(Jy)(P(x) A Q(x,y))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacion de (Vx)g(x) = x en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignaciéon A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
I1(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vx)g(x) =) =V S Lygpg(x) = =V y Lyppmg(z) ==V
Tap/m(g(x) =z) = (¢'(1) = 1)
=(2=1)
=F

Por tanto, Z,((Vx)g(x) = x) = F.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vx)g(g(x)) = = en la estructura Z = (U, I) respecto de
la asignacion A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
I1(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vx)g(g(x)) =) =V & IA[m/l]g(g(w)) =x=VYy IA[m/z]g(g(:B)) =x=V

Taje/(9(g(x)) = x) = (9'(g" (1)) = 1)
= (g'(2) =1)
=(1=1)

—V

Taw/2(g(g(x)) =) = (9" (9" (2)) = 2)
= (g'(1) = 2)
= (2=2)

—V
Por tanto, Z4((Vx)g(g(x)) = ) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la féormula (Vx)(3Jy)R(y,x), entonces
—Z4(G) =V, siendo Z = (Z,I),I(R) = < y A una asignacién en 7.
—Z4(G) =F, siendo ZT = (N, I),I(R) = < y A una asignacion en Z.

e Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula (3x)(Vy)R(x,y), en-
tonces

—ZA(G) =V, siendo Z = (N, I),I(R) = <y A una asignacién en Z.
—ZA(G) =F,siendo Z = (N, I),I(R) = > y A una asignacion en Z.

e Ejemplo de dependencia de la asignacion: Sea G la férmula (Vy)R(x,y), entonces

—ZA(G) =V, siendo T = (N,I),I(R) =< y A una asignacion en Z tal que

A(x) = 0.
—Z4(G) =F, siendo ZT = (N,I),I(R) =< y A una asignacién en Z tal que
A(x) = 5.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Evaluacion de féormulas en las estructuras de las paginas 77-77:

Formula

AR A

Zs

(V)0 < x

(Vx)x < s(x)

(Fx)s(x) =0

(Fx)s(x) = =

vV
vV
F
F

<<
o< 1<
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Semantica: Evaluacion variables libres

e Evaluacién y variables libres:
e Sea t un término de L, F una féormula de L e Z una estructura de L.

—Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables de t,
entonces Z,(t) = Zp(t).

— Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables libres de
F, entonces Z4(F) = ZIp(F).

— Si t no tiene variables, entonces Z4(F') = Zp(F') para cualesquiera asignaciones
Ay B en Z. Se suele escribir simplemente Z(t).

— Si F es cerrada, entonces Z,4(F') = Zp(F') para cualesquiera asignaciones A y B
en Z. Se suele escribir simplemente Z(F).

— Si las variables libres de F' son x¢,...,x,, entonces son equivalentes

— Z4(F) = 1, para toda asignacién A en Z.
—Z((Vxy)...(Vx,)F) = 1.

LI 200304 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden  6.47



Semantica: Realizacion de una formula

® Realizacion de una formula:

e Def.: Sean F' una férmula de L, Z una estructura de L y A una asignacion en Z.

— (Z, A) es una realizacién de F si Z4(F) = 1.
Se representa por Z, = F.

— (Z, A) no es una realizacién de F si Z4(F) = 0.
Se representa por Z4 [~ F.

— F se verifica en Z respecto de A si T4 = F.
— F no se verifica en Z respecto de A si T4 [~ F.
e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) = <.
— Si A es una asignacién en Z tal que A(x) = 0. entonces
Zs = (Yy)R(z,y),
— Si A es una asignacién en Z tal que A(x) = 5, entonces

Ty W~ (Vy)R(z,y),
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Semantica: Satisfacibilidad en una estructura

e Satisfacibilidad en una estructura

e Def.: Sean F' una formula de L e Z una estructura de L.
— F es satisfacible en Z si existe alguna asignacién A en I tal que Z4 = F.

— F es insatisfacible en Z si no existe ninguna asignaciéon A en I tal que Z, = F.

e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) = <.

— (Vy)R(x,y) es satisfacible en Z.
Za | (Vy)R(z,y), con A(z) = 0.

— (Vx)R(x, y) es insatisfacible en 7.
No existe n € N tal que para todo m € N, se tenga m < n.
e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) = >.

— (Vy)R(x,y) es insatisfacible en Z.
No existe m € N tal que para todo n € N, se tenga m > n.

— (Vx)R(x,y) es satisfacible en Z.
Za E (Vy)R(z,y), con A(z) = 0.
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Semantica: Validez en una estructura

e Validez en una estructura

e Def.: Sean F una formula de L e Z una estructura de L.

— F es valida en T si, para toda asignacion A enZ, Z, = F.
Se representa por Z |= F.

— F no es vélida en Z si, para alguna asignacion A en Z, T4 [~ F.

Se representa por Z [~ F.

e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) =<.
- I E (3y)R(z,y)-
Si A es una asignacién en Z, entonces Z4 = (y)R(x, y)
Lay/a@+1(R(z,y)) =V

- I = (Vy)R(=,y).
Sea A una asignacién en Z tal que A(x) = 5. Entonces Z4 [~ (Vy)R(x,y)

Loy s(R(z,y)) =F
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Semantica: Satisfacibilidad y validez en una estructura

e Satisfacibilidad y validez en una estructura para sentencias
e Sea F' una sentencia de L e Z una estructura de L.
— F es valida en 7 syss F' es satisfacible en Z.
— Se cumple una, y sélo una, de las siguientes condiciones

1. F es valida en 7.

2. = F es valida en 7.

® (Cierres cuantificacionales:

e Sea F una féormula de L, Z una estructura de L y {x1,...,x,} el conjunto de las
variables libres de F'.

— F es valida en Z syss (Vx1) ... (Vx,)F es valida en T

— F es satisfacible en Z syss (3x1) ... (3x,)F es satisfacible en 7
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Semantica: Modelo de una formula

e Modelo de una férmula:

e Def.: Sean F' una formula de L e Z una estructura de L.
—Z es un modelo de F si Z = F.

—Z no es un modelo de F si T [~ F.
e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) =<. Entonces

T E (Jy)R(z,y). T i~ (Vy)R(z,y).
e Ejemplos: Sea F la féormula (Vx) f(x, e) = x. Las siguientes estructuras son modelos
de F.

—(U,I) conU =N, I(e) =0 e I(f) como la suma.
—(U,I) con U = {0,1}*, I(e) = € e I(f) la concatenacién.
—(U,I) conU =B, I(e) =1e I(f) = H\

Las siguientes estructuras no son modelo de F
—(U,I) conU =N, I(e) =5 e I(f) como la suma.
—(U,I) conU =N, I(e) =0 e I(f) como el producto.
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Semantica: Satisfacibilidad de una formula

e Satisfacibilidad de una formula:

e Def.: Sea F una formula de L.

— F' es satisfacible si tiene alguna realizacion
(i.e. existe una estructura Z y una asignacién A en Z tales que Z,4(F') = 1).

— F' es insatisfacible si no tiene ninguna realizacion
(i.e. para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z,(F') = 0).
e Ejemplos:
— (Vy)R(x,y) es satisfacible
Za(Vy)R(xz,y)) = 1,siendo Z = (N, I), I(R) = <y A(x) = 0.
— (Jx)P(x) N (Vx)—-P(x) es insatisfacible.

LI 200304 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden 6.53



Semantica: Satisfacibilidad y modelo

e Propiedades:
e Sea F' una férmula cerrada. Son equivalentes:
— F' es satisfacible.

— F' tiene modelo.

e Si F' es insatisfacible, entonces no tiene ningin modelo.
e Existen formulas satisfacibles que tienen realizaciones, pero no tienen modelos.
Por ejemplo, sea F' la féormula x # y.
La féormula F' es satisfacible
Z4(F) =1, siendo T = ({p,q},I), A(x) =p, A(y) = q
La férmula F' no tiene modelo

Sea Z una estructura. Existe una asignacién A en 7T tal que A(x) = A(y).
Luego, Zo(F) =0y T £ F.
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Semantica: Validez de una férmula

e Validez de una formula:

e Def.: Sea F una formula de L.

— F' es valida si toda estructura de L es modelo de F
(i.e. para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z,(F') = 1). Se
representa por = F.

— F' no es valida si alguna estructura de L no es modelo de F
(i.e. existe alguna estructura Z y alguna asignacién A tales que Z4(F') = 0). Se
representa por [~ F.
e Ejemplos:
— (Jx)P(x) V (Vx)~P(x) es valida.
— (Vy)R(x,y) no es vélida.
Za(Vy)R(x,y)) =0, siendo Z = (N, I), I(R) = <y A(x) = 5.
— (Fx)(P(x) — (Vy)P(y)) es valida.
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Semantica: Satisfacibilidad y validez

e Relaciones entre satisfacibilidad y validez:

e Prop.: F' es valida syss —F' es insatisfacible.

F' es valida

<> para toda estructura Z y toda asignacion A se tiene que Z4(F) =1
<= para toda estructura Z y toda asignacion A se tiene que Z4(—F) =0
<—> —F es insatisfacible.

e Si I’ es valida, entonces F' es satisfacible.

I es valida

—> para toda estructura Z y toda asignacion A se tiene que Z4(F) =1
—> existe una estructura Z y una asignacién A tales que Z4(F) =1
— F’ es satisfacible.

o F es satisfacible == —F es insatisfacible.

(Vx)P(x) es satisfacible.
modelo Z = (U, I) con U = {1,2} e I(P) = {a}

—(Vx)P(x) es satisfacible.
modelo Z = (U, I) con U = {1,2} e I(P) = {a}
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Semantica: Realizaciéon de un conjunto de féormulas

e Notacion:

e S,51,52,... representaran conjuntos de férmulas.

e Realizacion de un conjunto de férmulas:

e Def.: Sean S un conjunto de féormulas de L, Z una estructura de L y A una
asignacién en Z.

— (Z, A) es una realizacion de S si para toda F' € S se tiene que Z4(F') = 1.
Se representa por Z4 = S.

— (Z, A) no es una realizacién de S si para alguna F' € S se tiene que Z4(F') = 0.
Se representa por Z, [~ S.

e Ejemplos: Sea S = {(Vy)R(z,y), (Vy)f(z,y) =y}
—(Z,A) conZ = (U,I),U =N, R! = <, fl = 4, A(x) = 0 es realizacién de S.
—(Z,A) conZ = (U,I),U =N, R! = <, f! =+, A(x) = 0 no es realizacién de S.
—(Z,A) con T = (U,I),U = N,R!l = <, fI = %, A(x) = 0 no es realizacién de S.
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Semantica: Consistencia de un conjunto de férmulas

e Consistencia de un conjunto de férmulas:
e Def.: Sea S un conjunto de férmulas de L.

— S es consistente si S tiene alguna realizaciéon

(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacion A en Z tales que, para
toda FF € S, I,(F) =1).

— S es inconsistente si S no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z, existe alguna F € S,
tal que I4(F) = 0).
e Ejemplos:
- S ={(Vy)R(x,y), (Vy)f(x,y) = y} es consistente .
(Z,A) conZ = (N,I),R! = <, fI = 4+, A(x) = 0 es realizacién de S.
— S ={P(x) — Q(x), (3y)P(y), 7Q(x)} es inconsistente.
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Semantica: Modelo de un conjunto de férmulas

e Modelo de un conjunto de férmulas:

e Def.: Sean S un conjunto de féormulas de L e Z una estructura de L.

— Z es un modelo de S si para toda F' € S se tiene que Z = F
(i.e. para toda F € S y toda asignacion A en Z se tiene Z4(F) = 1).

Se representa por Z = S.

— Z no es un modelo de S si para alguna F € S se tiene que Z [~ F
(i.e. para alguna F € S y alguna asignacion A en Z se tiene Z4(F') = 0).
Se representa por Z [~ S.

e Ejemplos: Sea S = {R(e,y), f(e,y) = y}.
—Z = (N,I) con RI =<, fI = +,e!l =0 es modelo de S.
—Z = (N,I) con R = <, fI = +,e! = 0 no es modelo de S.
—Z = (N,I) con R! = <, f = x,e! = 0 no es modelo de S.

— T = ({0,1}*,I) con R! = prefijo, f! = concatenacién y el = € es modelo de S.

LI 200304 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden 6.59



Semantica: Consistencia y modelo

e Propiedades:
e Sea S un conjunto de férmulas cerradas. Son equivalentes:
— S es consistente.

— S tiene modelo.

e Si S es inconsistente, entonces no tiene ningiin modelo.

e Existen conjuntos de féormulas consistentes que tienen realizaciones, pero no tienen
modelos.

Por ejemplo, sea S = {x # y}.
El conjunto S es consistente
Za = S, siendo T = ({p,q},I),A(z) = p, A(y) = q
El conjunto S no tiene modelo

Sea Z una estructura. Existe una asignacién A en 7T tal que A(x) = A(y).
Luego, Za(x #y) =0y Z [~ F.
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Semantica: Consecuencia logica

e Consecuencia légica:
e Def.: Sean F una formula de L y S un conjunto de férmulas de L.

— F' es consecuencia légica de S si todas las realizaciones de S lo son de F'.
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
si Zy = S entonces T4 = F).
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
si, para todo G € S, T4(G) = 1 entonces Z4(F) = 1).
Se representa por S = F.

— F' no es consecuencia léogica de S si alguna realizacién de S no lo es de F'.
(i.e. para alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en Z se tiene que

IaESyZaEF).

(i.e. para alguna estructura Z de L y alguna asignaciéon A en Z se tiene que,
para todo G € S, ZTA(G) =1y Zs(F) = 0).

Se representa por S [~ F'.

— Se escribe G = F en lugar de {G} = F.
— Se escribe G [~ F en lugar de {G} (£~ F.
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Semantica: Consecuencia logica

e Ejemplos:
— (Vo) P(z) = P(y)
- P(y) = (Vo) P(x)
(Ia A) con T = (U7 I)aU — {132}7PI — {1}9A(y) = 1.
— (Vo) P(z) = (3y) P(y)
— (3z)P(zx) = (Vy)P(y)
Z = (U,I) conU = {1,2}, P1 = {1}
Z=U,I)conU =Ny Pl ={neN:nespar
- (F2)(Vy)Q(z, y) = (Vy)(3Bx)Q(z, y)
- (Vy)(Fz)Q(x,y) = (3x)(Vy)Q(x, y)
Z=(U1I)conU ={1,2},Q" = {(1,1),(2,2)}
Z=(UI)conU=N,Qf =<
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Semantica: Consecuencia logica

e Ejemplos:
—{P(z) = Q(z), P(c)} F Q(c)
—{P(z) — Q(=), Q(c)} = P(c)
—{P(z) — Q(z), -Q(c)} = ~P(c)
—{P(c), ~P(d)} Fc#d
e Ejemplos: Se consideran las férmulas
F,: (V)R(x,x),

F2 . (Vm)(Vy)(R(CB, y) — R(ya ZB))
F3: (Vz)(Vy)(R(z,y) N R(y, ) — = = y),

- {F29F3} |7é Fl

Contraejemplo: Z = (U, I) con U = {a,b} y R! = {(a,a)}
—{F1, F2} [~ F3

Contraejemplo: Z = (U, I) con U = {a,b} y R = U?
—{F, B3} F F

LI 200304 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden 6.63



Semantica: Consecuencia logica

e Propiedades:

e S = F syss SU{—F} es inconsistente.

SEF
<—> para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si, para todo G € S, T4(G) = 1 entonces Z4(F') = 1.
<— para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si, para todo G € S, T4o(G) = 1 entonces Z4(—F) = 0.
<—> para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
existe alguna H € S U {—F} tal que Z4,(—H) = 0.
<= S U {—F} es inconsistente.

e Sean F' una férmula cerrada de L y S un conjunto de féormulas cerradas de L.
Entonces, F' es consecuencia logica de S syss todos los modelos de S lo son de F'.
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Semantica: Equivalencia légica

e Equivalencia légica

e Def.: Sean F' y G férmulas de L. F' y GG son equivalentes si para toda estructura Z
de L y toda asignacion A en Z, T4o(F) = ZA(G).
Se representa por F = G.

e Ejemplos:
- P(x) # P(y).
Z=({1,2},1I)con Pl ={1}y A(z) =1, A(y) = 2.
- (Vo) P(z) = (Vy) P(y).
- (V) (P(z) A Q(x)) = (Vo) P(x) A (VI)Q(x).
— (3z)(P(z) A Q(x)) = (3z) P(x) A (Fz)Q(x).
Z=({1,2},I) con P! = {1} y Q! = {2}.

e Propiedades: Sean F' y G férmulas cerradas de L.
—F =G syss F F < G.
- F=Gsyss F =Gy GEF.
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