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L 6gica

® Objetivos de la logica:
> La formalizacién del lenguaje natural.
> Los métodos de razonamiento.

¢ Sistemas logicos:
> Logica proposicional.
> Légica de primer orden.
> Légicas modales.
® Aplicaciones de la I6gica en computacion:
> Programacion ldgica.
> Verificacion y sintesis automatica de programas.
> Representacion del conocimiento y razonamiento.
> Modelizacién y razonamiento sobre sistemas.

Argumentos y formalizacion

® Ejemplos de argumentos:
> Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacion, entonces
Juan llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El tren
llegd a las 7. Por tanto, habian taxis en la estacion.
> Ejemplo 2: Si hay corriente y la ldmpara no esta fundida, entonces esta
encendida. La ldAmpara no esta encendida. Hay corriente. Por tanto, la
lampara esta fundida.
¢ Formalizacién:
> Simbolizacion:

Simb. | Ejemplo 1 Ejemplo 2
p eltrenllegaalas 7 hay corriente
q hay taxis en la estacién la lampara esta fundida
r Juan llega tarde a la reunién | la lampara esta encendida

> Sipynoq, entoncesr. Nor. p. Por tanto, Q.
> PASQ—T, SF pEQ

Sintaxis proposicional: Formulas proposicionales

® Alfabeto proposicional:
> variables proposicionales: pg, p1,---;P,q,r.
> conectivas logicas:
* monaria: — (negacién),
e binarias: A (conjuncion), V (disyuncion),
— (condicional), <« (bicondicional).
> simbolos auxiliares: “(“y “)".
® Formulas proposicionales:
> Definicion:
* Las variables proposicionales son formulas.
* SiF y G son férmulas, entonces también lo son
-F, (FAG), (FVG), (F—-G)y(F < G)
> Ejemplos:
* Formulas: p, (pv—q), —=(pvp), (P—a)V(a—p))
* Noférmulas: (p), pVv-q, (pVAQ)
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Formulas proposicionales (BNF)

® Notaciones:

p,q,r, ... representaran variables proposicionales.
F,G,H,... representaran férmulas.

VP representa el conjunto de los variables proposicionales.
Prop representa el conjunto de las férmulas.

* representa una conectiva binaria.

¢ Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:
» Fi=p|-G|(FAG)|(FVG)|(F—=G)|(F+« G).

vVvyVvyVvyy

Arboles de arglisis

* Arboles de analisis (o de formacién).

(p—(—qVp))

\

(—qV p)
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Omision de paréntesis

¢ Criterios de reduccion de paréntesis:

> Pueden eliminarse los paréntesis externos.

F A G es una abreviatura de (F A G).
> Precedencia de asociacidn de conectivas: —, A\, V, —, <.

F AG — —F VG es una abreviatura de ((F AG) — (-F VG)).
> Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH abrevia (FV(GVH))
FAGAH —-FVG abrevia ((FA(GAH))— (-FVG))

Subformulas

Subférmulas:
> Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se define
recursivamente por:
{F}, si F es una variable;
Subf(F) =< {F}USubf(G), siF =-G;
{F}USubf(G) USubf(H), siF=GxH
> Ejemplos:
* Subf(p) = {p}
* Subf(q) = {q}
* Subf(-q) = {-q,q}
* Subf(=qVp) = {~qV p,~0,q, p}
* Subf(p——qVvp)={p——qVPp,p,~qV p,~q,q}



Semantica proposicional: valores y funciones de verdad

® Valores de verdad (B): 1: verdadero y O: falso.

® Funciones de verdad:

> H.:{0,1} — {0,1} tq. Hﬁ(i):{

v

v

v

v

Hy, : {0,1}? — {0,1} t.g. H,(i, })

Valoracion de formulas

®* Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

H,:{0,1}2 — {0,1} t.g. HA(i, ) = {

— 0’
= 1,
H_ : {O’ 1}2 — {0, 1} t.q. H_>(i, ])

H.. : {0, 1}2 — {0,1} t.g. H. (i, )

1, sii=0;
0, sii=1

1
0,

sii=j=1,;

en otro caso.

sii=j=0;

en otro caso.
sii=1j=0;
en otro caso.
sii=|;
en otro caso.

i | i il linglivilieg]iei]
1,10 111 1 1 1 1
0| 1 110 0 1 0 0
0|1 0 1 1 0
0|0 0 0 1 1

® Valoracion de verdad:

> Def.: Una valoracién de verdad es una aplicacién v: VP — B.
> Prop: Para cada valoracion de verdad V existe una Unica aplicacién
V: Prop — B tal que:

U(F) =

v(F),
H-(Y(G)),

si F es una variable;
siF =-G;
H.(¥(G),V(H)), siF =G=xH

Se dice que V(F) es el valor de verdad de F respecto de V.
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Valoracion de formulas

* Ejemplo: SeaF = (pVvQqQ)A(—=qVr)
» valor de F en una valoracion v; tal que vi(p) = vi(r) =1,v1(q) =0

(P v a A (mq V)
1 v 0 A (=0 Vv 1)
1 A (1 Vv 1
1 A 1
1

» valor de F en una valoracion vz tal que Va(r) = 1,vo(p) = Vv2(q) =0

(pVa A (-q V I)
000 0 10 1 1

* Prop.: Sea F una férmulay v,V dos valoraciones. Si v(p) = V/(p) para todos las
variables proposicionales de F, entonces V(F) = \7’(F)
* Notacion: Se escribe V(F) en lugar de V(F).
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Modelos y satisfacibilidad

® Modelo de una férmula
> Def.: ves modelo de F si v(F) = 1.
> Notacion: v = F.
> Ejemplo (continuacion del anterior):
—sivi(p) =vi(r) =1,vi(q) =0, entonces vi = (pVa) A (—qVr)
—siVo(r) =1,va2(p) = v2(q) = 0, entonces V2 = (pV ) A (—qVr).
® Foérmulas satisfacibles e insatisfacibles
» Def.: F es satisfacible si F tiene algiin modelo.
» Ejemplo: (p— g) A (gq— r) es satisfacible
v(p) =v(q) =v(r) =0.
» Def.: F es insatisfacible si F no tiene ningtin modelo.
> Ejemplo: pA —p es insatisfacible

p|-p|pA-p
1[0 o
ol 1| o
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Tautologias y contradicciones

¢ Tautologias y contradicciones:

> Def.: F es una tautologia (o valida) si toda valoracién es modelo de F. Se

representa por = F.
» Def.: F es una contradiccion si ninguna valoracién es modelo de F.
» Def.: F es contingente si no es tautologia ni contradiccion.

> Ejemplos:

1. (p—Qq)V(g— p) es una tautologia.
2. (p— q)A—=(p— Q) es una contradiccion.
3. p— g es contingente.

pP—q(g—p|(pP—qV(@—p | ~(p

q | (p—aqA~(p—Q)

O O+ +|T

1

O O Qo

0
1
1

1

1
0
1

N

Clasificaciones dedrmulas

® Clasificaciones de formulas:

O O o o

Todas las formulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

(ej. PV —P)

Verdadera en todas
las valoraciones algunas

Verdadera en

valoraciones y falsa
en otras

(ej. p—q)

Falsa en todas las
valoraciones

(e PA—P)

Safisfacibles

Insatisfacibles

Todas las férmulas
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Satisfacibilidad y validez

® Los problemas SAT y TAUT:

» Problema SAT: Dada F determinar si es satisfacible.
> Problema TAUT: Dada F determinar si es una tautologia.

® Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:

» F es tautologia
> F es tautologia

<= —F es insatisfacible..
—> F es satisfacible..
» F es satisfacible #= —F es insatisfacible.

p — q es satisfacible.
v(p) =v(q) =1

—(p — Q) es satisfacible.
v(p) =1,v(q) = 0.

Algoritmos para SAT y TAUT

* Tablas de verdad para = (p—q) VvV (q— p)

> Tabla de verdad:

plaj(p—~a)|@—=p|(pP—qV
1|1 1 1 1
1/0 0 1 1
0|1 1 0 1
0|0 1 1 1
> Tabla de verdad simplificada:
plaj(p - a vV (@ — p
1/1/1 1 1 1 1 1 1
1/0/1 0 O 1 O 1 1
0/j2/]0 1 1 1 1 0 O
0/0j0 1 0 1 O 1 0
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Algoritmos para SAT y TAUT

® Método de Quine.

» Método de Quine para = (p—q)V(q— p)
@ — p

(p — q V
0
0
0 1
1

» Método de Quine para = (p—q)V(q— p)

(@ — p)
0 01 0 1 0

(p — q Vv

1«

0
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Algoritmos para SAT y TAUT

¢ Algoritmos de decision para SAT y TAUT:
> Tablas de verdad para j= (p < Q) V (q < p)

P a|(P—~a) | (@=p) | (P=qV(A—Pp)
1|1 1 1 1

1|0 0 0 0

01 0 0 0

0[O 1 1 1

» Método de Quine para [~ (p < Q) V (q < p)

(p = a Vv (@< p

0O 01 01 0 O

10 0 0 0 0 1
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Seleccbn de tautologas

¢ Seleccion de tautologias

|

vV VvVvVvYyvVvyVvYVvyy

0N UAWN

1. F — F (ley de identidad).

. F v —=F (ley del tercio excluso).

. =(F A=F) (principio de no contradiccion).
(-F — F) — F (ley de Clavius).

—-F — (F — G) (ley de Duns Scoto).

. ((F = G) — F) — F (ley de Peirce).

. (F = G) AF — G (modus ponens).

. (F — G) A=G — —F (modus tollens).
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Modelo de conjuntos de brmulas

® Notacion:

>

S S,S,... representaran conjuntos de férmulas.

® Modelo de un conjunto de formulas:

>

>
>

Def.: vV es modelo de Ssi paratoda F € Sse tiene que V= F.
Representacion: V= S
Ejemplo: Sea S={(pVq)A(—qVr),q—r}
La valoracién vj tal que v1(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = 1 es modelo de S
Vi 9.

{pvagArEavn qg-—r}

1 1 0 1 1 01 1 0 1 1

La valoracién vz tal que Vo(p) = 0,V2(q) = 1,v2(r) = 0 no es modelo de S

(V2= 9.
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Consistencia

¢ Conjunto consistente de férmulas:
» Def.. Ses consistente si Stiene algin modelo.

» Def.. Ses inconsistente si Sno tiene ningdn modelo.

> Ejemplos:
—{(pvag)A(—qVr),p— r} es consistente (con modelos Va, Ve, Vg)
-{(pvag)A(—qVr),p— r,—r} es inconsistente

plajr|(pva) | (—qvr) | (PVaA(-qVr) | p—r | T
wi|o0|o[o] O 1 0 1 |1
w|o|lo|1l O 1 0 1 |0
v3|(0|1/0 1 0 0 1 1
va| 0|11 1 1 1 1 0
vs 100 1 1 1 0 1
Ve |10 1 1 1 1 1 0
vi1|1]0|l 1 0 0 0 |1
vg|l|1(1 1 1 1 1 0

Consecuenciadgica

® Consecuencia logica:
> Def.: F es consecuencia de Ssitodos los modelos de Sson modelos de F.
» Representacion: S F.

> Ejemplos: {p—0,q—r}E=p—ry{p} ¥ pAq

plalr|p—q|lgq—r|p—r
vi|olofo] 1 1 1
wiolol1l]| 1 1 1
vs|0|1/0| 1 0 1
va|0|1/1] 1 1 1
vs|1/0/0| O 1 0
ve|1l0[1]| 0O 1 1
v 1|1/0| 1 0 0
vg|1]1/1| 1 1 1
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Propiedades de la consecuencia

® Propiedades basicas de la relacién de consecuencia:
» Reflexividad: S= S
» Monotonia: SiS  FFy S C S, entonces S = F.
» Transitividad: Si SE=F y {F} = G, entonces S|= G.
® Relacidn entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y consistencia:
> Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. {F,....R}EG
. ERALAR—G
—(FLA...AFy — G) es insatisfacible
. {F4,...,Fn,—G} esinconsistente

AW N
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Argumentaciones

® Ejemplo de argumentacion:

> Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.

> Formalizacién:

{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,

es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado Atiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado Atiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }

= es_cebra
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Problemas bgicos: veraces y mentirosos

Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra
con tres islefios A, By C y cada uno le dice una frase

1. Adice “By C son veraces syss C es veraz”

2. Bdice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso
3. Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”

Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.

Simbolizacion: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”’, ¢: “C es veraz’.

Formalizacion:

Fi=a< (bAc—c),R=b< (aAC—DbACA—-a)yFRs=Cc« (-b—aVvb).
Modelos de {F1, R, Fs}:

Si ves modelo de {F1,F, Fs}, entonces v(a) = 1,v(b) = 1,v(c) = 0.
Conclusion: Ay B son veraces y C es mentiroso.
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