Equivalencia logica: propiedades

® Relacion entre equivalencia y bicondicional:
» F=Gsyss=F < GsysskFF < G.

Légica informatica (2005—06) * Propiedades basicas de la equivalencia logica:
> Reflexiva: F = F.
Tema 3. Formas nor maI €S » Simétrica: Si F = G, entonces G=F.

» Transitiva: SiF =Gy G=H, entonces F = H.
® Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:

> Prop.: Sienlaférmula F se sustituye una de sus subférmulas G por una

) Qrupo de Ibgica Cor_nputac_lonal ) o formula G’ I6gicamente equivalente a G, entonces la formula obtenida, F’,
Dpto. Ciencias de la Computaci e Inteligencia Artificial es l6gicamente equivalente a F.
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» Ejemplo: F =-(pAQ)— —(pA——T)
G =-(pAa)
G, :—|p\/—|q
F' =(=pV-0) — ~(pA-r)

Equivalencia logica: Formulas equivalentes. Formas normales: Forma normal conjuntiva
* Def.: F y G son equivalentes si V(F) = v(G) para toda valoracion v. * Atomosy literales:
Representacion: F = G. > Def.: Un &tomo es un variable proposicional (p.e. p,d,...).
* Ejemplos de equivalencias notables: > Def.: Un literal es un 4&tomo o su negacién (p.e. p,—p,qd,d,...).
1. Idempotencia: FVF =F ; FAF =F. > Notacion: L,L1,Lo,... representaran literales.
2. Conmutatividad: FVG=GVF ; FAG=GAF. * Forma normal conjuntiva:
3. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH ; FA(GAH)=(FAG)AH. » Def.: Una férmula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
4. Absorcion: FA(FVG)=F; FV(FAG)=F. conjuncion de disyunciones de literales; es decir, es de la forma
5. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V(FAH); (LiaV...VLin) A A(Lma V... Vimny)-
FV(GAH)=(FVG)A(FVH). > Ejemplos: (=pVq)A(—qV p) estad en FNC.
6. Doble negacion: -—F = F. (=pVvag)A(g— p) no esta en FNC.
7. Leyes de De Morgan: «(F AG) = -FV-G; =(FVG) =-FA-G. » Def.: Una férmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la formula F
8. Leyes de tautologias: Si F es una tautologia, FAG=G; FVG=F. si G esta en forma normal conjuntiva y es equivalente a F.
9. Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccion FAG=F ; FVG=G. > Ejemplo: Una FNC de —=(pA(q—r))es (mpV ) A(—pVr).
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Formas normales: Gilculo de forma normal conjuntiva Formas normales: Gilculo de forma normal conjuntiva

¢ Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva: * Ejemplo de célculo de una FNC de (p < Q) — :
> Algoritmo: Aplicando a una féormula F los siguientes pasos se obtiene una (peq)—r
forma normal conjuntiva de F, FNC(F): = (P= QA=) =T 1
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia = P—=q =P [(2)]
A—B=(A—=B)A(B—A) 1) = ~((p—a)A(g—p))Vr (2]
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia = —((-pva)A(-qVvp))Vr [(2)]
A—B=-AVB. o @ = (~(=pva)V=(-qVvp)Vvr [(3)]
3. Interiorizar Iaj negaciones usando las equivalencias = ((==PpA=Q)V (~=GA—p)) VT [(4)]
(ANB) =AY B ) = ((pPA-Q)V(QA-P))Vr [(5)]
-(AvB)=-AA-B 4) B
——A=A ) = ((pA—a)vVa)A((PA—a)V —p)) VT [(6)]
4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias = (((pva)A(=gqva)) A((pPV—=P)A(=qV=p)))Vr (7]
AV(BAC) = (AVB)A(AVC) (6) = (((Pva)A(=qV @) V) A(((PV=P) A(2GV=p) VT) [(7)]
(AAB)VC=(AVE)A(BVC) ™ = ((PVA) VD A((=QVa) VI A(((PY=P) VI A((=qV=p) V) [(7)]
= (pPvavnA(=qvavrA(pV=pVrA(-qV-pvr)
= (pvaqVvr)A(=qV-pVr)
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Formas normales: CGilculo de forma normal conjuntiva Formas normales: Forma normal disyuntiva
* Ejemplo de célculo de una FNC de =(pA (q—T)): * Forma normal disyuntiva:
—(pA(g—T)) > Def.: Una formula esta en forma normal disyuntiva (FND) si es una
_ (PA(=qVT)) [por (2)] disyuncién de conjunciones de literales; es decir, es de la forma
B p\/ qu p 2 (LiaA...ALin) V.o V(Lm1i Ao Almng)-
= ~Pva(qVr) [por (3)] > Ejemplos: (—pAQ)V (—gqA p) estd en FND.
= —pV(=qA-T) [por (4)] .
B (=pAQ)V(g— p) no esta en FND.
= ~pv(aA-n) [por ()] » Def.: Una formula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si
= (=pVvVa)A(=pVv-r) [por (6)] G esta en forma normal disyuntiva y es equivalente a F.
* Ejemplo de célculo de una FNC de (p— q) V (qQ — p): > Ejemplo: Una FND de —=(pA(q—T)) es =pV (qA ).

(pP—a)V(d—p)
(=pva)V(-qVp) [por(2)]
= -pvqv-qvp



Formas normales: Gilculo de forma normal disyuntiva Decisbn de validez mediante FNC

¢ Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva: ¢ Literales complementarios:
> Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una _ _ -p siL=p;
forma normal disyuntiva de F, FND(F): > El complementario de un literal L es L® = L
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia P stb="p.
A—B=(A—B)A(B—A) 1) ® Propiedades de reduccion de tautologias:
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia > FiA...AFqes unatautologia syss Fy, . .., Fn lo son.
A—B=-AVB ) » LjV...VLyesuna tautologia syss {Li,...,Ln} contiene algin par de
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias literales complementarios (i.e. existen i, j tales que Lj = L).
—-(AAB)=-AV-B (3) * Algoritmo de decision de tautologias mediante FNC
-(AvB)=-AA-B 4) » Entrada: Una formula F.
-—A=A (5) > Procedimiento:
4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias 1. Calcular una FNC de F.
AN (BVC)=(AAB)V(AAC) (6) 2. Decidir si cada una de las conjunciones de la FNC tiene algtn par de
(AvB)AC= (AAC)V (BAC) (7 literales complementarios.
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Formas normales: Galculo de forma normal disyuntiva Decisibn de validez mediante FNC
* Ejemplo de célculo de una FND de =(pA (q—T)): ® Ejemplos de decision de tautologias mediante FNC
~(pA(g—T)) > =(pA(g—r)) no es tautologia:

FNC(=(pA(g—T))) = (=pVa)A(=pV-r)

= ~(pA(mavI)) - Tpor ()] Contramodelos de =(pA (q—T)):

= ~pv(mqvr) - [por (3)] vy tal que vi(p) =1y vi(gq) =0
= —pV(==gA-r) [por (4)] Vo tal que Vo(p) =1y vo(r) =1
= —pV(qA-T) [por (5)] » (p—q)V(gq— p) es tautologia:
* Ejemplo de calculo de una FND de —(—pV —q— —(pAQ)): ( FNC)((DHCI)V(CI—) p))=-pvav-qvp
» (p+< Q) —Tr no es tautologia:
_ P vq v(p qA)) ) FNC((p—q) — 1) =(pVaVr)A(-qV-pVr)
= ~(=(=pv-q)v=(pAa)) [por (2)] Contramodelos de (p < q) — I:
= —=(=pV-g)A-=(PAQ) [por (4)] vy tal que vi(p) = 0,v4(q) =0y vi(r) =0
= (-pv-a)A(pAa) [por (5)] Vs tal que Va(p) = 1,va(q) = Ly vo(r) =0

(=pA(PAQ))V (=gA(PAQ)) [por (7)]
= (=pAPAQ)V(-gAPAQ)
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Decisbn de satisfacibilidad mediante FND

® Propiedades de reduccion de satisfacibilidad:
» F1V...VF, es satisfacible syss alguna de las féormulas F1,...,F, lo es.
» LiA...ALpes satisfacible syss {Li,...,Ln} no contiene ningtn par de
literales complementarios.
® Algoritmo de decisién de satisfacibilidad mediante FND:
> Entrada: Una formula F.
> Procedimiento:
1. Calcular una FND de F.
2. Decidir si alguna de las disyunciones de la FND no tiene un par de
literales complementarios.
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Decisibn de satisfacibilidad mediante FND

® Ejemplos de decision de satisfacibilidad mediante FND:
» =(pA(g—r)) es satisfacible:
FND(=(pA(q—T))) =—pV(qA-T)
Modelos de =(pA (g —T)):
vy tal que vi(p) =0
Vo tal que V2(q) =1y vo(r) =0
» —=(=pV—-g— —=(pAQ)) es insatisfacible:
FND(=(=pV—=q— =(pAd))) = (=pAPAQ)V(-qAPAQ)
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