Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional

* {P(a) VP(b),=P(b) v P(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido de la I6gica de primer orden

Logica informatica (2005—-06) (con modelos .74, .7, .7%).
° - — =
Tema 9: MOdeI 0S de Herbrand isp i(r?go\;:(s?g’ntepé: )e\l/spe(n?é: (dae) la Iéz(iggdep r()fi)n}wer orden.
Yo& A Alorss Jirkr P! P(a) VP(b) | =P(b) VP(c) | P(a) — P(c) | =P(c)
1|0 0 1 1 1
Grupo de lbgica Computacional S | {c'} 0 1 1 0
Dpto. Ciencias de la Computaxi e Inteligencia Atrtificial F3 | {b'} 1 0 1 1
Universidad de Sevilla A {b' ,c } 1 1 1 0
S5 | {a'} 1 1 0 1
e | {a,c'} 1 1 1 0
A7 | {a, b} 1 0 0 1
g | {a,0',c'} 1 1 1 0
1
Reduccbn de la LPO basica a proposicional Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional
* Observacion: * {P(a)vVP(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c)}
> En este tema s6lo se consideran lenguajes de primer orden sin igualdad. es consistente en el sentido proposicional (con modelos Vg, Vg, Vg).
® Reduccion de la LPO basica a proposicional * {P(a) v P(b),-P(b) Vv P(c),P(a) — P(c),=P(c)}
> Def.: Una formula bésica es una férmula sin variables ni cuantificadores. es inconsistente en el sentido proposicional.
> Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes: Se consideran los cambios P(a)/p, P(b)/q,P(c)/r
1. Ses consistente en el sentido de la Ic:)g?ca de prirr?elr orden. plalr|pval -qvr|p—r]-r
2. Ses consistente en el sentido de la l6gica proposicional. vilololol o 1 1 1
v2|0|0[1] O 1 1 0
v3|0[|1]/0| 1 0 1 1
va|0]2]1] 1 1 1 0
v 1/0(0| 1 1 0 1
v |1]0]1] 1 1 1 0
v7|[1]1/0| 1 0 0 1
vl (11| 1 1 1 0



http://www.cs.us.es/~jalonso
http://www.cs.us.es/glc
http://www.cs.us.es/
http://www.us.es/

Notacion Ejemplos de universo de Herbrand

® L representa un lenguaje de primer orden sin igualdad. * Si¥ ={ab,c}y.# =0, entonces
® ¢ es el conjunto de constantes de L. Ho(L) ={ab,c}

* 7 es el conjunto de simbolos de funcion de L. Hi(L) ={ab,c}
* Z es el conjunto de simbolos de relacion de L. .

* 7, es el conjunto de simbolos de funcion n-aria de L.

* %, es el conjunto de simbolos de relaciéon n-aria de L.
* f/nindica que f es un simbolo de funcién n-aria de L.

* P/nindica que f es un simbolo de relacién n-aria de L. Ho(L) ={a}
Hi(L) ={a f(a)}
Hao(L) ={a f(a), f(f(a)}

UH(L) ={ab,c}
* Si¢¥=0y.7 ={f/1}, entonces

UH(L) ={a f(a),f(f(a)),...} = {f'(a):i € N}
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Universo de Herbrand Ejemplos de universo de Herbrand
* Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos bésicos de L. * Si¥ ={ab}y.# ={f/1,9/1}, entonces
Se representa por UH(L). Ho(L) ={ab}
* Prop.: UH(L) = U;>oHi(L), donde Hi(L) es el nivel i del UH(L) definido por Hi(L) = {ab,f(a),f(b),g(a),g(b)}
Hol) = €, SiC#0; Ha(L) = {ab, f(a), f(b),g(a),g(b), f(f(a)), f(f(b)),f(g(@),f(a(b)),
0 | {a}, encaso contrario. (@ es una nueva constante). g(f(a)),9(f(b)),9(a(a)),9(g(b)) }
Hial) =HL) ULt t): f € Tyt the (L)} 3
* Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién. * Si¢ ={ab}y.Z# ={f/2}, entonces
Ho(L) ={ab}

Hi(L) ={ab,f(aa),f(ab),f(b,a),f(bb)}
Ho(L) ={ab,f(aa),f(ab),f(ba)f(bb) f(af(aa)f(af(@b),..}



Base de Herbrand

Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los atomos basicos de L. Se
representa por BH(L).

Prop.: BH(L) = {P(t1,...,th) ;P € Znyt1,...,th € UH(L)}.
Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcion.

Ejemplos:

» Si% ={ab,c}, #F =0y {# =P/1}, entonces
UH(L) ={ab,c}
BH(L) = {P(a),P(b),P(c)}

» Si¥={a}, #F={f/1} yZ ={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) ={a f(a),f(f(a)),...} = {f'(a):i e N}

BH(L) ={P(a),Q(a),R(@),P(f(a)),Q(f(a)),R(f(a)),...}

Interpretaciones de Herbrand

* Def.: Una interpretacion de Herbrand es una interpretacion .# = (U, 1) tal que

— U es el universo de Herbrand de L;
— I(c) =c, para cada constante c de L;
— I(f) = f, para cada simbolo de funcién f de L.

® Prop.: Sea .# una interpretacion de Herbrand de L. Sit es un término basico de

L, entonces .#(t) =t.

® Prop.: Una interpretaciéon de Herbrand queda determinada por un subconjunto

de la base de Herbrand, el conjunto de atomos basicos verdaderos en esa
interpretacion.
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Modelos de Herbrand

Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e
interpretacion de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a formulas y
conjuntos de férmulas considerando el lenguaje formado por los simbolos no
l6gicos que aparecen.
Def.: Un modelo de Herbrand de una férmula F es una interpretacion de
Herbrand de F que es modelo de F.
Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas Ses una
interpretacion de Herbrand de Sque es modelo de S
Ejemplo: Los modelos de Herbrand de
{P(a) v P(b),=P(b) v P(c),P(a) — P(c)} son {P(b),P(c)},{P(a), P(c)} y
{P(a),P(b),P(c)} (ver pagina 3).
Ejemplo: Sea
S={(¥x)(¥y)[Q(b,x) — P(a) VR(y)],P(b) — —(32)(3u)Q(z,u) }. Entonces,
UH(S) ={ab}
BH(S) ={P(a),P(b),Q(a,a),Q(a b),Q(b.a),Q(b,b),R(a),R(b)}

Un modelo de Herbrand de Ses {P(a)}.
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Interpretaci 6n de Herbrand correspondiente

sea S= {{-Q(b.X),P(@),RY)}, {~P(b), ~Q(z.u)}} e & = ({1,2},1) con
a=1b=2P ={1},Q' ={(1,1),(2,2)},R = {2}. Entonces, .# |= S
Célculo de la interpretacion de Herbrand .#* correspondiente a .#:

I = (UH(9),1")

UH(S) ={a,b}

BH(S) = {P(a),P(b),Q(a,a),Q(a,b),Q(b.a),Q(b, b),R(a),R(b) }
I"(P(a)) =P'(@)=P()=V
I“(P(b))  =P'(b)=P'(2)=
I"(Qaa) =Q'(@,a)=Q(1,1)=V
I*(Q(avb)) _Ql(alvbl):Ql(]-?Z):F
I*(Q(bva)) QI (bl7a|) = QI (27 1) =F
1"(Q(b,b)) =Q'(b',b")=Q(22) =V
I"(R@)) =R@)=R(1)=F
I"(Rb)) =R(()=R(@2)=V

1" ={P(a),Q(a,a),Q(b,b),R(b)} y /" =S 12



Interpretaci on de Herbrand correspondiente

Sea Sel conjunto de clausulas {{P(a)},{Q(y, f(a))}} e .# = ({1,2},1) con
a = 1, fl = {(172)7 (Za 1)}apl = {1}7QI = {(172)7 (Za 2)} Entonces, ./ ’: S
Calculo de la interpretacion de Herbrand .#* correspondiente a .#:

I = (UH(9),1")

UH(S) :{a,f(a),f(f(a)),...}:{fi(a):ieN}

BH(S) ={P(f"(@)) :ne N}U{Q(f"(a),f™(@)) : n,me N}
I*(P(a)) =Pl(@)=P () =V

I*(P(f(a))) =P(f'(@))=P'(f'(1)) =P (2) =F
I*(P(f(f(a)))) =P!(f'(fl@))) =P (1) =V

1*(P(f"(a))) _ V, sines par;

F, en caso contrario.
. V, simes impar;
Q@) @) = F, en caso contrario.

I* = {P(f?"(a)) : ne N}u{Q(f"(a), f?™1(a)) : n,me N}
J*E=S 13

Consistencia mediante modelos de Herbrand

Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:

1. Ses consistente.

2. Stiene un modelo de Herbrand.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Si .#* es una interpretacion de Herbrand
correspondiente a un modelo .7 de S entonces .#* es un modelo de S
Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Ses consistente.

2. Stiene un modelo de Herbrand.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Sesinconsistente.

2. Sno tiene ningiin modelo de Herbrand.

Prop.: Existen conjuntos de férmulas consistentes sin modelos de Herbrand.
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Ejemplo de consistente sin modelos de Herbrand

* Sea S= {(3Ix)P(x),—P(a)}. Entonces,

— Ses consistente.
# =Scon # = ({1,2},1),a =1y P = {2}.
— Sno tiene modelos de Herbrand
UH(S) = {a}
BH(S) = {P(a)}
Las interpretaciones de Herbrand de Sson 0y {P(a)}.
DS
{(P@)} #S
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Instancias basicas de una @usula

Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

Def.: SeaC = {Ly,...,Ln} unaclausula de L y o una sustitucién de L.
Entonces, Co = {L10,...,Ly0} es unainstancia de C.

Ejemplo: Sea C = {P(x,a), —P(x, f(y))}.
Clx/ay/f ()] = {P(f(a),a),~P(f (a), f(f(a)))}
Def.: Co es una instancia bésica de C si todos los literales de Co son basicos.
Ejemplo: Sea C = {P(x,a), —P(x, f(y))}.
{P(f(a),a),-P(f(a),f(f(a)))} esunainstancia basica de C.
{P(f(a),a),-P(f(f(a)),f(a))} no es unainstancia basica de C.
{P(x,a), ~P(f(f(a)), f(a))}

no es una instancia basica de C.

16



Extensiones de Herbrand

® Def.: La extension de Herbrand de un conjunto de clausulas Ses el conjunto de

formulas
EH(S) = {Co : C € Sy, para toda variable x en C,o(x) € UH(S)}.

* Prop.: EH(L) = Uj>oEHi(L), donde EH;(L) es el nivel i de la EH(L) definido
por EH;(S) = {Co : C € Sy, para toda variable x en C,0(x) € UH;(S)}.

® Ejemplos:
» Sea S= {{P(X)},{=P(f(x))}} (p. 8.17). Entonces,
EHo(S) = {{P(@)},{-P(f(a))}}
EH1(S) = EHo(S)U{{P(f(a))},{-P(f(f(a)))}}
EH(S) = EH1(SU{{P(T(f(a@))}, {-P(f(f(f(a))))}}
> Sea S= {{-P(x),Q¥)}, {P(@)},{-Q(2)}} (p. 8.21).
Entonces, EH(S) = {{-P(a),Q(a)},{P(a)}, {~Q(a)}}.
> Sea S={{-P(x),Q)},{-Q).RY)}.{P(@)}.{-R(@)}} (p. 8.20).
Entonces, EH(S) = {{-P(a),Q(a)},{-Q(a),R(@)}, {P(a)}, {-R(a)}}.
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Teorema de Herbrand

® Teorema de Herbrand: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:
1. Ses consistente.
2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).
® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Entonces, son equivalentes
1. Ses inconsistente.
2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido proposicional).
3. Paraalgln i, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).
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Semideci®n mediante el teorema de Herbrand

® Entrada: Un conjunto de clausulas S
® Procedimiento:
1. Haceri:=0.
2. Calcular EH;(S).
3. Si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional), parar e indicar que S
es inconsistente.
4. Si EH;(S) es consistente (en el sentido proposicional), haceri:=i+1y
volver al paso 2.
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Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

* S={{-P(x),Qx)}.{P(a)},{—Q(2)}} (p.17) es inconsistente.
EHo(S) = {{—-P(a),Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}} es inconsistente.

1 {-P(a),Q@}

2 {P(a)}

3 {-Q(a}

4 {Q(a)} Res 1,2
5 O Res 3,4

* S={{-P(X),Qx)},{-Q(y),R(y)},{P(@)},{~R(@)}} es inconsistente.
EHo(S) = {{-P(a),Q(a)},{-Q(a),R(@)},{P(a)},{-R(a)}}.
1 {-P(a),Q(a)}
2 {-Q(a),R(@)}

3 {P(@)}

4 {-R(@)}

5 {Q(a)} Res 1,3
6 {R(@)} Res 5,2

7 0O Res 6,4 20



Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

* S={{P(X)},{-P(f(x))}} esinconsistente (p. 17).
—EHo(S) = {{P(a)},{—P(f(a))}} es consistente
7 = {P(a)} |- EHo(S)
- EH1(S) = EHo(S)U{{P(f(a))},{-P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(2)}
2 {-P(f(a))}
3 0O Res 1,2
* S={{-P(x),Q(f(x),x)},{P(g(b))},{—Q(y,2)}} es inconsistente. Dem.:
S = {{-P(g(h)),Q(f(g(b)).g(b))},{P(g(b))},{~Q(f(g(b)),a(b)) } } C EH(S)

es inconsistente.
{-P(g(b)),Q(f(g(b)),a(b))}
{P(a(b))}
{=Q(f(g(b)),g(b))}

{Q(f(g(b)),g(b))} Res 1,2
O Res 3,3

[EEN

g b~ WN
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