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Examen de Abril de 2007 (primer parcial)

Ejercicio 1 Demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:
1. F es satisfacible si y sélo si toda consecuencia l6gica de F es satisfacible.
2. Todo conjunto de formulas inconsistente tiene al menos un subconjunto consistente.

3. Sea T un tablero de S1, I un modelo de una hoja abierta de T y Sp C Sy. Entonces,
I =Sy

Solucién:
Apartado 1: La proposicion es verdadera. Veamos una prueba:

1. Si F es satisfacible, entonces toda consecuencia légica de F es satisfacible.

Si F es satisfacible, entonces tiene algtin modelo. Sea I un modelo de F (I |= F).
Tenemos que probar que para toda G tal que {F} = G, G es satisfacible.

Sea G tal que {F} = G. Por definicién de consecuencia logica, todo modelo de F es
también modelo de G. Por tanto, I |= G, de donde se deduce que G es satisfacible.

2. Sitoda consecuencia légica de F es satisfacible, entonces F es satisfacible.

Basta tener en cuenta que {F} |= F.

Apartado 2: Si consideramos sélo conjuntos no vacios, la proposicién es falsa. Como
ejemplo, podemos considerar el conjunto S = {p A =p} que es inconsistente y no tiene
ningtn subconjunto no vacio consistente. Ahora bien, si consideramos el conjunto vacio,
la propusicion es cierta, puesto que @ es un conjunto consistente de férmulas, que es
subconjunto de cualquier conjunto de férmulas inconsistente.

Apartado 3: La proposicion es verdadera. En efecto, si 7 es un tablero de S1, e I es
un modelo de una hoja abierta de 7, entonces I |= S1. Como S C Sy, se tiene también
que I = S,.

Ejercicio 2 Decidir, mediante tableros semdnticos, si la férmula

F:(pNg—rV=s)— (-rAqg— —p)
es tautologia. Si no lo es, calcular a partir del tablero, un modelo de —F, una forma normal
conjuntiva de F y una forma clausal de F.

Solucién:
Un tablero para la férmula —F es
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1. =((pAg—7rV=s)— (-rAg— —p))
2. pANg—r1rV s (1)
3. =(-rANg— —p) (1)
4. —rNg (3)
5. p (3)
6. —r (4)
7. q (4)
8.=(pAg) (2) 9.7V s (2)

10.-p (8) 11.—g (8) 12.7 (9) 13. =5 (9)
Cerrada Cerrada Cerrada Abierta
(10y 5) (11y7) (12yé6) {p,—rq,—s}

Como el tablero tiene una rama abierta, la férmula —F no es insatisfacible y, por
tanto, la férmula F no es tautologia. Un modelo de —F es la interpretacioén I tal que
I(p) = I(q) = e I(r) = I(s) = .

Por otra parte, de las ramas abiertas del tablero obtenemos una forma normal dis-
yuntiva de —=F, FND(—F) = p A =r A g A\ —s. Por tanto, una forma normal conjuntiva de
F sera la formula —p V r V =q V s. De aqui, una forma clausal de F es {{—p, 7, 7q,s} }.

Ejercicio 3 Usando resolucion proposicional, comprobar la consistencia del siguiente conjunto
de formulas: {p < —q,9 — p,r — q,9 > rAp,~(q — 1)V p}

Solucién:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de cada férmula del conjunto:

p=—q9 =(p— 9N (~q—p)
(mpV—q)A(~—qVp)
(mpV—q)A(qVp)
= {{-p,~q}.{pr.9}}
q—p =qVp
= {{—~q,r}}
r—q =-rVyqg
={{-rq}}
q—rAp =gV (rAp)
=(qVr)A(—qVp))
={{-qr}{~qr}}
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=(mqVr)Vp
(gn-r)Vp
(@qVp)A(=rVp)
Ha pt {-rp}}

Aplicando resolucién proposicional al conjunto de cldusulas

H-p,~at.{p.at.{~q v}, {-r.q},{~qr} {-rp}t}

se obtiene el siguiente grafo:

—(g—=r)Vp

1 {-p.-q} 2{p.q}) 3{-q. p} 4 {-r.q} 5{-q.r} 6 {-r.p}

N

7ip}

l

8{-q}

N

9 {-r}

Obsérvese que el grafo es saturado y que las clausulas no subsumidas son {p}, {—q}
y {—r}. Por tanto, el conjunto de férmulas es consistente. Un modelo del mismo es una
interpretacion I tal que I(p) =1e I(gq) = I(r) = 0.



Examen de Junio de 2007 (segundo parcial) 9

Examen de Junio de 2007 (segundo parcial)

Ejercicio4 Se considera la siguiente sentencia: “Existe una persona tal que si dicha persona
paga, entonces todas las personas pagan”.

1. Formalizar la sentencia usando el simbolos P(x) para representar que x es una persona
que paga.

2. Decidir, mediante tableros semdnticos, la validez de la sentencia.

3. Decidir, mediante resolucion, la validez de la sentencia.

Solucién:

Apartado 1: Una formalizacién de la sentencia es

Ax(P(x) — YyP(y)).

Apartado 2: Para decidir la sentencia calculamos un tablero seméntico de su nega-
cion
=3x(P(x) — VyP(y))
~(P(a) = VyP(y)) (Lo
P(a) (2)
—VyP(y) (2)
~P(b) (4)
~(P(b) = VyP(y)) (1
P(b) (6)
~VyP(y) (6)
Cerrada (7 y 5)

Como el tablero es cerrado, la sentencia es valida.
Apartado 2: Para decidir la sentencia calculamos una forma clausal de su negacién

—3x(P(x) — YyP(y))
Vx—(P(x) — VyP(y))
Vx(P(x) A =VyP(y))
Vx(P(x) A 3y=P(y))
Vx3y(P(x) A =P(y))
at Vx(P(x) A =P(f(x)))
{{P(x)}, {=P(f(x))}}
Se obtienen dos cldusulas C; = {P(x)} y Co = {—=P(f(x))}. Para resolverlas, le aplica-
mos a la C; el renombramiento 6 = [x/x1] obteniendo C160 = C; = {P(x1)} y al resolver
con Cy, utilizando el unificador [x1/ f(x)] se obtiene la cldusula vacia. Por tanto, la sen-
tencia es vélida.

OO UT b WD -~

w

Ejercicio 5 Se considera la siguiente argumentacion: “Hay estudiantes inteligentes y hay
estudiantes trabajadores. Por tanto, hay estudiantes inteligentes y trabajadores”.
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1. Formalizar la arqumentacion usando los siguientes simbolos:

» P(x) para representar que x es un estudiante inteligente y

» Q(x) para representar que x es un estudiante trabajador.

2. Decidir, mediante resolucion, la validez de la arqumentacion mostrando una prueba o un
contraejemplo de Herbrand obtenido a partir de la resolucion.

Solucién:
Apartado 1: La formalizacién de la argumentacion es

AxP(x) A FxQ(x) = Fx(P(x) A Q(x)).
Apartado 2: En primer lugar calculamos una forma clausal de la premisa
IxP(x) A FxQ(x)
3xP(x) A JyQ(y)
32Ty (P(x) A Q(y))
sat Hy(P(ﬂ) A Q(y))
sat (P(a) AQ(b))
{{P(a)},{Q(0) }}

En segundo lugar, calculamos una forma clausal de la negacién de la conclusion

—3x(P(x) AQ(x))
Vx=(P(x) A Q(x))
Vx(=P(x) vV -Q(x))
{{=P(x),~Q(x)}}

Finalmente calculamos las resolventes de las cldusula obtenidas

1 {P(a)} 2 {Q(b)} 3 {-P(x). -Q(x)}

\ /

4 {-Qa)} 5 {-P(b)}

Al no obtenerse la cldusula vacia, la argumentacion no es valida. Un contramodelo de
Herbrand es la interpretacion Z = (U, I) con U = {a,b}, I(P) = {a} e [(Q) = {b}.

Ejercicio 6 Se considera la siguiente argumentacion: “Todo lo existente tiene una causa.
Luego hay una causa de todo lo existente”.

1. Formalizar la arqumentacion usando los siguientes simbolos:
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» E(x) para representar que x es un ente existente y

» C(x,y) para representar que x es una causa de y.

2. Decidir la validez de la arqumentacién mostrando una prueba o un contraejemplo.

Solucién:
Apartado 1: Una formalizacién de la argumentacion es
Vx(E(x) — JyCly, x)) = 3xVy(E(y) — C(y, x)).

Apartado 2: La argumentacién no es vélida. Un contraejemplo es la interpretacion
Z=(U,I)conU = {1,2}, I(E) = {2} e I(C) = {1,2}. En efecto, la premisa es verda-
dera en Z ya que

Vox( EC x) — 3y C(y x)
vi1i F 1V
2 v v2Vv 12
y la conclusién es falsa en 7 ya que

3 x Vyl EC y) — C(y x)
F1F2 V 2 F F 21
2 F2 V 2 F F 2 2

Ejercicio 7
1. ;Existe alguna formula F tal que todos los modelos de F tengan al menos dos elementos?

2. ;Existe alguna formula F tal que todos los modelos de F tengan dos elementos como md-
ximo?

3. ¢Existe alguna formula F tal que todos los modelos de F tengan exactamente dos elemen-
tos?

4. ;Existe alguna férmula F tal que todos los modelos de F tengan exactamente tres elemen-
tos?

Solucién:

Apartado 1: Si, la formula IxJy(x # y)

Apartado 2: Si, la formula IxIyVz(x =z Vy = z).

Apartado 3: 51, la formula IxJy(x #y AVz(x =z Vy = z)).

Apartado 4: Si, la formula Ix3JyFz(x Ay Ax Az Ay #zAVu(x =uVy=uVz=
u)).
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Examen de Junio de 2007

Ejercicio 8 Sea F la formula —p — —qy F la formula —~(—q A r). Se pide:

1. Decidir, mediante tableros semdnticos, si { F;, F,} es consistente.

2. A partir del apartado anterior, calcular una formula G que esté en forma normal disyuntiva

y que sea equivalente a (Fy A\ F).

Solucién:
Apartado 1: El tablero es
2. =(—gAr)
3. ==p (1) 4. —q (1)

9.-—~7 () 10.-r (2)
6. =g (2) 7.-r (2) Cerrada Abierta
8. q (6) Abierta 9y4) {—gq,—r}
Abierta {p,—r}
{r.a}

Apartado 2: La formula Ges (p Aq) V (p A=) V (—g A —r).

Ejercicio 9 Se considera la siguiente argumentacion:

1. Quien intente entrar en un pais y no tenga pasaporte, encontrard algiin aduanero

que le impida el paso.

2. A algunas personas motorizadas que intentan entrar en un pais le impiden el paso

Unicamente personas motorizadas.
3. Ninguna persona motorizada tiene pasaporte.
4. Por tanto, ciertos aduaneros estan motorizados.
Las premisas pueden formalizarse por:
L Vx(E(x) A =P(x) — Jy(A(y) A (Y, x)))
2. Ix(M(x) NE(x) AVy(I(y,x) — M(y)))
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3. Vx(M(x) — —P(x))

Decidir, mediante resolucion, si el argumento es correcto (es decir, si la conclusion es consecuen-

cia légica de las premisas).

Solucién:
La formalizacion de la conclusion es Ix(A(x) A M(x)).

Para hacer la resolucién, en primer lugar se calculan las formas clausales de las pre-

misas y de la negacién de la conclusién:

Vx(E(x) A =P(x) — Jy(A(y) AN (y, x)))
= Vx(=(E(x) A=P(x)) V3y(A(y) Al(y, x)))
= Vx((=E(x) Vo=P(x)) V Iy(A(y) Ay, x)))
= Vx((=E(x) V P(x)) vV Iy(A(y) AL(y, x)))
= Vady((-E(x) V P(x)) V (A(y) A Iy, x)))
= Vady((-E(x) V P(x) V A(y)) A (-E(x) V P(x) V I(y, x)))
=sat VX((ZE(x) V P(x) V A(f(x))) A (=E(x) V P(x) V I(f(x),x)))
= {{-Ex),P(x), A(f(x))}, {—E(x), P(x), I(f(x), %)} }
Jx(M(x) AE(x) AVy(I(y,x) — M(y)))
= Jx(M(x) NE(x) AVy(=I(y,x) vV M(y)))
= Fvy(M(x) AE(x) A (2I(y, x) V M(y)))
=sat Vy(M(a) AE(a) A (=I(y,a) vV M(y)))
= {{M(@)}{E(a)}, {~1(y,a), M(y)}}
Vx(M(x) — —P(x))
= Vx(=M(x)V —P(x))
= {{-M(x),=P(x)}}
—3Jx(A(x) A M(x))
= Vx—(A(x) A M(x))
= Vx(—=A(x)V-M(x))
= {{-A(),~M([x)}}

La demostracién, por resolucion lineal, es
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1 {=E(x), P(x), A(f(x))}
2 {—=E(x), P(x), I(f(x),x)}
3 {M(a)}
4 {E(a)
5 {~I(y,a), M(y)}
6 {-~M(x),~P(x)}
7 {=A(x), ~M(x)}
8 {-A(x),—I(x,a)}
9 {~A(f(a)), ~E(a), P(a)}

10 {~A(f(a)), P(a)}

11 {P(a), ~E(
12 {P(a)

13 {~M(a)}
14 U

De manera gréfica

Premisa la

Premisa 1b

Premisa 2a

Premisa 2b

Premisa 2c¢

Premisa 3

Conclusién

Resolvente de 7.2 y 5.2 con
Resolvente de 8.2 y 2.3 con

Resolvente de 9.2 y 4.1
Resolvente de 10.2 y 1.3 con
Resolvente de 11.2 y 4.1
Resolvente de 12.1 y 6.2 con
Resolvente de 13.1y 3.1

o= y/x]
91 - [x/xl]/
92 = [X/XZ]/

o= [x2/a,x1/f(a)]
v =[x/

o= [x/a
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5 {-Ily,a), M(y)}

7 {-A(x), -M(x)}

2 {-E(x), P(x), I(f0)x)} | | 8{-A(x),-I(x.a)}
4{E(a)} | | 9{-A(f(@)), -E(a), P(a)}

N

1{-E(x), P(x), A(fx))}

10 {-A(f(a

), P(a)}

/

/

4 {E(a)}

11 {P(a)

~E(a)}

l

6 {-M(x), -

P(x

)}

J

12 {P(a)}

/

3 {M(a)}

4

13 {M(a)}

N

14 {}

Por tanto, el argumento es correcto.

Ejercicio 10 Formalizar las siguiente sentencias utilizando los simbolos indicados:

1. Los chinos tienen como maximo un hijo.
(Stmbolos: C(x) representa que x es chino y H(x,y) representa que x es hijo de y).
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2. Hay exactamente un participante.
(Stmbolos: P(x) representa que x es un participante).

3. Ningun socio del club estd en deuda con el tesorero del club.
(Simbolos: S(x) representa que x es socio del club, D(x,y) representa que x estd en deuda
con y y a representa al tesorero del club).

4. No hay ningtin pez que se coma a todos los peces.
(Simbolos: P(x) representa que x es un pez y C(x,y) representa que x se come a yy).

Solucidn:

1. Los chinos tienen como mdximo un hijo
Vx(C(x) — VyVz(H(y,x) NH(z,x) = y =z))
2. Hay exactamente un participante.
3x(P(x) AVY(P(y) — x = y)).
3. Ninguin socio del club estd en deuda con el tesorero del club.

—3x(S(x) AD(x,a)).

4. No hay ningiin pez que se coma a todos los peces.

=3x(P(x) AVy(P(y) — Clx,y)))-

Ejercicio 11 Sean S y T conjuntos de férmulas. Demostrar o refutar las siquientes sentencias:
1. Si S es consistente y T es inconsistente, entonces S U T es consistente.
2. Si S es consistente y T es inconsistente, entonces S U T es inconsistente.
3. Si S es consistente y T es inconsistente, entonces S N T es consistente.

4. Si S es consistente y T es inconsistente, entonces S N T es inconsistente.

Solucién:

Apartado 1: Es falso, ya que en el apartado 2 se demuestra que S U T es inconsistente.

Apartado 2: Es cierto, ya que si S U T es consistente, entonces existe una interpreta-
ciéon I que es modelo de S U T. Entonces I también es modelo de T (ya que si F es una
férmula de T, entonces F € SU Ty, por ser I modelo de SUT. I(F) = 1). Por tanto, T
es consistente, que es una contradiccion.

Apartado 3: Es cierto, ya que al ser S consistente existe un modelo I de S. Entonces
I es modelo de SN T (ya que si F es una férmula de SN T, entonces F € Sy, por ser |
modelo de S, I(F) = 1). Por tanto, SN T es consistente.
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Apartado 4: Es falso, ya que en el apartado 3 se demuestra que S N T es consistente.

Ejercicio 12 Probar mediante deduccion natural:
Lg—rr—pka(-pAg)
2. (pAg) —rE(p—r)Vig—r)
3. Vx.(P(x) — Q(x)), Vv.(Q(y) — R(y)) F Vz.P(z) — Vz.R(2)
4. —3x.3Fy.(P(x,y) — Qx,y)) F VaVy.(P(x,y) A —Q(x,y))
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Examen de Septiembre de 2007

Ejercicio 13 Decidir, mediante el método de los tableros semdnticos, si la siguiente formula es
una tautologia.
(p=(geor) = ((peg) o) Aop—q)

En el caso de que no lo sea, construir un contramodelo a partir del tablero.

Solucidn:
El tablero es

L=(((p= (g =) = (p=q) = 1) AP — )

22(((pe(gern) o (peaqg <)) (1) “(=p——q) (1)
-p (3)
-=q (3)
q (5)
Abierta

{-p.q}

AR S

Por tanto, la férmula no es una tautologia y un contramodelo de la férmula es la
interpretacion I tal que I(p) =0e I(g) = 1.

Ejercicio 14 Decidir por resolucion si el siguiente conjunto es consistente
§ ={ Vx(P(a,x) — P(b, f(x))),
Vx(P(f(x),x) — (V2P(z,0))),
P(a, f(a)) A P(f(b),b),
—3x(P(x,a) AP(f(x),b))}

En el caso de que S sea consistente, construir un modelo de Herbrand de S a partir de la resolu-
cion.

Solucién:
Las formas clausales de las férmulas del problema son:

= de (Vx)[P(a,x) — P(b, f(x))], S1 = {{~P(a,x),P(b, f(x))} };
= de (Vx)[P(f(x),x) — (V2)P(z,b)], S2 = {{=~P(f(x),x), P(z,0)} };
= de P(a, f(a)) ANP(f(b),D), S3 = {{P(a, f(a))},{P(f(b),b)}};

= de ~(Ix)[P(x,a) AP(f(x),b), Sa = {{=P(x,a), ~P(f(x), )} }.

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizacién, de S; U Sy U S3 U Sy.
Las clausulas iniciales son
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)
4 {P(f(b),D)}
5 {~P(x,a),~P(f(x),b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4 y 1 se obtiene
6 {P(b, f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3,4, 1, 6 y 2 se obtiene
7{P(z,b)} (resolvente de 2y 4) y
8 {—P(f(x),x),P(b, f(b))} (resolvente de 2 y 1).
La cldusula 7 subsume ala2 y ala 4.
Al resolver 7 con 3,1, 6 y 7 se obtiene
9{P(b,f(b))} (resolvente de 7 y 1)
La cldusula 9 subsume a la 8
Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7 y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver 5con 3,1, 6,7,9 y 5 se obtiene
10 {—=P(x,a)} (resolvente de 5y 7) La cldusula 10 subsume a la 5

Por tanto, el saturado es
{=P(a,x),P(b, f(x))}
{P(a, f(a))}
{P(b, f(f(a)))}
{P(z,0)}

9 {P(b,f(b)}
10 {-P(x,a)}

N O W

= ( b,
modelo de Herbrand es I = {P(a,f(a)),P(b,f(f(a))),P(b f(b)),P( ,b) 1z € UH}

f(b), f(f(b)),...} yun

Ejercicio 15 Formalizar las siguiente sentencias utilizando los simbolos indicados:

1. Todo aquel que entre en el pais y no sea un VIP serd cacheado por un aduanero.

(Simbolos: E(x): “x entra en el pais”, V(x): “x es un VIP”, C(x,y): “x cachea a y” y

A(x): “x es aduanero”).

2. A algunas personas motorizadas que entran en un pais, le impiden el paso iinicamente

personas motorizadas.

(Stmbolos: E(x): “x entra en un pais”, I(x,y): “x impide el paso a y” y M(x): “x estd

motorizada”).

3. Los aficionados al fiitbol aplauden a cualquier futbolista extranjero.
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(Simbolos: A(x): “x es aficionado al fiitbol”, E(x): “x es un futbolista extranjero” y
A(x,y): “x aplaude a y”).

4. Todo deprimido que estima a un submarinista es listo.
(Stmbolos: D(x) : “x estd deprimido”, E(x,y) : “x estima a y”, L(x) : “x es listo” y
S(x) : “x es submarinista”).

Solucidn:

1. Todo aquel que entre en el pais y no sea un VIP serd cacheado por un aduanero
Vx(E(x) A=V (x) = (By(A(y) A Cly, %))

2. A algunas personas motorizadas que entran en un pais, le impiden el paso iinicamente
personas motorizadas

3x(M(x) NE(x) A (Yy(I(y, x) — M(y))))-
3. Los aficionados al fiitbol aplauden a cualquier futbolista extranjero
Vx(A(x) = (Vy(E(y) — A(x,y))))

4. Todo deprimido que estima a un submarinista es listo
Vx(D(x) A (Fy(S(y) NE(x,y))) — L(x))

Ejercicio 16 Demostrar o refutar las siguientes sentencias:
1. Existen cldusulas C1, Co y D tales que D es una resolvente de Cy y C,, D C C1y D # Cy.
2. Existen cldusulas C1, Co y D tales que D es una resolvente de C1 y Co y D = Cj.

3. Existen cldusulas C1, Co y D tales que D es una resolvente de C; y Co, C; C Dy Ca no
es una tautologia.

Solucién:
Apartado 1: Es cierto. Por ejemplo, C; = {p,q}, C2 = {-p} y D = {q}.
Apartado 2: Es cierto. Por ejemplo, C; = {p, 7p}, Co = {p,~p} y D = {p, ~p}
Apartado 3: Es falso, ya que al ser D una resolvente de C; y Cy, existe un literal L tal
queLe Cy, LF € Gy
D = (G \{L}) U (G \{L}).

Puesto que C; C D, se tiene que L € C,. Por tanto, C; es una tautologfa.

Ejercicio 17 Probar mediante deduccion natural:

1. pV—q,rVgkEpVr
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2. (p—=r)AN(g—r)ErV(=pA—g)
3. Vx.P(x) AVy.Q(y),Vy.(Q(y) — R(y)) F Vz.(P(z) AR(z))
4. =3x.3y.(P(x,y) A —Q(y,x)) F Vx.Vy.(P(x,y) — Q(y, x))
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Examen de Diciembre de 2007

Ejercicio 18 Decidir, mediante tableros semdnticos, si la férmula

(p—a)V(p—r)—(p—(gA1))
es una tautologia y, a partir del tablero, calcular una forma normal conjuntiva de la férmula.

Solucién:
El problema se reduce a decidirsi {—((p — q) V(p — 1) — (p — qAr))} esincon-
sistente.
L =((p=qV(p—1)—=(p—=aqAhr)
2. (p—=q)Vip—r) Q1)
3. =(p—gAr)(1)
4. p(3)
5. =(gAr)(3)
8.p—4q(2) 9.p—r(2) 14.p—q(2) 15.p — r (2)

10.-p (8) 11.4(8) 12.—-p(9) 13.7(9) 16.—p(8) 17.4(8) 17.-p(9) 18.r(9)
Cerrada Cerrada Cerrada  Abierta Cerrada  Abierta Cerrada Cerrada
4vy10 6y1l 9y 4 p,—q,7] 4y16 [p,q, -] 17y 4 18y7

Por tanto, (p — q) V (p — r) — (p — (g A r)) no es una tautologia.
Para calcular una forma normal conjuntiva de la férmula dada, F, se observa que

“F=(pA-qgAr)V(pAgA-r)

Por tanto,
F=(-pVgqV-r)AN(-pV—qVr)

y
(mpVagV-or)A(=pV—qVr)

es una forma normal conjuntiva de F,

Ejercicio 19 Decidir por resolucion si la la formula 3x(P(x,a) A P(f(x),b)) es consecuencia
del conjunto de férmulas
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5—{VX( (a,x) = P(b, f(x))),
Vx(P(f(x),x) — (VzP(z,b))),
P(a, f(a)) ANP(f(b),b)}

En el caso de que no lo sea, construir a partir de la resolucion un modelo de Herbrand de S que
no sea modelo de la formula.

Solucién:
Las formas clausales de las férmulas del problema son:

= de (Vx)[P(a,x) — P(b, f(x))], S1 = {{~P(a,x),P(b, f(x))} };

= de (Vx)[P(f(x),x) — (V2)P(z,b)], S2 = {{=~P(f(x),x), P(z,0)} };
= de P(a, f(a)) AP(f(b),b), S3 = {{P(a, f(a))}, {P(f(b),b)}};

= de ~(3x)[P(x,a) A P(f(x),b), S4 = {{~P(x,a), ~P(f(x),b) } }.

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizacioén, de S; U Sp U Sz U Sy.
Las cldusulas iniciales son

1 {~P(a,x),P(b,f(x))}
2 {~P(f(x), %), P(z,b)}
3 {P(a, f(a))}
4 {P(f(b),)}
5 {=P(x,a),~P(f(x),b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3,4 y 1 se obtiene
6 {P(b,f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3,4, 1, 6 y 2 se obtiene
7 {P(z,b)} (resolvente de 2y 4) y
8 {—P(f(x),x),P(b, f(b))} (resolvente de 2 y 1).
La cldusula 7 subsume a la 2 y a la 4.
Al resolver 7 con 3,1, 6 y 7 se obtiene
9{P(b, f(b))} (resolvente de 7 y 1)
La cldusula 9 subsume a la 8
Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7 y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver 5con 3,1, 6,7,9 y 5 se obtiene
10 {—=P(x,a)} (resolvente de 5y 7) La cldusula 10 subsume a la 5

Por tanto, el saturado es
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{=P(a,x), P(b, f(x))}
{P(a, f(a))}

{P(b, f(f(a)))}
{P(z,b)}

{P(b, f(b))}
{=P(x,a)}

O OO W

1

( 2o, b, f(0), f(f(D)),... } y un
modelo de Herbrand es I = {P(a, f(a)),P(b, f(f(a))), P(b, f(b)),P(z,b) : z € UH}

Ejercicio 20 Formalizar las siguiente sentencias utilizando el simbolo de relacién P(x) para
representar que x es un planeta:

1. Hay como mdximo un planeta.
Hay exactamente un planeta.
Hay al menos dos planetas.

Hay a lo sumo dos planetas,

SN

Hay exactamente dos planetas.

Solucidon:

1. Hay como maximo un planeta.
Vavy(P(x) AP(y) — x =y)
2. Hay exactamente un planeta.
Fx(P(x) AVy(P(y) — x =y))
3. Hay al menos dos planetas.
33y (P(x) AP(y) Ax #y)
4. Hay a lo sumo dos planetas,
VxVyVz(P(x) ANP(y) AP(z) = (x=yVx=zVy=2z))

5. Hay exactamente dos planetas.
AxJy(P(x) AP(y) Ax #yAVz(P(z) —z=xVz=1y))

Ejercicio 21 Demostrar o refutar las siquientes sentencias:

1. Existe un conjunto finito de cldusulas S que es inconsistente y tiene un conjunto infinito
de resolventes; es decir, existe una sucesion infinita de clausulas Cq,Cy, ... tal que para
todo i se tiene que C; € S o existen j, k < i tales que C; es una resolvente de C; y Cy.



Examen de Diciembre de 2007

25

2. Todo conjunto inconsistente de cldusula tiene una refutacion por resolucion positiva.
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Examen de Abril de 2006 (primer parcial)

Ejercicio 22 Decidir, mediante tableros semdnticos, si la formula

pAgVs) = (peqg)Viper)
es una tautologia, En el caso de que no lo sea, construir un contramodelo a partir del tablero.

Solucién:

Para decidirsi p A (gVs) — (p <= q) V (p <> r) es una tautologia, vamos a intentar
construir un tablero completo cerrado de su negacion. El tablero se muestra en la figura
Al tener una rama completa abierta, la férmula original no es una tautologia y un

“(pA(qVs) = (peq)Viper))

NGOl W=
=

8.9 (5) 9.5 (5)

10. =(p —¢q) (6) 11.=(qg — p) (6)
12. p (10)
13. —g (10)

4. —(pS>7r) (7)  15.=(r=p) @)
16. p (14)
17. —r (14)

Abierta: {p, ~q, -1, s}

Figura 1: Tablero

contramodelo de ella es la interpretaciéon v tal que v(p) = 1, v(q) = 0, v(r) = 0y
v(s) = 1.
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Ejercicio 23 Decidir, mediante resolucion, si
{C—A,G—D,-(BAN\CANG—E)} EAANBAD.
En el caso que no lo sea, construir un contramodelo a partir de la resolucion.

Solucién:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de las hip6tesis y de la negaciéon de
la conclusién.
C—-A =-CVA
= {{~C A}
G—D =-GVD

= {{~G,D}}

~(BACAG —E) =—(=(BACAG)VE)
-=(BACAG)A—E

BACANGA=E

= {{BL {CH G} {~E}}
—AV =BV =D
{{~A,—B,~D}}

~(ANBAD)

Una refutacién por resoluciéon del conjunto de las cldusulas obtenidas es
{—C A}
{—G,D}
{B}

O X NN U W=
—
()
—

{—A,-B,—-D}

{A} Resolvente de 1y 4

{D} Resolvente de 2y 5
10. {-B,-D} Resolvente de 7 y 8
11. {=D} Resolvente de 3 y 10
12. O Resolvente de 9 y 11

Por tanto, el conjunto de cldusulas es inconsistente y se verifica la relacién de conse-
cuencia.

Ejercicio 24 Juan estd matriculado en tres asignaturas, Algebra, Logica y Dibujo. Juan comenta
que )
Me gusta al menos una de las tres asignaturas. Si me gustase el Algebra
pero no el Dibujo, me gustaria la Logica. O me gusta el Dibujo y la Légica,
o bien ninguna de las dos. Si me gustase el Dibujo, entonces me gustaria el
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Algebra.
Los comentarios de Juan pueden formalizarse por
{AVDVL,(AN-D)—L,(DAL)V(=DA-L),D — A}
Decidir, mediante resolucion, si los comentarios de Juan son consistentes y, en su caso, calcular
sus modelos a partir de la resolucion. ;Qué asignaturas le gustan a Juan?

Solucién:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de los comentarios.

AVDVL ={{A DL}

(A/\—|D)—>L —|(A/\—|D)\/L
(wAV-=-D)VL
=(-AVD)VL
={{-A,D,L}}
(DAL)V (=D A-L) (DV (=DA-L))A(LV (=DA-L))
(DV-=D)A(DV-L))AN((LV-D)A(LV-L))
(DV-=L)A(LV-D)
{{D,-L},{L,-D}}

D— A DV A

{{~D,A}}

Vamos a demostrar que el conjunto de cldusulas obtenidas no es refutable por reso-
lucién.

{A, D, L}

{=A,D,L}

{D,—L}

{L,-D}

{-D, A}

{D,L} Resolvente de 1 y 2. Subsume a 1y 2.
{L} Resolvente de 6 y 3. Subsume a 6 y 3.
{D} Resolvente de 7 y 4. Subsume a 4.
{A} Resolvente de 8 y 5. Subsume a 5.

En este momento, las tinicas cldusulas no subsumidas sonla 7, 8 y 9 con las que no se
pueden formar ninguna resolvente. Por tanto, el conjunto de cldusulas es consistente, los
comentarios de Juan son consistentes, un modelo es la interpretaciéon v tal que v(A) =1,
v(D) =1yv(L) =1y aJuan le gustan las tres asignaturas.

* K X K K X

WO NN W

Ejercicio 25 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Existe un conjunto de férmulas S y una formula F tal que S = Fy S |= —F.

2. Existe un conjunto de férmulas S y una férmula F tal que S |= Fy S [= —F.
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Solucién:
Solucién del apartado 1: La proposicion es cierta. Sean S = {p A —p} y F la férmula
p. Entonces

= SEF(yaque{pA-p}EDPY
» S -F(yaque {pA-p} = —p).

Solucién del apartado 2: La proposicion es cierta. Sean S = {p} y F la férmula g.
Entonces

» S B~ F(yaque {p} [~ qpuesto quelainterpretacion [ talque I; (p) =1y L1(g9) =0
es un contramodelo) y

» S = —F (ya que {p} & —q puesto que la interpretacion I, tal que I(p) = 1y
I(q) = 1 es un contramodelo).

Ejercicio 26 Demostrar por deduccion natural con Jape
1. (pvg)AN(p—r)FpVr.
2.E(=p—4q) = ((p—q) —9)

Ejercicio 27 Demostrar por deduccion natural con Jape

1. ~(~qgAp)tp—4.
2. opV(r—q) b g —(pAr).
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Examen de Junio de 2006 (segundo parcial)

Ejercicio 28 Decidir, mediante resolucion, si

= (3)[(V)[P(x,y) vV =Qw)] — (Vx)(Vy)[Q(y) — P(x,y)]]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir de la resolucion.

Solucién:
En primer lugar se calcula una forma clausal de la negacién de la férmula.

~(3)[(Vy)[P(x,y) vV =Q(y)] — (vx)(Vy)[Q(y) — P(x,y)]]

= ~@)[(vy)[P(x,y) vV =Q(y)] — (Vu)(V0)[Q(v) — P(u,0)]]
= (V)2[(Vy)[P(x,y) vV -Q(y)] — (Vu)(V0)[Q(v) — P(u,0)]]
= (W)[(vy)[P(x, y)\/ﬂQ( )] A= (Vu) (Vo) [Q(v) — P(u,0)]]
= (Y)[(vy)[P(x,y) vV -Q(y)] A (Fu)(F0)=[Q(v) — P(u,v)]]
= (W) [P(x, )\/ﬂQ(y)]/\( u)(30)[Q(v) A ~P(u,v)]]

= (V)(3)(30) () [(P(x,9) V ~Q()) A (Q(0) A ~P(x,0))]
=sat (VX)(Vy)[(P(x,y) V =Q(y)) A (Q(g(x)) A =P(f(x),g(x)))]
= {{P(xy), QW) }{Q((x))}, {=P(f(x),8(x))}}

La demostracién por resolucién es

{P(x,y), ~Q(y)}
{Q(g(x))}

{=P(f(x),&(x))}
{P(x,g(z))} Res.de 1y 2[x/z] cono = [y/g(z)]
O Res. de 3[x/u]y4cono = [x/f(u),z/u

Ol = W N - Q—A

Ejercicio 29 Decidir, mediante tableros semdnticos, si

{(v0)[EY)[P(x,y) vV P(y,x)] = P(x,x)],  (Bx)(Fy)P(x,y)} F (3x)P(x, x)
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir del tablero.

Solucidn:
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A e
—~
By

7. ~(3y)[P(a,y) vV P(y,a)] (6) 8. P(a,a) (6)
9. —(P(a,b)V P(b,a)) (7) 12. =P(a,a) (3)
10. —P(a,b) (9) Cerrada (8-12)

11. =P(b,a) (9)
Cerrada (5-10)

Como las ramas son cerradas, se tiene que

{(v0)[By)[P(x,y) Vv P(y, x)] = P(x,x)],  (3x)(3y)P(x,y)} = (3x)P(x, x)

Ejercicio 30 Se considera el siguiente conjunto de formulas
T=1 ()P0 yy),
(QV(%))(Vy)(VZ)[P(x,y,Z) — P(s(x),y,5(2))],
(¥)[Q(x) = Qs(s(x)))] }

Demostrar por resolucion lineal que

T = (3x)(3y) [P(x,5(y),5(5(0))) A Q(s(x))]

Yy, a partir de la demostracion encontrar todos los términos ty y t; tales que

T |= P(ty,5(t2),5(s(0))) A Q(s(t1))

Solucién:
En primer lugar se calcula las formas clausales de las férmulas de T

(Vy)P(0,y,y)
{{PO,y,y)}}

(V) (Vy)(V2)[P(x,y,2) — P(s(x),y,5(2))]
(Vx) (Vy) (V2)[~P(x, y,2) V P(s(x),y,5(2))]
{{-P(x,y,2), P(s(x),y,5(2)) } }

Q(0)
{{Q(0)}
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(V) [Q(x) — Q(s(s(x)))]
(V) [=Q(x) V Q(s(s(x)))]
= {{~Q(),Q(s(s(x))) 1}

y de la negacién de la conclusion

~(3x) (39) [P(x,5(y), 5(5(0)
(V) (Vy)~(P(x,5(y),5(s(0)
(V) () [P (x, 5(1), 5((0)
{=P(x,5(y),5((0))), ~Q(
La base de conocimiento es
G ={POy )}
Cr ={~P(x,y,2),P(s(x),y,5(2))}
G ={Q(0)}
Cis = {=Q(x), Qs(s(x))) }
y el objetivo es
[=P(x,5(y),5(5(0))), ~Q(s(x))}}
El grafo de resolucién se muestra en la figura 2| (pagina35).
La solucién correspondiente a la segunda rama es

ty = x010203 = 5(x1)0203 = 5(0)o3 = $(0)
th = yo10203 = Yyop03 = 003 = 0

Ejercicio 31 Decidir, mediante resolucion, si

= (Vo) (vy) [R(x,y) — (F2)[R(x,2) AR(z,y)]]
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir de la resolucion.

Solucién:
En primer lugar se calcula una forma clausal de la negacién de la férmula.

(V) (Vy)[R(x,y) — (32)[R(x,2) AR(z,y)]]

= (39)(By)~(R(x,y) — (32)[R(x,2) AR(z,y)])
= (Bx)B)[R(x,y) A~ (32)[R(x,2) AR(z,y)]]
= (B)@[R(xy) A (V2)~(R(x,2) AR(zy))]
= (3)F[R(x,y) A (V2)[=R(x,2) V =R(z,y)]]
= (39 (V2)[R(x,y) A (-R(x,2) V ~R(z,y))]
=sat (V2)[R(a,b) A (=R(a,2) V =R(z,D))]

(z
{{R(a,0)},{~R(a,z), ~R(z,b)} }

La saturacién por resolucion es
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1 {-P(x.s(y).5(s(0))). -Q(s(x))}

Cl: {P(O.ylLyl)} C2: {-P(xLyl.zl). P(s(x1).yLs(z1))}
s1=[x/0, y1/s(s(0)). y/s(0)] sl=[x/s(x1), y1/s(y), z1/s(0)]

2 {-Q(s(0))) 3 (-P(xLs(y).5(0). -Q(s(s(x1)))}
Cl: {P(0.y2.y2)} C2: [-P(x2,y2.,22), P(s(x2),y2.s(z2))}
s2=[x1/0, y2/s(0), y/0] s2=[x1/s(x2). y2/s(y), z2/0]

4 {-Q(s(s(0)))} 7 {-P(x2.5(y).0). -Q(s(s(s(x2))))}

C4: {-Q(x3). Q(s(s(x3)))}

s3=[x3/0]
5 {-Q()) Fallo
%3 {Q(0))
6{}
R1

Figura 2: Grafo de resolucién
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1 {R(a,b)}

2 {-R(a,z),-R(z,b)}

3 {-R(bb)} Res. de 1.1y 2.1 cono = [z/b]
4 {-R(a,a)} Res.de 1.1y 2.2 cono = [z/4]

Por tanto, el conjunto de cldusulas es consistente, la férmula inicial no es vélida y un
contramodelo de Herbrand es (U, I) donde U = {a,b}, I(R) = {(a,b)}.

Ejercicio 32 Demostrar por deduccion natural con Jape

1. 3x(p(x) A q(x)), Yy (p(y) — 1)) F 3x.(r(x) A q(x))
2. Vxr(x, x),Vx.NyVz.(-r(x,y) AN —r(y,z) — —r(x,z)) F VaVy.(r(x,y) Vr(y, x))

Ejercicio 33 Demostrar por deduccion natural con Jape
1. 3x.3y.(R(x,y) V R(y,x)) - Ix.Ty.R(x,y)
2. Vx.(p(x) — Jy.q(y)),actuali = Vx.3y.(p(x) — q(y))
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Examen de Junio de 2006

Ejercicio 34 Sea F la formula (p — q) — —(qV r) A —p.
1. Decidir, mediante tablero semdntico, si F es una tautologia.

2. Si F no es una tautologia, calcular, a partir de su tablero semdntico, los contramodelos de
F, una forma normal disyuntiva de —=F y una forma normal conjuntiva de F.

Solucién:
Apartado 1: Decidiremos la validez de F construyendo el tablero semantico de —F.

L. =((p—9q) —~(gVr)A-p)
2. p—q (1)
3. =~(=(gvr)An-p) (1)

1 gV () L ()
6. qVr (4) 13. p (5
14.-p (2) 15.4 (2)
7.-p (2) 8.9 (2) Cerrada Abierta
13-14 {p,q}

9.9 (6) 10.r (6) 11.q (6) 12.7v (6)
Abierta Abierta Abierta Abierta
{-p.q} {-pr1} {a} {q,7}

Puesto que el tablero de —F tiene ramas abiertas, la férmula —F tiene modelos y, por
tanto, F no es una tautologia.

Noétese que para decidir que F no es una tautologia bastaba desarrollar hasta encon-
trar la primera rama abierta. Hemos desarrollado el tablero completo para encontrar los
contramodelos de F que se piden en el siguiente apartado.

Apartado 2: Los contramodelos de F son los modelos de —F y se obtienen a partir de las
ramas abiertas del tablero de —F. Los contramodelos son
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lplq |r
L]0 [1]—
L0 | —|1
L — |1
L — |11
L1 |1]—

Puesto que I3 estd contenido en Ij, Iy y I5, los contramodelos se reducen I, y I3. Por
tanto,

—“F=(-pAr)Vyg

y una forma normal disyuntiva de —F es

(mpAT) VY
Ademas,
F ——=F

—((=pAT)Va)
—(=pAT) AN g
(mmpVr) A g
(pV—r)A—q

y una forma normal conjuntiva de F es

(pV-r)A—g.

Ejercicio 35 Demostrar o refutar las siquientes proposiciones:
1. Si {F — G, F} es consistente, entonces { G} es consistente.

2. Si S es un conjunto inconsistente de férmulas, entonces el tablero semdntico cerrado de
S obtenido aplicando las reglas a antes que las reglas B tiene menos nodos que el tablero
semdntico cerrado de S obtenido aplicando las reglas B antes que las reglas .

Solucidon:

Apartado 1: La proposicion es cierta. En efecto, supongamos que {F — G, F} es
consistente, entonces existe un modelo v del conjunto. Por tanto, v(F — G) = 1y v(F) =
1. Por la definicién del valor de verdad del condicional, v(G) = 1. Por consiguiente, {G}
es consistente.

Apartado 2: La proposicién es falsa. Como contraejemplo consideremos el conjunto

S=Ap1A(p2Ap3)qVr,—q-r}.
El tablero semdntico cerrado de S obtenido aplicando las reglas « antes que las reglas 8
es
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L p1A(p2Aps)
2. qVr

3. g

4. —r

5 p1 (1)

6. p2 N\ p3 (1)
7. p2 (6)

8. p3 (6)

9.9 (2) 10.r (2)
Cerrada Cerrada
9-3 104

y el tablero semantico cerrado de S obtenido aplicando las reglas B antes que las reglas
n es

L p1A(p2Aps)

2. qVr

3. g

4. —r

59 (2) 6.r (2)

Cerrada Cerrada
5-3 6—4

El nimero de nodos del primer tablero es mayor que el nimero de nodos del segundo
tablero.

Ejercicio 36 Se consideran las siguientes formulas:

Fy = (Vx)(3x1)(Yy)(3y1) (Vz) (3z1) P(x, x1, ¥, Y1, 2, 21)
B = (3x)(Vx1)(3y) (Vy1)(3z) (3u) P(z, x, x1, ¥, y1, 1)
F3 = (3x)(Vx1)(3y) (3y1)(Vz) (3z1) P(x, x1, 4, 1, 2, 21)

Decidir, por resolucién, las siquientes relaciones. Para las que no se verifiquen, dar un contra-
modelo.

1. FEL
2. BER
Solucidn:

Apartado 1: Decidir F; = F, se reduce a decidir si {F;, —F,} es inconsistente. Lo hare-
mos por resoluciéon. En primer lugar calculamos una forma clausal de F;
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y)(3y1)(Vz)(321) P(x, x1, Y, Y1, 2, 21)

(V) (3x1) (¥
=sat (Vx)(Vy) (3y1) (V2) (B21) P(x, f1(x), v, 41,2,21)
=sat (V) (Vy)(V2)(321)P(x, fi(x), y, fa(x,y),2,21)
=sat (V) (Vy)(V2)P(x, f1(x),, a(x, ), 2, f3(x, ¥, 2))

fa(x
= {{P(x, fi(x),y, fo(x, ),z f3(x,y,2)) } }

y una forma clausal de —F,

=(3x) (V1) 3y) (Vy1) (32) (3u) P(z, x, x1, Y, y1, 1)

(V) (3x1) (Vy) (3y1) (V2) (Yu) =P (2, X, x1, 4, y1, 4)
at (Vx)(Vy) (3y1) (V2)(Vu)=P(z, %, fa(x), y,y1, 1)
e (V) (V) (V2) (Yu)=P(z, %, fa(x), y, f5(x,y), u)
{=P(z x fa(x),y, f5s(x,y),u) 1}

Las cldusulas obtenidas son

Ci: {P(x, fi(x),y, f2(x,y),2 f3(x,y,2)) }
Co: {=P(zx, fo(x),y, f5(x,y),u)}

Para calcular una resolvente de C; y C; separamos las variables aplicindole a C; el re-
nombramiento 6 = [x/x1,y/y1,2/z1] con lo que se obtiene

C16 = {P(x1, fi(x1),y1, f2(x1, 1), 21, f3(x1, 91, 21)) }
y calculamos un unificador de maxima generalidad de P(x1, f1(x1),y1, fa(x1,¥1), 21, f3(x1,y1,21))
y P(z,x, fa(x),y, f5(x,y), u)

unif ((P(x1, f1(x1), y1, f2(x1,y1), 21, f3(x1,y1,21)) = P(z, %, fa(x),y, f5(x,y),u)),

€)
= unif((x1 =z, fi(x1) = x,y1 = fa(x), f2(x1,¥1) = y,21 = f5(x,y), f3(x1,y1,21) = u)),

X
€)
= Un'f(ff}(xﬁg =x,y1 = fa(x), o(x1,v1) =y, 21 = fs(x,y), f3(x1, 51, 21) = ),
zZ/ X1
= unif((y1 = fa(fr(x1)), o1, v1) = v, 21 = f5(fr(x1),9), fa(x1,y1,21) = ),
[Z/xl x/ fi(x1)])
= unif((f2(x1, fa(f1(x1))) =y, 21 = f5(fi(x1),y), f3(xr, fa(fi(x1)), 20) = w),)
[z/x1,x/ f1(x1),y1/ fa(f1(x1))])
= unif((z1 = f5(f1(x1), fa(x1, fa(f1(x1)))), f3(x1, fa(f1(x1)),21) = u)),
[Z/xl x/ fi(x1),y1/ fa(f1(x1)), y/ fa(x1, fa(f1(x1)))])
= unif ((f3(x1, fa(f1(x1)), fs(fi(x1), fa(x1, fa(f1(x1))))) = u)),
f(EZ)§XI X/ fi(x1), v/ fa(fi(xn)), v/ fa(xn, fa(fi(xa))), 21/ f5(fr(xn), fa (2, fa(fi(x1))))])
[2/x1,x/ fi(x1),y1/ fa(f1(x1)), ¥/ fa(x1, fa(f1(x1))), 21/ f5(f1(x1), fa(x1, fa(f1(x1)))),
u/ f3(x1, fa(f1(x1)), fs(f1(x1), f2(x1, fa(f1(x1)))))])
= [z/x1,x/ fi(x1),y1/ fa(f1(%1)), y/ fa(x1, fa(f1(x1))), 21/ f5(fa(x1), fa(x1, fa(f1(x1)))),
u/ f3(x1, fa(f1(x1)), fs(f1(x1), f2(x1, fa(f1(x1)))))]

Por tanto, la resolvente de C; y C; es la cldusula vacia. De lo que se sigue que {F;, —F,}

sa
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es inconsistente y F; = F,.
Apartado 2: Decidir F; |= F, se reduce a decidir si {F;, —F,} es inconsistente. Lo hare-
mos por resolucién. En primer lugar calculamos una forma clausal de F3

(3x) (Vx1) (Jy) (Fy1)(Vz) (3z1) P(x, x1, ¥, y1, 2, 21)

=sat  (Vx1)(3y)(Fy1)(Vz)(3z1)P(a, x1,Y,¥1,2,21)
=sat  (Vx1)(Fy1)(Vz)(Fz1)P(a, x1, fo(x1), 1,2, 21)
=sat  (Vx1)(V2)(321)P(a, x1, fe(x1), f7(x1),2,21)
=sat  (Vx1)(V2)P(a, x1, fo(x1), f7(x1), 2, fs(x1,2))

= {{P(a,x1, fo(x1), fr(x1),2, fs(x1,2)) } }
Las clausulas de =F, y F3 son
{—=P(z,x, fa(x),y, f5(x,y),u) }
{P(al xl/f6(x1)/f7(x1)/ Z,fg(xl,Z))}
Para calcular una resolvente de C, y C3 calculamos un unificador de maxima generali-
dad de los literales P(z, x, fa(x),vy, fs(x,y), u) y P(a, x1, fo(x1), f7(x1), 2, fs(x1,2)).
unif ((P(z, x, fa(x),y, fs(x,y),u) = P(a,x1, fo(x1), f7(x1), 2, fs(x1,2)),

€)

= Un”‘((—; =a,x = x1, fa(x) = fo(x1),y = fr(x1), fs(x,y) = z,u = fs(x1,2)),
= unif((x = x1, fa(x) = fo(x1),y = fr(x1), fs(x, ) = z,u = fg(x1,2)),

z/a])

= unif((fa(x1) = fe(x1),y = fr(x1), f5(x,y) = z,u = fs(x1,2)),
(z/a,x/x1])

= unif ((fa(x1) = fo(x1),y = f2(x1), fs(x,y) = z,u = fs(x1,2)),
[z/a,x/x1])

= “No unificable”

Por tanto, C; y C3 no tienen resolventes. De lo que se sigue que {F3, =F,} es consistente
y F3 = F,. Un contramodelo de Herbrand se obtiene haciendo

I(P) = {P(ll,t1,f6(t1),f7(t1),t,fg(i’l,t)) 1t € UH},

donde UH representa el universo de Herbrand definido recursivamente por

» g€ UH,
» Sit e UH, entonces f4(t), f6(t), f7(t) € UH
» Sity,tp € UH entonces f5(ty,t2), fs(t1,t2) € UH.

Ejercicio 37 Se considera el conjunto S = {(Vx)[P(x,y) — —Q(z)], P(x,v), (Ju)Q(u)}
1. Probar que S es consistente.

2. Decidir si S tiene o no un modelo, justificando la respuesta.
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Solucidén:
Apartado 1: Probar que S es consistente se reduce a probar que

$1={(3%)(Fy)(32) F)[(vx)[P(x,y) — ~Q(2)] A P(x,0) A (Fu)Q(u)]

lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculando una forma clausal de S;

(3x)(3y) (F2) (30) [(Vx) [P(x, y) — =Q(2)] A P(x,0) A (Fu)Q(u)]

(3x) (3y)(32)(F0) [(Vx1) [P(x1, y) — =Q(2)] A P(x,0) A (Fu)Q(u)]

(3x) (3y) (Fz) (o) (Fu) (Vx1) [(=P(x1, ¥) V ~Q(2)) A P(x,0) A Q(u)]
sat (Vx1)[(=P(x1,b) V =Q(c)) A P(a,d) A Q(e)]

{{=P(x1,0),2Q(c)}, {P(a,d)}, {Q(e) }}

Las cldusulas obtenidas son

Cy: {—P(x1,b),7Q(c)}
Cy: {P(a,d)}

Cs: {Q(e)}
Entre las clausulas no hay resolventes. Por tanto, S; es consistente y un modelo de Her-
brand de Sy es {P(a,d), Q(e)}. Es decir, el universoes U = {a,b, ¢, d, e}, la interpretacion

de PesI(P) ={(a,d)} ylade QesI(Q) = {e}. Ademéds, (U, I) con la asignacién A tal
que A(x) =a, A(y) =b, A(z) = cy A(v) = d verifica el conjunto S. En efecto,

{(V0)[P(x,y) — =Q(2)], P(x,0), (Fu)Q(u)}

1 1 11 ¢ 1 ad 1le 1 e

Apartado 2: Decidir si S tiene modelo se reduce a decidir si

Sz = {(Vx) (Vy) (V2) (Vo) [(Vx) [P(x,y) — =Q(2)] A P(x,0) A (Fu)Q(u)]

lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculando una forma clausal de S;

(V) (Vy) (Vz) (Vo) [(Vx) [P(x,y) — =Q(2)] A P(x,0) A (Fu)Q(u)]
(V) (Vy) (Vz) (Vo) [(Vo1)[P(x1,y) — =Q(2)] A P(x,0) A (Su)Q(u)]
(V) (Vy) (Vz) (Vo) (Ju) (Vx1)[(=P(x1,y) V =Q(2)) A P(x,0) A Q(u)]
ar (¥)(y) (v2) (Y0) (Vx1)[(~P(x1,9) V ~Q(2)) A P(x,0) A Q(f (x,9,2,0))
{{-P(x1,y), ~Q(2)}, {P(x,0)},{Q(f(x,y,2,0)) } }
Las clausulas obtenidas son
Ci: {=P(x1,y),~Q(z)}
Cy: {P(x,v)}
G: {Q(f(xyz0))}

Una refutacién es
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1 {=P(x1,y),~Q(2)}

2 {P(x,v)}

3 {QUf(x,y,20))}

4 {-0Q(z)} Res.dely2cono = [x/x1,0/y]

5 0O Res. de4[z/z1]y3cono = [z1/f(x,y,2,0)]

Por tanto, S, es inconsistente y S no tiene modelos.

Ejercicio 38 Se considera el siguiente argumento:

Algunas personas admiran a los que tienen bigote. Algunas personas no
simpatizan con nadie que admire a los que tienen bigote. Luego algunas
personas no son simpaticas a todos.

1. Formalizar el arqumento utilizando los simbolos B(x): x tiene bigote, A(x,y): x admira
Y, S(x,y): x simpatiza con y.

2. Dedidir, mediante cualquiera de los métodos de demostracion estudiados en el curso, la
validez del argumento.

Solucién:
Apartado 1: La formalizacién es la siguiente

» Algunas personas admiran a los que tienen bigote:
Fi - (3x)(Vy)[B(y) — A(x,y)]

» Algunas personas no simpatizan con nadie que admire a los que tienen bigote:
B (3x) (V) [(V2)[B(2) — A(y,2)] — =S(x,y)]

» Algunas personas no son simpéticas a todos:
F: (3x)=(Vy)S(xy)

Apartado 2: Vamos a decidir por resolucionsi { F1, i, } = Fs. En primer lugar calculamos
una forma clausal de F;

(3x)(Yy)[B(y) — A(x,y)]

(3x) (YY) [=B(y) V A(x,y)]
sat (Vy)[~B(y) V Ala, y)]

{{-B(y), Ala,y)}}

una forma clausal de F,
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[T
<
\aJ
<

Una refutacién es

{—B(y), Ala,y)}

{B(f(¥)),~5(b,y)}

{(~AWY, f(v), ~S(b,y)}

15(x )}

{-Ay, f(y))} Res. de4 y 3 con o = [x/b]
{B(f(y))} Res. de4y 2 con o = [x/b]

1A, f(y)} Res.de 6y 1ly/y1] con o = [y1/f(y)]
8 O Res.de7y5cono = [y/a]

Por tanto, {F;, F,, ~F3} es inconsistente y {F;, F,} |= Fs.

—_

NGl W

Ejercicio 39 Probar mediante deduccion natural:
L= ((pAg) = (rVs)) = ((p—=1)V(g—59))
2. {(")[Q(x) — ~R(x)],

(Vx)[P(x) — Q(x) v S(x)],

(Ix)[P

[P(x) AR(x)]}
= (30)[P(x) A S(x)]

Solucion:
Apartado 1: = ((pAq) — (rVs)) = ((p = 1) V(g —s))

La soluci6én se muestra en la figura 3| (pagina[45).
Apartado 2: {(Vx)[Q(x) — —R(x)],
(V) [P(x) — Q(x) V 5(x)],
(3x)[P(x) AR(x)]}
= (3x)[P(x) AS(x)]
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45

1 (pAg)— (rVs) Supuesto

2 pV-op LEM

3 p Supuesto

4 gV g LEM

5 g Supuesto

6 pAg IN3,5

7 rVs E— 1,6

8 r Supuesto

9 p Supuesto
10 r Hyp

11 p—r l—9—10
12 (p—r)V(g—s) v 11

13 s Supuesto
14 ¢ Supuesto
15 s Hyp

16 g—s |— 14 — 15
17 (p—r)V(g—s) IV 16

18 (p—r)V(g—s) EvV7,8—-12,13-17
19 —gq Supuesto
20 g Supuesto
21 L E-19,20
22 s EL21

23 qg—s |— 20 — 22
24 (p—r)V(g—s) v 23

25 (p—r)Vi(g—s) Ev4,5—-18,19—-24
26 —p Supuesto
27 p Supuesto
28 L E— 26,27
29 r EL 28

30 p—r |— 27 — 29
31 (p—r)V(g—s) IV 30

32 (p—r)V(g—s) EV2,3—2526—31
B ((pAg)— (rVs) = (p— 1)V (g—s) I—1-32

Figura 3: Apartado 1
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La solucién se muestra en la figura [ (pagina [46).

1 (Vx)[Q(x) — —=R(x)] Supuesto
2 (Yx)[P(x) — Q(x) vV S(x)] Supuesto
3 (Fx)[P(x) AR(x)] Supuesto
4 actual i Supuesto
5 P(i) ANR(i) Supuesto
6 P(i) — Qi) vS(i) EV 2

7 P(i) EAS

8 Qi) VS(i) E—6,7
9 Qi) Supuesto
10 Q(i) — —R(i) EV1,4
11 —R(i) E— 10,9
12 R(i) EAS

13 1 E-11,12
14 S(i) EL 13

15 P(i) A S(i) IN7,14
16 (3x)[P(x) A S(x)] 13 15,4
17 S(i) Supuesto
18 P(i) A S(i) IN7,17
19 (3x)[P(x) A S(x)] 1318,4
20 (3x)[P(x) A S(x)] EV 8,9 — 16,17 — 19
21 (3x)[P(x) A S(x)] E33,4—20

Figura 4: Apartado 2
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Examen de Septiembre de 2006

Ejercicio 40 Sea F la formula

(pvg) = =(pva)V(((mpVg) = =((gAr) = =p)) A(r— =(gVp)))
Decidir, mediante tablero semdntico, si F es satisfacible. En el caso de que lo sea, calcular un
modelo I de F a partir del tablero y comprobar que I es modelo de F.

Solucidén:

La férmula F es satisfacible si el tablero seméntico de F tiene una rama abierta. En la
figura 5|se muestra una rama abierta del tablero seméntico de F. Por tanto, F es safisfa-
cible.

L((pvg) < ~(pVva)V{((mpVag) = ~((gA1) = =p))A(r—=(qVPp)))

2.(pvq) = -(pve) (1) 3. ((-pVq) = ~((qAr) = —p))A(r—=(qgVp)) (1)
4, (=pVvaq) — ~((gAr) —=p) (3)
5. r—=(gVvp) (3

© O O
4]
J
S
6

11.-r (5) 12.=(gVvp) (5)
Abierta

{p, —q,-r}

Figura 5: Rama abierta del tablero seméntico

La interpretacion I tal que I(p) = 1, I(g) = 0y I(r) = 1 es un modelo de F. Efecti-
vamente,
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I(((pVvag) = ~(pVag)V (((ﬁf V(;I) — 2((gATr) — =2p)) A (r — ﬁ((;ivlp))))
0 0 1
0 0

1

—_

1
1

Ejercicio 41 Decidir si el siguiente conjunto de formulas es consistente
§ =1 (v)[A) A Fy)[~B(y) — Clx, )],
(Ix)A(x),
~(Yy)(32)C(z ),
(Vy)(3x) (v2)[(B(x) — A(2)) — (=C(y,2) — =B(y))] }

Si S es consistente, obtener razonadamente un modelo de S.

Solucion:
Vamos a decidir la consistencia de S usando resolucién, Para ello, comenzamos cal-
culando una forma clausal de S.

(Vx)[A(x) A (Fy) [-B(y) — Clx,y)]]

= (Vx)[A(x) A (Fy)[-B(y) vV C(x,y)]]
= (Vx)[A(x) A(Fy)[B(y) vV C(x,y)]]
= (Vx)(3Fy)[A(x) A (B(y) V C(x,y))]
=sat (VX)[A(x) A (B(f(x)) vV C(x, f(x)))]
= {{A®)}AB(f(x)),C(x, f(x))}}
(Fx)A(x)
=sat A(ﬂ)
=  {{A@)}}
=(Vy)(3z)C(z,y)
(Fy)(Vz)=C(z,y)

sat (Vz)—C(z,b)
=t {{~C(z,b)}}
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(Vy)(3x)(Vz)[(B(x) — A(z)) — (=C(y,2) — —B(y))]
= (W) (Bx)(V2)[(~B(x) V A(z)) — (~=C(y,2) V ~B(y))]
= (Yy)(3x)(V2)[(~B(x) V A(z)) — (C(y,2) V =B(y))]
= (Yy)(3x)(Vz)[~(=B(x) V A(2)) V (C(y,2) V ~B(y))]
= (V) (3x)(V2)[(-=B(x) A ~A(2)) V (C(y,2) V ~B(y))]
= (Yy)(3x)(V2)[(B(x) A=A(z)) V (C(y,2) V =B(y))]
= (Vy)(3)(V2)[(B(x) V C(y,z) V -B(y)) A (~A(z) V C(y, z) V =B(y))]
=sat (YY) (V2)[(B(g(y)) V C(y,2) V —B(y)) A (mA(2) V C(y,2) V =B(y))]
= {{B(&W)),C(y,2), ~B(y)}, {~A(2),C(y,2), ~B(y) } }

La forma de clausal de S es el conjunto cuyas cldusulas son

G ={A(x)}

Cy ={B(f(x)),C(x, f(x))}
Cs ={A(a)}

Cy ={-C(zb)}

Cs ={B(g(y)),C(y,z),~B(y)}

Co = {~A(2),Cly,2),~B(y)}

Para decidir la consistencia de S puede ignorarse la clausula C; = {A(a)}, ya que estd
subsumida por la C; = {A(x)}. Vamos a calcular la saturacién de S por resolucion.

En el primer paso, elegimos la cldusula C; = {A(x)} que no genera ninguna resol-
vente con las cldusulas elegidas.

En el segundo paso, elegimos la cldusula C; = {—C(z,b)} que no genera ninguna
resolvente con las clausulas elegidas.

En el tercer paso, elegimos la cldusula C; = {B(f(x)),C(x, f(x))} que no genera
ninguna resolvente con las clausulas elegidas.

En el cuarto paso, elegimos la cldusula C¢ = {—A(z),C(y,z), B(y)} que genera las
siguientes resolventes:

» la resolvente de C¢ = {—A(z),C(y,z),7B(y)} vy C1 = {A(x)} con unificador
{x/z} es
C7 = {C(y,2),~B(y)}
= la resolvente de C¢ = {—A(z),C(y,z),~B(y)} y C4 = {-C(z,b)} aplicandole a

Ce la sustitucion {z/x} y unificando con {z/y,x/b} es {=A(b),—B(y)} que al
simplificarse con C; se transforma en

Cs = {~B(y)}

= la resolvente de C¢ = {—=A(z),C(y,z),7B(y)} vy C2 = {B(f(x)),C(x, f(x))} con
unificador {y/f(x)} es {=A(z),C(f(x),z),C(x, f(x))} que al simplificarse con C;
se transforma en

Co = {C(f(x),2),C(x, f(x))}
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La cldusula Cg subsume a las clausulas Cy, Cg y Cs.
En el quinto paso, elegimos la cldusula Cg = {—B(y) } que generacon C; = {B(f(x)),C(x, f(x))}
y unificador {y/ f(x) la resolvente

Cio = {C(x, F(x))}
que subsume las clausulas C; y Co.

En el sexto paso, elegimos la cldusula Cig = {C(x, f(x))} que no genera ninguna
resolvente.

Se ha terminado la saturacién sin encontrar la cldusula vacia. Por tanto, S es consis-
tente.

Para obtener un modelo nos fijamos en las cldusulas que quedan después de la satu-
racion: C; = {A(x)}, Cs = {=C(z,b)},Cs = {—B(y)} y C10 = {C(x, f(x)) }. El universo
de Herbrand es U = {b, f(b), f(f(b)), ... }. Sea T la interpretacién de Herbrand tal que
Al = U,B' = @y C' = {(x,f(x)) : x € U}. Facilmente se comprueba que Z es un
modelo de las cldusulas anteriores y del conjunto S.

Un modelo finito es 7/ = (U',I') con U’ = {0,1}, b = 1, f' = {(0,0),(1,0)},
A" =140,1}, B =@y ! ={(0,0),(1,0)}.

Ejercicio 42 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Para toda férmula F, toda subformula G de F y toda variable libre x de G, se tiene que x
es una variable libre de F.

2. Para toda formula F y toda formula G, se tiene (3x)[F A G] = (Ix)F A (3x)G.
3. Para ninguna formula F y ninguna férmula G, se tiene (3x)[F A G] = (3x)F A (3x)G.

Solucién:

Apartado 1 Es falso como se observa tomando como F la férmula (Vx)P(x) y como
G la formula P(x). Entonces, G es una subférmula de F y x es una variable libre de G
que no es una variable libre de F.

Apartado 2 Es falso como se observa tomando como F la férmula P(x) y como G la
formula Q(x). Entonces (3x)[F A G| # (3x)F A (3x)G ya que hay interpretaciones en
las que se verifica (3x)P(x) A (3x)Q(x) y no se verifica (3x)[P(x) A Q(x)]. Por ejemplo,
7= (U1I)conU=1{0,1}, Pl = {0} y Q' = {1}.

Apartado 2 Es falso como se observa tomando como F y G la misma férmula. Otro
contraejemplo consiste en tomar como F 6 G una férmula en la que no ocurra la variable
X.

Ejercicio 43 Decidir, por resolucion, si la formula

(Vx)(Fy) (V2)[P(z,y) = ~P(z,x)]
es consecuencia légica de la formula
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(Fy) (Vx)[P(x,y) < P(x,x)].

Solucidon:
Lo decidiremos por resolucién. Para ello calculamos las formas clausales de la hip6-
tesis y de la negacion de 1s conclusion.

(3y) (Vx)[P(x,y) < P(x,x)]
(Fy)(V)[(P(x,y) — P(x,x)) A (P(x,x) — P(x,y)]
(Fy) (V) [(=P(x,y) V P(x, x))

sat  (YxX)[(=P(x,a) V P(x,x)) A (=

—(Vx)(Jy)(Vz)[P(z,y) < —P(z,x)]
= ~(Vx)(3y)(V2)[(P(z,y) — —P(z,x)) A (=P(z,x) — P(z,y))]
= (V%) 3y)(V2)[(=P(z,y) V =P(z,x)) A (==P(z,x) V P(z,y))]
= (3x)(Vy)(32)[~((=P(z,y) V =P(z,x)) A (P(z,x) V P(z,y)))]
= (3x)(Vy)(32)[~(=P(z,y) V =P(z,x)) V~(P(z,x) V P(z,y))]
= (3)(Vy)(32)[(=~P(z,y) A ==P(z,x)) V (=P(z,x) A =P(z,y))]
= (30)(Vy)(32)[(P(z,y) AP(z,x)) V (=P(z,x) A =P(z,y))]
= (3x)(Vy)(32)[(P(z,y) V (=P(z,x) A=P(z,y))) A (P(z,x) V (=P(z,x) A =P(z,y)))]
= (3) (V) (32)[(P(z,y) V —=P(z,x)) A (P(z,y) V =P(z,y))A
(P(z,x)V=P(z,x)) A (P(z,x) V—=P(z,y))]
=t (Vy)(32)[(P(z,y) V=P(z,0)) A (P(z,y) V=P(z,y))A
(P(z,b) V =P(z,b)) A (P(z,b) V =P(z,y))]
=t (VW)(P(f(v),y) V-P(f(y),0) AP(f(y),y) vV =P(f(y),y)A
(P(f(y),b) vV =P(f(y),b)) AN(P(f(y),b) vV =P(f(y),y))]
= {P(f(y)y), ~P(f(v),b) L, {P(f(W), ¥), ~P(f(y). )},
{P(f(y),0), =P(f(y),0)},{P(f(y),b), ~P(f(y).y)}}

La conclusién es consecuencia de la hipétesis syss el conjunto S formado por las
clausulas obtenidas es inconsistente. Las cldusulas obtenidas son

G = {~P(x,a),P(x,x)}
Cy ={-P(x,x),P(x,a)}
Cs ={P(f(y),y), ~P(f(y),
Cy
Cs = {P(f(y),b),~P(f(
Co = {P(f(y),b),~P(f(¥).y)}

Para decidir la consistencia de S pueden ignorarse las clausulas C4 y Cs porque son
tautoldgicas. Vamos a calcular la saturacién de S por resolucion.

En el primer paso, elegimos la clausula C; = {—P(x,a), P(x,x)} que no genera nin-
guna resolvente no—-tautolégica con las cldusulas elegidas.

En el segundo paso, elegimos la clausula C, = {—P(x,x),P(x,a)} que no genera
ninguna resolvente no—-tautoldgica con las clausulas elegidas.

I
~=
i)
—
-
~~
<
—
<
—
J
i~
—
-
~~
SRS
~— —
SIS
N— — —
=
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En el tercer paso, elegimos la cldusula C3 = {P(f(v),y), =P(f(y),b)}. La tnica re-
solvente no-tautolégica de Cs con las cldusulas elegidas es

C7 = {=P(f(a),b),P(f(a), f(a))}
resolvente de C3 con C; = {—P(x,a), P(x,x)} usando el unificador {y/a,x/f(a)}.
En el cuarto paso, elegimos la cldusula C¢ = {P(f(y),b), =P(f(y),y)}. La tnica re-
solvente no—tautolédgica de Cg con las clausulas elegidas es

Cs = {P(f(a),b), ~P(f(a), f(a))}
resolvente de Cq con C; = {—P(x, x), P(x,a)} usando el unificador {y/a,x/f(a)}.
En el quinto paso, elegimos la cldusula C; = {—=P(f(a),b), P(f(a), f(a))}. Las resol-
ventes no—tautolégicas de C7 con las clausulas elegidas son

= {P(f(a), f(a)),~P(f(a),a)} resolvente de C7y C¢ = { P(f(y),b), ~P(f(y),y)} con
unificador {y/a}. La resolvente estd subsumida en C; = {—P(x,a), P(x,x)} y se

elimina.

» {=P(f(a),b),P(f(a),a)} resolvente de C; y C, = {—P(x,x), P(x,a)} con unifica-
dorl{x(f(a)}. La resolvente estda subsumida en C3 = {P(f(v),y),~P(f(y),b)} y
se elimina.

En el sexto paso, elegimos la clausula Cg = {P(f(a),b), =P(f(a), f(a))}. Las resol-
ventes no-tautoldgicas de Cy con las clausulas elegidas son

= {=P(f(a), f(a)),P(f(a),a)} resolvente de Cg y C3 = {P(f(y), y), ~P(f(y),b) } con

unificador {y/a}. La resolvente estd subsumida en C; = {-P(x,x),P(x,a)} y se
elimina.

= {P(f(a),b),~P(f(a),a)} resolvente de Cg y C; = {—P(x,a), P(x,x)} con unifica-
dorl{x(f(a)}. La resolvente estd subsumida en C¢ = {P(f(y),b), =P(f(y),y)} y

Se ha terminado la saturacién sin encontrar la cldusula vacia. Por tanto, S es consis-
tente y se verifica que (Jy)(Vx)[P(x,y) < P(x,x)] £ (Vx)(3y)(Vz)[P(z,y) < —P(z,x)]

Para obtener un contramodelo nos fijamos en las cldusulas que quedan después de
la saturacién:

C1 ={-P(x,a),P(x,x)}

Cy ={-P(x,x),P(x,a)}

Cs ={P(f(y),y),~P(f(y),b)}
Co ={P(f(y),b),~P(f(y),y)}
Cz =A{-P(f(a), ),P(fga),f(a))}

Cg = {P(f(a),b),=P(f(a),f(a))}
Un modelo de las clausulas anteriores es Z = (U, I) con U = {0},a! = 0,b' =0,
f1'=1{(0,0)} y P! = @. Se tiene que
T = (3y)(vx)[P(x,y) < P(x,x)]
T ¥ (vx)(3y)(vz)[P(z,y) < —P(zx)]
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Ejercicio 44 Probar mediante deduccion natural:

L. (p—=r)V(g—s)E(pnrg) — (rVs)
2. {(Vx)[P(x) — (R(x) — S(x))], (3x)[P(x) V =R(x)]} = (3x)[R(x) — S(x)]

Solucidn:

Apartado1: (p — 1)V (g —s) E(pAg) — (rVs)

Apartado 2: {(Vx)[P(x) — (R(x) — S(x))], (3x)[P(x)V =R(x)]}

5(x)]

1 (p—r)V(g—s) Premisa

2 pNg Supuesto
3 p—r Supuesto
4 p EA2

5 r E— 3,4

6 rvVs V5

7 qg—s Supuesto
8 g EA2

9 s E— 3,4
10 rVs V5

11 rVs EV1,3—-6,7—10
12 (pANg) — (rVvs) 1—=2-11

= (Bx)[R(x) —
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1 (Vx)[P(x) — (R(x) — S(x))] Premisa

2 (Ix)[P(x) V =R(x)] Premisa

3 actual i, P(i) V —=R(i) Supuesto

4 P(i) Supuesto

5 P(i) — (R(i) — S(i)) EV 1

6 R(i) — S(i) E— 5,4

7 —R(i) Supuesto

8 R(i) Supuesto

9 L E-7,8

10 (i) EL9

11 R(i) — S(i) I— 8 — 10
12 R(i) — S(i) EV3,4—67—11
13 (Ix)[R(x) — S(x)] 1312

14 (Ix)[R(x) — S(x)] E32,3-13
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Examen de Abril de 2005 (primer parcial)

Ejercicio 45 Sea F la formula p V q < —r. Calcular una forma normal conjuntiva de F y, a
partir de ella, determinar los contramodelos de F y decidir si F es una tautologia.

Solucién:
Célculo de la forma normal conjuntiva:

(pVg——r)A(-r—pVyg) [por (1)]
(~(pVg)V-r)A(~=rVpVy) [por (2)]
(FpA=q)V=r)A(rVpVag) [por (3) y (5)]
((=pV=r)A(=gV—r))A(rVpVg) [por(7)]

Los contramodelos de F son
pliq|r

L1 1
I, 11
I3/0]0|0

Por tanto, F no es una tautologia.

Ejercicio 46 Decidir, mediante deduccion natural, si {p — r,v — —q} = =~(p A q).

Solucidon:

1 p—r premisa
2 r— g premisa
3 pAgq supuesto
4 p EA3

5 g EA3

6 r E—1,4
7 g E— 2,6
8 L E-7,5
9 =(pAg) I-3—-38

Ejercicio 47 Decidir, mediante tableros semdnticos, si {p — r,q —»r} =EpVqg—r.
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Solucién:
El problema se reduce a decidirsi {p — r,q — r,~(pV q — r)} es inconsistente; es
decir, si tiene un tablero completo cerrado.
p—r
q—r
~((pvg) =)
pVa(3)
- (3)

AR .

Cerrada
8.9 (2) 9.7 (2)
Cerrada
10.p (4) 11.4 (4)
Cerrada Cerrada

Como el tablero completo es cerrado, la relaciéon de consecuencia se verifica.

Ejercicio 48 ,Es cierto que si F — G y F son satisfacibles, entonces G es satisfacible? Si es
cierto, dar una explicacion. Si no es cierto, dar un contraejemplo.

Solucién:
Es falso. Un contraejemplo consisteen F := py G := p A =p ya que entonces F — G
y F son satisfacibles (con el modelo I tal que I(p) = 0) pero G es insatisfacible.

Ejercicio 49 Demostrar por deduccion natural con Jape
1. pvVg—qVrEpvVvr.
2. (p—4q) = ((=2p = q) — 9)-

Solucién:
Solucién del apartado 1. p Vg, qVrkEpVr
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1 pvyg premisa

2 —pVr premisa

3 p supuesto

4 pVr vV 3

5 ¢ supuesto

6 —q supuesto

7L E-6,5

8 pVr EL7

9 r supuesto

10 pvr V9

11 pVr EV2,6-89-10
12 pvVvr EV1,3-4,5-11

Solucién del apartado 2. - (p — q) — ((=p — q) — q)

1 p—yg supuesto
2 p—q supuesto
3 g supuesto
4 —p MT1,3

5 ¢q E—2,4
6 L E-3,5

7 q RAA3 — 6
8 (p—q) —q l—-2-7
9 (p—q)—((p—9q) —9q) I—-1-8

Ejercicio 50 Demostrar por deduccién natural con Jape
L (pV(@—p))Aatp.
2. ~(pAq)Fp—q.

Solucién:
Solucién del apartado 1. (pV (g — p)) AqEp
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(pV(g—p)) ANg premisa
pV(g—rp) EA1

supuesto

q—p supuesto
EA1
E— 4,5
EV23-3,4-6

~N (OO G BN

Solucién del apartado 2. = (p A—q) Fp — g

1 —(pA—q) premisa

2 p supuesto
3 g supuesto
4 pAN—q IN2,3

5 1 E-1,4

6 ¢ RAA3 -5
7 p—gq |—2—-6
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Examen de Junio de 2005 (segundo parcial)

Ejercicio 51 Decidir, mediante deduccion natural, si

{(vx)[R(x) — Q(x)], (3x)[P(x) A =Q(x)]} |+ (3x)[P(x) A =R(x)].

Ejercicio 52 Decidir, mediante resolucion, si

{((vx)P(x)) = (v¥)Q(x))} = (Vo) [P(x) — Q(x)]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir de la resolucion.

Ejercicio 53 Decidir, mediante resolucion, si la siguiente formula es vilida
=(Vx)(Vy)(3z)[R(x,y) A (R(y,z) — —R(z,2))]

Obtener, a partir de la resolucion, un contramodelo en el caso de que no sea vdlida.

Ejercicio 54 Decidir, mediante tableros semdnticos, si

~(3x)P(x) = (Vy)[((32)P(2)) — P(y)].

Ejercicio 55 Demostrar por deduccion natural con Jape

1. 3x.(P(x) — ¥y.Q(y)) F Ix.Vy.(P(x) — Qy))
2. Jy.Fz.(Vx.=R(x,y) V Vx.=R(x,z)) F =Vy.Vz.3x.(R(x,y) A R(x,z))

Ejercicio 56 Demostrar por deduccion natural con Jape
1. 3x.(P(x) — Yy.(P(y) — Q(y))), ~3x.Q(x) F =Vx.P(x)
2. =3x.(P(x) A =Vy.(Q(y) — R(x,y))), Ix.(P(x) A Jy.—~R(x,y)) F Fx.—Q(x)
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Ejercicio 57 Decidir, mediante tablero semdntico, si

{-pr—@nAr)}tEq—p

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir del tablero.

Solucién:
El tablero seméntico correspondiente a la relacién de consecuencia es

—p—(qgAT1),=(9 — p)
\
—p— (qA71),q,~p

PP |4, P

Cerrada

|
Abierta

A partir de la hoja abierta {r, g, —p} se tiene que la interpretacion I tal que

I(p) =0,1(q) = 1,1(r) =1

es un contramodelo de la relacién y, por tanto,

{p—=@nAr)}Eg—p

Ejercicio 58 Decidir, mediante resolucion, si

(F)EY)[(R(x,y) v P(x,y)) — (V2)(Vw) [R(z, w) A Q(z,w)]]

es consecuencia légica de

~(3x)(FY)[Q(x,y) — P(x,y)]
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir de la resolucion.

Solucién:
En primer lugar se calcula la forma clausal de la premisa:
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~(3x)(3y)[Q(x,y) — Plx,y)]
(V) (Vy)~(Q(x,y) — P(x,y))
(V) (Vy)[Q(x,y) A =~P(x,y)]
{QM )} {=P(x,y)}}

En segundo lugar se calcula la forma clausal de la negacién de la conclusion:

—(30)(FY)[(R(x, y) vV P(x,y)) — (V2) (Vw)[R(z,w) A Q(z, w)]]

= (v0)(vy)~((R(x,y) V P(x,y)) — (V2)(Vw)[R(z,w) A Q(z, w)])

= (V) ()[(R(x,y) v P(x,y)) A= (Vz) (Vw)[R(z,w) A Q(z,w)]]

= (V) ("W)[(R(x,y) vV P(x,y)) A (32) (Fw)=(R(z,w) A Q(z,w))]

= (V) ()[R(x,y) vV P(x,y)] A (Fz)(Fw) [~R(z,w) V ~Q(z, W)]]

= (V) ()[R(x,y) vV P(x,y)] A (Vx)(Vy) (Fz) (Fw) [-R(z, w) V =Q(z, w)]

=sat (VX)(VY)[R(x,y) V P(x,y)] A (V) (Vy) (Fw) [~R(f (x, ), w) V ﬂQ(f(x,y)/ v)]
=sat (VX)(Vy)[R(x,y) V P(x,y)] A (V) (YY) [=R(f(x,y),8(x,y)) V ~Q(f (x,y),8(x, y
= () (W)(R(xy) v P(x,)) A (R(F(x,y),8(0 1) V ~QF(x,9),8(x,y)))]

{R(x,y), P(x, )}, {~R(f(x,y),8(x, ’)) Qf(x,v),8(x,v))}}

El problema de decidir si se verifica la relaciéon de consecuencias se reduce al de
decidir si el conjunto S de las cldusulas obtenidas es inconsistente. Este tltimo problema
se reduce a determinar si se puede obtener la clausula vacia por resolucién a partir de
S.

Veamos como puede obtenerse la cldusula vacia por resolucién a partir de S. Los
elementos de S son

G =1{Qxy)}
C = {~P(xy);
Cs :={R(x,y), P(x,y)}

Cy = {=R(f(xy),8(x,y), ~Q(f (x,¥), 8(x,y))}

Por resolucién de C; y Cs se obtiene

Cs:= {R(x,y)}
Por resoluciéon de Cs y C4 aplicando a Cs el renombramiento {x/x’,y/y'} y usando el
unificador {x'/ f(x,v),y’'/g(x,y)} se obtiene

Co := {~Q(f(x,¥),8(x,¥))}
Por resolucion de Cq y Cp aplicando a C; el renombramiento {x/x’,y/y'} y usando el
unificador {x'/ f(x,y),y'/g(x,y)} se obtiene

C7 =0

Ejercicio 59 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Si F es una férmula satisfacible, entonces todas las subformulas de F son satisfacibles.

2. Existen formulas vdlidas tales que todas sus subférmulas son vdlidas.
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Solucién:

Solucién del apartado 1: La proposicién es falsa. Un contraejemplo es la férmula
F := —(p A —p). La férmula F es satisfacible (de hecho, F es vélida) y la subférmula
p A —p de F no es satisfacible.

Solucién del apartado 2: La proposicion es falsa ya que toda férmula tiene alguna
subférmula atémica y para cada férmula atémica existe alguna interpretaciéon en la que
no se verifica.

Ejercicio 60 Se sabe que:
» Si todo el que estudia aprueba, entonces todo el que estudia recibe un regalo.
= Hay quien estudia y no recibe ningiin regalo.
= No es verdad que todo el que estudia aprueba.

Formalizar los conocimientos anteriores y probar que el conjunto de férmulas obtenidas es con-
sistente, proporcionando una estructura que sea modelo de cada una de las formulas.

Solucién:
Para la formalizacién, usaremos el siguiente lenguaje:

E(x) : “xestudia”
A(x) : “x aprueba”
R(x) : “x recibe un regalo”

Las férmulas correspondientes a los conocimientos del problema son:

(Vx)[E(x) — A(x)] — (Yy)[E(y) — R(y)]
(3x)[E(x) A =~R(x)]
~(Vx)[E(x) — A(x)]

Buscaremos el modelo mediante el método de los tableros seménticos:



64 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

4. ~(Vx)[E(x) — A(x)] (1) 5. (Vy)[E(y) — R(y)] (1)
6. E(a)A—R(a) (2)

7. E(a) (6)

8. —R(a) (6)

9. —(E(b) — A(b)) (3)

10. E(b) (9)

11. —A(b) (9)

La rama izquierda es una rama completa y abierta. Por tanto, se puede extraer un
modelo a partir de dicha rama. El universo es U = {a,b} y la interpretacién de las
relaciones es I(E) = {a,b}, I(A) = @, I(R) = @. Ademds, al no distinguirse b de a
en las interpretaciones puede identificarse con a dando lugar a un nuevo modelo con
universo U’ = {a} e interpretaciones I'(E) = {a}, I'(A) =@, I'(R) = Q.

Ejercicio 61 Probar mediante deduccion natural:
1. pA=(g—r)FE(pAg)AN-r
2. =(Vx)P(x) F (3x)=P(x)
3. {(¥)(W)(G2)R(,2) — R(x,)), G)ER(xy)} F (¥)(¥)R(x,Y)

Solucién:
Solucién del apartado 1: p A —(g — 1) = (pAg) A —r
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1 pA-(g—r) premisa

2 p EA1

3 g supuesto

4 =(g—r) EAn1

5 ¢ supuesto

6 supuesto

7 L E-5,3

8 r RAA6 -7
9 g—r [—5—-8
10 L E-4,9

11 ¢ RAA3 —-10
12 pAg IN2,11

13 r supuesto

14 —(g—r) EA1

15 g supuesto

16 r hipotesis 13
17 g—r [— 15 —16
18 L E—- 14,17
19 —r [-13 -18
20 (pAg)A-—r IA 12,19

Solucién del apartado 2: —(Vx)P(x) F (3x)-P(x)
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1 —(Vx)P(x) premisa

2 —(3Ix)=P(x) supuesto

3 actual: supuesto
4  =P(i) supuesto

5 (Jx)—P(x) 94,3

6 L E-2,5

7 P> RAA4 — 6
8 (Vx)P(x) V3 -7

9 L E-1,8

10 (3x)-P(x) RAA2 —9

Solucién del apartado 3:

{(v0)(vy)[((F2)R(y, 2)) = R(x,y)], Bx)(Fy)R(x,y)} F (Vo) (Vy)R(x,y)

1 ()(W)((E2)RW,2) — R(x,y)]  premisa

2 (I)(Fy)R(x,y) supuesto

3 actuala supuesto

4 actualb supuesto

5 actualc, (3y)R(c,y) supuestos

6 actuald,R(c,d) supuestos

7 (WIEDRWZ) — R@y)]  EV13

8 ((3z)R(b,z)) — R(a,b) EV 7,4

0 (WI(FRW,2) — Rby)]  EV1A

10 ((3z)R(c,z)) — R(b,¢)] EV9,5,1

11 R(b,c) E— 10,52
12 (32)R(b,z) 1311,5,1

13 R(a,b) E— 8,12

14 R(a,b) E35,2,6 — 13
15 R(a,b) E32,5- 14
16 (Vy)R(a,y) V4 —15

17 (Vx)(Yy)R(x,y) V3 —16
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Ejercicio 62 Decidir, mediante tablero semdntico, si
L A{r—=~(pA—q), (p—1)—=(mqger)ArtEg
2 E((p—=q) —r)—(q—r)

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir del tablero.

Solucién:
Apartado 1. El tablero correpondiente al primer apartado es

1.r — =(pA—gq)
2((p—r) = (nger))Ar

3. g
4(p—r)—(ger) (2)
5. —r (2)
6.-(p—r) (4 7.0q —r (4)
8.p (6)
9. —r (6)
10. —r (1) 11. =(pA—g) (1)
Abierta
{p,~q,—-r}

Puesto que el tablero tiene una rama abierta, resulta que
{r—=(pA=q), (p—r) = (mg =) AT} Fg
Un contramodelo es la valoraciéon v tal que v(p) = 1,v(q) =0y v(r) = 0.

Apartado 2. El tablero correpondiente al segundo apartado es
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—(((p—q)—r)—(g—71))

1.
2. (p—q)—r (1)
3. (g —r) (1)
4 q (3)
5. —r (3)
6. “(p—9q) (2 7. r (2)
8. p (6) Cerrada
9. —g (6) Gy7)
Cerrada
(4y9)

Puesto que el tablero es cerrado, resulta que

F((p—q)—r)—@—r)

Ejercicio 63 Decidir, mediante resolucion, si

= (3)(vy) (V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x)))]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelo a partir de la resolucion.

Solucion:
La formula

(3x) (V) (V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x)))]

es valida syss

{=(3) (vy)(V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x))]}
es inconsistente. Para decidir su consistencia, empezamos calculando su forma clausu-
lar.

(Vx)(ﬂy)(HZ)[
(Vx)(3y) (32)|
(VX)EH}/ 2)[(=

)(3
sat (Vx) (_'P(f( ))
{{-P(f(x

Una demostracion por resolucién es
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1 {~P(f(x)),Q(3(x))} Hipotesis
2 {P(x)} Hipotesis
3 {-Q(x)} Hipotesis
4 {Q(g(x))} Resolvente de 1y 2 con 6, = [x/x2] y 0 = [x2/ f(x)]
5 0 Resolvente de 3y 4 con 6 = [x/x3] y 0 = [x3/g(x)]

Al obtenerse la cldusula vacia por resolucién a partir de la forma clausular de

{=3)(vy) (V2)[(P(y) — Q(z)) — (P(x) — Q(x)))]}

resulta que el conjunto es inconsistente y, por tanto,

= (3)(vy) (V2)[(P(y) — Q(z)) — (P(x) — Q(x)))]

Ejercicio 64 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Para todo conjunto de formula S y para toda formula F se verifica que si S = F entonces
S = —F.

2. Para toda formula F se tiene que si G es una forma de Skolem de F entonces |= F < G.

Solucién:

Solucién del apartado 1. El apartado 1 es falso. Un ejemplo que lo refuta consiste en
tomar como S el conjunto @ y como F la férmula p, ya que @ [~ p (un contramodelo es
la valoracién v tal que v(p) = 0) y @ = —p (un contramodelo es la valoraciéon v tal que
o(p) = 1)

Solucién del apartado 2. El apartado 2 es falso. Un ejemplo que lo refuta consiste en
tomar como F la féormula (3x)P(x) y como G la férmula P(a), ya que = (3x)P(x) <
P(a) (un contramodelo es la interpretacién Z = (U,I) con U = {1,2},al =1y P! =

{2}

Ejercicio 65 En una pecera nadan una serie de peces. Se observa que:

1. Hay algiin pez x que para cualquier pez y, si el pez x no se come al pez y entonces existe
un pez z tal que z es un tiburén o bien z protege al pez y.

2. No hay ningiin pez que se coma a todos los demds.
3. Ningiin pez protege a ninguin otro.

Decidir, utilizando el método de resolucion, si de las observaciones se deduce que existe algiin
tiburdn en la pecera.

(NOTA: En la formalizacién, usar el siquiente glosario C(x,y) significa que “x se come a y”,
P(x,y) significa que “x protege a y” y T(x) significa que “x es un tiburén”.)

Solucién:
La formalizacién de las observaciones y de la negacién de la conclusion es:
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1. Hay algtn pez x que para cualquier pez y, si el pez x no se come al pez y entonces
existe un pez z tal que z es un tiburén o bien z protege al pez y.

(30) (V) [~C(x,y) — (32)[T(2) V P(z,y)]]-
2. No hay ningtn pez que se coma a todos los demas.
~(3) (Vy)Clx, ).
3. Ningun pez protege a ningtn otro.
~(3x)(Fy)P(x,y)-
4. No existe ningtn tiburén en la pecera.
—(3x)T(x).

Para aplicar la resolucién, se necesita calcular las formas clausulares de las férmulas
anteriores.

(3x)(Vy)[~C(x,y) — (32)[T(z) V P(z,y)]]
= (3)(Vy)[-~Clx,y) vV (F2)[T(2) V P(z,y)]]
= (I)(Vy)[C(x,y) vV (F2)[T(2) V P(z,y)]]
= (I)(Vy)(32)[C(x,y) VT(z) V P(z,y)]
=t (Yy)(32)[C(a,y) VT (z)V P(z,vy)] a constante de Skolem
=t (Y9)[C(a,y) VT(f(y))VP(f(y)y)] f funcién de Skolem
=" {{Cla,y), T(Fy)), PUFw) )}
~(3x) (Vy)C(x,y)

= (Vx)(Jy)-C(x,y)
=t (Vx)-C(x,g(x)) g funcion de Skolem
=" {{~Clx )}

—(3x)(3y)P(x, v)
= (Vx)(Vy)=P(x,y)
= {{-P(x,y)}}

=(3x)T(x)
= (Vx)-T(x)
= {{-T(x)}}

Una demostracion por resolucion a partir de las cldusulas anteriores es

1 {Ca,y), T(f(y)),P(f(y).,y)} Hipotesis
2 {-C(x,g(x))} Hipotesis
3 {-P(x,y)} Hip6tesis
4 {-T(x)} Hipoétesis
5 {C(a,vy),P(f(y),y)} Resolvente de4y 1 cono = [x/f(y)]
6 {P(f(g(a)),g(a))} Resolvente de 5y 2 cono = [x/a,y/g(a)]
7 O Resolvente de 6 y 3 con o = [x/g(a),y/g(a)]
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Por tanto, de las observaciones se deduce que existe algtn tiburén en la pecera.

Ejercicio 66 Probar mediante deduccion natural:

LE((p—@A-T)—p)—p

2. 3X( (x) A=Q(x)) — Vy.(P(y) — R(y)),
Fx.(P(x) A S(x)),
v (P(x) = =R()
= 3x.(S(x) A Q(x))
3. = —=3xNMy.(P(y,x) < =P(y,y))
Solucién:

Solucién del apartado 1: - ((p — (g A7) — p) — p
1 pV-p LEM
2 p supuesto
3 (p—=@A-1)—vp supuesto
4 p hyp2
5 ((p—=(qA-r)—p)—p 1-3-4
6 -p supuesto
7 (p—=(@gA-1)—p supuesto
8 —(p—(gN-r)) MTeé,7
9 vp supuesto
10 L E-9,6
11 gA-r EL 10
12 p—(gN-r) |—9—11
13 L E-12,8
14 p EL 13
15 (p—=(qgA-r)—p)—p 1-7-14

(
16 (p—(@q@A-T)—p)—p

Solucién del apartado 2: Jx.(P(
Ix.(P(x
(P(

EvVv1,2-56-15
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1 (3)[P(x) A Q)] — (W)[P(y) - R(y)]  premisa
2 (Ix)[P(x) AS(x)] premisa

3 (Vx)[P(x) — —R(x)] premisa

4 actual i, P(i) A S(i) supuesto

5 S(i) EA 4

6 —Q(i) supuesto

7 P(i) EA4

8 P(i) A —Q(i) IN7,6

9  (3x)[P(x) A =Q(x)] 37,6

10 (vy)[P(y) — R(y)] E—1,9

11 P(i) — R(i) EV 10,4

12 P(i) — —R(i) EV 3,4

13 R(i) E—11,7
14 —R(i) E— 12,7
15 L E-13,14
16 Qi) RAA 6 — 15
17 S(>i) A Q(i) IN5,16

18 (Fx)[S(x) A Q(x)] 1317, 4

19 (Fx)[S(x) A Q(x)] E32,4—-18

Solucién del apartado 3: - =3x.Vy.(P(y, x) < =P(y,y))
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T G0 (W)Pyx) — Plyy)]  supuesto

2 actuali, (Vy)[P(y,i) <> =P(y,y)] supuestos

3 P(i,i) < ~P(i,i) EV 2

4 P(i,i) vV -P(i,i) LEM

5 P(i,i) supuesto

6 P(i,i) — —P(i,i) E<~3

7 =P(i,i) E— 6,5

8 L E-5,7

9 =P(i,i) supuesto

10 —P(i,i) — P(i,i) E<~3

11 P(i,i) E— 10,9

12 1 E-11,9

13 L EV4,5-8,9-12
14 1 EJ1,2-13
15 —(3x)(Vy)[P(y,x) < ~P(y,y)] E-1-14
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Ejercicio 67 Probar mediante deduccion natural (usando Jape si lo deseas)
LE(p—=—g)A(p—-1)=(p—(qVr))
2. Vx.(3y.R(x,y) — Fy.(Vz.R(y,z) AR(x,y))), Ix.3y.R(x,y) - Ix.Vy.R(x, y)
3. Vx.(P(x) — Vy.(Q(y) — R(x,y))), Ix.(P(x) A Jy.—R(x,y)) F ~Vx.Q(x)

Solucién:
Solucién del apartado 1: - (p — —q) A (p — —r) — (p — ~(q V1))

L (p——q)N(p— —r) supuesto
2 p supuesto
3 qVr supuesto
4 q supuesto
5 p—q EA1

6 g E— 5,2
1 E-4,6

8 r supuesto
9 p— v EA1

10 —r E—9,8
1 °L E- 8,10
12 1L EV3,4—-7,8—-11
13 ~(qVr) =312
14 p——(qVr) |- 2-13
15 (p—=—-qg)AN(p—-r)—=(p—~(qgVr)) 1—-1-14

Solucién del apartado 2:

Vx.(Jy.R(x,y) — Fy.(Vz.R(y,z) AR(x,y))), Ix.Ty.R(x,y) F Ix.Vy.R(x,y)
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1 Vx.(3y.R(x,y) — Jy.(Vz.R(y,z) AR(x,y))) premisa

2 Ix3y.R(x,y) premisa

3 actual j,3y.R(j,y) supuesto

4  3Jy.R(j,y) — Jy.(Vz.R(y,z) AR(j,y)) EV1,21

5  Jy.(Vz.R(y,z) AR(j,y)) E— 4,22
6 actual k,Vz.R(k,z) A R(j, k) supuesto

7  Vz.R(k,z) EA 6,2

8 dx.Vy.R(x,y) 137

9 IxVy.R(x,y) E36—38
10 dx.Vy.R(x,vy) E32,3-9

Solucién del apartado 3:
Vx.(P(x) — Vy.(Q(y) — R(x,y))),3x.(P(x) A Jy.=R(x,y)) F =Vx.Q(x)

1 W (P(x) — Vi (Q(y) — R(x,y))) premisa

2 dx.(P(x) AJy.mR(x,y)) premisa

3 Vx.Q(x) supuesto

4 actual i, P(i) A Jy.—R(i,y) supuesto

5 Jy.—R(i,y) EA 4

6 actual j, =R(3,j) supuesto

7 P(i) = ¥.(Qy) — R(iy)) BV 1,41

8 P(i) EA 4.2

9 V.(Qly) — R(iy)) E—7,8

10 Q(j) — R(i,j) EV9,6,1

11 Q(j) EV 3,6,1

12 R(i,j) E— 10,11
13 L E-5,2,12
14 1 EJ5,6 —13
15 1 EJ2,4—14
16 —Vx.Q(x) -3 —15
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Ejercicio 68 Mediante tableros semdnticos, determinar cudles de las siquientes formulas son
tautologias y calcular una forma normal conjuntiva de las que no lo sean.

1L ((mp—=q)V(~g—71))— (-r—(pVq))
2. (kp—=q)V(g—r1) = ((-pV—q) —7)

Solucién:
Solucién del apartado 1: El arbol seméntico correspondiente a la negacién de la f6r-
mula es

~(((p=q) V(g —71) = (or = (pV9)))
(cp—=q) V(g — ‘r)ﬁ(ﬁr —(pVva)
(P =) V(g L r),—r,=(pVy)
(cp—aq)V (ﬂqL r),orop, g

’—\p—>q,—\r,—|p,—\q‘ ’—\qﬁr,—\r,—\p,—\q‘

B N I e e e e ]

Cerrada Cerrada Cerrada Cerrada

Como todas las ramas son cerradas, la férmula dada es una tautologia.
Solucién del apartado 2: El 4rbol semantico correspondiente a la negaciéon de la
féormula es
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—(((rp—=q) V(=g —71) = ((=pV—q) —7))
\
(p—=qg)V(~qg—71),~((-pV—q)—71)
\

(mp—=q) V(=g —71),-pV g, -r

—p—q,7pV g, —q —1,~pV g,

o4, op Y g,

r,opV ﬂq,ﬂr‘

| ——p,op Vg, | ‘

|

q,~pV —q,-r]

— =g, q,p V =g, —r Cerrada
p, p\/ ql r‘ q/_‘p;—\r‘ ql_‘q/_\r‘ ‘
|
p,—p,r ‘ p,—q,r ‘ Abierta Cerrada |9 7P, 7 ‘ q,7q,r ‘
Cerrada  Abierta Abierta  Cerrada

Como hay ramas abiertas, la forma dada no es tautologia.

A partir del tablero podemos calcula una forma normal conjuntiva de la férmu-
la dada F. La férmula inicial del tablero es —F y las hojas abiertas son {p, g, -t} y
{q,—p, —r}. Por tanto,

“F=(pA—-gA-r)V(gA—-pA-r)
Por consiguiente,

——F==((pA—qA-r)V(gA-pA-r))

F=(-pVqVr)A(-qVpVr))

Una forma normal conjuntiva de la férmula ((-p — q) V(g — r)) — ((—-pV
~q) —~r)es(mpVaVr)A(=qVpVr))
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Ejercicio 69 Demostrar o refutar las sigquientes proposiciones:

1. Sean Gy una forma normal disyuntiva de F; y G, una forma normal disyuntiva de F,. Si
Fy y F, son equivalentes, entonces G1 y Gy son formulas iguales.

2. Para toda férmula F se tiene que si Gy es una forma normal conjuntiva de F y G, es una
forma normal normal disyuntiva de F, entonces Gy y Gy son férmulas distintas.

Solucién:

Solucién del apartado 1: La proposicién es falsa. Para obterner un contraejemplo
se condideran F; como la férmula p, F, como la férmula p, G; como la férmula p y G
como la férmula p V q V —gq. Entonces, F; y F, son equivalentes, G; es una forma normal
diyuntiva de F;, G es una forma normal diyuntiva de F, y G no es igual que G».

Solucién del apartado 1: La proposicion es falsa. Para obterner un contraejemplo se
condideran como F, G; y G; la férmula p. Entonces, G es una forma normal conjuntiva
de F, G, es una forma normal normal disyuntiva de F y G; es igual que G,.

Ejercicio 70 Consideremos los dos siguientes enunciados en castellano
» Ey: Algunos robots sélo obedecen a los amigos del programador jefe.
= Ey: Todos los robots obedecen a los amigos del programador jefe.

y las cuatro férmulas que siguen

Vx)(Yy) [P(x) AS(y,¢) — R(x,y)]
3x)[P(x) A (YY) [R(x,y) — S(y,c)]]
VY)[S(y,¢) = ~(3x)[P(x) A =R(x,y)]]
3x) (V) [P(x) A =(R(x,y) A =S(y, )]

1. En una interpretacion adecuada, dos de las formulas formalizan Eq y las otras dos forma-
lizan Ey. Explicar cudl es la interpretacion y cudles son las férmulas que corresponden a
cada uno de los dos enunciados.

Fu: (
Fa: (
Fs: (
Fy: (

2. Demostrar, calculando sus forma clausales, que las dos férmulas correspondientes a Eq son
l6gicamente equivalentes. Hacer lo mismo con las dos formulas correspondientes a E,.

3. Consideremos ahora los nuevos enunciados:

» E3: Alvaro es amigo del programador jefe, pero Benito no le obedece.

» E4: Benito no es un robot.
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Demostrar, mediante resolucion, que E4 es consecuencia de E; y E3.

Solucién:
Solucién del apartado 1: La interpretacién adecuada de los simbolos de las férmulas
es

P(x) : x es un robot
R(x,y) :xobedeceay
S(x,y) :xesamigodey

c : el programador jefe

Las férmulas F; y F; representan el enunciado E; y las férmulas F, y F; representan el
enunciado E;.

Solucién del apartado 2: Para probar la equivalencia de las férmulas que represen-
tan el enunciado E,, calculamos una forma clausal de F;

(V) (Vy) [P(x) A S(y, ¢) — R(x,y)]
(V) (Vy) [~(P(x) A S(y,€)) V R(x, y)]
(V) (Vy) [(=P(x) V =5(y,¢)) V R(x,y)]
{{=P(x),=5(y, ), R(x,y) } }

y una forma clausal de F3

(Vy)[S(y,¢) = =~(3x)[P(x) A =R(x,y)]]

(Vy)[=S(y,¢) V ~(3x)[P(x) A =R(x,y)]]
(y,¢) v (vx )ﬂ(P(x)/\ﬁR(x,y))H

(y,¢) v (Vx)[=P(x)

(v, )

)

A
\
<
N—
—
f—

[
[=P(
c) V (Vx)[~P(x
x [ﬁS(y/ )V EﬁP

(x)
R(x,y))}

V-

v (x,y)]]
VR

}

Puesto que

{{=P(x), =5y, ¢), R(x,y) 1} = {{=S(y,¢), ~P(x), R(x,y)) } }

las férmulas F; y F3 son equivalentes.
Para probar la equivalencia de las férmulas que representan el enunciado E;, calcu-
lamos una forma clausal de F,

(3x)[P(x) A (Vy)[R(x,y) — S(y,c)]]
(3x)(Vy) [P(x) A (R(x,y)
(3x) (Vy)[P(x) A (=R

st (Vy)[P(a1) A (—R(ay,

y una forma clausal de F3
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Puesto que

{{P(a1)},{=R(a1,y),5(y,¢)}} = {{P(a1)}, {~R(a1,y),S(y,c)} }

las férmulas F; y F3 son equivalentes.

Solucién del apartado 3: Para la formalizaciéon ampliamos el vocabulario del apar-
tado 1 introduciendo la constante a para representar a Alvaro y la constante b para
representar a Benito.

La formalizacion del enunciado E3 es

S(a,c) N—R(b,a)

y su forma clausal es
{{8(a,c)}, {-R(b,a)}}

Para demostrar E, por resolucién consideramos la formalizaciéon de su negacion
—=P(b)

y calculamos su forma clausal
{{P(0)}}
Para demostrar mediante resolucién, que E4 es consecuencia de E; y E3, basta de-

mostrar que el conjunto formado por las formas clausales de E;, E3 y la negacién de E4
es inconsistente. Una demostracion por resolucién lineal es

1 {=P(x),~S(y,c),R(x,y)} Hipotesis E,

2 {S(a,c)} Hipotesis E3

3 {-R(b,a)} Hipotesis E3

4 {P(b)} Negacion de Eq4

5 {=P(b),—S(a,c)} Resolvente de3y 1 cono = {x/b,y/a}
6 {—S(a,c) Resolvente de 5y 4

7 O Resolvente de 6 y 2

Ejercicio 71 Se considera el siguiente argumento:

Todo deprimido que estima a un submarinista es listo.
Cualquiera que se estime a si mismo es listo.

Ningin deprimido se estima a si mismo.

Por tanto, ningiin deprimido estima a un submarinista.

Decidir, utilizando el método de resolucion, si el argumento es vilido. Si no es vilido encontrar
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una interpretacion en la que las premisas sean todas verdaderas y la conclusion sea falsa.
(NOTA: En la formalizacion, usar el siguiente vocabulario D(x) significa que x estd deprimido,
S(x) significa que x es submarinista, L(x) significa que x es listo y E(x, y) significa que x estima

ay.)

Solucidén:
La formalizacién de Todo deprimido que estima a un submarinista es listo es

(V) [D(x) A (Fy)[S(y) AE(x,y)] — L(x)]

El célculo de su forma clausal es

(V) [D(x) A (Fy)[S(y) AE(x,y)] — L(x)]
= (Vo)[~(D(x) A (3Y)[S(y) AE(x,y)]) V L(x)]
= (V)[(=D(x) vV =(3y)[S(y) NE(x,y)]) V L(x)]
= (Vo)[(=D(x) V (vy)~(S(y) NE(x,y))) V L(x)]
= (VO)[(=D(x) V (vy)(=S(y) v ~E(x,y))) V L(x)]
= (V0)(vy)[(=D(x) V (=5(y) V ~E(x,y))) V L(x)]

{{=D(x),=S(y), ~E(x,y), L(x)}}
La formalizacién de Cualquiera que se estime a si mismo es listo es
(Vx)[E(x,x) — L(x)]
El célculo de su forma clausal es
(Vx)[E(x,x) — L(x)]
= (Vx)[-E(x,x)V L(x)]
= {{-E(x,x),L(x)}}
La formalizaciéon de Ningiin deprimido se estima a si mismo es
—(3x)[D(x) N E(x, x)]
El célculo de su forma clausal es
—(3x)[D(x) A E(x, x)]

(Vx)=(D(x) A E(x,x))
(Vx)[-D(x) V =E(x, x)]

{{~D(x), ~E(x,x)}}
La formalizacién de Ningiin deprimido estima a un submarinista es
~(3x)(Fy)[D(x) AS(y) ANE(x,y)]
El célculo de la forma clausal de su negacién es
=(3x)(Fy) [D(x) A S(y) A E(x, )]

(3x) () [D(x) AS(y) AE(x,y)]
sat D(a) ANS(b) NE(a,b)

{{D(a)}, {S(b)}, {E(a,b)}}
El argumento es valido syss el conjunto formado por las clausulas anteriores es in-
consistente. Lo haremos por resolucién. En principio, las cldusulas usables son
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{7D(x), =5(y), —~E(x,y), L(x) }
{7E(x,x), L(x)}

{=D(x), ~E(x,x)}

{D(a) }

{S(b)}

{E(a,b)}

y no hay ninguna cldusula usada.

En el paso 1 elegimos la cldusula mds ligera de las usables, la 4, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sonla 1,2, 3,5y 6. La
usada es la 4.

En el paso 2 elegimos la clausula més ligera de las usables, la 5, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sonla 1,2, 3 y 6. Las usadas
sonla4yb5.

En el paso 3 elegimos la clausula més ligera de las usables, la 6, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables son la 1, 2 y 3. Las usadas
sonla4,5y6.

En el paso 4 elegimos la cldusula més ligera de las usables, la 2, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables son la 1 y 3. Las usadas
sonla2,4,5y6.

En el paso 5 elegimos la clausula més ligera de las usables, la 3, y al hacer resolucién
con las usadas se obtiene la resolvente

7 {—E(a,a)} Resolventede3y4conoc = {x/a}

NUT = WN -

Las usablessonla1ly 7. Lasusadassonla2,3,4,5y6.

En el paso 6 elegimos la cldusula més ligera de las usables, la 7, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables son la 1. Las usadas son la
2,4,5,6y7.

En el paso 7 elegimos la clausula més ligera de las usables, la 1, y al hacer resolucién
con las usadas se obtienen las resolventes

8 {-S(y),—E(a,y),L(a)} Resolventedely4conoc = {x/a}
9 {-D(x),—E(x,b),L(x)} Resolventedely5conc = {y/b}
10 {—=D(a),—~S(b),L(a)} Resolvente de 1y 6 con o = {x/a,y/b}

Las usables son la 8,9 y 10. Las usadas sonla1,2,3,4,5,6y7.
En el paso 8 elegimos la clausula més ligera de las usables, 1a 10, y al hacer resolucién
con las usadas se obtienen las resolventes

11 {=S(b),L(a)} Resolventede 10y 4
12 {=D(a),L(a)} Resolvente de 10y 5

La cldusula 11 subsume a la 10. Las usables son la 8,9, 11 y 12. Las usadas son la 1, 2, 3,
4,5,6y7.

En el paso 9 elegimos la clausula més ligera de las usables, la 11, y al hacer resolucién
con las usadas se obtienen la resolvente
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13 {L(a)} Resolventede1ly5

La clausula 13 subsume a la 8, 11 y 12. Las usables son la 9 y 13. Las usadas sonla 1, 2,
3,4,5,6y7.

En el paso 10 elegimos la cldusula mas ligera de las usables, la 13, y al hacer resolu-
cion con las usadas no se obtienen resolventes. Las usable es 1a 9. Las usadas sonla 1, 2,
3,4,5,6,7y13.

En el paso 11 elegimos la cldusula més ligera de las usables, la 9, y al hacer resolucién
con las usadas no se obtienen resolventes. No queda niguna usable. Las usadas son la
1,2,3,4,5,6,7,9y 13.

Al haber agotado el conjunto de cldusulas usables sin encontrar la cldusula vacia, el
conjunto es consistente y el argumento no es vélido. A partir de las clausulas usadas

1 {=D(x),=5(y), ~E(x,y), L(x)}
{=E(x,x),L(x)}
{-D(x),=E(x,x)}
{D(a)}
{S(b)}
{E(a,)}
{~E(a,a)}
{=D(x),=E(x,b),L(x)}
13 {L(a)}
Se construye una interpretacién en la que las premisas sean todas verdaderas y la con-
clusion sea falsa; en efecto, la interpretacion Z = (U, I) con dominio U = {a,b} y
D! = {a},S! = {b}, L' = {a} y E! = {(a,b)} cumple las condiciones exigidas.

O NI ON Ul = Wi
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Examen de Junio de 2004

Ejercicio 72 Probar (EVF) - G = (E— G) A (F — G)
(a) Mediante deduccion natural.

(b) Por resolucion.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Demostracién por deduccién natural:

1 (EVF)—G premisa
2 E supuesto
3 EVF IV 2

4 G E—1,3
5 E—G |—2—4
6 F supuesto
7 EVF IV 6

8 G E—1,7
9 F—G |— 6 —8
10 (E—=G)A(F—G) IN5,9

Solucién del apartado (b): Demostracion por resolucién: En primer lugar se trans-
forma la premisa a forma clausal:

(EVF) — G
= -(EVF)VG [por (2)]
= (WEA-F)VG [por (4)]
= (REVG)A(=FVG) [por(7)]
— {{~E,G},{~F,G}}

A continuacion, se transforma la negacién de la conclusién a forma clausal:
~((E—=G)A(F—G))

= ~((-EVG)A(=FV G)) [por ()]
= —(-EVG)V~-(-FVG) [por (3)]
= (-=EA-G)V (-—FA-G) [por (4)]
= (EA-G)V (FA-G) [por (5)]
= ((EAN-G)VF)A((EAN-G)V-G) [por (6)]
= ((EVF)A(=GVF))A((EV-G)A(=GV-G)) [por(7)]
= {{EF},{-G,F},{E, -G}, {-G}}
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Finalmente, se construye una refutacion de las clausulas obtenidas:

{-E, G}

{~F, G}

{E F}

{—G,F}

{E, -G}

{-G}

{-E} Resolvente de 1y 6
{—F} Resolvente de 2y 6
{F} Resolvente de 3y 7
] Resolvente de 8 y 9

OO OO UGT = WDN -

—

Ejercicio 73 El ejercicio tiene tres apartados.
(a) Pruébese que E — (F — G) [~ (E — F) — G mediante tableros semdnticos.
(b) Describanse todos los modelos de E — (F — G) que no son modelos de (E — F) — G.

(c) Laférmula E — (F — G) — (E — F) — G, ;es una tautologia? Razonese la respuesta.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Demostracion por tableros semanticos:
E—(F—G),~((E—F)—G)

\
E— (F—G),E—F -G

[-E,E — F,—G]| F — G,E— F,~G|

|—E,~G| |-E,F,~G]
| | |~F,E — F,~G| |G,E— F,~G]
Abierto Abierto \

Cerrado
|=F,~E,~G| |-F,F, G|

Abierto Cerrado
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Solucién del apartado (b): Los modelos de E — (F — G) que no son modelos de la
formula (E — F) — G son los modelos de las hojas abiertas del arbol anterior; es decir,
cualquier interpretacion I tal que I(E) =0y I(G) = 0.

Solucién del apartado (¢): La formula E — (F — G) — (E — F) — G no es
una tautologia, porque si lo fuera se tendria que E — (F — G) = (E — F) — Gen
contradiccién con el apartado (a).

Ejercicio 74 Sea L un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado, Q, (de aridad
2) y un simbolo de funcion, f, (de aridad 1). Se considera la estructura I dada por: Universo:
{a,b}, Q' = {(a,b), (b,a)}, fi(a) = ay f1(b) = a. Decidir cudles de las siguientes formulas
se satisfacen en la estructura:

L (vx)[Q(f(x), x) — Q(x, x)]
2. (I[Q(f(x),x) — Q(x, x)]

Solucidon:
Solucién para la primera férmula:

Z((V0)[Q(f(x),x) — Q(x,x)]) =V & Zjy/(Q(f(x),x) = Qx,x)) =Vy
Zix /) (Q(f(x),x) — Q(x,x)) =V
T (QUf (%), %) — Q(x,x)) = Q'(f!(a),a) — Q'(a,a) =
= Ql(a,a) — Q'(a,a) =
=V

T (Qf (%), %) — Q(x,x)) = Q'(f1(b),b) — Q'(b,b) =
= Ql(a,b) — Ql(b,b) =
=V — F=
—F

Por tanto, Z((¥x)[Q(f(x),x) — Q(x,x)]) = F

Solucién para la segunda férmula:

Z((B0)[Q(f (x),x) — Qx,x)]) =V & L1/ (Q(f (x),x) — Qlx,x)) =V 6
Ty (QUf (%), %) — Q(x, %))

L1x/a) (Q(f (%), %) — Q(x, %)) =V
Por tanto, Z((3x)[Q(f(x),x) — Q(x,x)]) =V

I
<

Ejercicio 75 Sabemos que

1. Cualquiera que estudie lo suficiente aprueba todas las asignaturas.
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2. Cuando alguien que celebra su cumpleafios en julio ha aprobado todas las asignaturas, se
le obsequia con un regalo.

3. Quien recibe un regalo sin estudiar lo suficiente, nunca es obsequiado con un moévil.
4. Pablo es un alumno que, a pesar de no estudiar lo suficiente, recibié un mévil como regalo.
Se pide:

(a) Formalizar los conocimientos anteriores teniendo en cuenta que los predicados del texto
se representan asi: C(x) = "“x celebra su cumpleafios en julio”; A(x) = "“x ha aprobado
todas las asignaturas”; S(x) = “x estudia lo suficiente”; R(x,y) = “x recibe el regalo y”.
Y las constantes a y b representan respectivamente a Pablo y al mévil.

(b) Obtener el conjunto de cldusulas de las férmulas anteriores y probar que es inconsistente
dando un subconjunto de su extension de Herbrand que lo sea.

(c) Probar, mediante resolucion, que el enunciado “Si Pablo recibe un mdvil como regalo,
entonces ha aprobado todas las asignaturas” es consecuencia I6gica de los enunciados 1

y 3.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Formalizacion del discurso:

B (Vx)[S(x) — A(x)]
B (Y0)[C(x) A A(x) — (By)R(xy)]
B (V0)[(3y)R(x, y) A =5(x) — —R(x, b)]
Fy: —S(a) ANR(a,b)
Solucién del apartado (b.1): Calculo del conjunto de cldusulas de las férmulas ante-
riores:

oY)

Fi: (Vx)[S(x) — A(x)]

= (Vx)[=S(x) VA(x)] [por (4)]

= {{=S(x),A(x)}}  [por 4]

Fy: (Vx)[C(x) A A(x) — (Fy)R(x,y)]

= (V)[~(C(x) AA(x)) V (Fy)R(x,y)]  [por (4]

= (Vx)[(=C(x) V-A(x)) V (Fy)R(x,y)]  [por (5)]

= (Vx)(3y)[-C(x) vV ~A(x) VR(x,y)]  [por (18)]

=sat (Vx)[-C(x)V -A(x) VR(x, f(x))] [f funcién de Skolem]

{{=C(x), ~A(x), R(x, f(x))} }
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By (Y0)[(3y)R(x,y) A =5(x) — =R(x, b)]
= (") [=(Cy)R(x,y) A=S(x)) V ~R(x,b)]  [por (4)]
= (")[(~Cy)R(x,y) vV 2=5(x)) V =R(x, )] [por (5)]
= (Vx)[~(Gy)R(x,y) v S(x)) V =R(x,b)] [por (7)]
= ("0)[((vy)=R(x,y) V S(x)) vV =R(x,b)]  [por (V)]
= (V0)l(Vy)[=R(x,y) VS(x)]V=R(x,b)]  [por (12)]
= (") (")[-R(x,y) VS(x) V-R(x,b)]  [por (12)]
= {{7R(xy), S(x),~R(x,b)}}
Fy: —S(a) AR(a,b)
= {{=5@)} {R(a,b)}}
Solucién del apartado (b.2): Demostracién de la inconsistencia del conjunto de cldu-
sulas:
1 {=5(x), A(x)
2 {=C(x), 2A(x), R(x, f(x)) }
3 {=R(x,y),5(x),~R(x,b)}
4 {=S(a)}
5 {R(a,b)}
6 {S(a)} Resolvente de 3y 5 con oy = [x/a,y/b]
7 0O Resolvente de 6 y 4 con 0, = €

Por tanto, un subconjunto de su extensién de Herbrand inconsistente es el formado por
Csop = {—R(a,b),S(a)}
C5U'1 = {R(&l, b)}
Cyop = {—=S(a)}
Solucién del apartado (c): La formalizacién de la conclusion es
R(a,b) — A(a)
La forma clausal de su negacién es

{{R(a,b)}, {~A(a)}}

La demostracién por resolucion es

—_

NN U1 WD

[-5(x), A(®)}
[=R(x,y), 5(x), ~R(x,b)}

{R(a,b)}

[-A(a)}

{S(a)} Resolvente de 3y 5 con o = [x/a,y/]
{A(a)} Resolvente de 5y 1 con o = [x/4]

[ Resolvente de 6 y 4 con o, = €
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Ejercicio 76 En un texto de Lewis Carroll, el tio Jorge y el tio Jaime discuten acerca de la
barberia del pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Benito y Carlos. Los dos tios aceptan las
siguientes premisas:

1. Si Carlos no estd en la barberia, entonces ocurrird que si tampoco estd Alberto, Benito
tendrd que estar para atender el establecimiento.

2. Si Alberto no estd, tampoco estard Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar ausente, mientras que el tio Jaime
afirma que sélo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estar ausentes a la vez. Decidir
con el método de los tableros semdnticos cudl de los dos tiene razon.

Solucidén:
En la representacion del problema usaremos los siguientes simbolos proposicionales
a representa que Alberto estd en la barberia
b representa que Benito estd en la barberia
c representa que Carlos esta en la barberia
Luego,
—a representa que Alberto estd ausente
—b representa que Benito estd ausente
—c representa que Carlos estd ausente
Con dicha notacién, la representacion de la primera premisa es
—¢c — (-a —b)
y la de la segunda es
—a — b
La representacion de la conclusion del tio Jorge es =—c. Por tanto, el tio Jorge tiene
razon si
{-c¢— (-a—b),—a — b} E —-—c
o, equivalentemente, si { -¢ — (—a — b), 7a — —b, ~——c} es inconsistente. Puesto que
el tablero del tio Jorge (figura [p) no es cerrado, el conjunto {—~c — (-a — b),—a —
—b, ~c} es consistente (por ejemplo, es posible que Alberto esté en la barberfa y Carlos
no esté). Por tanto, el tio Jorge no tiene razon.
La representacion de la conclusion del tio Jaime es —(—c A —a). Por tanto, el tio Jaime
tiene razon si
{-c¢ — (—-a —b),—a — —b} = —=(=c A —a)
o, equivalentemente, si {—~¢ — (—a — b),—a — —b,—~—~(—c A —a)} es inconsistente.
Puesto que el tablero del tio Jaime (figura [7) es cerrado, el conjunto {-¢ — (—a —
b),~a — —b,~—(—c A —a)} es inconsistente. Por tanto, el tio Jaime tiene razén.

Ejercicio 77 Probar que la formula (E — (FAG)) — (E — F)V (E — G) es una tautologia



92 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

- — (—|a — b), - — —|b,—|—\—\c

|

—C — <—\a — b),—wl — ﬁb,ﬂc

’—\—|Cl—|a—>—|b,—\c‘ ’ﬁﬂ—)b,ﬂa—>—|b/—|c‘

Cerrada

’—\—wl, a4 — —|b, —\C‘ b, —d — —|b, —|C‘

a,~a — b, _'C‘ b, ——a, ﬂc‘ b,ﬁb,ﬁc‘
\ |

m a, b, —c ‘ b,a, —c ‘ Cerrada
| | |
Abierta Abierta

|
Abierta

Figura 6: Tablero del tio Jorge
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- — (—|a — b), —q — —|b,—|—|<—|c A —|a>

|

—C — (—|a — b),—\a — _‘b,_‘C/\_\ﬂl

|

—C — <—|a — b),—ﬂ — ﬂb, —C, d

—\—\C’ —qd — —|b, —|C, —|a‘ —d — b, —qd — —|b, —|C, —|a‘

Cerrada

’ ——a, na — —|b, —Cc, d ‘

b,—a — —b,—c,—a ‘

Cerrada

b, ——a,—c,—a ‘

b,—b,—c,—a ‘

Cerrada

Figura 7: Tablero del tio Jaime
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(a) Mediante deduccion natural.
(b) Usando formas normales.

(c) Por tableros semdnticos.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Deduccién natural:

1 (E—(FAG) supuesto
2 E supuesto
3 FAG E—1,2

4 F EA3

5 E—F [—2—4
6 (E—F)V(E—QG) IV 5

7 (E—-(FANG)—(E—-F)V(E—G) I-1-6

Solucién del apartado (b): Forma normal conjuntiva:

(E— (FAG))— (E—F)V(E—G)
—(=EV(FAG))V(=EVF)V(-EVG) [por (2)]
(-—=EA—(FAG))V(mEVF)V(-EVG) [por (4)]
(EAN(-FV-G))V (-EVF)V(-EVG) [por (3) y (5)]
(EAN(=FV-G))V(-EVFVG)
(EV(mEVFVG))A((-FV-G)V (mEVFVG)) [por(7)]
(EV=EVEVG)A(-FV~-GV-EVFVG)

Puesto que en cada una de las dos conjunciones hay un par de literales complementa-
rios, la férmula es una tautologia.
Solucién del apartado (c): Tablero semantico
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~(E— (FAG)) = (E— F)V(E— G)))
E— (F/\G),ﬂ((E‘ ~F)V(E—G)
E— (F/\G),ﬂ(E‘ —F),~(E— G)
E— (P/\G),E‘,—'F,ﬂ(E — G)

|
E— (FAG),E,—F, =G

| ~E,E,~F,~G| |FAG,E,~F,~G|

Cerrada

F,G,E, ~F,~G]
|

Cerrada

Ejercicio 78 Probar la inconsistencia del conjunto de formulas:
U={-E—-FVG E—FVG G—F F—E E— —F}
(a) Demostrando que no tiene modelos.

(b) Por resolucion

Solucién:
Solucidén del apartado (a): Calculo de modelos de U

E\FIG|"-E—-FVG|E—-FVG|G—F|F—E|E—~F
111 0
11110 0
1101 0

1700 0

0111 0

0/1]0 0

0]0]1 0

0/0]0 0
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Puesto que cada una de las 8 interpretaciones falsifica alguna férmula de U, el conjunto
U no tiene modelos.
Solucidon del apartado (b): Las formas clausales de las férmulas de U son

-E—FVG
—-—EVFVG [por(2)]
EVFVG [por (5)]
{{E,F,G}}

E—-FVG
—~EVFVG [por(2)]
{{-E,F,G}}

G—F

-GVF [por (2)]
{{-G,F}}

F—E

-FVE [por (2)]
{{-F E}}

E — —F

-EV -F [por (2)]
{{—E,—F}}

Una refutaciéon de U por resolucion es

1 {EF G}

2 {~EF G}

3 {-G,F}

4 {~FE}

5 {-E, —~F}

6 {-F} Resolvente de 4y 5

7 {-G} Resolvente de 6 y 3

8 {E,G} Resolvente de 1y 6

9 {E} Resolvente de 8 y 7
10 {F,G} Resolvente de 2 'y 10
11 {G} Resolvente de 10y 6
12 0O Resolvente de 11y 7

Ejercicio 79 Sea L un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado P de aridad 2.

(a) Probar que las formulas (Vx)(3y)P(x,y) v (3x)(Yy)P(x,y) no son equivalentes dando
una estructura que sea modelo de la primera pero no de la sequnda.

(b) En la estructura M cuyo universo es |[M| = {a,b,c} y PM = {(a,a),(a,b),(a,c)},
;ccudles de las siquientes formulas se satisfacen y cudles no?
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L. (Yx)(3y)P(x,y) — (3x)(Vy)P(x,y)
2. (3x)(vy)P(x,y) — (Vx)(3y)P(x,y)
3. ~[(Vx)By)P(x,y) A (3x) (Vy) P(x, y)]
Solucién:
Solucidén del apartado (a): Basta encontrar un modelo de Herbrand de
§ ={(vx)(3y)P(x,y), ~(3x)(Vy) P(x,y) }
Para ello calculamos una forma clausal del conjunto anterior
(Vx)(3y)P(x, y)
=t (Vx)P(x, f(x)) [f funcién de Skolem]
= {{P(xf(x)}}
=(3x)(Vy)P(x, y)
= (V0)(3y)~P(xy)
=t (Vx)=P(x,¢(x)) [g funcién de Skolem]
= {{~P(xgx)}}
Una forma clausal de S es {{P(x, f(x)}, {=P(x,g(x)}}.
El universo de Herbrand de S es UH(S) = {a, f(a), f(f(a)),..., g(a),g(g(a)),...}
Un modelo de Herbrand de Ses Z = {P(x, f(x)) : x € UH(S)}
Solucién del apartado (b.1):
M((vVx)(3y)P(x,y) — (Fx)(Vy)P(x,y)) = (1)
H-, (M((vx)(3y)P(x,y)), M((Fx) (YY) P(x,y)))
M((Vx)Fy)P(x,y)) =V == My q(Cy)P(xy)) =Vy
M) (FY)P(x,y)) =Vy )
/e ((Fy)P(x,y)) =V
My (FP(xy) =V = Mpypya(P(x,y)) =Vo
Mixspy/0)(P(x,y)) =V o ©)
Mixspyse(P(x,y)) =V
Mixsya)(P(x,y)) = PM(b,a) = F 4)
Mixspysm(P(x,y)) = PM(b,b) = F (5)
M[x/b,y/c](P(x/y)) = PM(b/C) =F (6)
De (3), (4), (5) y (6) se tiene
My (By)P(x,y)) =F ?)
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De (7) y (2) se tiene
M((Vx)(Jy)P(x,y)) =F (®)
De (8) y (1) se tiene
M((vx)(Jy)P(x,y) — (Fx)(Vy)P(x,y)) =V
Solucién del apartado (b.2):
M((3x)(vy)P(x,y) — (Vx)(Iy)P(x,y)) = ©)
H_.(M((3x)(Vy)P(x,y)), M((Vx)(3y)P(x,y)))
M((Fx)(Vy)P(x,y)) =V <= M ((Vy)P(x,y)) =V o
M) ((Vy)P(x,y)) = Vo (10)
My (VY)P(x,y)) =V
My (VW)P(xy) =V <= Mpy/aya(P(xy) =Vy
Mixsay/e)(P(x,y)) =Vy (11)
Mixsays(P(x,y)) =V

M[x/a,y/a](P(x/y)) = PM(a/a) =V (12)
M say s (P(x,y)) = PM(a,b) =V (13)
M[x/a,y/c}(P(xfy)) = PM([Z,C) =V (14)

De (11), (12), (13) y (14) se tiene

Mix/a)((Vy)P(x,y)) =V (15)
De (10) y (15) se tiene
M((Fx)(Vy)P(x,y)) =V (16)

De (9), (16) y (8) se tiene
M((3x)(Yy)P(x,y) — (Vx)(3y)P(x,y)) = H-(V,F) = F

Solucién del apartado (b.3):
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[por (8) y (16)]

1 I | I |
<EmEE

Ejercicio 80 Decidir cudles de las siquientes afirmaciones se cumplen. Para ello, dar una prueba
por resolucion y otra por deduccion natural de cada una de las vilidas y calcular un modelo de
Herbrand de las que no lo son.

1. (vx)P(x) V (vx)Q(x) | (vx)[P(x) V Q(x)]
2. (¥x)[P(x) v Q(x)] = (¥x)P(x) V (Vx)Q(x)

)Q(
3. (3)[P(x) A Q)] |= (3x)P(x) A (3x)Q(x)

Solucién:

Solucién del apartado (1): Para decidir si (Vx)P(x) V (Vx)Q(x) = (Vx)[P(x)V
Q(x)], basta comprobar si S = {(Vx)P(x) V (Vx)Q(x), ~(Vx)[P(x) V Q(x)]} es incon-
sistente. Comprobaremos la inconsistencia de S por resolucién. Para ello, comenzamos
calculando una forma clausal de S.

(V) P(x) V (Vx)Q(x)
(Vx)P(x) V (Vy)Q(y)
(V) (Vy)[P(x) V Q(y)]
{{P(x),Q(y)}}
=(Vx)[P(x) v Q(x)]
(Fx)~(P(x) v Q(x))
( x)[~P(x) A =Q(x)]
sat ( )/\_‘Q( )
{{ﬂp(ﬂ)},{ﬂQ(a)}}

Una demostracién por resoluciéon de S es

{P(x),Q(y)}

2 {=P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 0O Resolvente de 3 y 4

—

La demostraciéon por deduccién natural se muestra en la figura 8| (100).

Solucién del apartado (2): Para decidir si (Vx)[P(x) V Q(x)] = (Vx)P(x) V (Vx)Q(x)
basta comprobar si S = {(Vx)[P(x) V Q(x)], ~((Vx)P(x) V (Vx)Q(x))} es inconsistente.
Comprobaremos la inconsistencia de S por resolucién. Para ello, comenzamos calculan-
do una forma clausal de S.
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1 (Vx)P(x)V (Vx)Q(x) premisa
2 VxP(x) supuesto
3 actual: supuesto
4  P(i) EV2,3

5 P(i)vQ(i) IV 4

6 (Vx)[P(x)V Q(x)] IV3—5
7 VxQ(x) supuesto
8 actualj supuesto
9 P(j) EV7,38
10 P(j) v Q() V9

11 (Vx)[P(x) VvV Q(x)] IvV7—10
12 (Vx)[P(x) VvV Q(x)] EV12—-6,7-11

ot —P(a) A=Q(b) [a y b constantes de Skolem]

LT T 1
)
—~
L
=

Las cldusulas de la forma clausal de S son:

1 {P(x),Q(x)}
2 {-Pa)}
3 {~Q()}
Veamos el proceso de saturacién por resolucion:
Al resolver 2 con 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 2 y 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 2, 3 y 1 se obtiene
4{Q(a)} (resolvente de 1y 2)
5{P(b)} (resolvente de 1y 3)
Al resolver 4 con 2, 3, 1 y 4 no se obtiene resolvente.
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Al resolver 5 con 2, 3, 1, 4 y 5 no se obtiene resolvente.

Al no obtenerse la cldusula vacia, se tiene que S es consistente y, por tanto,

(V) [P(x) V Q(x)] [~ (Vx)P(x) V (Vx)Q(x).
Ademés, un modelo de Herbrand de S es Z = (U,I) con U = {a,b}, P! = {b} y

Q' = {a}.

Solucién del apartado (3): Para decidir si (3x)[P(x) A Q(x)] = (3x)P(x) A (3x)Q(x)
basta comprobar si S = {(3x)[P(x) A Q(x)], =((Ix)P(x) A (Ix)Q(x)) es inconsistente.
Comprobaremos la inconsistencia de S por resolucién. Para ello, comenzamos calculan-
do una forma clausal de S.

(3x)[P(x) A Q(x)]
sat P ( ) A Q( )
{{P(a)}, {Q(a)}}

=((3x)P(x) A (3x)Q(x))
=((3x)P(x) A (Fy)Q(y))
~(3x)P(x) vV =(3y)Q(y)
(Vx)=P(x) V (vy)=Q(y)
(V) (Vy)[=P(x) vV ~Q(y)]
{{-P(x),~Q(y)}}

demostracién por resolucioén de S es

{P(a)}
{

Un

Q(a) }

P(x), ~Q(y)}

Qy)} Resolvente de 1y 3
Resolvente de 2 y 4

G W~ P

{
{
O

Demostracién por deduccion natural:

1 (3x)[P(x) AQ(x)] premisa

2 actual i, P(i) A Q(i) supuestos
3 P(i) EA2

4 (3x)P(x) 133

5 Qi) EA2

6 (Ix)Q(x) 135

7 (F)P(x) A (3x)Q(x) IN46

8 (Ix)P(x)A(Ix)Q(x) E3I1,2-7
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Examen de Junio de 2003

Ejercicio 81 Consideremos los conjuntos de férmulas:

S={p—qqcrAs,-sAr—q,q}
T={qVvr,—qV-r}

1. Probar, mediante tableros semdnticos, que S es consistente.
Calcular, razonadamente, todos los modelos de S.

Probar, mediante resolucion lineal, que S U T es inconsistente.

N

Teniendo en cuenta los apartados anteriores, obtener una férmula F, formada exclusiva-
mente por las variables q y r, tal que: F ¢ TAUT y S |= F.

Solucién:
Solucién del apartado 1: Un tablero seméntico de S se muestra en la figura [} Al
tener hojas abiertas, el conjunto S es consistente.

Solucidén del apartado 2: La hojas abiertas son

S, = {—|p, g, —|r,s}
Sa={=p,~q, -1}
S3 = {=p,~q,—r,~s}
Por tanto, los modelos de S son las valoraciones v tales que v(p) = v(q) = v(r) = 0.

Solucién del apartado 3: En primer lugar, tenemos que calcular las formas clausales
de las féormulas de SU T.

p—4q =-pVq [por (2)]
={{-pr.q}}

g—rAs =(q—rAs)AN(rAs—q) [por (1)]
= (g V (rAs))A(=(rAs) V) [por (2)]
= (g V (rAs))A((-rV=s)Vag) [por (3)]
= ((mqVr)A(=qVs))A((-rV-s) V) [por (6)]
= {{~q, 7}, {~q, s}, {-r,~s,q}}

“sAt—g =-(-sAr)Vyg [por (2)]
= (——sV-r)Vyg [por (3)]
=(sV-r)Vg [por (5)]
= {{s, 7. q}}

—q = {{—q}}

qVr ={{g.7}}

—qV-r  ={{~q,-r}}
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’p—»q,qu/\s,—'s/\rﬁq,—'q‘

’p—>q,q—>r/\s,r/\s—>q,ﬂsAr—>q,ﬂq‘

’ﬁp,q—u’/\s,r/\sHq,—'s/\r—>q,—|q‘ q,--.,—q
Cen‘"ada
’ﬂp,qHrAs,—'(r/\s),—'s/\r—w,—'q‘ ool
Cerr‘ada
’ﬁp,ﬁ(r/\s),ﬁsAr — q,ﬁq‘ ’ﬁp,r/\s,ﬁ(rAs),ﬁs/\r — q,ﬁq‘
Cerl"ada
=P, o(rAs),~(osAr),~q| [ =p,=(rAs)g, ]
Cerrada
[P~ (ms A ), [P, s, ~(=s Ar), g
’ —p, o, 78, g ‘ ’ -p, —‘ﬂ’, —q ‘ ’ =p, =8, 8, q ‘ ’ —p, 8,1, —q ‘
Abierta Cerl‘rada Abi‘erta

Abierta

Figura 9: Tablero
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Una resolucidn lineal con las cldusulas obtenidas es

1 {-paq}

{—q,r}

{—q,s}

{-r, s, q}

{s,—r,q}

{—a}

{q.,7}

{—q, —r}

{s,q} Resolvente de 7 y 5
10 {g,—-r} Resolvente de 9y 4
11 {q} Resolvente de 10y 7
12 O Resolvente de 11y 6

O O NNVl kWD

Solucién del apartado 4: Puesto que en cualquier modelo v de S se verifica que
v(q) = v(r) = 0, entonces la férmula —g A —r es una consecuencia no tautoldgica de S.

Ejercicio 82 Supongamos conocidos los siguientes hechos acerca del niimero de aprobados de
dos asignaturas A y B:

1. Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asignatura B.
2. Sialgiin delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los alumnos aprueban A.

3. Si nadie aprueba B, entonces ningiin delegado aprueba A.

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.

Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los siguientes
simbolos de predicado: D(x): “x es un delegado”, Ap(x,y): “x aprueba la asignatura y”.
Las constantes a, b, m denotardn la asignatura A, la asignatura B y a Manuel, respectiva-
mente.

(b) Obtener una forma clausal para el conjunto de formulas del apartado anterior.

(c) Probar, mediante resolucion, que si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A,
entonces todos los alumnos aprueban las asignaturas A y B.

Solucién:
Solucién del apartado (a) Formalizacion:

1. Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asig-
natura B.

(Vx)Ap(x,a) — (Vy)Ap(y,b).
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2. Sialgan delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los alumnos aprueban
A

(33)[D(x) A Ap(x,a) A Ap(x,b)] — (¥y) Ap(y,a).

3. Sinadie aprueba B, entonces ningtn delegado aprueba A.
~(3x)Ap(x,b) — =(Fy)[D(y) A Ap(y, a)]-

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
—Ap(m,b) — —=(3Ix)Ap(x,b).

Solucidén del apartado (b) Formas clausales:

1 {~Ap(c,a),Ap(y,b)}

2 {-D(x),~Ap(x,a),~Ap(x,b), Ap(y,a)}
3 {Ap(d,b),~D(y),~Ap(y,a)}

4 {Ap(m,b),—~Ap(x,b)}

donde ¢, d y e son constantes de Skolem.

Solucién del apartado (c) Resolucion:
Antes de hacer la resolucién se formaliza la negacion de la conclusion (Si Manuel
es un delegado y aprueba la asignatura A, entonces todos los alumnos aprueban las

asignaturas A y B):

~(D(m) A Ap(m,a) — (vx)[Ap(x,a) A Ap(x,D)])
y se calcula las cldusulas correspondientes:

5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}

7 {~Aple,a), = Ap(e,b)}

La resolucion es
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1 {-Ap(c,a), Ap(y,b)}

2 {=D(x),~Ap(x,a),~Ap(x,b), Ap(y,a)}

3 {Ap(d,b),~D(y), ~Ap(y,a)}

4 {Ap(m,b),~Ap(x,b)}

5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}

7 {—~Ap(ea),~Ap(eb)}

8 {Ap(d,b),—Ap(m,a)} Resolvente de 5.1y 3.2

9 {Ap(d,b)} Resolvente de 8.2 y 6.1
10 {Ap(m,b)} Resolvente de 9.1y 4.2
11 {=D(m),—~Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 10.1y 2.3
12 {-Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 11.1y 5.1
13 {Ap(y,a)} Resolvente de 12.1y 6.1
14 {Ap(y,b)} Resolvente de 13.1y 1.1
15 {—=Ap(e,b)} Resolvente de 7.1 y 13.1
16 U Resolvente de 15.1 y 14.1

Ejercicio 83 El ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideramos el lenguaje L1 = {P, f,a,b,c} y el conjunto de formulas:
§ = {P(c,a) — (V2)P(z,b), (Vx)[P(f(x),x) = (V2)P(z,x)], ~P(b,c) }
Probar, proporcionando un modelo de Herbrand, que S |~ P(f(a),a) V =P(f(b),D).
2. Consideramos el lenguaje Ly = {a, b, P}. Sea F la formula
—P(x,a) N —=P(x,b) A (3y)(3z)P(y, z)

Probar que F es consistente y que NO tiene ningiin modelo de Herbrand (en el lenguaje
Ly). ;Contradice esto el teorema de Herbrand?

Solucién:
Solucién del apartado (1): Las formas clausales de las férmulas del problema son:

= de P(c,a) — (¥2)P(z,b), S1 = {{~P(c,a), P(z,b)} };
= de (¥x)[P(f(x),x) = (¥2)P(z,%)], S2 = {{~P(f(x), %), P(z,x)}};
= de—P(bc), S = {{~P(b,)}};

= de—(P(f(a),a) V =P(f(b),b)), Sy = {{~P(f(a),a)}, {P(F(b),b)}}.

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizacién, de S; U Sy U S3 U Sy.
Las cldusulas iniciales son
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{~P(c,a), P(z )}
[~P(f(x), %), P(, %)}
{=P(b,c)}
{~P(f(a), )}
{P(f(b), b))
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4, 5 y 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4, 5,1y 2 se obtiene
6 {P(z,b)} (resolvente de2y 5)y
7{=P(f(c),c)} (resolvente de 2 y 3)
La cldusula 6 subsumealalyalab
Al resolver 6 con 3, 4, 2 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 7 con 3, 4, 2, 6 y 7 no se obtiene resolvente.

=~ W N -

Q1

Por tanto, el saturado es
{=P(f(x),x),P(z,x)}
{=P(b,c)}
{=P(f(a),a)}
{P(z,0)}
{=P(f(c),0)}

N

N O~ W

Eluniverso de Herbrand es UH = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(b)),... ¢, f(c), f(f(c)),-..

y un modelo de Herbrand es I = {P(z,b) : z € UH}.

Solucién del apartado (2): Para demostrar que F es consistente basta mostrar una
estructura 7 deL; y una asignacién A en 7 tales que 74 = F. Sea Z = (U,I) con
U={1,2},al =1, =1y P = {(1,2)}. Sea A tal que A(x) = 1. Entonces, T4 |= F
(ya que

Ta(F) =Za(=P(x,a) N=P(x,b) A (Ty)(32) Py, 2))
= Za(=P(x,a)) NZa(=P(x,b)) ANZa((3y)(32)P(y,2))

=V
puesto que
Za(=P(x,a)) = —PI(A(x),a")
= -PI(1,1)
= -F
=V
Ta(=P(x,)) = —P!(A(x),b")
= -PI(1,1)
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Z4((Jy)(J=z)P(y,z)) = V porque

Tays12/2/(P(y,2)) = P'(1,2) )
=V

Veamos que F no tiene ningtin modelo de Herbrand (en el lenguaje L,). El universo
de Herbrand de L, es UH = {4, b}, labase de Herbrand es BH = {P(a,a), P(a,b), P(b,a),P(b,b)}.
Las interpretaciones de Herbrand de L, son los 16 subconjuntos de BH. Sea I una inter-
pretacion de Herbrand de L,. Demostraremos que I [~ F distinguiendo tres casos:

» Caso 1: I = @. Entonces, I [~ F (ya que @ [~ (3y)(3z)P(y, z)).
» Caso2: P(a,a) € 6 P(b,a) € I. Entonces, [ [~ F (yaque I [~ =P(x,a)).
» Caso3: P(a,b) € I 6 P(b,b) € I. Entonces, I = F (yaque I = =P(x,D)).

El que F sea consistente y no tenga modelo de Herbrand no contradice el teorema de
Herbrand, ya que F no esta en forma clausal (tiene un cuantificador existencial).



Examen de Septiembre de 2003 111

Examen de Septiembre de 2003

Ejercicio 84 Dadas las férmulas A: (s — p)V (t = q)yB: (s — q) V (t — p), se pide:
1. Probar que A |= B:

(a) Mediante tableros semdnticos.

(b) Mediante resolucion por entradas.

2. Describir, razonadamente, todos los modelos de A y, a continuacién, pruébese nuevamente
que A |= B, utilizando la definicion de consecuencia l6gica.

3. ¢Es =B — —A una tautologia?

Solucién:
Solucién del apartado (1.a): El tablero seméntico de { A, —~B} es

s=pVE—=9),~((s=qV(—=p)
(s—=p)V(t— q),L(S —q),~(t—=p)
(s—=p V(- q‘)/s/ﬂqﬁ(t —7)
(s =p)V(t l 9),8, 24, t, ~p

ISHp,s,ﬂq,t,—'p‘ ’tﬁq,s,—'q,t,ﬁp‘
75,5, -,t=p] (s, 4.t —p) | obs, ot op] (4,8 -0t p
Cerrada Cer1‘*ada Cerl“ada Cerl‘rada

Como todas las hojas son cerradas, A |= B.

Solucién del apartado (1.b): En primer lugar, calculamos la forma clausal de A
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sV p)V(=tVyg) [por(2)]

(s—=p)V(t—q) =(
= {{-s,p,tq}}

y la forma clausal de —B

~((s—=q)V(t—p) =-((-sVq)V(=tVvp))  [por(2)]
—(=sV ) A=(=tVp) [por (4)]

(m=s A=q) A (==t A=p) [por (4)]

(s A=g) A(EA=p) [por (5)]
= {{s}, ("ah {1 L)
Una resolucién por entradas de las clausulas obtenidas es
1 {-s,p,t,q}
2 {s}
3 {—q}
4 {t}
5 {-pr}}
6 {p,—tq} Resolvente de 1y 2
7 {-t,q} Resolvente de 6 y 5
8 {q} Resolvente de 6 y 4
9 4 Resolvente de 8 y 3

Solucién del apartado 2: Para calcular los modelos de A construimos el tablero de
A:

(s—=p)V(t—9q)

H

—q
/\ {\
_ | |
Abierta Abierta Abierta Abierta

Los modelos de A son las cuatro interpretaciones [; tales que I1(s) = 0, L(p) = 1,
I3(t) = 06 I4(g) = 0. Como las cuatro son modelos de B, se tiene que A ~ B.

Solucién del apartado 3: En el apartado anterior encontramos una interpretacion I’
tal que I'(A) = 1y I'(B) = 0. Para dicha interpretacion,
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Por tanto, -B — —A no es una tautologfa.

Ejercicio 85 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Hallar las formas prenexa, de Skolem y clausal de la formula:
~(3x)(V2)[P(x) — =Q(2)] V ((B2) Ay, z) — (u)B(y,u))
2. Consideremos el lenguaje L1 = {P, f,a,b} y el conjunto de férmulas:

§ = {(vx)[P(a,x) — P(b, f(x))], (Vx)[P(f(x), x) — (V2)P(z,D)], P(a, f(a)) A
P(f(b),b)}
Probar, proporcionando un modelo de Herbrand, que S [= (3x)[P(x,a) A P(f(x),b)].

Solucién:
Solucién del apartado 1:
1.— Forma prenexa:

—(3x)(V2)[P(x) — —Q(2)] V ((3z) Ay, z) — (Fu)B(y, u))
= (I (V2)[P(x) = Q)] V ((Fv)A(y,v) — (Su)B(y,u))  [por (2)]
= (Fx0)(Vz)[=P(x) vV =Q(2)] V (~(Tv) Ay, v) V (3u) B(y,u))  [por (4)]
= (Yx)(32)~(=P(x) v =Q(z2)) vV ((Yo)~A(y,v) V (Ju)B(y,u))  [por (8) y (9)]
= (YX)(F)[P(x) A==Q(2)] v (Vo) Ay, v) V (3u)B(y, u)) [por (5)]
= (Yx)(32)[P(x) AQ(2)] V ((Vo)=A(y,v) V (3u)B(y, u)) [por (7)]
= (u)(Vx)(3z)(Vo)[(P(x) A Q(2)) V (-A(y,0) V B(y, u))] [por (11)(18)]
2.— Forma de Skolem:
(Ju) (Vx)(3z2) (Vo) [(P(x) A Q(2)) V (=A(y,v) V B(y, u))]
=or (Jy)(Fu)(Vx)(Fz) (Vo) [(P(x) A Q(z)) V (=A(y,v) V B(y,u))] [cierre existencial]
=sr (Fu)(Vx)(I2) (Vo) [(P(x) AQ(z)) V (mA(c,v) V B(c,u))] [c constante de Skolem]
=t (Vx)(32)(Vo)[(P(x) A Q(2)) V (=A(c,v) V B(c,d))] [d constante de Skolem]
=t (VX)(VO)[(P(x) A Q(f(x)))V (mA(c,v) V B(c,d))] [f funcién de Skolem]

3.— Forma clausual:

(V) (Vo) [(P(x) AQ(f(x))) V (= A(c,0) V B(c,d))]
(Vx) (Vo) [(P(x) V ~A(c,0) V B(¢,d)) A(Q(f (%)) V ~A(c,0) vV B(c,d))] [por (20)]
{{(P(x),~A(c,0),B(c,d)}, {Q(f(x)), ~A(c,v), B(c,d) } }

Solucién del apartado 2: Las formas clausales de las férmulas del problema son:
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= de (Vx)[P(a,x) — P(b, f(x))], S1 = {{~P(a,x),P(b, f(x))} };

= de (Vx)[P(f(x),x) — (V2)P(z,b)], S2 = {{=~P(f(x),x), P(z,0)} };
= de P(a, f(a)) AP(f(b),b), S3 = {{P(a, f(a))}, {P(f(b),b)}};

= de ~(3x)[P(x,a) AP(f(x),b), Sa = {{=P(x,a), ~P(f(x),b)} }.

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizacién, de S; U Sy U S3 U Sy.
Las cldusulas iniciales son

1 {=P(a,x),P(b, f(x))}
2 {~P(f(x),x), P(z,b)}
3 {P(a, f(a))}
4 {P(f(b),b)}
5 {-P(x,0),~P(f(x),b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4 y 1 se obtiene
6 {P(b,f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3,4, 1, 6 y 2 se obtiene
7{P(z,b)} (resolvente de 2y 4) y
8 {—P(f(x),x),P(b, f(b))} (resolvente de 2 y 1).
La cldusula 7 subsume ala 2 y a la 4.
Al resolver 7 con 3,1, 6 y 7 se obtiene
9{P(b, f(b))} (resolvente de 7 y 1)
La cldusula 9 subsume a la 8
Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7 y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver 5con 3,1, 6,7,9 y 5 se obtiene
10 {—=P(x,a)} (resolvente de 5y 7) La cldusula 10 subsume a la 5

Por tanto, el saturado es
{=P(a,x),P(b, f(x))}
{P(a, f(a))}

{P(, f(f(a)))}
{P(z,0)}

{P(b, f(b))}
{=P(x,a)}

—_

O O O W

1

= (f(a)), ..., b, f(b), f(f(b)),...} y un
modelo de Herbrand es I = {P(a, f(a)),P(b, f(f(a))), P(b, f(b)),P(z,b) : z € UH}

Ejercicio 86 Consideremos los siguientes hechos acerca de la sucesion de los integrantes de la
monarquia inglesa:
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5.

El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey.

Si alguien derrota a un rey entonces hereda su corona.

Si alguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey.
Enrique VIII era el primogénito de Enrique VIL.

Ricardo Il era rey y Enrique VII derroté a Ricardo I11.

Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los simbo-

los de predicado: D(x,y): x derrota a y, H(x,y): x hereda la corona de y, R(x): x es
rey, P(x,y): x es el primogénito de y. Las constantes a, b, c denotardn, respectivamente, a
Ricardo 111, Enrique VII y Enrique VIII.

(b) A partir de la informacion anterior, probar, mediante resolucion, que Enrique VIII fue rey.

Solucién:
Solucién del apartado (a) La formalizacién del problema es:

1.

El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey:
(V) (Yy)[R(y) A P(x,y) — H(x, y)].

Si alguien derrota a un rey entonces hereda su corona:

(Vx(Vy)[D(x,y) AR(y) — H(x,y)].

. Si alguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey :

(V) [(3y)[R(y) A H(x, y)] — R(x)].

. Enrique VIII era el primogénito de Enrique VII:

P(c,b).

Ricardo III era rey y Enrique VII derrot6 a Ricardo III:
R(a) AD(b,a).

Solucién del apartado (b) Resolucion:

Para realizar la refutacién tenemos que formalizar la negacién de la conclusién y
obtener las correspondientes formas clausales.

La formalizacién de la negacion de la conclusion es = R(c).

Las clausulas correspondientes a los hechos y a la negacién de la conclusién son

1 {=R(y), ~P(x,y), H(x,y)}
{=D(x,y), ~R(y), H(x,y)}
{=R(y), ~H(x,y), R(x)}
{P(c,b)}

{R(a)}

{D(b,a)}

{=R(c)}

NGl Wi



116 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

Una refutacién es

1 {ﬂR(y)ﬁP(x,y),H(x,y)}}

2 {-D(x,y),~R(y), H(x,y)

3 {-R(y),~H(x,y),R(x)}

4 {P(c,b)}

5 {R(a)}

6 {D(ba)}

7 {-R(c)}

8 {-R(y),—H(c,y)} Resolvente 7.1y 3.3

9 {-R(y),=P(c,y)} Resolvente 8.2y 1.3
10 {-R(b)} Resolvente 9.2y 4.1
11 {-R(y),—~H(b,y)} Resolvente 10.1 y 3.3
12 {-H(b,a)} Resolvente 11.1y 5.1
13 {=D(b,a),—R(a)} Resolvente 12.1 y 2.3
14 {-R(a)} Resolvente 13.1y 6.1

15 O. Resolvente 14.1y 5.1
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Ejercicio 87 Sean F y G las siguientes formulas:

F:(p—=q)A((r——t)A(qg—71))
G: (=t (mtAp)) — —(p — —t)

1. Probar mediante un tablero semdntico que F — (p — —t) es una tautologia.
2. Utilizando una forma normal, probar que G es satisfactible.

3. Probar mediante resolucion que {F, G} |=r — p.

Solucién:
Solucién del apartado 1: El tablero seméntico de —=(F — (p — —t)) se muestra en la
figura (10l Al ser todas las hojas cerradas, F — (p — —t) es una tautologia.

Solucién del apartado 2: Demostraremos la satisfacibilidad de G calculando una
FND (forma normal disyuntiva) de G:

(mt e (ntAp)) — ~(p — —t)
=((-t = (=tAp)) A((mtAP) = —t)) — =(p — —t)  [por ()]
(=t V (=t Ap)) A (=(mtAp) V—t))V =(=p V—t) [por(2)]

= ((tV(=tAP) AN ((mEAP)V b))V =(2p Vi) [por (5]

= ((EV (ot Ap)) A((m=tV 2p) Vob)) V(mmp Ammt) - [por (3) y (4)]
= ((EV (2t Ap)) A ((EV =p) Vb)) V(P AE) [por (5]

= ((EV (2tAp)) AV) V(P AE)

=tV (- tAp)V(pAL)

Por tanto, G es satisfacible y tiene dos modelos principales: v tal que v1(t) = 1y v, tal
que vp(t) =0y vp(p) = 1.

Solucién del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales:
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(=)A= H)A(g—71) = (p— b))

A
|
A

(p—=g)A(r—=t)A(g—r1),~(p— —t)

\
p—q,(r——t)A(qg—r1),~(p— —t)
\

p—gq,r— —t,g— r,—|(p — —\t)

|

’p—>q,r—> ﬁt,qﬁr,p,ﬂﬂt‘

|

’p—>q,rH —|t,q—>r,p,t

p—q,-Lg—rpt
|

Cerrada

P a, g =, pt

’ﬁp,—'r,q—uf,p,t q,—|r,q—>r,p,t

Cerrada

q,r,—q,p,t| |q,r,71,p,t
| |

Cerrada Cerrada

Figura 10: Tablero
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(p =) A((r—=t) A (g — 1))

= (pVa) A ((mrV =t A(=gVr)) [por (2)]

= {{~pa},{-r~t},{~q,1}}

(ot = (2t Ap)) = =(p — i)

(tV(—tAp))V(pAtL) [por el apartado anterior]
(EV =D A(EV )V (P [por (6]
(VA(EVP)V (pAL)

(EVp)V(pAL)

(tVpVp)AN(tVpVE) [por (6)]

={{tp}}

r—p)

(=rVp) [por (2)]
——r A p [por (4)]
rA-p [por (5)]
{rt {-r}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

{-r.q}

{-r, it}

{—q,r}}

{t.r}

{r}

{-r}

{—t} Resolvente de 2y 5

{p} Resolvente de 7 y 4
0 Resolvente de 8 y 6

~—~

—_

—_

O O NON Ul WD

Ejercicio 88 Consideremos el lenguaje de primer orden L = {a, f, P, Q, R} y el conjunto de
férmulas de L

1. Definir razonadamente un modelo Z de S cuyo universo sea U = {1,2,3,4,5}.
2. Probar utilizando un modelo de Herbrand que S = (Vx)[R(x) — Q(x)].
3. Probar mediante resolucion que S |= (Vx)[R(x) — R(f(x))].
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Solucidén:
Solucion del apartado 1: Tenemos que encontrar una estructura Z = (U,I)deL,con
U={1,2,3,4,5}, que sea modelo de las 6 férmulas de S:

F 2 (Vx)[Q(x) — R(x)],

F : (Vx)(Yy)[P(x,y) — P(y,x)],
F3: (Vx)—P(x,x),

Fy: (Vx)[P(f(x),x) — Q(f(x))],
F5: (Vx)[R(x) < P(x, f(x))],
Fs: Q(f(a))

Calculamos las consecuencias bésicas de las férmulas anteriores con sus argumentos li-

mitados a los 5 primeros elementos del universo de Herbrand de L; es decir,

a,f(a) f(f(a)).f(f(f(a) f(f(f(f(a)))y f(f(f(f(f(a)))))
F7: R(f(a)) [de Fs y Fi]
Fg:  P(f(a), f(f(a))) [de Fy y F5]
Fo:  P(f(f(a)), f(a)) [de Fg y ]
Fo: Q(f(f(a))) [de Foy F4]
Fi1: R(f(f(a))) [de Fpy Fi]
Fip: P(f(f(a)), f(f(f(a)))) [de Fi1 y F5]
Fs: P(f(f(f(a))) f(f(a))) [de Fi2 y F]
Fa: Q(f(f(f(a)))) [de Fi3y Fy]
Fs: R(f(f(f(a)))) [de Fi4 y F]
Fe: P(f(f(f(a)), f(f(f(f(a))))) [de Fi5y F5]
Fy7: P(f(f(f(f(a)))), f(f(f(a)))) [de Fig y F]
Fg: Q(f(f(f(f(a))))) [de Fi7 y F4]
Fio: R(f(f(f(f(a))))) [de Fig y Fi]
Fyo: P(f(f(f(f(a))), f(f(f(f(f(a)))))) [deFoy F5]
Fy: P(f(f(f(f(f(a))))), f(f(f(f(a))))) [deFoy F]
Fy: QU (f(f(f(f(a)))))) [de Fy1 y Fy
Fys: R(f(f(f(f(f(a)))))) [de Fy, y F]

Las consecuencias anteriores, ordenadas, son:
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Un modelo de las consecuencias es
al =1,
f1=1{1,2),(21),(3,1),(41),(51)},
Pl ={(1,2),(2,1)},
Q' ={1,2},
R ={1,2}

que puede comprobase facilmente que es un modelo de S.

Solucién del apartado 2: El universo de Herbrand de Les UH = {a, f(a), f(f(a)), ... }.
Un modelo de Herbrand de S en el que no se cumple la formula (Vx)[R(x) — Q(x)] es

I= {P(x, f(x)), P(f(x),%), Q(f(x)), R(x) : x € UH}.

Vamos a comprobarlo,

» [ = (Vx)[Q(x) — R(x)], ya que R se cumple para todos los elementos de UH.

I = (Vx)(Vy)[P(x,y) — P(y,x)], ya que en P es simétrica en I.

I = (Vx)—P(x, x), ya que todas las ocurrencias de P en I tiene sus dos argumentos
distintos.

I = (Vx)[P(f(x),x) — Q(f(x))], ya que para todo x € UH, Q(f(x)) € I.

I = (Vx)[R(x) <> P(x, f(x)), ya que R(x) y P(x, f(x)) se verifican en I para todo
x € UH.
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= [ |=Q(f(a)), yaque Q(f(a)) € UH.
w [ = (Vx)[R(x) — Q(x)], yaque R(a) € UH pero Q(a) ¢ UH.

Solucién del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales de las f6r-
mulas de S y de la negacién de (Vx)[R(x) — R(f(x))]:

Fi: (Vx)[Q(x) — R(x)]
= (Vx)[~Q(x) VR(x)] [por (2)]
= {{-Q(x),R(x)}}
Fy: o (Vx)(Vy)[P(x,y) — P(y,x)]
= (V) (Vy)[~P(x,y) V P(y, x)] [por (2)]
= {{-Plxy), P(y.x)}}
F: (Vx)-P(x,x)
= {{-P(x,x)}}
Fy: o (Vo)[P(f(x),x) = Q(f(x))]
= (Y)[=P(f(x),x) VQ(f(x))] [por (2)]
= {{=P(f(x),x), Q(f(x))}}
Fs:  (Vx)[R(x) < P(x, f(x))]
= (Y)[(R(x) = P(x, f(x))) A (P(x, f(x)) — R(x))]  [por (1)]
= (¥0)[(-R(x) VP(x, f(x))) A (~P(x, f(x)) VR(x))] [por (2]
= {{=R(x),P(x, f(x))},{=P(x, f(x)), R(x)}}
Fo: Q(f(a))
= {{Q(f(a)}}

~(¥0)[R(x) — R(f(x))
= —(Vx)[~R(x) V R(f(x))] [por (2)]
= (3x)~(=R(x) VR(f(x))) [por (8)]
= (3x)(==R(x) A=R(f(x))) [por (6)]
= (Ix)(R(x) A=R(f(x))) [por (7)]
=sat R(b) AN—R(f(b)) [b constante de Skolem]

=sat {{R(0)}, {=R(f())}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es
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Resolvente de 8 y 1
Resolvente de 7 y 5
Resolvente de 10 y 2
Resolvente de 11 y 4
Resolvente de 12y 9

Ejercicio 89 Calcular formas prenexa, de Skolem y clausal de la siguiente férmula:

(V0)[(F2)P(z) — Q(x)] — ((V2)A(y,2) — (Fu)B(y,u))

Solucién:
1.— Forma prenexa:

L1
=
SN—
—
L
N
A\/
i)
—
N
A\_/
>
J
@)
=
N—

2.— Forma de Skolem:

[por rectificacion]
[por (2)]

[por (8)]

[por (6)]

[por (7)]

[por (11)-(18)]

[cierre existencial]

y,v)V B(y,u))] [por anterior]

[constantes de Skolem

[anterior]

(Vx)[(32)P(z) — Q(x)] — ((Vz)A(y,z) — (Fu)B(y, u))
=t () [(Vx)[(F2)P(z) — Q(x)] — ((V2)A(y,z) — (Su)B(y,u))]
= (Jy)(3x)(32)(Fo) (Fu)[(P(z) A =Q(x)) V (=
= (P(c)AN—=Q(b)) Vv (—=A(a,d)V B(a,e))
3.— Forma clausal
(Vx)[(32)P(z) — Q(x)] — ((Vz)A(y,z) — (Ju)B(y,u))
=st (P(c)N=Q(b))V (—A(a,d)V B(a,e))
= (P(0)V (~A(a,d)V B(a,))) A (~Q(b) V (~A(a,d) V B(a,e))) [por (20)]
= {{(P(c),~A(a,d),B(a,e)},{—~Q(b), ~A(a,d),B(a,e)} }
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Examen de Junio de 2002

Ejercicio 90 Consideremos la formula proposicional
A:(r—=p)AN(-r—qVs)—=pVqgVs
y el conjunto de formulas

U={r—pVgs—p-sAN-r—sVt}
1. Probar, mediante tableros semdnticos, que A es una tautologia.
Probar, razonadamente, que U es consistente, mostrando para ello un modelo de U.

Probar, mediante resolucion lineal, que U |= —p — (g V t).

W

Sea B la férmula anterior —p — (q V t). ;Podemos eliminar alguna formula de U de
manera que la formula B sea consecuencia I6gica del conjunto de formulas restante?

Solucidon:
Solucién del apartado 1: El tablero semantico de —A se muestra en la figura
Como todas las hojas son cerradas, A es una tautologia.

Solucién del apartado 2: Sea I una interpretacion. Para que I sea modelo de las dos
implicaciones de U basta que sus consecuentes sean falsos en I; es decir, | (p) =0 y
I(s) = I(t) = 0.Sean I tal que I(p) = 0, para que I sea modelo de la equivalencia, basta
que I(r) = I(g). Por tanto, una interpretacion I tal que I(p) = 0, I(gq) = 0, I(r) = 0,
I(s) =0y I(t) = 0 es un modelo de U.

Solucién del apartado 3: En primer lugar, calculamos formas clausales de las for-
mulas de U y de la negacién de la conclusion:
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~((r—=p)AN(-r—qVs) = pVqgVs)

(rHP)A(ﬁrHLIVSM(quVS)

r—>p,—|r—>q\‘/s,ﬂ(p\/q\/s)

rﬁpﬁrﬁq‘VSﬁPﬁ(WS)
|

r— p,—lr—>q\/sl—\p,—\q,—\s‘

’—ﬂ",—ﬂ’—)q\/slﬁp,ﬁq,—ﬁ‘ p,—|1’—>q\/5,—|p,—|q,—|s
|
Cerrada
’—ﬂ’, —|—\1’,—|p, —|q, —|S‘ ’—ﬂ”q\/sl _'p/_'q/_'s‘
|
Cerrada

’ -, q,7p, g, s ‘ ’ -r,s,p, g, S ‘

Cerrada Cerrada

Figura 11: Tablero
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(=rVpVag)AN((=pVr)A(=gVr)) [por(7)]
H{-r.par {-pri{-qr}}

s—p

-5V p [por (2)]
{{-s,p}}

“SA—r —sVt

(s A=)V (sViH) [por (2)]
(m=msV o) V(sVit) [por (3)]
(sVr)V(sVt) [por (5)]
{{s,r,t}}

=(mp—(qVi))

=(=mp V(g Vi) [por (2)]
=(pVi(gVit)) [por (5)]
—pA=(qVit) [por (4)]
—p A (—g A t) [por (4)]
Hrh A—aq}, {-t}}

Una resolucidn lineal con las cldusulas obtenidas es

1 {-rpq}
{-p, 1}
{~q,7}

repVvq
= (r—=pVvgAN(pVg—r) [por (1)]
= (-rVv(pVag)A(=(pVq)Vr) [por (2)]
= (=rV(pVa)A((=pA—q)Vr) [porE4)]

{s,r} Resolvente de 5y 8
10 {r,p} Resolvente de 9y 4
11 {p,q} Resolvente de 10y 1
12 {p} Resolvente de 11y 7

O] Resolvente de 12y 6

Solucién del apartado 4: Sean

F:repvyqg
F:s—p
F:—-sAN—r—sVt

las férmulas de U. Veamos que no puede eliminarse ninguna sin perder la consecuencia:
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» {F, F3} [~ B:Sea I tal que
Il(p)O =, Il(q) =0, Il(i’) = 1, Il(S) =0 y Il(t) =0.
Entonces, [ (F) = [1(F) =1y L(B) = 0.
» {F,F;} [~ B:Sea I, tal que
Iz(p)o =, Iz(q) =0,L(r) =0, Iz(s) =1y Iz(t) =0.
Entonces, [ (F) = I(F;) =1y L(B) = 0.
» {F,F} [~ B:Sea I3 tal que

L(p)0 =, 1(q) = 0, I(r) = 0, I5(s) = 0y I5(£) = 0.
Entonces, I3(F;) = I3(F,) =1y I3(B) = 0.

Ejercicio 91 En cierto pais oriental se ha celebrado la fase final del campeonato mundial de fiit-
bol. Cierto diario deportivo ha publicado las siguientes estadisticas de tan magno acontecimiento:

» A todos los porteros que no vistieron camiseta negra les marcé un gol algiin delantero
europeo.

» Algiin portero jugé con botas blancas y sélo le marcaron goles jugadores con botas blancas.
» Ningiin portero se marcé un gol a st mismo.
= Ningiin jugador con botas blancas vistio camiseta negra.

Se pide:

1. Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los siguientes
simbolos de predicado: P(x): “x es portero”, D(x): “x es delantero europeo”, N(x): “x
viste camiseta negra”, B(x): “x juega con botas blancas”, M(x,y): “x marcé un gol a y”.

2. Obtener una forma clausal para el conjunto de férmulas del apartado anterior.

3. Probar, mediante resolucion, que algiin delantero europeo jugé con botas blancas.

Solucién:
Solucién del apartado 1:

» A todos los porteros que no vistieron camiseta negra les marcé un gol algtan de-
lantero europeo.

(V) [P(x) A =N(x) — (3y)[D(y) A M(y, x)]].
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= Algtn portero jugé con botas blancas y s6lo le marcaron goles jugadores con botas

blancas.
(30)[P(x) A B(x) A (V) [M(y, x) — B(y)]]-
» Ningtin portero se marcé un gol a si mismo.
—(3x)[P(x) A M(x, x)].
» Ningtin jugador con botas blancas vistié camiseta negra.

=(3x)[B(x) A N(x)]

Solucién del apartado 2: Calculo de formas clausales:

(Vx)[P(x) A=N(x) — (3y)[D(y) A M(y, x)]
= (Vx)[=(P(x) A=N(x)) v (3y)[D(y) A M(y, x)]]
= (V®)[(=P(x) V==N(x)) vV (Jy)[D(y) A M(y, x)]]
= (V¥)[(=P(x) VN(x)) vV (Fy)[D(y) A M(y, x)]]
= (v0)@y[(=P(x) v N(x)) v (D(y) A M(y, x))]
= (v0)@[((=P(x) VN(x)) vV D(y)) A ((=P(x) V N(x)) vV M(y, x)
=sat (VX)[((=P(x) V N(x)) VD(f(x))) A ((=P(x) V N(x)) vV M(f (x),
= {{=P(x),N(x), D(f(x))}, {~P(x), N(x), M(f(x),x) } }
(Fx)[P(x) A B(x) A (Vy)[M(y, x) — B(y)]]
= (3)[P(x) AB(x) A (Vy)[~M(y,x) V B(y)]]  [por (2)]
= (3)(vy)[P(x) AB(x) A (=M(y,x) vV B(y))] [por (15)]
=t (Vy)[P(a) AB(a) A (=M(y,a)V B(y))] [por Skolem]
= {{P(@)},{B(a)}, {~M(y,a),B(y)}}
—(3x)[P(x) A M(x, x)]
= (Yx)=(P(x) A M(x,x)) [por (9)]
= (Vx)[-P(x) VvV -M(x,x)] [por (5)]
= {{~P(),~M(x,x)}}
—(3x)[B(x) A N(x)]
= (Yx)~(B(x) AN(x)) [por (9)]
= (Vx)[>B(x) V = N(x)] [por (5)]
= {{=B(x),~N(x)}}

[por (2)]
[por (5)]
[por (7)]
[por (18)]
[por (19)]

))] [por Skolem]

Solucién del apartado 3: Para demostrar que “algtin delantero europeo jugé con bo-

tas blancas” se calcula una forma clausal de su negacion:
=(3x)[D(x) A B(x)]

(Vx)=(D(x) A B(x))  [por (9)]

(Vx)[=D(x) V=B(x)] [por (5)]
{{=D(x),=B(x)}}

Una refutacién por resolucién de las cldusulas obtenidas es
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1 {~P(x), N(x), D(f(x))}

2 {-P(x), N(x), M(F(x), %)}

3 {P(a)}

4 {B(a)}

5 {~M(y,a),B(y)}

6 {-P(x),~-M(x,x)}

7 {-B(x),~N(x)}

8 {~D(x), ~B(x)}

9 {-D(x),~-M(x,a)} Resolvente de 8 y 5 con 0 = [y/x]
10 {=D(f(a)),—P(a),N(a)} Resolventede9y2conb, = [x/y|yoc=[y/a,x/f(a)]
11 {-=D(f(a)),N(a)} Resolvente de 10y 3
12 {=P(a),N(a)} Resolvente de 11y 1
13 {N(a)} Resolvente de 12y 3
14 {-B(a)} Resolvente de 13y 7
15 0O Resolvente de 14 y 4

Ejercicio 92 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideremos el lenguaje de primer orden Ly = {P, f} y las formulas de L:
Fi: (Vo) (3y)P(x, f(y)), B2 = (Fy) (V) P(x, f(y)) y F5 = (By) (Vx) P(x, y).
(a) Hallar una Ly estructura, Z, tal que T |= F; pero T [~ F,.
(b) Hallar una Ly estructura, 7', tal que ' |= F3 pero ' |~ F,.

2. Consideremos ahora el lenguaje Ly = {a,b, P, Q} y la formula, F, siquiente:

(Vx)(3y) [P(x,y) A ~Q(x, a)].
Hallar un modelo de Herbrand de F.

Solucién:

Solucién del apartado (1a): Sea Z = (U, I) con U = {1,2}, fI = {(1,1),(2,2)} (es
decir, la identidad en U) y P = {(1,1),(2,2)} (es decir, la igualdad en U). Entonces,
T = F pero }~ F.

Solucién del apartado (1b): Sea 7' = (U',I') con U’ = {1,2}, fI' = {(1,2),(2,2)}
(es decir, la constante 2 en U) y P! = {(1,2),(2,2)} (es decir, la relacién menor o igual
en U). Entonces, 7’ |= F; pero Z' [ F,.

Solucién del apartado (2a): El universo de Herbrand de L, es UH = {a,b}. Un
modelo de Herbrand de F es I = {P(a,a),P(a,b),P(b,a),P(b,b)}.



132 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

Examen de Septiembre de 2002

Ejercicio 93 Sean A:—r — sA—u,B: (rVs)A(u — r)yU el conjunto de formulas:
U={qVvrVvs,r—qVtg— —pt—uu— —sp}
(a) Probar, mediante tableros semdnticos que A y B son l6gicamente equivalentes.
(b) Hallar, razonadamente, todos los modelos de U. ;Es U consistente?
(c) Probar, mediante resolucion lineal, que la formula A es consecuencia l6gica de U.

(d) Decidir razonadamente si la formula —B es, o no, consecuencia l6gica de U.

Solucién:
Solucién del apartado (a): El tablero semantico de —(A < B) es

—((-r —=sA—u) = (rvs)A(u—r)))

N

1 2

Subtablero1  Subtablero 2
donde el subtablero 1 se muestra en la Figura 2 (pagina [133) y el subtablero 2 en la
Figura 3 (paging134)

Al tener todas sus hojas cerradas, A y B son equivalentes.

Solucién del apartado (b): Consideremos las férmulas de U:

Fr: qgVrVs

F: r—gqvVvt

F3 N q — ﬁp

Fy: t—u

F5: u— —s

F6 P
Sea v un modelo de U. Por F, se tiene

v(p) =1 1)
Por (1) y B,

v(g) =0 )
Por (2) y Fy,

v(rvs) =1 3)

Por (3), se distingue dos casos. En el primer caso,
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133

—((=r —=sA—u) — ((rvs)A(u—r)))

|

—r —=sA-u,((rVs)A(u—r))

—r — sA—u,~(rVs) —r — sA—u, (1 —r)

| |

]ﬂr—>sAﬂu,—nr,ﬁs\ ]ﬂrHsAﬂu,u,ﬁr\

[==r, 28] [s A —u,—r,—s| [ Do u, o] S A S, i,

| | | |
Cerrada Cerrada
| |

Cerrada Cerrada

Figura 12: Subtablero 1
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(((rvs)A(u—r)) — (-r —sA\-u))

\
(rvs)AN(u—r),=(-r—sA-u)

7
\
rvs,u—r,~(—r—sA-u)

|

rvs,u—r,~r,(s A\ -u)

rVs,—u,—r, (s A u) rvs,r,—r, (s A —-u)
Cerl"ada
r,—u, =1, (s A ) s,—u,—r, = (s A\ )
Cerrada

S, U, —r, 8 \

S, 2, =f, |

Cerrada Cerrada

Figura 13: Subtablero 2
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v(r) =1 4)
Por (4) Fy y (2),

v(t) =1 ()
Por (5) y F4,

v(u) =1 (6)
Por (6) y Fs,

v(s) =0 @)
Por tanto, hemos encontrado un modelo v; tal que

v1(p) =1,0v1(9) =0,v1(r) =1, 01(s) = 0,v1(¢t) = 1,01 (u) =1

En el segundo caso,

o(r) =0 (4)
Por (4') y (3),

v(s) =1 (5)
Por (5) y Fs,

v(u) =0 (6)
Por (6") y Fi,

o(t) =0 (7’)

Por tanto, hemos encontrado otro modelo v, tal que
va(p) =1,v2(9) =0,02(r) =0,v2(s) =1,v2(t) =0,02(u) =0

Puesto que U tiene modelos, es consistente.

Solucién del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales de las

férmulas de U y de la férmula —A:



136

José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

Fr:qVvrvs
bB:r—qVt

F3:q—>—\p

Fs:u— —s

—A:—(-r — s A )

{{a.7,s}}
rvVgVvit
{{-rq,t}}
—qVop
{{—q,—p}}
—tVu
{{—t,u}}

—uV s

{{-u,~s}}
= {{r}}

=(==rV (s A —u))
=(rV (s A\ —u))
—r A =(sA—u))
=1 A (msV o))
—rA(=sVu))

{{=rth {-s,ut}

[por (2)]
[por (2)]
[por (2)]

[por (2)]

Una resolucion lineal con las cldusulas obtenidas es

{q.,7,s}
{-r.q,t}

{—q,~p}

1
2
3
4 {-t,u}
5 {-u,—s}
6 {p}
7 {-r}
8 {-s,u}
9 {q1,u}
10 {g,r,—s}
11 {q,7}
12 {q}
13 {-p}

[J

Resolvente de 1y 8
Resolvente de 9y 5
Resolvente de 10y 1
Resolvente de 11y 7
Resolvente de 12y 3
Resolvente de 13y 6

Solucién del apartado (d): Puesto que los modelos de U, calculados en el apartado
(b), son las valoraciones vy y v, tales que

v1(p) =1,0v1(9) =0,v1(r) =1,v1(s) = 0,v1(t) = 1,01 (u) =1
v2(p) = 1,v2(9) =0,02(r) =0,v2(s) = 1,02(t) =0,v2(u) =0

para determinar

si =B es consecuencia de U basta calcular el valor de —B en dichas valoraciones.
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v1(=((rvs)A(u—r))) (v1(rVs)AN(u—r))

(01(rVs),v1(u —r1)))
(Hy(v1(r),v1(8)), H- (v1(u),01(r))))
EHv(l ,0),H-.(1,1)))

L(H
~(H
L(H
-(Ha(1,1))

(
A
A
A
A

/\/‘\/\/\/\/\

-(1)

1| | [
ST T T T T T

Por tanto, =B no es consecuencia de U.
Noétese que el calculo anterior puede simplificarse (por el método de Quine) en

S ((rVvis ) A(u = 1))
0 110 1 111

Ejercicio 94 Consideremos el lenguaje de primer orden L = {a, P, Q} (siendo a un simbolo de
constante y Py Q predicados de aridad 1). Sea F la férmula de L

(V) [P(x) — (Qx) v Q(a))] — ((Bx)P(x) — (Fx)[Q(x) v Q(a)])

(a) Calcular formas clausales para F y —F.
(b) Probar, utilizando resolucién bdsica, que F es l6gicamente vdlida.

(¢) Describir un modelo de Herbrand de F.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Célculo de una forma clausal de F:

(V) [P(x) — (Q(x) V Q(a))] — ((3x)P(x) — (3x)[Q(x) V Q(a)])

[
[
[
[
{Por (7) y (6)]
[
[
[
[

= (V)[P(x) = (Q(x) VQ(a))] — ((3y)P(y) — (32)[Q(z) vV Q(a)))
= 2(V)[=P(x) vV (Q(x) v Q(a))] v (=(By)P(y) V (32)[Q(z) V Q(a)])
= (3x)2(=P(x) V(Q(x) VQ(a))) vV ((vy)~P(y) V (32)[Q(2) V Q(a)])
= (39)[-P(x) A=(Q(x) v Q(a))) V ((Wy)~P(y) V (32)[Q(2) v Q(a)])
= (B9)[Px) A (=Q(x) A=Q(a)] V ((Yy)~P(y) V (32)[Q(z) V Q(a)])
= (E[P(x) A (=Q(x) A=Q(a))) V ((Yy)=P(y) v (32)[Q(z) V Q(a)])]
= BPE) A (=Q(x) A=Q(a))) V (32)[(Yy)=P(y) v (Q(z) V Q(a))]]
= (B0)B)P(x) A (=Q(x) A=Q(a))) V (Vy)[=P(y) v (Q(z) V Q(a))]]
= (B0)@E2)()[(P(x) A (=Q(x) A =Q(a))) V (=P(y) v (Q(z) V Q(a)))]
=sat (YY) [(P(D) A (=Q(b) A=Q(a))) V (=P(y) V (Q(c) V Q(a)))]
= (W)[(P) vV (=P(y) vV (Q(c) v Q(a))))A
(=Q(b) Vv (=P(y) v (Q(c) v Q(a))))A
(—Q(a) vV (=P(y) v (Q(c) vV Q(a))))] [distributiva]
= (W)I(PD) vV (=P(y) v (Q(c) v Q(a))))A
(=Q(b) V (=P(y) v (Qlc) V Q(a))))] [tautologfa]
= {{P(b),=P(y),Q(c), Q(a)}, {~Q(b), ~P(y), Q(c), Q(a) } }

2.— Céalculo de una forma clausal de —F:

rectificaciéon]
por (2)]
por (8) y (9)]
por (6)]

por (14]
por (18)]
por (12)]
por (16)]
Skolem]
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~((vx)[P(x) — (Q(x) vV Q(a))] — ((3x)P(x) — (Ix)[Q(x) V Q(a)])
= 2(BC)[Px) A (=Q(x) A=Q(a))] v ((Vy)=P(y) v (32)[Q(z) V Q(a)]
= () Bx)(32)[(P(x) A (=Q(x) A=Q(a))) V (=P(y) V (Q(z) v Q(a)
= (Fy)(vx)(v2)-[(P(x) A (=Q(x) A =Q(a))) V (=P(y) V (Q(2) V Q(a)
=sat (Vx)(Vz2)=[(P(x) A (=Q(x) A =Q(a))) V (=P(b) V (Q(z) V Q(a)))
= (V) (V2)[(P(x) A (=Q(x) A =Q(a))) A =(=P(b) V (Q(z) V Q(a)
= (V0)(V2)[(=P(x) V = (=Q(x) A =Q(a))) A (==P(b) A =(Q(2) V Q
= (V) (V2)[(=P(x) V (-=Q(x) V ==Q(a))) A (P(b) A (—Q(2) A =Q
= (V) (V2)[(=P(x) V(Q(x) V Q(a))) A (P(b) A (—Q(z) A =Q(a)))]
= {{~P(x),Qx),Q(@)},{P()},{-Q(2)},{~Q(a)} }

Solucién del apartado (b): Sustituyendo en la forma clausal de —F calculada ante-
riormente, la x y la z por b se obtiene un conjunto de cldusulas que tienen una refutacién
bésica. En efecto,

1 {=P(b),Q(b), Q(a)}

2 {P(b)}

3 {-Q(b)}

4 {-Q(a)}

5 {Q(b),Q(a)} Resolvente de 1y 2
6 {Q(a)} Resolvente de 5y 3
7 O Resolvente de 6 y 4

Solucién del apartado (c): A la vista de la forma clausal de F del apartado (a), se ob-
serva que un modelo de Herbrand de F es el conjunto vacio (es decir, ningtin elemento
verifica P ni ninguno verifica Q).

Ejercicio 95 Consideremos el LPO L = {a,b, P, Q, R, T'}. Escribir formulas de L que expresen
las siquientes afirmaciones:

1. Pilar dirigid algiin drama pero no dirigié ninguna comedia.

2. Pedro dirigié una comedia de mayor duracion que cualquiera de las dirigidas por Pilar.
3. Pedro no dirigié comedias salvo que Pilar dirigiera algiin drama.

4. Pilar dirigié todo drama que no dirigié Pedro.

P(x) expresard que “x es una comedia”, Q(x) que “x es un drama”, R(x,y) expresard que
“x dirigié y” y T(x,y) que “x es de mayor duracién que y”. Las constantes a y b denotardn,
respectivamente, a Pedro y a Pilar.

Solucidén:

1. Pilar dirigi6¢ algtin drama pero no dirigi6é ninguna comedia.

(F)[Qy) AR, y)] A —=(32)[P(z) AR(b, )]

)

) [por anterior]
)] [por (12)~(18)
)] [por (8)y (9]
] [por Skolem]
)] [por (6)]
(a)))] [por (5)y (6)]
(a)))] [por (5),(6)y
[por (7)]
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2. Pedro dirigié una comedia de mayor duracién que cualquiera de las dirigidas por
Pilar.

(3)[P(x) AR(a,x) A (YY) [P(y) AR(b,y) — T(x,y)]]

3. Pedro no dirigié comedias salvo que Pilar dirigiera algtin drama.
(3)[P(x) AR(a,x)] = (3y)[Q(y) A R(D,y)]

4. Pilar dirigi6 todo drama que no dirigi6é Pedro.
(V) [Q(x) A =R(a,x) — R(b, x)]

Ejercicio 96 Consideremos las férmulas del LPO, L = {P,Q}

Fy: (30)[P(x) A Q(x)].
Fy 2 (3x)P(x) A (3x)Q(x),
Fs 2 (3x)(3y)[P(x) A Q(y)]

(a) Hallar una L estructura T tal que T |= F, pero T |~ Fy.
(b) Probar que todo modelo de F; es modelo de F,.

(c) Probar que F, y F3 son légicamente equivalentes.

Solucién:
Solucién del apartado (a): Vamos a buscar formas clausales de F, y =F y saturar por
resolucion el conjunto de las cldusulas obtenidas para hallar un modelo de Herbrand de

{R,-F}.

F:  (Ix)P(x) A (Ix)Q(x)
= (3x)P(x) A (y)Q(y) [rectificacion]
= (3)@Px) AQ)] [por 1D-()
=t Pa) NQ(b) [por Skolem]
= {{rP@)}.{Q®)}}
—F o —(3x)[P(x) A Q(x)]
= (v)=(P(x) AQ(x))  [por O
= (Vx)[-P(x) V-Q(x)] [por (5)]
= {=P(x),-Q(x)}
Las clausulas obtenidas son
1 {P(a)}
2 {Q(b)}

3 {~P(x),~Q(x)}

Veamos el proceso de saturacién, por resolucion:
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Al resolver 1 con 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 1y 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 1, 2 y 3 se obtiene
4 {—Q(a)} (resolvente de 3y 1)
5{=P(b)} (resolvente de 3 y 2)
Al resolver 4 con 1, 2, 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 1, 2, 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.

Ala vista del saturado, un modeloes Z = (U, I) con U = {a, b}, P! = {a}, Q' = {b}.

Solucién del apartado (b): Probar que todo modelo de F; es modelo de F,, equivale
a probar que F; = F, que, a su vez, equivale a probar que {F;, —F,} es inconsistente.
Probaremos la tltima condicién por resolucién. Para ello, empezamos calculando unas

formas clausales de F; y —F,.

Fr: o (3x)[P(x) AQ(x)]

=t P(a) A Q(a) [por Skolem]

=  {P@)}{Qa)}}

—F 0 —((Fx)P(x) A (Fx)Q(x))

=" ~E0)@)[P() Q)] [porapartado ()]
= (Vo) (Vy)=(P(x) AQ(y)) [POf )

= (V) (Vy)[-P(x) vV -Q(y)] [por (5)]

P
{{~P(x),~Q(y)}}

La resolucion es

1 {P(a)}

2 {Q(a)}

3 {=P(x),~Q(y)}

4 {-Q(y)} Resolvente de 1y 3
5 0O Resolvente de 4 y 2

Solucién del apartado (c): Para probar que F, y F3 son légicamente equivalentes,
basta probar que F, |= F3y F3 |= F,. Lo haremos por resolucién. Para ello, necesitaremos

formas clausales de F,, ~F,, F3 y —F;.

F: (3x)P(x) A (3x)Q(x)
=t {{P(a)},{Q()}} [por anterior]

—Fy i =((3%)P(x) A (3x)Q(x))
= {{-P(x),~Q(y)}} [por anterior]
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Fs: (3x)(3y)[P(x) A Q(y)]

=t P(c) ANQ(d) [por Skolem]
= {HP(r{Q@)}}
—F 0 =(3x)(3y)[P(x) A Q(y)]
= (V) (vy)=(P(x) AQ(y))  [por V)]
= (Vo) (vy)[=P(x) V=Q(y)] [por (5)]
= (V)(vy)[= P(X)\/ﬁQ( )] [por 5]
= {{-P(x),-QW)}}

Demostracion, por resolucion, de F, |= Fs:
1 {P(a)}
2 {Q(b)}
3 {~P(x),=Q(y)}
4 {-0(y)} Resolvente de 1y 3
5 0 Resolvente de 4 y 2

Demostracién, por resolucion, de F; |= F:

1 {P(c)}
2 {Q(d )})

4 {-0Q(y)} Resolvente de 1y 3
5 0 Resolvente de 4 y 2
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Examen de Junio de 2001

Ejercicio 97 Este ejercicio tiene 3 apartados.

1. Decidir, utilizando el método que se indica, si cada una de las formulas siguientes es insa-
tisfactible o una tautologia.

A:(pAgepVve) —(p—4q)

B:(p——(q—-n)A(r——q)

Cilg—pAr)A=-(p=pVa)
Los métodos que deben usarse son: tableros semdnticos para A, formas normales para B y
resolucion para C.

2. Describir, razonadamente, todos los modelos de cada una de las férmulas anteriores.

3. Se considera el conjunto U = {pVq — rVs,rANt — s,y A=t — —u}. Decidir,
mediante tableros semdnticos, si U = p — s V —u.

Solucién:
Solucién del apartado (1.a): La férmula A es una tautologia ya que el tablero seman-
ticode {—A}

~((pAgeopVag) = (p—1q))
pAqHPv‘q,ﬂ(qu)
PAQ*PV‘%PV;*PNIW(PHQ)

]P/\QHPV‘%P‘VQHPNLPWH

pAG—pVa-(pVa),p—q| [PAN9—=PVaP g p )
\ \
pPAG—pVa,p (PAG—PVa,.q,p, ]
| |

Cerrada Cerrada
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tiene todas las hojas cerradas.

Solucién del apartado (1.b): Vamos a calcular una forma normal disyuntiva de B:

(p— —~(q— 1)) A(r— —q)

= (mpV(—gqV-r))A(=rV ) [por (2)]
= (7pV (mgA==r)) A(=rV—g) [por (4)]
= (mpV(GAT))A(mrVg) [por (5)]
= (tpA(rV =) V((gAT)A(mrV —g)) [por (7)]
= ((=pA-r)V(mpA—q)V (A7) A(mrV —q)) [por (6)]
= ((=pA-1)V(mpA=q))V((qATr A=)V (gATA=g)) [por (6)]
= ((=pA-r)V(=pA—q))V (FVF)

(=p A=)V (=pA—q)
Por tanto, la férmula B es satisfacible (por ejemplo, si I(p) = I(r) = 0, entonces I[(B) =
1), pero no es una tautologia (por ejemplo, si I(p) = 1, entonces I(B) = 0).

Solucién del apartado (1.c): En primer lugar, se calcula una forma clausal de —C.
(g = pAr)A=(ppVag)

JA=((p—=pVa) A (pVag—rp))) [por (1)]
(mgV(pAr))A=((=pV(pVa) A(=(pVag)Vp))) [por(2)]

/\/J\/—\
=
!
=
>
~

J

= (qV(pAr))V-oa((=pV(pVa)A(=(pVg)Vp))) [por@3)]

= (g A=(pAr)V((mpV(pVa)A(=(pVa)Vp))) [por @)y (5)]
= (@A (=pV-or)V((=pV(pVa) A(=(pVa)Vp))) [por (3) y (5)]
= (@A (=pV-r))VIVA(=(pVag)Vp)))

= (@A (=pVor))V(=(pVa) Vp)

= (@N(=pVor)V((=pA—q)Vp) [por (4)]

= (@A (=pV-r))V((=pVp)A(=qVp)) [por (7)]

= (@N(=pV-r))V(VA(qVp))

= (@A (=pV 1))V (=gVp)

= (qV(mqVp)A((=pV-r)V(—qVp)) [por (7)]

= VAV

=V

Puesto que —C es una tautologia, C es insatisfacible.

Solucién del apartado (2): Puesto que A es una tautologia, todas las interpretaciones
son modelo de A. Los modelos de B son las interpretaciones I tales que I(p) = I(r) =0
obien I(p) = I(g) = 0. Puesto que C es insatisfacible, no tiene modelos.

Solucién del apartado (3): Un tablero seméntico de U U {—(p — sV —u)} es
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pVqg—rVsrAt—s,rA-t— —u,—(p—sV-u)
\
pVg—rVsrAt—s,rA-t— —up,—(sV-u)

|

’p\/q—>r\/s,r/\t—>s,r/\—|t—>ﬁu,p,ﬁs,ﬂﬂu‘

|

’p\/q—>r\/s,r/\t—>s,r/\ﬁt—>ﬁu,p,ﬂs,u‘

pVg—rVs,a(rAt),rA—t— —u,p,—s,u| |-cosS, 05,1
|
Cerrada
=(pVq),~(rAt),r N\t — —u,p,—s,u Vs, a(r At),r A—t — —u,p, s, u

|

—p,—q,(r At),r A=t — —u,p, s, u

Cerrada

r,=(r At),r A=t — —u,p, s, u Sye.., S, U

Cerrada

r,r,r \ -t — ﬂu,p,ﬂs,u‘

Cerrada

r,—t, v\t — ﬁu,p,ﬂs,u‘

r,—t, U, p, s, U ‘

Cerrada

r,—t,=(r A—t), p,—s, u ‘

r,—t, 1, p, s, U ‘ r,—t, ~t, p, S, U ‘

Cerrada Cerrada
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Como todas las hojas son cerradas, U = p — s V —u.

Ejercicio 98 Las relaciones de parentesco verifican la siquientes propiedades generales:
» Si x es hermano de y, entonces y es hermano de x.
= Todo el mundo es hijo de alguien.
» Nadie es hijo del hermano de su padre.
» Cualquier padre de una persona es también padre de todos los hermanos de esa persona.
= Nadie es hijo ni hermano de si mismo.

Tenemos los siguientes miembros de la familia Peldez: Don Antonio, Don Luis, Antofiito y Ma-
nolito y sabemos que Don Antonio y Don Luis son hermanos, Antofiito y Manolito son herma-
nos, y Antoiiito es hijo de Don Antonio. Se pide:

1. Formalizar los conocimientos anteriores en un lenguaje de primer orden usando tan solo:

» A, L, a, m como constantes para D. Antonio, D. Luis, Antofiito y Manolito, respec-
tivamente.

» Los predicados: Her(x,y) = “x es hermano de y”, Hijo(x,y) = “x es hijo de y”.
2. Obtener una forma clausal para el conjunto de férmulas obtenido en el apartado 1.

3. Decidir mediante resolucion si Don Luis es el padre de Manolito o no.

Solucién:
Solucién del apartado (1): Formalizacion:

Si x es hermano de y, entonces y es hermano de x.
(Vx) (Vy)[Her(x, y) — Her(y, x)].

Todo el mundo es hijo de alguien.
(Vx) (3y)Hijo(x, ).

Nadie es hijo del hermano de su padre.
(Vx)(Yy)(Vz)[Hijo(x,y) A Her(z,y) — —Hijo(x, z)].

Cualquier padre de una persona es también padre de todos los hermanos de esa
persona.

(V) (Vy)[Hijo(x, y) — (vz)[Her(z, x) — Hijo(z,y)]].



148 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

= Nadie es hijo ni hermano de si mismo.
(Vx)[—Hijo(x, x) A —=Her(x, x)].

Don Antonio y Don Luis son hermanos.
Her(A,L).

Antofiito y Manolito son hermanos.
Her(a, m).

Antoiito es hijo de Don Antonio.
Hijo(a, A).

Solucién del apartado (2): Célculo de formas clausales:

(Vx)(Vy)[Her(x,y) — Her(y, x)]
(Vx)(Vy)[~Her(x,y) V Her(y,x)] [por (4)]
{{—Her(x,y), Her(y,x) }}

(Vx) (3y)Hijo(x, )
=sat  (Vx)Hijo(x, f(x)) [Skolem f]
= {{Hijo(x, f(x))}}

(Vx)(Vy)(Vz)[Hijo(x, y) A Her(z,y) — —Hijo(x, z)]
= (Vx)(vy)(Vz)[~(Hijo(x, y) A Her(z,y)) V —Hijo(x,2)] [por (4]
= (Yx)(Yy)(Vz)[-Hijo(x,y) V —Her(z,y) V —Hijo(x, z)] [por (5)]
= {{~Hio(x,y), ~Her(z,y), ~Hijo(x, ) } }

(V) (Vy) [Hijo(x, y) — (Vz)[Her(z, x) — Hijo(z,y)]]
= (Yx)(Vy)[-Hijo(x,y) V (Vz)[-Her(z,x) V Hijo(z,y)]] [por (4)]
= (Vx)(Yy)(Vz)[—Hijo(x,y) V =Her(z, x) V Hijo(z,y)]  [por (16)]
= {{-Hijo(x,y), ~Her(z, x), Hijo(z,y) } }

(Vx)[—Hijo(x, x) A —~Her(x, x)]
{{7Hijo(x, x)}, {~Her(x, x) } }
Her(A, L)
=  {{Her(A,L)}}
Her(a, m)
{{Her(a,m)}}
Hijo(a, A)
= {{Hio(a,A)}}
Solucién del apartado (3): Vamos a demostrar que Don Luis no es el padre de Ma-

nolito. Para ello suponemos lo contrario lo que da lugar a la clausula {Hijo(m,L)}. Una
demostracion por resolucién de las cldusulas obtenidas es
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{—Her(x,y), Her(y, x)}
{Hijo(x, f(x))}
{—Hijo(x,y), ~Her(z,
{—Hijo(x,y), ~Her(z,
x)}
)}

{~Hijo(x,
{—Her(x, x
L)}
m)}
A)

{Her(A,
}
L)}
y),
m),

y), —~Hijo(x, z) }
x), Hijo(z,y) }

I GT =W~

{Her(a,
{Hijo(a,
{Hijo(m,
{—Hijo(a,
{—Her(z,
{Hijo(a, L)}
{—Her(A,L)}
U]

—Her
Hijo(z,

Ay)}
L)}

Resolvente de 3y 9 con o = [x/a,z/ A
Resolvente de 4y 10 con o = [x/m,y/L]
Resolvente de 12y 8 con 0 = [z/4a]
Resolvente de 13y 11 con o = [y/L]
Resolvente de 14y 7 cono =€

Ejercicio 99 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Calcular formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausal de la siguiente férmula:

(30) (Yu) [By) P(u, f(y), ) — (Q(u, x) —

(F)[Q(y,2) A P(u,y,2)])]

siendo a un simbolo de constante y f un simbolo de funcion de aridad 1.

2. Dada una formula proposicional F, sea T(F) = {G € PROP : F |= G}. Probar que, para

cada A, B € PROP,

(a) A — B es tautologia

b)) A=B <= T(B)=T(A).

> T(B) C T(A).

Solucién:
Solucién del apartado (1):
1.- Forma normal prenexa conjuntiva:

(Fx) (V) [(Fy) P(u, f(y),a) — (Q(u,x) — (3y)[Q(y,2) A P(,y,2)])]
= (3)(Vu)[Ey)Pw, fy),a) — (Qu,x) — (30)[Q(v,2) A P(u,v,2)])]  [por rectificacion
= (3)(Vu)[~(Fy)P(u, f(y),a) v (=Q(u,x) V (F0)[Q(v,2) A P(u,v,2)])]  [por (4)]
= (3)(Vu)[(Vy)~P(u, f(y),a) v (=Q(u,x) vV (F0)[Q(v,2) A P(u,v,2)])]  [por (9)]
= (3x)(Vu)(F0)[(Vy)=P(u, f(y),a) V (-Q(u,x) vV (Q(v,2) A P(u,v,2)))] [por (18)]
= (3x)(Vu)(30)(Vy)[-P(u, f(y),a) V (-Q(u, x) V (Q(v,2) A P(u,v,2)))] [por (12)]
= (30)(Yu) Bo) (V) [(=P(u, f(y),a) vV =Q(u, x) V Q(v,2)) A
(=P(u, f(y),a) vV ~Q(u,x) V P(u,v,z))] [por (19)]

2.— Forma de Skolem:
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vu)[(3y) P(u, f(y),

( ( a) — (Q(u,x) — (Fy)[Q(y, z) A P(u,y,2z)])]
= (3)(Vu)(Fo)(Vy)[(=P(w, f(y),a) V =Q(u,x) V Q(v,2)) A
(=P(u, f(y),a) V =Q(u,x) V P(u,v,2))]
=sat (32)(3x) (V) (30) (Vy) [(=P(u, f(y),a) V =Q(u, x) V Q(v,2)) A
(=P(u, f(y),a) vV =Q(u,x) V P(u,v,z))]
=sat (3x) (Vi) (F0) (Vy)[(=P(u, f(v),a) V =Q(u,x) V Q(v,b)) A
(=P(u, f(y),a) V =Q(u,x) V P(u,v,b))]
=sat (V1) (F0) (Vy)[(=P(w, f(y),a) V =Q(u,c) V Q(v,b)) A
—P(u, f(y),a) vV =Q(u,c) V P(u,v,b))]
=sat (V) (V) [(=P(u, f(y),a) V =Q(u,c) vV Q(g(u), b)) A
(=P(u, f(y),a) vV —Q(u,c) vV P(u,g(u),b))]
3.— Forma clausal:
(3x) (V) [(Fy) P(w, f(y),a) — (Qu,x) — (Iy)[Q(y, z) A P(u,y,2)])]
=sat (Vi) (YY) [(=P(u, f(y),a) V =Q(u,c) vV Q(g(u), b)) A
(=P(u, f(y),a) V—Q(u,c) vV P(u,g(u),b))]
= {{-P(wf(y),a),=Q(u,c), Q(g(u),b)}
{=P(u, f(y),a),~Q(u,c), P(u,g(u),b)}}

Solucién del apartado (2a):

1.— Demostracion de que si = A — B, entonces T(B) C T(A): Supongamos que

FA—B

[por cierre]
[Skolem b]
[Skolem c]

[Skolem g]

[Skolem g]

1)

Sea G € T(P). Tenemos que demostrar que G € T(A). Por la eleccién de G y la defini-

cién de T(P), se tiene que
G € PROP
BlEG
Para probar que A |= G, consideremos una interpretacion I tal que
I(A) =1
Entonces, por (4) y (1)
I(B) =1
Por (5)y (3)
1(G) =1
Luego,
AEG
Por (2), (7) y la definicién de T(A), se tiene que G € T(A).

2.—- Demostracién de que si T(B) C T(A), entonces = A — B: Supongamos que

T(B) C T(A)

()
3)

(4)
(5)
(6)
(7)

(8)

Puesto que B |= B, se tiene que B € T(B) y, por (8), B € T(A). Luego, por la definicién

de T(A), A |= By, por tanto, = A — B.

Solucién del apartado (2b):
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A=B

<~

—
<~
<~

AEByBEA

FA—-By EB— A

T(B) C T(A) y T(A) C T(B)
T(A)=T(B)



152 José A. Alonso: Soluciones de examenes de “Ldgica informatica”

Examen de Septiembre de 2001

Ejercicio 100 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Probar que la siquiente formula es una tautologia:

(p—=r)—={g—=1)=(pVg—r1))
Primero utilizando tableros semdnticos y después mediante resolucion proposicional.

(b) Probar que:

(b.1) Si U es un conjunto de tautologias y A es una formula proposicional tal que U = A,
entonces A es una tautologia.
(b.2) Si Ay B son dos cldusulas proposicionales y F es la formula —=(A A B), entonces

F es insatisfactible syss A y B contienen ambas un par complementario.

Solucién:
Solucién del apartado (a.1): Un tablero semantico de

=((p=r)={g—=r)=(pVag—r1))}

es
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“((p—=r)—=g—7r)—=(pVg—r)))

\
p—r,-((g—r)—=(pVg—r))
\

p—r,q9—1,-(pVg—r)

P =g rpNg T

P —rpVa

r,q—>r,p\/q,ﬁr‘

Cerrada

P4,V g, oprpVg

Cerrada

P qp || 2P, g,
|

Cerrada Cerrada

Como todas sus hojas son cerradas, la férmula es una tautologia.

Solucidén del apartado (a.2): En primer lugar, se calcula una forma clausal de

“((p—r)—=>((g—r1)—=(pVg—r))).

—((p—1r)—=>Wg—7r)—(pVqg—r)))
2(=(=pVr)V(=(=gVr)V(=(pVag)Vr))) [por(2)]

= (=p V) A=(=(—qVr)V(=(pVg)Vr)) [por (4)]

(mp V) A== (=g V) A=(=(pVg) V) [por (5) y (4)]
(2pVI)A(=gVr)A(==(pVq)A-r) [por (5) y (4)]
(mpVI)A(gVr)A(pVag)A-r [por (5)]
Hp b {~art{pat, {-r}}

Una demostracién por resolucién es
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1P}

14,1}

ip4;}

{-r}

{-p}  Resolventede1ly4

{—gq}  Resolventede2y4

{q} Resolvente de 3y 5
Resolvente de 7 y 6

IO GT = WIDN-

Solucién del apartado (b.1): Sea I una interpretacion. Entonces, I |= U (por ser los
elementos de U tautologias), y I = A (porque U |= A). Por tanto, A es una tautologia.

Solucién del apartado (b.2):

F es insatisfacible

—(A A B) es insatisfacible

para toda interpretacion I, I(—(A A B)) 0

para toda interpretacion I, (A A B) =

para toda interpretacion I, I(A) = I (B) 1

Ay B contienen ambas un par de literales complementarios [por ser A y B cldusulas]

(RN

Ejercicio 101 Sea

§ = {(Vx)=P(x,x), (Vx) (Vy) [P(x,y) V P(y, x)], (V) P(x, f(x)) }

y sea F la formula
(Vx) (vy)[P(x,y) — (32)[P(x,2) A P(z,y)]].
(a) Calcular una forma clausal de F y otra de —F.

(b) Probar, utilizando un modelo de Herbrand, que S = F.

Solucién:
Solucién del apartado (a.1): Célculo de una forma clausal de F:

(V) (Vy)[P(x,y) — (32)[P(x,2) A P(z,y)]]
= (V) (W)[-P(x,y) vV (32)[P(x,2) AP(zy)]] [por (4)]
= (V) (Vy)(32)[~P(x,y) V (P(x,2) AP(zy))] [por (18)]
= (V) (Vy)B2)[(=P(x,y) V P(x,2)) A (=P(x,y) V P(z,y))] [por (19)]
=sat (VX)(VY)[(=P(x,y) V P(x, f(x,¥))) A (=P(x,y) V P(f(x,y),y))] [Skolem f]
= {{~Pxy) P(x, f(x, )} A-P(x,y), P(f(x, ), y) } }

Solucién del apartado (a.2): Célculo de una forma clausal de —F:
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=(Vx)(Vy)[P(x,y) — (32)[P(x,2) A P(z,y)]]
= ~(Vx)(Vy)(32)[-P(x,y) V (P(x,2) AP(z,y))]
= (Ix)(3y)(Vz)=(=P(x,y) V (P(x,2) A P(z,y)))
= (Ix)(3y)(Vz)[-=P(x,y) A =(P(x,2) A P(z,y))
= (I0)Ey)(V2)[P(x,y) A (—P(x,2) V =P(z,y))]
=sat (Vz)[P(a,b) A (=P(a,z)V —P(z,b))]
= {{P(a,0)},{~P(a,2),~P(z,D)}}

[por (a.1)]
[por (8) y (9)]
[por (6)]

[por (7) y (5)]
[Skolem a y b]

Ejercicio 102 Se conocen los siguientes hechos:

~

. Todos los ordenadores son mdquinas.
. EI TX-150 es un ordenador.

. Félix puede arreglar, o bien estropear, cualquier mdquina.

. Las cosas solamente desesperan a quienes no son capaces de arreglarlas.

2
3
4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
5
6

. EI TX-150 desespera a Félix.

N

Ninguna mdquina puede ser arreglada por si misma.

Se pide:

(a) Formalizar los hechos anteriores utilizando los siguientes simbolos de predicado: O(x): “x
es un ordenador”, M(x): “x es una mdquina”, A(x,y): “x puede arreglar y”, E(x,y): “x
estropea y” y D(x,y): “x desespera a y” . Y a, b como constantes para TX-150 y Félix,

respectivamente.

(b) Utilizando resolucion responder a las siguientes preguntas: ; Puede arreglar Félix el TX—

150? ;Estropea Félix el TX-1507

Solucién:
Solucién del apartado (a): Formalizacion:

1. Todos los ordenadores son maquinas.
(Vx)[O(x) — M(x)].

2. El TX-150 es un ordenador.
O(a).

3. Félix puede arreglar, o bien estropear, cualquier maquina.

(Vx)[M(x) — A(b,x) VE(b,x)].
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4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
(V) (Fy) Ay, x)-
5. Las cosas solamente desesperan a quienes no son capaces de arreglarlas.

(V) (V) [D(x,y) — —A(y, %))
6. E1 TX-150 desespera a Félix.
D(a,b).

7. Ninguna maquina puede ser arreglada por si misma.
—(3x) [M(x) AN A(x, x)].

Solucién del apartado (b): En primer lugar, se calculan formas clausales de las for-
mulas anteriores.
(Vx)[O(x) — M(x)]
(Vx)[~O(x) v M(x)]  [por (4)]
{{=O(x), M(x)}}
O(a)
{{0(a)}}

(Vx)[M(x) — A(b,x) VE(b,x)]
(Vx)[-M(x) V A)(b],sxl)7 V E(b,x)] [por (4)]

{{-M(x), A(p, )b}
(Vx) (3y) Ay, x)
=t (Vx)A(f(x),x) [Skolem f]
=  {{A(f(x).x)}}

(Vx)(Vy)[D(x,y) — = A(y, x)]
(Vx)(Vy)[~D(x,y) V ~A(y,x)] [por (4)]
{{-D(x,y), ~A(y,x)} }

D(a,b)

{{D(a,b)}}

—(3x)[M(x) A A(x, x)]

(Vx)=(M(x) AN A(x,x))  [por (8)]
(Vx)[=M(x) V =A(x,x)] [por (5)]
{{-M(x), ~A(x,x)}}

Las cldusulas obtenidas son
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{D(a,b)}
{=M(x), ~A(x, x)}

NNONOl bW N -
—_
BN
—
~
—~
=

Vamos a demostrar que Félix no puede arreglar el TX-150. Para ello, suponemos lo

contrario, lo que da lugar a la clausula
8 A(b,a)
Una refutacién por resolucién de las cldusulas anteriores es
5 {~D(x,y),~A(y,x)}

6 {D(a,b)}

8 {A(b,a)}

9 {-A(ba)} Resolvente de 5y 5
10 O Resolvente de 9y 8

Vamos a demostrar que Félix estropea el TX-150. Para ello, suponemos lo contrario,

lo que da lugar a la clausula
11 —E(b,a)
Una refutacion por resolucion de la cldusula 11 junto con 1-7 es
1 {=0(x), M(x)}

2 {O(a)}
3 {-M(x),A(b,x),E(b,x)}

5 {=D(xy),~A(y, %)}

6 {D(a,b)}
10 {-E(ba)}
11 {M(a)} Resolvente de 1y 2
12 {=A(b,a)} Resolvente de 5y 6
13 {A(b,a),E(b,a)} Resolvente de 3y 11
14 {E(b,a)} Resolvente de 13 y 12

15 0O Resolvente de 14 y 10
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Examen de Diciembre de 2001

Ejercicio 103 Sea A la formula proposicional
(pPVge =) A(mp =)Aot = g) A(sAt—u).
(a) Probar que A es satisfactible.
(b) Demostrar por el método de tableros semdnticos que A |=r — u.
(c) Probar por resolucién proposicional que

{pvge —r,—p—s,t—gsAt—ull=r—u

Solucidon:

Solucién del apartado (a): Vamos a demostrar la satisfacibildad de A mostrando un
modelo de A. Sea I una interpretacion. Para que I verifique las implicaciones de A basta
que no verifique sus consecuentes; es decir, I(s) =0, I(q) =0y I(u) =0.SiI(g) = 0,
para que v verifique (p V q < —r), basta que I(p) # I(r) (por ejemplo, I(p) = 1y
I(r) = 0). Por tanto, la interpretacién I tal que

I(p)=1,1(9) =0,1(r) =0,I(s) =0y I(u) = 0.
es un modelo de A.

Solucién del apartado (b): Un tablero seméntico de { A, =(r — u} se muestra en la
Figura 1 (pdgina(159). Puesto que todas sus hojas son cerradas, se tiene que A =1 — u.

Solucién del apartado (c): En primer lugar, se calcula formas clausales de las férmu-
las de las hip6tesis y de la negacion de la conclusion:

pVq e —r

(pVqg——r)A(-r—pVq) [por (1)]
(=(pVag)V=r)A(==rVpVy) [por (2)]
((mpA=g)V=r)A(rVpVg) [por (3) y (5)]
((mpV=r)A(—gV=r))A(rVpVg) [por(7)]
H-p, ~rt{~q, -} {rpa}}

ﬂp — S
——p Vs [por (2)]
pVs [por (5)]
{{r,s}}

-t — q
——tVg [por (2)]
tVyg [por (5)]
{{t.q}}
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(pVge ) AN(p =)Aot =g A(sAt—u),~(r—u)
p\/qHﬂr,(ﬁp—>s)/\(ﬁt‘—>q)/\(s/\t—>u),—|(r—>u)
p\/q—>—|r,ﬁr—>p\/q,(ﬂp—>s)‘A(ﬂt—>q)/\(sAt—>u),ﬁ(r—>u)
quﬁﬁrﬁrﬁquﬁpﬁs,‘(ﬂtﬁq)MsMﬁu)ﬁ(rﬁu)
\

pVg— —r,-r—pVqg-p—s,t—qsANt—u—(r—u)

|

’P\/QH ﬁr,—|r—>p\/q,—\p—>S,—\t—>q,s/\t—>u,r,—\u‘

ﬁ(p\/q),—\r—> pvq,—!p—>5,—|t—>qls/\t_)u’r,—|u -r,...,r, U

\ |

’—\p,—\q,—\r—>p\/q,ﬁp—>s,—|t—>q,s/\t—>u,r,—|u‘ Cerrada

’ﬁp,...,ﬁﬁp,... ‘ -p,—q,~r —pVq,s,t—qsANt—uru

Cerrada

—|P,—|q,—|r—>p\/q,s,ﬁt—>q,—|(s/\t),r,—|u
|

Cerrada

) [ =V gs =gk

Cerrada

Lot ot [ g

Cerrada Cerrada
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SAt—u

—(sAt)Vu [por(2)]
(msV —t)Vu [por(3)]
{{-s, ~t,u}}

~(r—u)
—(=rVu) [por (2)]
- A\ U [por (4)]

r AU [por (5)]
{{ri} {-u}}
Una resolucién de las cldusulas obtenidas es

1 {=p, -7}

2 {—q,-r}

3 {r.p.4q}

4 {p,s}

5 {tq}

6 {-s,—t,u}

7 {r}

8 {-u}

9 {—q} Resolvente de 7 y 2
10 {-p} Resolvente de 7 y 1
11 {—=s,—t}  Resolventede8y 6
12 {t} Resolvente de 9y 5
13 {s} Resolvente de 10 y 4
14 {—t} Resolvente de 11 y 13
15 O Resolvente de 14 y 12

Ejercicio 104 Sea S el conjunto formado por las siguientes férmulas:

Fy: Pa) A (Vx)[P(x) — Q(f (x), x)]

B (Vx)(Vy)[Q(x, v) — (R(f(x)) A =R(f(f(x))))]
F: (V¥ ;[P(x)\/R(x)
VAN

]
Fy: (Vx)=(P(x) A R(x))
Se pide:

N =

X
X

(a) Probar mediante resolucion que S |= P(f(f(f(a)))).
(b) Probar, utilizando un modelo de Herbrand, que S = (Vx)[Q(f(x),x) — P(x)].

Solucidon:
Solucién del apartado (a): En primer lugar, se calculan formas clausales de las hip6-
tesis y de la negacién de la conclusion:
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Solucién del apartado (b): Vamos a obtener consecuencias que nos permitan con-

truir el modelo de Herbrand.
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1 (Vx)[P(x) = R(f(f(x)))] [por F1 y F]
2 (Vx)(Vy)[Q(x,y) — P(f(f(x)))] [por 2y F]
3 (Vx)[R(x) VR(f(f(x)))] [porly 5]
4 P(a) [por Fi]

5 Q(f(a),a) [por4y Fi]
6 —R(f(f(f(a)))) [por 5y F]
7 R(f(a)) [por 6y 3]
8 R(f(f(a))) [por 1y 4]

9 P(f(f(f(a)))) [por 2y 5]
10 QUf(f(f(f(a)), f(f(f(a))))  [por9y F]
11 =R(fF(f(f(f(f(f(a))))))) [por 10y F>]
12 R(f(f(f(f(a))))) [por 11y 3]
13 R(f(f(f(f(f(a)))))) [por 1y 9]

Se observa que la ley de formacién es

P(a),Q(f(a),a), R(f(a)),R(f(f(a))),

POF(F(f(a)))), QU f(f (@), £(f(f(a)))), RUF(f(£(f (@), RUF(F(f(f(F(@)))))), -

Sea

I = {P(f*"(a)), Q(f*"*(a), £ (), R(f*"*(a)), R(f*"*2(a)) : n € N}.
Se comprueba facilmente que I = Se I; = (Vx)[Q(f(x),x) — P(x)]. Para extender
I a un modelo de S en el que no se verifique (Vx)[Q(f(x),x) — P(x)], introducimos
una nueva variable b y suponemos que Q(f(b),b). De manera analoga a la anterior, se
obtiene

RREORRRORRO
R
= NG

Sea

L =L U{P(f" (b)), Q(f*+1(b), £ (b)), R(f" (b)), R(f7*2(b)) : n € N}.
Se comprueba facilmente que I = Se I = (Vx)[Q(f(x),x) — P(x)].

Ejercicio 105 Este ejercicio tiene dos apartados.
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(a) Calcular las formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausal de la formula:

(3%) 3y) (v2)[(v0)[Q(x, v) V R(x, y)] = =(30)=(Fu) [Q(x,0) A =R(x, u)]].

(b) Sean Ay B férmulas proposicionales y C una tautologia. Probar que son equivalentes:

(1) =EA— (BAC).
(2) Para cada interpretacion I, si I = A N\ C entonces I |= B.

Solucién del apartado (a):
1.— Forma prenexa conjuntiva:

— 2(30)(3u)[Q(x,0) A =R (x, u)]]
— =(3w)=(Fu)[Q(x, w) A =R(x, u)]]
(Fw)=(Fu)[Q(x,w) A =R(x, u)]

(3x) (3y) (V2)[(V0)[Q(x,v) V R(x,y)]
[(Vo)[Q(x,v) V R(x, )]

=(Y0)[Q(x,v) V R(x, )] V
( v

T
Q}%ZO
£
< o
< <
1]
~ =
=
==

>

(Vz)(Vw)[ (=Q(a, f(2)
R

{~R(a,b), ~R(a,g(z,w))} }

Solucién del apartado (b): [(1) = (2)] Sea I una interpretacién. Entonces,
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IEANC

— IE=A

— IE=BAC [por(1)]

— IEB

[(2) = (1)] Sea I una interpretacién. Entonces,

IE=A

— I = ANC [por ser C tautologia]

— I=B [por (2)]

= [ = BAC [porserC tautologia]
Luego, I = A — BACy,portanto, = A — BAC.
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