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I—Introducci()n

L Panorama de la légica
Légica
» Objetivos de la logica:
» La formalizacién del lenguaje natural.
» Los métodos de razonamiento.
» Sistemas logicos:
» Logica proposicional.
» Légica de primer orden.
» Légicas de orden superior.
» Légicas modales.
» Logicas descriptivas.
» Aplicaciones de la légica en computacion:
Programacién légica.
Verificacién y sintesis automatica de programas.

Representacion del conocimiento y razonamiento.
Modelizacién y razonamiento sobre sistemas.

» Logica informatica = Representacién del conocimiento +
Razonamiento

v

v

v
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I—|ntroduccién

I—Ejemplos de argumentos y formalizaciones

Argumentos y formalizacion

» Ejemplos de argumentos:

» Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacion,
entonces Juan llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde
a la reunién. El tren llegd a las 7. Por tanto, habian taxis en la
estacion.

» Ejemplo 2: Si hay corriente y la ldmpara no esta fundida, entonces
estd encendida. La ldmpara no estd encendida. Hay corriente. Por
tanto, la lampara estd fundida.

» Formalizacién:
» Simbolizacién:

Simb. | Ejemplo 1 | Ejemplo 2
p el tren llega a las 7 hay corriente
q hay taxis en la estacion la [Ampara estad fundida
r Juan llega tarde a la reunién | la ldmpara estd encendida

» Si pyno g, entonces r. No r. p. Por tanto, q.
> pA-g—r, or, pEQ.
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I—Sintaxis de la légica proposicional

g lenguaje de la l6gica proposicional

El lenguaje de la légica proposicional

» Alfabeto proposicional:
» variables proposicionales: po, p1,...;p,q,r.
» conectivas légicas:
> monaria: — (negacién),
> binarias: A (conjuncién), V (disyuncién),
— (condicional), <« (bicondicional).
> simbolos auxiliares: “(*y ")".

» Férmulas proposicionales:
» Definicién:
> Las variables proposicionales son férmulas (férmulas atémicas).
» Si Fy G son férmulas, entonces también lo son
-F, (FAG),(FVG), (F—G)y(F«< G)
» Ejemplos:

> Férmulas: p, (pV—q), —(pVp), ((p—aq)V(qg—p))
» No férmulas: (p), pV—-q, (pVAQ)
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intaxis de la légica proposiciona
LSintaxis de la 16gi icional

gl lenguaje de la légica proposicional

Férmulas proposicionales (BNF)

» Notaciones:

» p,q,r,...representaran variables proposicionales.

» F,G,H,... representaran férmulas.

VP representa el conjunto de los variables proposicionales.
Prop representa el conjunto de las férmulas.

% representa una conectiva binaria.

» Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:
» Fu=p |G| (FAG)|(FVG)|(F— G)|(F«< G).

vV vy
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I—Sintaxis de la légica proposicional

I—Recursién e induccidén sobre férmulas

Definiciones por recursién sobre formulas

» Nimero de paréntesis de una férmula:

» Def: El nimero de paréntesis de una féormula F se define
recursivamente por:

0, si F es atdmica;
np(F) = ¢ np(G), si F es =G;
24+ np(G) +np(H), siFes(GxH)
» Ejemplos:

> np(p) —0

> np(q) =

> np(—q) —0

> np((—gVp)) =2

> np((p — (mq Vv p))) =
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I—Sintaxis de la légica proposicional

I—Recursién e induccién sobre férmulas

Demostracion por induccién sobre formulas

» Principio de induccidon sobre férmulas: Sea P una propiedad sobre
las férmulas que verifica las siguientes condiciones:
» Todas las féormulas atdmicas tienen la propiedad P.
» Si F y G tienen la propiedad P, entonces —=F, (F A G), (FV G),
(F — G) y (F < G), tienen la propiedad P.

Entonces todas las férmulas proposicionales tienen la propiedad
P.

» Propiedad: Todas las féormulas proposicionales tienen un niimero
par de paréntesis.
» Demostracién por induccién sobre las férmulas.
> Base: F atémica = np(F) = 0 es par.
> Paso: Supongamos que np(F) y np(G) es par (hipétesis de
induccién). Entonces,
np(=F) = np(F) es par y
np((F * G)) =2+ np(F) + np(G) es par,
para cualquier conectiva binaria *.
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I—Sintaxis de la légica proposicional

L Arboles de analisis (o de formacién)

Arboles de analisis (o de formacién)

FANEVAN
VAN /\
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I—Sintaxis de la légica proposicional

I—EIiminacién de paréntesis

Criterios de reduccion de paréntesis

» Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G).

» Precedencia de asociacion de conectivas: =, A, V, —, <.
FANG— —FV G es una abreviatura de
((FAG) — (=FV G)).

» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la
derecha.

FvVGVH abrevia (FV (GV H))
FAGANH——-FV G abrevia ((FA(GAH))— (-FVG))
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I—Sintaxis de la légica proposicional
I—Subférmulas

Subférmulas

» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se
define recursivamente por:

{F}, si F es atémica;
Subf(F) = { {F} U Subf(G), si F es =G;
{F} USubf(G) USubf(H), siFesGxH
» Ejemplos:
> Subf(p) = {p}

Subf(q) = {q}

Subf(—q) = {—q,q}

Subf(-=q V p) = {=qV p,—q,q, p}

Subf(p — —~qV p) ={p — =gV p,p,=qVp,—q,q}

vV v.vy
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I—Seméntica proposicional

L Valores y funciones de verdad

Valores y funciones de verdad

» Valores de verdad (B): 1: verdadero y 0: falso.
» Funciones de verdad:

] 1, sii=0;
» H-:{0,1} — {0,1} t.q. H-(i) = {O i1

1, sii=j=1;

P A {01 = {0 e A () = 0, en otro caso.

> Hy :{0,1}%2 — {0,1} t.q. H,(i,j) = {2: Zini;i' jago
O - () ]
» H. :{0,1}* — {0,1} t.q. H_(i,j) = {1’ sii=Ji

0, en otro caso.
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I—Sema’ntica proposicional

L Interpretaciones

Interpretaciones de formulas

» Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

I =i

I JINJ | IV T—] | i+
110 111 1 1 1 1
01 110 0 1 0 0
01 0 1 1 0
00 0 0 1 1

» Interpretacidn:
» Def.: Una interpretacién es una aplicacion / : VP — B.
» Prop: Para cada interpretacién / existe una Gnica aplicacién
I" - Prop — B tal que:
I(F), si F es atémica;
I'(F) =< H-(I'(G)), si F=-G;
H.(I'(G),I'(H)), si F=Gx*xH
Se dice que I'(F) es el valor de verdad de F respecto de /.
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I—Seméntica proposicional

L Interpretaciones

Interpretaciones de férmulas

» Ejemplo: Sea F = (pV g)A(—qVr)
» valor de F en una interpretacion /5 tal que
h(p) = h(r)=1,h(q) =0
(P vV a) A (g V 1)
(1 v 0) A (-0 Vv 1)

1 A (1 v 1)
1 A 1
1

» valor de F en una interpretacion I, tal que
h(r) =1,k(p) = h(q) =0
(p vV g A (mg VvV 1)
0O 0 0 O 10 1 1
» Prop.: Sea F una férmula y /1, l, dos interpretaciones. Si
li(p) = h(p) para todos las variables proposicionales de F,
entonces I{(F) = l5(F).
> Notacién: Se escribe /(F) en lugar de I'(F).
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I—Sema’ntica proposicional

I—Modelos, satisfacibilidad y validez

Modelos y satisfacibilidad

» Modelo de una férmula

> Def.: | es modelo de F si I(F) =1.
» Notacién: | = F.
» Ejemplo (continuacién del anterior):
—si h(p) = h(r) =1,h(q) =0, entonces ), =(pV q) A (=g V r)
—si h(r) =1, h(p) = h(g) =0, entonces h = (pV g) A (=g Vr).
» Férmulas satisfacibles e insatisfacibles

» Def.: F es satisfacible si F tiene algin modelo.
» Ejemplo: (p — q) A (g — r) es satisfacible
I(p) =1(q) = I(r) = 0.
» Def.: F es insatisfacible si F no tiene ningin modelo.
» Ejemplo: p A —p es insatisfacible
pl-p|pA-p
110 0
0| 1 0
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I—Sema’mtica proposicional
I—Modelos, satisfacibilidad y validez

Tautologias y contradicciones

» Def.: F es una tautologia (o vélida) si toda interpretacion es modelo de
F. Se representa por |= F.
» Def.: F es una contradicciéon si ninguna interpretaciéon es modelo de F.

» Def.: F es contingente si no es tautologia ni contradiccién.
» Ejemplos:

1. (p — q) V(g — p) es una tautologia.

2. (p— q) A=(p — q) es una contradiccién.

3. p — g es contingente.
plalp—qlg—=p|(p—qV(g—p)|(p—q)|(p—q9) A-(p—q)
11 1 1 1 0 0

1(0 0 1 1 1 0

0|1 1 0 1 0 0

00 1 1 1 0 0
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I—Semémtica proposicional
I—Modelos, satisfacibilidad y validez

Clasificaciones de féormulas

Todas las férmulas

Tautologias Contigentes Contradicciones

Verdadera en todas las | Verdadera en algunas | Falsa en todas las
interpretaciones interpretaciones y interpretaciones
falsa en otras

(ei- pV —p) (e p— q) (ef. pA—p)

Safisfacibles Insatisfacibles

Todas las férmulas
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I—Seméntica proposicional
I—I\/Iodelos, satisfacibilidad y validez

Satisfacibilidad y validez
» Los problemas SAT y TAUT:

» Problema SAT: Dada F determinar si es satisfacible.
» Problema TAUT: Dada F determinar si es una tautologia.

» Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:

» F es tautologia <= —F es insatisfacible..
» F es tautologia = F es satisfacible..
» F es satisfacible == —F es insatisfacible.

p — q es satisfacible.

I(p) =1(q) =1
—(p — q) es satisfacible.

I(p) =1,1(q) =0.
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I—Sema’ntica proposicional

I—Algoritmos para satisfacibilidad y validez

Algoritmos para SAT y TAUT
» Tabla de verdad para = (p — q) V (g — p):

plal(p—q)|(g—p)|(p—q)V(g—p)
11 1 1 1
1[0 0 1 1
0|1 1 0 1
00 1 1 1
» Tabla de verdad simplificada para = (p — q) V (g — p):
plallp — q) vV (g — p)
17171 1 1 1 1 1 1
101 O O 1 O 1 1
o170 1 1 1 1 0O O
o|0of0 1 0 1 O 1 0
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I—Sema’mtica proposicional

I—Algoritmos para satisfacibilidad y validez

Algoritmos para SAT y TAUT

» Método de Quine para =(p — q) V(g — p)
(= q Vv (@ = p)

0 0

» Método de Quine para = (p — q) V(g — p)
(b — aq) Vv (@ — p)
o 0 1 0 1 0 O
1x
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I—Seméntica proposicional

I—Algoritmos para satisfacibilidad y validez

Algoritmos para SAT y TAUT
» Tablas de verdad para }= (p < q) V (g < p)

plal(p=q)|(@=p)|(p=qg) V(g p)
1)1 1 1 1
1|0 0 0 0
0|1 0 0 0
00 1 1 1
q

» Método de Quine para [~ (p <> q) V (g < p)
(

< q) vV (¢ < p)
0 0 1.0 1 0 0
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I—Seméntica proposicional

I—Seleccié'n de tautologias

Seleccién de tautologias

1. F—F (ley de identidad).

2. FV-F (ley del tercio excluso).

3. =(FA=F) (principio de no contradiccién).
4. (-F—F)—F (ley de Clavius).

5. =F - (F — G) (ley de Duns Scoto).

6. ((F— G)— F)— F (ley de Peirce).

7. (F>G)ANF—G (modus ponens).

8. (F— G)AN—-G — —F (modus tollens).
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I—Sema’ntica proposicional

L Equivalencia légica

Férmulas equivalentes

» Def.: Fy G son equivalentes si I(F) = I(G) para toda

interpretacion /. Representacién: F = G.

» Ejemplos de equivalencias notables:
1. ldempotencia: FVF=F; FAF=F.

2. Conmutatividad: FVG=GVF; FAG=GAF.
3. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH;
FA(GAH)=(FAG)ANH
4. Absorcion: FA(FVG)=F; FV(FAG)=F.
5. Distributividad: FA(GV H)=(FAG)V(FAH);
FV(GANH)=(FV G)AN(FVH).
6. Doble negacién: -——F = F.
7. Leyes de De Morgan: —(F A G)=-FV -G ;
—~(FV G)=-FA-G
8. Leyes de tautologias: Si F es una tautologia,
FANG=G; FVG=F.
9. Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccién
FANG=F; FVG=G.
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I—Seméntica proposicional

L Equivalencia légica

Propiedades de la equivalencia légica

» Relacion entre equivalencia y bicondicional:
» F=Gsyss = F < G.
» Propiedades basicas de la equivalencia logica:
» Reflexiva: F = F.
» Simétrica: Si F = G, entonces G = F.
» Transitiva: Si F= Gy G = H, entonces F = H.

» Principio de sustitucién de férmulas equivalentes:

» Prop.: Si en la férmula F se sustituye una de sus subférmulas G
por una férmula G’ légicamente equivalente a G, entonces la
formula obtenida, F’, es l6gicamente equivalente a F.

» Ejemplo: F =-=(pAg)— —(pA——r)

G =-(pAq)
G' =-pV-q
F' = (=pV~—q)— =(pA—mr)
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I—Sema’ntica proposicional

I—Modelos de conjuntos de férmulas

Modelo de conjuntos de formulas

» Notacion:
» 5,51,S5,,... representaran conjuntos de férmulas.
» Modelo de un conjunto de férmulas:
» Def.: | es modelo de S si para toda F € S se tiene que | = F.
> Representacién: | = S.
» Ejemplo: Sea S={(pVvqg)A(-qVr),qg—r}
La interpretacion h tal que h(p) =1,h(q) =0,h(r) =1es
modelode S (h | S).
{p va An (= qvVvir) qg—r}
1 1 0 1 1 0 1
La interpretacion /, tal que L(p) =0, h(g) =1,h(r) =0 no es
modelo de S (kL £ S).
{p vV a A (- qg Vi) qg— r}
o 1 0 0 0 1 O 1 0
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L Semantica proposicional

I—Consistencia y consecuencia légica

Conjunto consistente de férmulas

» Def.: S es consistente si S tiene alglin modelo.

» Def.: S es inconsistente si S no tiene ninglin modelo.

» Ejemplos:

» {(pVqg)AN(—gVr),p— r} es consistente (con modelos Iy, Is, Ig)

» {(pVqg)A(—gVr),p— r,—r} es inconsistente

Plalr|(pVvq) | (=qVr) | (pPVaA(ngVr)|p—r]|r
L1000 0 1 0 1 1
L{10|0]|1 0 1 0 1 0
Klo|1]o] 1 0 0 1 |1
Ib 1011 1 1 1 1 0
k1|00 1 1 1 0 1
le 11101 1 1 1 1 0
11110 1 0 0 0 1
lg|1]1]|1 1 1 1 1 0

PD Tema 1: Sintaxis y semantica de la légica proposicional

L Semantica proposicional

I—Consistencia y consecuencia légica

Consecuencia légica

29 / 34

» Def.: F es consecuencia de S si todos los modelos de S son
modelos de F.

> Representacién: S = F.
> Ejemplos: {p = q,q—r}Ep—ry{ptFEpPAgq

plaglrip—qlg—r|p—r pPlglpAg
Llolo|o] 1 1 1 11 1
L{o|lo|1]| 1 1 1 110 0
Llo|1]0]| 1 0 1 0[1]| O
Llo|1]1] 1 1 1 olo| O
k|1(0/0| O 1 0
k11(0/1] o0 1 1
Ll1l1|0| 1 0 0
kl1]1]1] 1 1 1

30 / 34



PD Tema 1: Sintaxis y semantica de la légica proposicional
I—Seméntica proposicional

I—Consistencia y consecuencia légica

Propiedades de la consecuencia

» Propiedades basicas de la relacién de consecuencia:

> Reflexividad: S = S.
» Monotonia: Si S; = Fy S C S,, entonces S, = F.
» Transitividad: Si S |= F y {F} = G, entonces S = G.

» Relacién entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y
consistencia:
» Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. {A,....FR}EG
. ):Fl/\-"/\Fn—> G
=(F1 A+ AN F, — G) es insatisfacible
. {F1,...,Fn,,—G} es inconsistente

INNREN
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I—Sema’ntica proposicional

I—Argumentaciones y problemas légicos

Ejemplo de argumentacién

» Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.

2. Los mamiferos que tienen pezuinas o que rumian son ungulados.

3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezuias y rayas negras.
Por consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.
» Formalizacion:
{ tiene_pelos V da_leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_ cebra,
tiene__pelos A tiene__pezufias A tiene_rayas_negras}
= es_cebra
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I—Seméntica proposicional

I—Argumentaciones y problemas légicos

Problemas logicos: veraces y mentirosos

» Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre
dicen la verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un
viajero se encuentra con tres islefios A, By C y cada uno le dice una
frase

1. A dice "By C son veraces syss C es veraz”
2. B dice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es
mentiroso”
3. C dice “B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.
» Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”, c: “C es veraz”.
» Formalizacién:
Fr=a<— (bANc—c), b=b—(aANc—bAcA—-a)y
F3=c«< (=b< aVb).
» Modelos de {Fy, F2, F3}:
Si I es modelo de {F1, Fp, F3}, entonces I(a) =1,/(b) =1,/(c) = 0.
» Conclusién: A y B son veraces y C es mentiroso.
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