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PD Tema 7: Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden
LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién de conocimiento geografico

Limitacién expresiva de la légica proposicional

» Ejemplo 1: 5i Sevilla es vecina de Cadiz, entonces Cadiz es vecina
de Sevilla. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto, Cadiz es vecina
de Sevilla

» Representacién en légica proposicional:
{SvC — CvS, SvC} | CvS

» Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda
es vecina de la primera. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto,
Cadiz es vecina de Sevilla

» Representacién en légica proposicional: Imposible

» Representacién en légica de primer orden:
{Vx Vy [vecina(x, y) — vecina(y, x)], vecina(Sevilla, Cadiz)}
= vecina(Cadiz, Sevilla)
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PD Tema 7: Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden
LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién del mundo de los bloques

Representacion del mundo de los bloques

» Simbolizacién:
» sobre(x, y) se verifica si el bloque x estd colocado sobre el bloque

y
» sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x esta sobre la mesa

» Situacién del ejemplo:
sobre(a, b), sobre(b, ¢), sobre__mesa(c), sobre(d, e), sobre_mesa(e)
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LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién del mundo de los bloques

Representacion del mundo de los bloques

> Definiciones:
» bajo(x, y) se verifica si el bloque x est4 debajo del bloque y
Vx Yy [bajo(x, y) <> sobre(y, x)]
» encima(x, y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y
pudiendo haber otros bloques entre ellos
Vx Vy [ encima(x,y) <
sobre(x, y) V 3z [sobre(x, z) A encima(z, y)]]
» libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <+ =3y sobre(y, x)]
» pila(x,y, z) se verifica si el bloque x esta sobre el y, el y sobre el
z y el z sobre la mesa
Vx Yy Vz [ pila(x,y, z) <
sobre(x, y) A sobre(y, z) A sobre_mesa(z)]
» Propiedades:
» Si z,y,z es una pila entonces y no esta libre
Vx Vy Vz [pila(x, y, z) — —libre(y)]
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LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién del mundo de los bloques

Representaciéon del mundo de los bloques con funciones e
igualdad

» Simbolizacién:
» es_bloque(x) se verifica si x es un bloque.
» superior(x) es el bloque que est3 sobre el bloque x.
» Situacién del ejemplo:
» es_bloque(a), es_bloque(b), es_bloque(c), es_bloque(d),
es_bloque(e)
» superior(b) = a, superior(c) = b, superior(e) = d
» Definiciones:
» sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x esta sobre la mesa
Vx [sobre_mesa(x) <+ es_bloque(x) A =3y superior(y) = x]
» libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <+ =3y superior(x) = y]
» tope(x) es el bloque libre que estad encima de x
Vx [ (libre(x) — tope(x) = x)A
(—libre(x) — tope(x) = tope(superior(x)))]
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LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién de conocimiento astronémico

Representacién de conocimiento astronémico

» La Tierra es un planeta:
planeta(Tierra)

La Luna no es un planeta:
- planeta(Luna)

La Luna es un satélite:
satélite(Luna)

La Tierra gira alrededor del Sol:
gira(Tierra, Sol)

Todo planeta es un satélite:

Vx [planeta(x) — satélite(x)]
Todo planeta gira alrededor del Sol:
Vx [planeta(x) — gira(x, Sol)]
Algtin planeta gira alrededor de la Luna:

3x [planeta(x) A gira(x, Luna)]

v

v

v

v

v

v
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PD Tema 7: Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden
LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién de conocimiento astronémico

Representacién de conocimiento astronémico

> Hay por lo menos un satélite:
Jx satélite(x)
Ningdn planeta es un satélite:
—3dx [planeta(x) A satélite(x)]
Ningtin objeto celeste gira alrededor de si mismo:
—3x gira(x, x)
Alrededor de los satélites no giran objetos:
Vx [satélite(x) — —3y gira(y, x)]
Hay exactamente un satélite:
Jx [satélite(x) A Vy [satélite(y) — x = y]]
La Luna es un satélite de la Tierra:
satélite(Luna, Tierra)
Todo planeta tiene un satélite:
Vx [planeta(x) — Jy satélite(y, x)]

v

v

v

v

v

v
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LRepresentacién del conocimiento en légica de primer orden

LRepresentacién de conocimiento astronémico

Representacién de conocimiento astronémico

» La Tierra no tiene satélites:

—dx satélite(x, Tierra)
Algin planeta no tiene satélites:

Jx [planeta(x) A =3y satélite(y, x)]
Sélo los planetas tienen satélites:

Vx [Jy satélite(y, x) — planeta(x)]
Todo satélite es satélite de algtin planeta:

Vx [satélite(x) — Ty (planeta(y) A satélite(x, y))]
La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:

—3dx Jy [ planeta(x) A planeta(y)A

gira(Luna, x) A gira(Luna, y) A x # y]

Hay exactamente dos planetas:

dx Jy [ planeta(x) A planeta(y) A x # yA

Vz [planeta(z) - z=xV z =y]]

v

v

v

v

v
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LSintaxis de la légica de primer orden

LLenguaje de primer orden

Lenguaje de primer orden

» Simbolos légicos:
» Variables: x,y,z,...,x1, X0, .. ..
» Conectivas: =, A, V, —, <.
» Cuantificadores: V, 3.
» Simbolo de igualdad: =.

» Simbolos propios:
» Simbolos de constantes: a, b, c,..., a1, as,.. ..
» Simbolos de predicado (con aridad): P, Q,R,...,P1, P, .. ..
» Simbolos de funcién (con aridad): f, g, h,..., A, f,. ...
» Simbolos auxiliares: “(”, “)", “,".
» Notacién:
» L Ly, Ly, ... representan lenguajes de primer orden.
» Var representa el conjunto de las variables.
> Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de

relaciones.
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LSintaxis de la légica de primer orden

LLenguaje de primer orden
:

Ejemplos de lenguajes de primer orden

» Lenguaje del mundo de los bloques:

>

>

>

Simbolos de constantes: a, b, c,d, e

Simbolos de predicado (y de relacién):

— de aridad 1: sobre_mesa, libre, es_bloque

— de aridad 2: sobre, bajo, encima

— de aridad 3: pila

Simbolos de funcién (de aridad 1): superior, tope

> Lenguaje de la aritmética:

| 4

>

Simbolos de constantes: 0,1
Simbolos de funcién:

— monaria: s (siguiente)

— binarias: +, -

Simbolo de predicado binario: <
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LSinta><is de la légica de primer orden

LTérminos y férmulas de primer orden

Términos

» Def. de término de un lenguaje de primer orden L:
» Las variables son términos de L.
» Las constantes de L son términos de L.

» Si f es un simbolo de funcién n—-ariade Ly ty,...,t, son términos
de L, entonces f(ty,...,t,) es un término de L.
> Ejemplos:

» En el lenguaje de la aritmética,
> +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como
(x-1)+s(y)
> +(:(x,<),s(y)) no es un término
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
> superior(superior(c)) es un término.
> libre(superior(c)) no es un término.
» Notacion:
> s, t,t1, by, ... representan términos.
» Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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LSinta><is de la légica de primer orden

LTérminos y férmulas de primer orden

Férmulas atdmicas

» Def. de férmula atémica de un lenguaje de primer orden L:
» Si t; y tp son términos de L, entonces t; = t, es una férmula
atémica de L.

» Si P es un simbolo de relaciéon n-ariade Ly ty,...,t, son
términos de L, entonces P(ty,...,t,) es una férmula atémica de
L
» Ejemplos:

» En el lenguaje de la aritmética,
> < (:(x,1),s(y)) es una férmula atémica que se suele escribir
como x -1 < s(y)
» +(x,y) = -(x,y) es una férmula atémica que se suele escribir
comox+y=x-y
» En el lenguaje del mundo de los bloques,
> libre(superior(c)) es una férmula atémica.
> tope(c) = superior(b) es una férmula atémica.
» Notacidn:
» A B,A;, Ay, ... representan férmulas atémicas.
» Atdm(L) representa el conjunto de las féormulas atémicas de L. 15 / 45
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LSintaxis de la légica de primer orden

LTérminos y férmulas de primer orden

Férmulas

» Definicién de las férmulas de L:
» Las férmulas atémicas de L son férmulas de L.
» Si Fy G son férmulas de L, entonces —=F, (F A G), (FV G),
(F = G) y (F + G) son férmulas de L.
» Si F es una férmula de L, entonces Vx F y dx F son férmulas de
L.
» Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
> Vx Jy < (x,y) es una férmula que se escribe como Vx dy x < y
> Vx dy + (x,y) no es una férmula.
» En el lenguaje del mundo de los bloques,
> Vx (tope(x) = x < libre(x)) es una férmula.
» Notacién:

» F,G,H,Fy, Fy,... representan férmulas.
» Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.
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PD Tema 7: Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden
|—Sintaxis de la l6gica de primer orden
L subférmulas

Arboles de anélisis (o de formacién)

Vx (R(x;¢) ‘—> P(f(y))) Vx
R(x,c) — P(f(y)) —
/\ /\
R(x,c) P(f(y)) R P
X/ \C f(‘y) X/ \c ;“
) |
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LSinta><is de la légica de primer orden

L Subférmulas

Subférmulas

» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se
define recursivamente por:

Subf(F) =
{F}, si F es una férmula atémica;
{F}USubf(G), si F =~G;
{F} USubf(G) USubf(H), si F=G=xH,
{F} USubf(G), si F =Vx G;
{F}USubf(G), siF=3xG
» Ejemplo:

Subf(vx (R(x, ¢) = P(f(y)))) = { vx (R(x, ¢) = P(f(y))),
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LSinta><is de la légica de primer orden

L Subférmulas

Criterios de reduccién de paréntesis

» Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

» Precedencia de asociacién de conectivas y cuantificadores:
YV, 3,7, AV, =,
Vx P(x) — Q(x) es una abreviatura de (Vx P(x)) — Q(x)
» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la

derecha.
FvVGVH es una abreviatura de (F V (G V H))

FAGANH— —=FV G esunaabreviaturade ((FA(GAH))—

> Los simbolos binarios pueden escribirse en notacion infija.
x+y esuna abreviatura de +(x,y)
x <y esuna abreviatura de < (x,y)
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LSintaxis de la légica de primer orden
g P

LVariables libres y ligadas

Conjuntos de variables

» Def.: El conjunto de las variables del término t es

0 Si t es una constante;

V(t) =< {x}, si t es una variable x;

V(t1)U---UV(tn), sitesf(tr,...,tn)
» Def.: El conjunto de las variables de la formula F es

V(t1) UV(t), si Fest) =ty
V(t1)U---UV(tn), siFesP(tr,...,tn);
V(F) = V(G), sf F es —G;
V(G) U V(H), si Fes GxH,
V(G), si F es Vx G;
V(G), siFesdx G
> Ejemplos:

» El conjunto de las variables de Vx (R(x,c) — P(f(y))) es {x,y}.
» E| conjunto de las variables de Vx (R(a.c) — P(f(vy))) es {y}.
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LSintaxis de la légica de primer orden
g P

LVariables libres y ligadas

Apariciones libres y ligadas

» Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula
F es ligada si es en una subférmula de F de la forma Vx G 6
Ix G.

» Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula
F es libre si no es ligada.

» Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
Vx (P(x) = R(x,y)) = (3y P(y) = R(z,x))
Ix R(x,y) VVy P(y)
x (P(x) = Jy R(x,y))
P(x) = R(x.y)
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LSinta><is de la légica de primer orden

LVariables libres y ligadas

Variables libres y ligadas

» La variable x es libre en F si tiene una aparicién libre en F.
> La variable x es ligada en F si tiene una aparicién ligada en F.
» El conjunto de las variables libres de una férmula F es:

V(tl) UV(tQ), si Festy =ty
V(tl) - UV(ty), siF esP(ty,...,tn);

VL(F) = VL(G), si F es —G;
VL(G) UVL(H), si Fes GxH,
VL(G) \ {x}, si F es Vx G;
VL(G) \ {x}, si Fesdx G

» Ejemplo:

Férmula Ligadas | Libres

Vx (P(x) = R(x,¥)) = (By P(y) = R(x,2)) | x,y X,¥,2

Vx (P(x) — 3y R(x,y)) X,y

vz (P(x) = R(x,y)) X,y
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LSintaxis de la l6gica de primer orden

LValriables libres y ligadas

Férmulas cerradas y abiertas

» Férmula cerradas:
» Def.: Una férmula cerrada (o sentencia) es una férmula sin
variables libres.
» Ejemplos: Vx (P(x) — 3y R(x,y)) es cerrada.
Ix R(x,y) VVy P(y) no es cerrada.
» Férmulas abiertas:
» Def.: Una féormula abierta es una férmula con variables libres.
» Ejemplos: Vx (P(x) — 3y R(x,y)) no es abierta.
Ix R(x,y) VVy P(y) es abierta.
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|—Seméntica de la légica de primer orden

Tema 7: Sintaxis y semantica de la légica de primer orden

3. Semantica de la l6gica de primer orden
Estructuras, asignaciones e interpretaciones
Evaluacién de términos y férmulas
Modelo, satisfacibilidad y validez de férmulas
Modelo y consistencia de conjuntos de férmulas
Consecuencia légica
Equivalencia logica
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEstructuras, asignaciones e interpretaciones

Estructuras, asignaciones e interpretaciones

» Una estructura del lenguaje L es un par Z = (U, /) tal que:
» U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
» | es una funcién con dominio el conjunto de simbolos propios de L
tal que
si ¢ es una constante de L, entonces /(c) € U;
si f es un simbolo de funcién n—aria de L, entonces I(f) : U" — U;
si P es un simbolo de relacién O-aria de L, entonces /(P) € {1,0};
si R es un simbolo de relacién n—-aria (n > 0) de L, entonces
I(R) C U™
» Una asignacién A en una estructura (U, /) es una funcién
A : Var — U que hace corresponder a cada variable del alfabeto
un elemento del universo de la estructura.
» Una interpretacién de L es un par (Z, A) formado por una
estructura Z de L y una asignacién A en 7.
» Notacién: A veces se usa para los valores de verdad V y F en

lugar de 1y O.

vvyyepy

25 / 45
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEstructuras, asignaciones e interpretaciones

Ejemplos de estructuras

Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: 0;
simbolo de funcién monaria: s;
simbolo de funcién binaria: 4+ y
simbolo de relacién binaria: <

» Primera estructura de L:
Ui=N
h(0)=0
h(s) ={(n,n+1): ne N} (sucesor)
h(+)={(a,b,a+ b): a,be N} (suma)
h(<)={(n,m):n,meN,n < m} (menor o igual)
» Segunda estructura de L:
U, ={0,1}* (cadenas de 0 y 1)
h(0) = € (cadena vacia)
h(s) = {(w,wl) : w € {0,1}*} (siguiente)
h(+) = {(w1, wo, wiwy) : wq, wo € {0,1}*} (concatenacién)
h(<) = {(w1,ws) : w1, wr € {0,1}*, wq es prefijo de wo} (prefijo)
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEstructuras, asignaciones e interpretaciones

Ejemplos de estructuras

> Tercera estructura de L:
Us = {abierto, cerrado}
13(0) = cerrado
I3(s) = {(abierto, cerrado), (cerrado, abierto) }

I3(+) = { (abierto, abierto, abierto), (abierto, cerrado, abierto),

(cerrado, abierto, abierto), (cerrado, cerrado, cerrado)}

(<) = { (abierto, abierto), (cerrado, abierto), (cerrado, cerrado) }

e | h(s)(e)
abierto | cerrado
cerrado | abierto
l(+) | abierto | cerrado ls(<) | abierto | cerrado
abierto | abierto | abierto abierto 1 0
cerrado | abierto | cerrado cerrado 1 1
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEvaluacic’m de términos y férmulas

Ejemplo de evaluacién de términos

» Sean L el lenguaje de la pagina 26 y t el término s(x + s(0)).
» Si Z es la primera estructura y A(x) = 3, entonces
Ta(t) = Za(s(x +s(0))) =s'(3+'s'(0") =
=s/3+'s'(0)) =s'B+'1)=
=s/(4) =5
» Si 7 es la segunda estructura y A(x) = 10, entonces
Ta(t) =Za(s(x +5(0))) =s'(10+'s'(0")) =
=sl(10+'sl(e)) =sl(104+'1) =

= s'(101) = 1011
» Si T es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces
Ta(t) = Za(s(x + s(0))) = s!(abierto +' s'(0")) =
= s!(abierto +' s'(cerrado)) = s'(abierto +' abierto) =
= s/(abierto) = cerrado
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEvaluacic’m de términos y férmulas

Evaluacidon de términos

» Def.: Dada una estructura Z = (U, /) de L y una asignacién A en
Z, se define la funcién de evaluaciéon de términos
Za: Térm(L) — U por
I(c), si t es una constante c;
Ta(t) = 1 A(x), si t es una variable x;
I(F)(Za(t1),...,Za(tn)), sitesf(t,..., tn)
> Za(t) se lee “el valor de t en Z respecto de A"
» Ejemplo: Sean L el lenguaje de la pagina
26, t el término s(+(x, s(0))), Z la primera estructura y A(x) = 3.
Za(t) = Za(s(+(x, 5(0)))) = 1(s)(Za(+(x,s(0 )))()
s

—/( JU(+)(Za(x), Za(s(0)))) - = I(s)(/(++)(A(x), Za(s(0))))
= 1(s)(I(+)(3,1(s)(Za(0)))) = I(s)(/(+)(3,1(s)(1(0)))) =
= 1(s)(1(++)(3, 1(5)(0))) = 1(s)(I(+)(3,1)) =
= 1(s)(4) =5
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LSeméntica de la légica de primer orden

LEvaluacic’m de términos y férmulas

Evaluacién de férmulas

» Def.: Dada una estructura Z = (U, /) de L y una asignacién A
sobre Z, se define |la funcién de evaluacién de férmulas
Za : Form(L) — B por

—Si Fest) =t IA(F) H:(IA(tl) IA(tQ))
—Si Fes P(tl,...,tn), ( ) H/(p)(IA(tl) A(tn))
—Si F es —G, Ta(F) = H-(Za(G))
~Si Fes GxH, TA(F) = Ho(Za(G), Za(H))
1, si paratodo u € U se tiene
- Si F esVx G, TA(F) = IA[x/u](G) =1

0, en caso contrario

1, siexiste algin v € U tal que
—-Si F es 3x G, Za(F) = Lo (G) = 1,

0, en caso contrario

> TA(F) se lee “el valor de F en T respecto de A”. 30/ 45
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LEvaluacic’)n de términos y férmulas

Conceptos auxilares para la evaluacion de férmulas

» La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién
H_ : U? — B definida por
Ho(u1, 1) = {1, si up = up; |
0, en caso contrario
» Funcidn de verdad de una relacién: Si R es una relacién n—aria en
U (i.e. R C U"), entonces la funcién de verdad de R es la
funcion Hg : U" — B definida por
{1, si (u1,...,un) €R;
) Un) = .
0, en caso contrario
» Variante de una asignacién: Sea A una asignacién en la
estructura (U, /) y u € U. Mediante A[x/u] se representa la
asignacién definida por
u, siy es x;
Alx/ully) = { A(y) siy es distinta de x

Hgr(u1, . ..
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LEvaluacic’m de términos y férmulas

Ejemplo de evaluacion de férmula

Evaluacién de Vx Jy P(x,y) en la estructura Z = (U, /) tal que

U=1{1,2} e I(P) ={(1,1),(2,2)}

Za(Vx 3y P(x,y)) =V & Zap(Iy P(x,y)) =Vy
Tax/2(3y P(x,y)) =V

a3y P(x,y)) =V & Zapg,yPxy)=Vsé

a1y 2 P(x,y) =

IA[X/l,y/l]P(va) = PI(17 ]') =V
Luego, Zapc/1)(Jy P(x,y)) =V.
Tap21(Fy P(x,y)) =V & Tapga,Px,y) =V e
IA[X/2 y/2]P(X?y) =V

Tapx /2,29 P(x,y) = P'(2, 2)
Luego, Zapx/2(3y P(x,y)) =
Por tanto, Za(Vx Jy P(x,y)) = V
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LEvaluacién de términos y férmulas

Ejemplo de evaluacién de férmulas

Evaluacion de Vx g(g(x)) = x en la estructura Z = (U, /) tal que

={1,2} e I(g) = {(1,2),(2,1)}.
Ta(vx g(g(x)) = x) =V & Zapig(e(x)) =
IA[X/z]g( (x))

Tax1(g(g(x)) = x) =
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LEvaluacic’m de términos y férmulas

Dependencias en la evaluacion de féormulas

» Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la férmula
Vx Jy R(y,x), entonces

» TA(G) =V, siendo Z = (Z,1),/(R) = < y A una asignacién en Z.
» Za(G) =F, siendo Z = (N, /), /[(R) = < y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula
dx Vy R(x,y), entonces

» Za(G) =V, siendo Z = (N, /), I(R) = <y A una asignacién en Z.
» Za(G) =F, siendo Z = (N, /), /(R) = > y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la asignacién: Sea G la férmula
Vy R(x,y), entonces
» Z4(G) =V, siendo Z = (N, /), /(R) = <y A una asignacién en T
tal que A(x) = 0.
» Za(G) = F, siendo Z = (N, /), /(R) = < y A una asignacién en T
tal que A(x) = 5.
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LEvaluacic’m de términos y férmulas

Evaluacion y variables libres

» Sea t un término de L e Z una estructura de L.
» Si Ay B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las
variables de t, entonces Z(t) = Zg(t).
» Si t no tiene variables, entonces Za(t) = Zp(t) para cualesquiera
asignaciones Ay B en Z. Se suele escribir simplemente Z(t).

» Sea F una férmula de L e Z una estructura de L.

» Si Ay B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las
variables libres de F, entonces Za(F) = Zg(F).

» Si F es cerrada, entonces Za(F) = Zg(F) para cualesquiera
asignaciones Ay B en Z. Se suele escribir simplemente Z(F).
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L Modelo, satisfacibilidad y validez de férmulas

Modelo de una férmula

» Sean F una férmula de L e 7 una estructura de L.
» (Z,A) es una realizacién de F si A es una asignacién en Z tal que
Ta(F)=1.
Se representa por Zs = F.
» 7 es un modelo de F si, para todo asignacién A en Z, Za(F) = 1.
Se representa por Z |= F.
» Ejemplos: Sea Z = (N, /) una estructura tal que I(f) = + e
I(g) = =.
» Si A es una asignacién en 7 tal que A(x) = A(y) = 2. Entonces
Tal=f(x,y) = &(x,y),
» Si B es una asignacién en T tal que B(x) =1, B(y) = 2. Entonces
Is [~ f(x,y) = g(x,y),
> T f(x,y) =g(xy)
> T f(xy)="1(y,x)
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L Modelo, satisfacibilidad y validez de férmulas

Satisfacibilidad y validez

» Def.: Sea F una férmula de L.
» F es valida si toda estructura de L es modelo de F,
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en T se tiene
que Za(F) =1).
Se representa por = F.
» F es satisfacible si tiene alguna realizacién
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en |
tales que Za(F) = 1).
» F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en [ se tiene
que Za(F) =0).
> Ejemplos:
» Ix P(x) VVx =P(x) es vélida.
» Jx P(x) A 3x =P(x) es satisfacible, pero no es vélida.
» Vx P(x) A 3x =P(x) es insatisfacible.
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L Modelo, satisfacibilidad y validez de férmulas

Satisfacibilidad y validez

» F es vélida syss —F es insatisfacible.
F es valida
<> para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Za(F) =
<= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Za(— F)
<= —F es insatisfacible.
F es valida, entonces F es satisfacible.
F es vélida
— para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Za(F) =1
= existe una estructura Z y una asignacién A tales que Za(F) =1
= F es satisfacible.
> F es satisfacible == —F es insatisfacible.
Vx P(x) y =Vx P(x) son satisfacibles.
» Sea F una férmula de Ly xi,...,x, las variables libres de F.
> F es valida syss Vx; ...Vx, F es valida.
[Vx1 ...Vx, F es el cierre universal de F].
> F es satisfacible syss Ix; ...3x, F es satisfacible.
[3x1 ...3x, F es el cierre existencial de F].

» Si
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L Modelo y consistencia de conjuntos de férmulas

Modelo de un conjunto de férmulas

» Notacidn: S, 51,5, ... representaran conjuntos de férmulas.
> Def.: Sean S un conjunto de férmulas de L, 7 una estructura de
Ly A una asignacién en 7.
(Z, A) es una realizacién de S si A es una asignacién en Z tal que
para toda F € S se tiene que Za(F) = 1. Se representa por
IaES.
» 7 es un modelo de S si para toda F € S se tiene que 7 = F
(i.e. para toda F € S y toda asignacién A en T se tiene
Za(F) =1). Se representa por Z |= S.
» Ejemplo: Sea S = {Vy R(x,y), Vy f(x,y) = y}.
» (Z,A) con T = (N,/),R' = <, fl =+, A(x) = 0 es realizacién de
S.
» (Z,A)con Z = (N,I),R' = <, fl =
de S.
» Ejemplo: Sea S = {R(e, y), f(e,y) =y}
» T=(N,l)con R = <, fl =+, e =0 es modelo de S.
» T=(N,l/)con R = <,f' = + e/ =0 no es modelo de S.

+,A(x) = 0 no es realizacién
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L Modelo y consistencia de conjuntos de férmulas

Consistencia de un conjunto de férmulas

> Def.: Sea S un conjunto de férmulas de L.
» S es consistente si S tiene alguna realizacién
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en 7
tales que, para toda F € S, I4(F) =1).
» S es inconsistente si S no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z, existe
alguna F € S, tal que I4(F) = 0).
» Ejemplos:
» S={Vy R(x,y), Yy f(x,y) =y} es consistente.

(Z,A) con T = (N,I),R" = <, f' = +, A(x) = 0 es realizacién de S.

» S={P(x) = Q(x), Vy P(y), =Q(x)} es inconsistente.
» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas cerradas de L. Entonces S
es consistente syss S tiene algiin modelo.

40 / 45



PD Tema 7: Sintaxis y semantica de la l6gica de primer orden
LSeméntica de la légica de primer orden

L Consecuencia l6gica

Consecuencia logica

» Def.: Sean F una férmula de L y S un conjunto de férmulas de L.
» F es consecuencia légica de S si todas las realizaciones de S lo
son de F.
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si Za |= S entonces 74 = F).
Se representa por S |= F.
» Se escribe G |= F en lugar de {G} = F.
» Se escribe G [~ F en lugar de {G} £ F.
> Ejemplos:
» Wx P(x) = P(y)
P(y) I~ ¥x P(x)

(Z,A) con T = (U,I),U={1,2},P' ={1},A(y) =1
> {Vx (P(x) = Q(x)), P(c)} = Q(c)
> {¥x (P(x) = Q(x)), Q(c)} I~ P(c)
(Z,A) con T = (U,N,U={1,2},c'=1,P' ={2}, Q' = {1,2}.
> {Vx (P(x) = Q(x)), ~Q(c)} = ~P(c
> {P(c), ~P(d)} I c#d
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L Consecuencia l6gica

Consecuencia légica e inconsistencia

» S |= F syss SU{—F} es inconsistente.
SEF
<= para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si, para todo G € S, Zo(G) = 1 entonces Za(F) = 1.
<= para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,

si, para todo G € S, Z4(G) =1 entonces Za(—F) = 0.

<= para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
existe alguna H € SU {—F} tal que Z4(H) = 0.
<= SU{=F} es inconsistente.
» Sean F una férmula cerrada de L y S un conjunto de férmulas
cerradas de L. Entonces, son equivalentes

» F es consecuencia légica de S
» todos los modelos de S lo son de F.
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- Equivalencia légica

Equivalencia logica

> Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para
toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
Za(F) =Za(G).
Se representa por F = G.

» Ejemplos:
P(x) # P(y).
L ({121, con P'= {1}y AX) = LAy) = 2.
> Vx F(X P(y).
> Vx

P(x) A ( )) = Vx P(x) AVx Q(x).
> 3><(P( ) A Q(x)) # Ix P(x) Adx Q(x).
=({1,2},/) con P' = {1}y Q"= {2}.
> Propiedades. Sean F y G férmulas cerradas de L.
» F=GsyssEF « G,
» F=GsyssFEGyGEF.
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- Equivalencia légica

Equivalencia logica
» Propiedades basicas de la equivalencia légica:
> Reflexiva: F = F
» Simétrica: Si F = G, entonces G = F
» Transitiva: Si F = Gy G = H, entonces F = H
» Principio de sustituciéon de férmulas equivalentes:
» Prop.: Si en la férmula F; se sustituye una de sus subférmulas Gy
por una férmula G, légicamente equivalente a Gy, entonces la
férmula obtenida, F,, es légicamente equivalente a F;.
» Ejemplo: F; =Vx P(x) — 3x Q(x)
G =Vx P(x)
Gy =Vy P(y)
F, =Vy P(y) — 3x Q(x)
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