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Reglas de la conjunción

Reglas de la conjunción
I Regla de introducción de la conjunción:

F G
∧i

F ∧ G
I Reglas de eliminación de la conjunción:

F ∧ G
∧e1

F

F ∧ G
∧e2

G
I Ejemplo: p ∧ q, r ` q ∧ r :

1 p ∧ q premisa

2 r premisa

3 q ∧e2 1

4 q ∧ r ∧i 2, 3
I Adecuación de las reglas de la conjunción:

I ∧i : {F , G} |= F ∧ G
I ∧e1 : F ∧ G |= F
I ∧e2 : F ∧ G |= G
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Reglas de la doble negación

Reglas de la doble negación
I Regla de eliminación de la doble negación:

¬¬F
¬¬e

F
I Regla de introducción de la doble negación:

F
¬¬i

¬¬FI Ejemplo: p,¬¬(q ∧ r) ` ¬¬p ∧ r :
1 p premisa

2 ¬¬(q ∧ r) premisa

3 ¬¬p ¬¬i 1

4 q ∧ r ¬¬e 2

5 r ∧e2 4

6 ¬¬p ∧ r ∧i 3, 5

I Adecuación de las reglas de la doble negación:
I ¬¬e : {¬¬F} |= F
I ¬¬i : {F} |= ¬¬F 5 / 28
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Regla de eliminación del condicional

Regla de eliminación del condicional
I Regla de eliminación del condicional:

F F → G
→ e

GI Ejemplo: ¬p ∧ q,¬p ∧ q → r ∨ ¬p ` r ∨ ¬p:
1 ¬p ∧ q premisa

2 ¬p ∧ q → r ∨ ¬p premisa

3 r ∨ ¬p →e 1, 2
I Ejemplo: p, p → q, p → (q → r) ` r :

1 p premisa

2 p → q premisa

3 p → (q → r) premisa

4 q →e 1, 2

5 q → r →e 1, 3

6 r →e 4, 5
I Adecuación de la eliminación del condicional: {F , F → G} |= G
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Regla derivada de modus tollens (MT)

Regla derivada de modus tollens (MT)
I Regla derivada de modus tollens:

F → G ¬G
MT

¬F
I Ejemplo: p → (q → r), p,¬r ` ¬q:

1 p → (q → r) premisa

2 p premisa

3 ¬r premisa

4 q → r →e 1, 2

5 ¬q MT 3, 4
I Ejemplo: ¬p → q,¬q ` p:

1 ¬p → q premisa

2 ¬q premisa

3 ¬¬p MT 1, 2

4 p ¬¬e 3

7 / 28



PD Tema 2: Deducción natural proposicional
Reglas de deducción natural

Regla de introducción del condicional

Regla de introducción del condicional

I Regla de introducción del condicional:

F
...
G

→ i
F → G

I Ejemplo: p → q ` ¬q → ¬p:
1 p → q premisa

2 ¬q supuesto

3 ¬p MT 1, 2

4 ¬q → ¬p →i 2− 3

I Adecuación de la regla de introducción del condicional:
Si F |= G , entonces |= F → G .
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Regla de introducción del condicional

Regla de introducción del condicional
I Ejemplo: ¬q → ¬p ` p → ¬¬q:

1 ¬q → ¬p premisa

2 p supuesto

3 ¬¬p ¬¬i 2

4 ¬¬q MT 1, 3

5 p → ¬¬q →i 2− 4

I Ejemplo (de teorema): ` p → p:
1 p supuesto

2 p → p →i 1− 1
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Regla de introducción del condicional

Regla de introducción del condicional
I Ejemplo: ` (q → r)→ ((¬q → ¬p)→ (p → r)):

1 q → r supuesto

2 ¬q → ¬p supuesto

3 p supuesto

4 ¬¬p ¬¬i 3

5 ¬¬q MT 2, 4

6 q ¬¬e 5

7 r →e 1, 6

8 p → r →i 3− 7

9 (¬q → ¬p)→ (p → r) →i 2− 8

10 (q → r)→ ((¬q → ¬p)→ (p → r)) →i 1− 9 10 / 28
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Reglas de la disyunción

Reglas de la disyunción
I Reglas de introducción de la disyunción:

F
∨i1

F ∨ G

G
∨i2

F ∨ G

I Regla de eliminación de la disyunción:
F ∨ G

F
...
H

G
...
H

∨e
HI Ejemplo: p ∨ q ` q ∨ p:

1 p ∨ q premisa

2 p supuesto

3 q ∨ p ∨i2 2

4 q supuesto

5 q ∨ p ∨i1 4

6 q ∨ p ∨e 1, 2− 3, 4− 5
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Reglas de la disyunción

Reglas de la disyunción
I Ejemplo: q → r ` p ∨ q → p ∨ r :

1 q → r premisa

2 p ∨ q supuesto

3 p supuesto

4 p ∨ r ∨i1 3

5 q supuesto

6 r →e 1, 5

7 p ∨ r ∨i2 6

8 p ∨ r ∨e 2, 3− 4, 5− 7

9 p ∨ q → p ∨ r →i 2− 8
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Regla de copia

Regla de copia
I Ejemplo (usando la regla hyp): ` p → (q → p):

1 p supuesto

2 q supuesto

3 p hyp 1

4 q → p →i 2− 3

5 p → (q → p) →i 1− 4
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Reglas de la negación

Reglas de la negación
I Extensiones de la lógica para usar falso:

I Extensión de la sintaxis: ⊥ es una fórmula proposicional.
I Extensión de la semántica: I(⊥) = 0 en cualquier interpretación I.

I Reglas de la negación:

I Regla de eliminación de lo falso:
⊥
⊥e

F
I Regla de eliminación de la negación:

F ¬F
¬e

⊥
I Adecuación de las reglas de la negación:

I ⊥ |= F
I {F ,¬F} |= ⊥
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Reglas de la negación

Reglas de la negación
I Ejemplo: ¬p ∨ q ` p → q:

1 ¬p ∨ q premisa

2 p supuesto

3 ¬p supuesto

4 ⊥ ¬e 2, 3

5 q ⊥e 4

6 q supuesto

7 q ∨e 1, 3− 5, 6− 6

8 p → q →i 2− 7
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Reglas de la negación

Reglas de la negación
I Regla de introducción de la negación:

F
...
⊥
¬i

¬F
I Adecuación: Si F |= ⊥, entonces |= ¬F .
I Ejemplo: p → q, p → ¬q ` ¬p:

1 p → q premisa

2 p → ¬q premisa

3 p supuesto

4 q →e 1, 3

5 ¬q →e 2, 3

6 ⊥ ¬e 4, 5

7 ¬p ¬i 3− 6
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Reglas del bicondicional

Reglas del bicondicional
I Regla de introducción del bicondicional:

F → G G → F
↔ i

F ↔ GI Ejemplo: p ∧ q ↔ q ∧ p:
1 p ∧ q supuesto

2 p ∧e1 1

3 q ∧e2 1

4 q ∧ p ∧i 2, 3

5 p ∧ q → q ∧ p →i 1− 4

6 q ∧ p supuesto

7 q ∧e2 6

8 p ∧e1 6

9 p ∧ q ∧i 7, 8

10 q ∧ p → p ∧ q →i 6− 9

11 p ∧ q ↔ q ∧ p ↔i 5, 10
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Reglas del bicondicional

Reglas del bicondicional
I Eliminación del bicondicional:

F ↔ G
↔ e1

F → G

F ↔ G
↔ e2

G → F
I Ejemplo: p ↔ q, p ∨ q ` p ∧ q:

1 p ↔ q premisa

2 p ∨ q premisa

3 p supuesto

4 p → q ↔e1 1

5 q →e 4, 3

6 p ∧ q ∧i 3, 5

q supuesto

q → p ↔e2 1

p →e 4′, 3′

p ∧ q ∧i 3′, 5′

7 p ∧ q ∨e 2, 3− 6, 3′ − 6′
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Regla del modus tollens

Reglas de modus tollens
I Regla derivada de modus tollens (MT):

F → G ¬G
MT

¬F
I Derivación:

1 F → G premisa

2 ¬G premisa

3 F supuesto

4 G →e 1, 3

5 ⊥ ¬e 2, 4

6 ¬F ¬i 2− 4
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Regla de introducción de doble negación

Regla de introducción de doble negación
I Regla de introducción de la doble negación:

F
¬¬i

¬¬F
I Derivación:

1 F premisa

2 ¬F supuesto

3 ⊥ ¬e 1, 2

4 ¬¬F ¬i 2− 3
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Regla de reducción al absurdo

Regla de reducción al absurdo (RAA)
I Regla de reducción al absurdo:

¬F
...
⊥

RAA
F

I Derivación:
1 ¬F → ⊥ premisa

2 ¬F supuesto

3 ⊥ →e 1, 2

4 ¬¬F ¬i 2− 3

5 F ¬e ¬4
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Ley del tercio excluido (LEM)
I Ley del tercio excluido (LEM):

LEM
F ∨ ¬F

I Derivación:
1 ¬(F ∨ ¬F ) supuesto

2 F supuesto

3 F ∨ ¬F ∨i1 2

4 ⊥ ¬e 1, 3

5 ¬F ¬i 2− 4

6 F ∨ ¬F ∨i2 5

7 ⊥ ¬e 1, 6

8 F ∨ ¬F RAA 1− 7
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Ley del tercio excluido

Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)
I Ejemplo: p → q ` ¬p ∨ q:

1 p → q premisa

2 p ∨ ¬p LEM

3 p supuesto

4 q →e 1, 3

5 ¬p ∨ q ∨i2 4

6 ¬p supuesto

7 ¬p ∨ q ∨i1 6

8 ¬p ∨ q ∨e 2, 3− 5, 6− 7
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Resumen de reglas de deducción natural
Introducción Eliminación

∧
F G

∧i
F ∧ G

F ∧ G
∧e1

F

F ∧ G
∧e2

G

∨
F
∨i1

F ∨ G

G
∨i2

F ∨ G F ∨ G

F
...
H

G
...
H

∨e
H

→

F
...
G

→ i
F → G

F F → G
→ e

G
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Resumen de reglas de deducción natural
Introducción Eliminación

¬

F
...
⊥
¬i

¬F

F ¬F
¬e

⊥

⊥
⊥
⊥e

F

¬¬
¬¬F

¬¬e
F

↔
F → G G → F

↔ i
F ↔ G

F ↔ G
↔ e1

F → G

F ↔ G
↔ e2

G → F
I Adecuación y completitud del cálculo de deducción natural.
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