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PD Tema 4: Formas normales

Tema 4: Formas normales

1. Forma normal conjuntiva
2. Forma normal disyuntiva

3. Célculo de formas normales mediante tableros semanticos
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Tema 4: Formas normales

1. Forma normal conjuntiva
Definicién de forma normal conjuntiva
Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva
Decisién de validez mediante FNC

3 /20



PD Tema 4: Formas normales
LForma normal conjuntiva

LDefinicio’n de forma normal conjuntiva

Forma normal conjuntiva

» Atomos y literales:

» Def.: Un dtomo es una variable proposicional (p.e. p,q,...).
» Def.: Un literal es un dtomo o su negacién (p.e. p,—p,q,—q,...).
» Notacién: L, L1, Ly, ... representaran literales.

» Forma normal conjuntiva:

» Def.: Una férmula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si es
una conjuncién de disyunciones de literales; es decir, es de la forma
(LigVe - V6iig)AN-ALma V-V Lnn)
» Ejemplos: (=pV g) A(—qV p) estd en FNC.
(=pV q) A(g — p) no estd en FNC.

» Def.: Una férmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la
férmula F si G estd en forma normal conjuntiva y es equivalente a
F.

» Ejemplo: Una FNC de =(p A (g — r)) es (-pV g) A (—=pV —r).
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LAlgoritmo de calculo de forma normal conjuntiva

Algoritmo de célculo de forma normal conjuntiva

Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene

una forma normal conjuntiva de F, FNC(F):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
A< B=(A— B)A(B— A)

2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
A— B=-AVB

3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
-(AANB)=-AV-B
-(AVB)=-AA-B
—A=A

4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV(BAC)=(AVB)A(AV ()
(ANB)VC=(AVC)AN(BV ()
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LAlgoritmc de célculo de forma normal conjuntiva

Ejemplos de célculo de forma normal conjuntiva

» Ejemplo de célculo de una FNC de =(p A (g — r)):

» Ejemplo de célculo de una FNC de (p — q) V (¢ — p):

~(pA(q—r))

“(pA(=gVr)) [por (2)]
—pV(-qVr) [por (3)]
—pV (——qA-r) [por (4)]
-pV(qgA-r) [por (5)]

(=pVq)A(=pV—=r) [por (6)]

(p—4q)V(qg—p)
(=pVq)V(—=qVp) [por(2)]
—pVqV-qVp
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Célculo de forma normal conjuntiva

» Ejemplo de célculo de una FNC de (p <> q) — r:

(perq)—r

(p=q)A(g—p)—r

~((p—=aq)A(g—=p))Vr

~((=pVa)A(~gVp))Vr

(=(=pVq)V=(=qVvp))Vr
(7=pA=q)V(m2gA=p)) Vr
((PA=q)V(gA—p))Vr

(((PA=q)Va)A((PA=G)V —p))Vr

(((Pva)n(=gV @) A((pV=p)A(=gV=p)))Vr
(((PVa)A (=g V@) Vr)A(((pV—p)A(=qV —p))Vr)
(((pva)Vr)A((mgVva)Vvr)A(((pV—p)Vr)A((mgV=p)Vr))
(PVaVr)A(=qVqVr)A(pV=pVr)A(=qV-pVr)
(PVagVr)A(=qV-pVr)
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LDecisién de validez mediante FNC

Procedimiento de decision de validez mediante FNC

> Literales complementarios:
. . - i L=p;
» El complementario de un literal L es L€ = { p s P
p si L= —p.

» Propiedades de reduccién de tautologias:

» F1 A--- A F, es una tautologia syss Fi,..., F, lo son.

» LyV---VL,es una tautologia syss {L1,...,L,} contiene algin par

de literales complementarios (i.e. existen i, j tales que L; = Lf).

» Algoritmo de decisién de tautologias mediante FNC

» Entrada: Una férmula F.

» Procedimiento:

1. Calcular una FNC de F.
2. Decidir si cada una de las disyunciones de la FNC tiene algiin par
de literales complementarios.
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LDecisién de validez mediante FNC

Ejemplos de decision de validez mediante FNC

» =(p A (g — r)) no es tautologia:
FNC(—~(pA (g —=r)))=(=pVq)A(=pV-r)
Contramodelos de =(p A (g — r)):
h tal que h(p) =1y h(q) =0
kb tal que h(p) =1y h(r)=1
» (p— q) V(g — p) es tautologia:
FNC((p = q)V(g—p)=-pPVqgV-qgVp
» (p +> q) — r no es tautologia:
FNC((p <> q) = r)=(pVaVr)A(=qV-pVr)
Contramodelos de (p <+ q) — r:
h tal que h(p) =0,h(q) =0y h(r)=0
L tal que h(p) =1,h(q) =1y h(r)=0
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2. Forma normal disyuntiva
Definicién de forma normal disyuntiva
Algoritmo de célculo de forma normal disyuntiva
Decision de satisfacibilidad mediante FND
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LDefinicio’n de forma normal disyuntiva

Definicién de forma normal disyuntiva

» Def.: Una férmula estd en forma normal disyuntiva (FND) si es
una disyuncién de conjunciones de literales; es decir, es de la
forma

(L171 VANCIERWA Ll,nl) VeV (Lm,1 VANKIERIVAN Lm,nm)-

» Ejemplos: (—=p A q)V (=g A p) estd en FND.

(=pAq)V(g— p)no estd en FND.

» Def.: Una férmula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la
férmula F si G estd en forma normal disyuntiva y es equivalente
aF.

» Ejemplo: Una FND de —=(p A (¢ — r)) es =p V (g A —r).

11 / 20



PD Tema 4: Formas normales
LForma normal disyuntiva

LAlgoritmo de calculo de forma normal disyuntiva

Algoritmo de célculo de forma normal disyuntiva

Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene

una forma normal disyuntiva de F, FND(F):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
A< B=(A— B)A(B— A)

2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
A— B=-AVB

3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
-(AANB)=-AV-B
-(AVB)=-AA-B
—A=A

4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias
AN(BVC)=(AAB)V(AAC)
(AVB)AC=(ANC)V(BACQC)
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L Forma normal disyuntiva

LAlgoritmo de célculo de forma normal disyuntiva

Ejemplos de célculo de forma normal disyuntiva

» Ejemplo de célculo de una FND de =(p A (g — r)):

~(pA(q—r))

=(pA(=qVr)) [por(2)]
—pV=(=gVr) [por (3)]
—pV (——g A=) [por (4)]
-pV(qgA-r) [por (5)]

» Ejemplo de célculo de una FND de =(—=pV =g — =(p A q)):

~(=pV-qg— =(pAq))

~(=(=pV =q) V=(pAq)) [por (2)]
—=(=pV 2g) A==(pAq) [por (4)]
(=pV—q)A(pAaq) [por (5)]
(=P A(PAQ) V(=g A(pPAq)) [por (7)]

(=pAPAG)V(=gApAQq)
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Procedimiento de decision de satisfacibilidad mediante
FND

» Propiedades de reduccién de satisfacibilidad:

» F1V---V F, es satisfacible syss alguna de las férmulas F1, ..., F,
lo es.
» Ly A--- AL, es satisfacible syss {Lj,...,L,} no contiene ningin

par de literales complementarios.
» Algoritmo de decisién de satisfacibilidad mediante FND:

» Entrada: Una férmula F.
» Procedimiento:
1. Calcular una FND de F.
2. Decidir si alguna de las conjunciones de la FND no tiene un par
de literales complementarios.
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LDecisic’)n de satisfacibilidad mediante FND

Ejemplos de decision de satisfacibilidad mediante FND

» =(p A (g — r)) es satisfacible:
FND(=(p A (g — 1)) =—-pV(qgA-r)
Modelos de =(p A (g — r)):
h tal que h(p) =0
I tal que h(q) =1y h(r)=0
» =(=pV =g — —(p A q)) es insatisfacible:
FND(=(=pV g = =(pAq)))=(-PApAq)V(~gApAq)
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Tema 4: Formas normales

3. Célculo de formas normales mediante tableros semanticos
Forma normal disyuntiva por tableros
Forma normal conjuntiva por tableros
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LForma normal disyuntiva por tableros

Forma normal disyuntiva por tableros

» Prop.: Sea F una férmula. Si las hojas abiertas de un tablero

completo de {F} son {Li1,...,Lim},- s {Lm1,- - Lnnm}s
entonces una forma normal disyuntiva de F es
(L171 VANERIVAN Ll,nl) V-V (Lm,1 VANRIRIVAN Lm,nm)-
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LForma normal disyuntiva por tableros

Forma normal disyuntiva por tableros

» Ejemplo: Forma normal disyuntiva de =(pV ¢ — p A q).

-(pVag—pAq)
|

pVaq,=(pAq)
- ~
p,—(pAq) q,~(pAq)
/ AN / AN
|p,—p| |p,q| 1q,—p| 1q,7q|

| |
Una forma normal disyuntiva de =(pV g — p A q) es
(pA=q) V(g A—p)
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Forma normal conjuntiva por tableros

» Prop.: Sea F una férmula. Si las hojas abiertas de un tablero
completo de {=F} son {Li1,...,Lim}s s {Llm1s- s Lnnm}
entonces una forma normal conjuntiva de F es
(Lig Vo VL )N AL Ve VLG ).

> Ejemplo. Forma normal conjuntiva de pVag—pAq.

» Un arbol completo —(pV g — p A q) estd en la transparencia
anterior.
» Una forma normal disyuntiva de =(pV g — p A q) es
(pA=q)V(gA—p).
» Una forma normal conjuntiva de pV g — p A g es
(=pVa)A(—gVp).
pvVqg—=pAg =-=(pVg—pAq)

~((pA=q) V(g A-p))

=(p A =g) A=(g A —p))

(=P V =2g) A (=g V ——p))

(=pVa)A(=qVp))
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