LMF Tema 5: Resolucién proposicional

Légica matematica y fundamentos (2014-15)

Tema 5: Resolucién proposicional

José A. Alonso Jiménez
Maria J. Hidalgo Doblado

Grupo de Légica Computacional
Departamento de Ciencias de la Computacién e I.A.
Universidad de Sevilla

1/ 37



LMF Tema 5: Resolucién proposicional

Tema 5: Resolucién proposicional
1. Légica de clausulas
2. Demostraciones por resolucién
3. Algoritmos de resolucién
4. Refinamientos de resolucién

5. Argumentacién por resolucién
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[ Légica de clausulas

Tema 5: Resolucién proposicional

1. Légica de clausulas
Sintaxis de la légica clausal
Semantica de la l6gica clausal
Equivalencias entre clausulas y féormulas
Modelos, consistencia y consecuencia entre clausulas
Reduccién de consecuencia a inconsistencia de clausulas
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LMF Tema 5: Resolucién proposicional
LLé ica de clausulas
g

LSintaxis de la légica clausal

Sintaxis de la légica clausal

» Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,r,...,p1,p2,....

v

Un literal es un dtomo (p) o la negacién de un dtomo (—p).
Variables sobre literales: L, Ly, Lo, .. ..

v

Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre cliusulas: C, (7, G, .. ..

v

La cldusula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por [1.

v

Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, 51, 5s, .. ..
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LLégica de clausulas

LSema’ntica de la légica clausal

Semantica de la légica clausal

>

v

v

v

v

v

Una interpretacién es una aplicaciéon /: VP — B.
El valor de un literal positivo p en una interpretacién [ es I(p).
El valor de un literal negativo —p en una interpretacién [ es

1, sil(p)=0;
I(=p) = 1(P)
0, sil(p)=1.
El valor de una cldusula C en una interpretacion / es
I(C) = 1, siexisteun L€ C tal que /(L) =1,
0, en caso contrario.
El valor de un conjunto de cladusulas S en una interpretacién [ es
1, si toda Ce S I(C)=1
I(S):{’ si para toda . ,1(C)
0, en caso contrario.
Prop.: En cualquier interpretacién /, I((OJ) = 0.
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LLégiﬁ::a de clausulas

L Equivalencias entre cldusulas y férmulas

Clausulas y férmulas

» Equivalencias entre clausulas y férmulas

» Def.: Una cldusula C y una férmula F son equivalentes si
I(C) = I(F) para cualquier interpretacién /.

» Def.: Un conjunto de cldusulas S y una férmula F son
equivalentes si /(S) = I(F) para cualquier interpretacién /.

» Def.: Un conjunto de cldusulas S y un conjunto de férmulas
{F1,..., Fn} son equivalentes si, para cualquier interpretacién /,
I(S) = 1 syss | es un modelo de {F1,..., Fp}.

> De clausulas a férmulas

» Prop.: La cldusula {L1,Ls,...,L,} es equivalente a la férmula
LivLIiV---VL,

» Prop.: El conjunto de clausulas

L1, Lim )y s{lm1,--- s Lmn, } } s equivalente a la
formula (L11 V-V Lim) A~ A(Lm1 V-V Lnp,)-
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LLégiﬁ::a de clausulas

L Equivalencias entre cldusulas y férmulas

De férmulas a clausulas (forma clausal)

» Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de
clausulas equivalente a F.
> Prop.: Si (LyiV---VLig)A--A(Lm1iV---V Lnn,) es una
forma normal conjuntiva de la férmula F. Entonces, una forma
clausal de F es
L, L}y {Llm1s s Ln } -
> Ejemplos:
» Una forma clausal de =(p A (g — r)) es {{—p, q},{—p,—r}}.
» Una forma clausal de p — g es {{—p, q}}.
» El conjunto {{—p, g}, {r}} es una forma clausal de las féormulas
(p—=q)Ary-=rA(=g— —p).
» Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un
conjunto de clausulas equivalente a S.
» Prop.: Si S1,...,S, son formas clausales de Fi,..., F,, entonces
S1U---US, es una forma clausal de {Fy,..., Fp}.
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LLégica de clausulas

- Modelos, consistencia y consecuencia entre clausulas

Modelos, consistencia y consecuencia entre clausulas

» Def.: Una interpretacién / es modelo de un conjunto de clausulas
Ssil(S)=1.
» Ej.: La interpretacién [ tal que I(p) = /(g) = 1 es un modelo de

H{-p.,a}. {p.~q}}.

> Def.: Un conjunto de clausulas es consistente si tiene modelos e
inconsistente, en caso contrario.
» Ejemplos:
» {{-p,q},{p,—q}} es consistente.
> {{-p,a}.{p,~q},{P.q},{-p,~q}} es inconsistente.
» Prop.: Sid € S, entonces S es inconsistente.

» Def.: S |= C si para todo modelo / de S, I(C) = 1.
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LLégica de clausulas

LReduccién de consecuencia a inconsistencia de clausulas

Reducciéon de consecuencia a inconsistencia de clausulas

» Prop: Sean S1,...,S, formas clausales de las férmulas
Fi,...,F,.

» {Fy,...,F,} es consistente syss 5; U---U S, es consistente.
» Si S es una forma clausal de =G, entonces son equivalentes

1. {fA,....,R}EG
2. {F1,...,Fa—G} es inconsistente.
3. 51U---US,US es inconsistente.

» Ejemplo: {p—q9,9 > r} =p— rsyss
{{=p,q},{~q.r}.{p} . {-r}} es inconsistente.
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Tema 5: Resolucién proposicional

2. Demostraciones por resolucién
Regla de resolucién proposicional
Demostraciones por resolucién
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LDemostraciones por resolucién

LRegIa de resolucién proposicional

Regla de resolucion

> Reglas habituales:

Modus Ponens: Lg’p
Modus Tollens: p—>q—,p—'q
— —
Encadenamiento: pP=4q 9=r
p—r

> Regla de resolucién proposicional:

{Pl:---ar7~--7pm}7 {q17'-’,_'r7"'

{-p,aq}, {p}
{q}

{=p,q}, {—q}
{—p}

{_‘P, q}a {_‘qa r}
{_'pa r}

7qn}

{pla"'7pm7q17a"'7qn}
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LDemostraciones por resolucién

LRegla de resolucién proposicional

Regla de resolucion

» Def.: Sean (7 una clausula, L un literal de C; y G una clausula
que contiene el complementario de L. La resolvente de C; y G,
respecto de L es

ResL(Cl, Cz) = (Cl N {L}) U (C2 N {LC})
> Ejemplos: Resq({p,q}.{~q,r}) ={p.r}
Resq({qv _'P}; {pa _'Q}) = {pa _‘P}
Resp({9.—p} {p.—q}) ={q,~q}
Resp({g,~p},{q.p}) ={q}
Resp({p}, {-pr}) =0
» Def.: Res(Cy, () es el conjunto de las resolventes entre C; y G
» Ejemplos: Res({-p,q},{p,—q}) ={{p,—r} {9,~q}}
Res({-p,q},{p,q}) ={{a}}
Res({-p,q},{q,r}) =0
> Nota: OJ & Res({p, q}, {—p, ~q})
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L Demostraciones por resolucién

LDemostraciones por resolucién

Ejemplo de refutacién por resolucién

» Refutacién de {{p, q}, {—p, q},{p,~q},{-p.—q}}:

1

~NOoO Ol WwWN

{p,q}
{-p,q}
{p,—q}
{-=p,—q}
{a}
{—q}

0

Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Resolvente de 1y 2
Resolvente de 3y 4
Resolvente de 5y 6
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LDemostraciones por resolucién

LDemostraciones por resolucién

Ejemplo de grafo de refutacién por resolucién

> Grafo de refutacién de {{p, g}, {-p, q}, {p, 7q},{-p, —q}} :

1{p.q} 2{-p.q} 3{p.-q} 41{-p.q)
51{q} 6{-q}
71
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LDemcstraciones por resolucién

- Demostraciones por resolucién

Demostraciones por resolucion entre clausulas

Sea S un conjunto de clausulas.

» La sucesién (G, ..., C,) es una demostracién por resolucién de
la clausula C a partirde S'si C = C, y para todo i € {1,...,n} se
verifica una de las siguientes condiciones:

> C,‘ S 5;
> existen j, k < i tales que C; es una resolvente de C; y C;

» La cldusula C es demostrable por resolucién a partir de S si
existe una demostracion por resolucion de C a partir de S. Se
representa por S Fges C

» Una refutacién por resolucién de S es una demostracién por
resolucién de la cldusula vacia a partir de S.

> Se dice que S es refutable por resolucion si existe una refutacién
por resolucién a partir de S. Se representa por S Fges [J
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LDemostraciones por resolucién

L Demostraciones por resolucién

Demostraciones por resolucion entre férmulas

> Def.: Sean
S1,...,5, formas clausales de las férmulas F1,...,F,y
S una forma clausal de =F
Una demostracién por resolucién de F a partir de {F1,..., Fp} es

una refutacién por resoluciéon de S U---U S, US.

> Def.: La férmula F es demostrable por resolucién a partir de
{F1,...,Fn} si existe una demostracién por resolucién de F a partir
de {Fi1,...,Fn}. Se representa por {F1,...,Fn} FRes F.

> Ejemplo: {pV q,p <> q} Fres PA Q

1 {p,q} Hipdtesis
2 {-p,q} Hipbtesis
3 {p,—q} Hipbtesis
4 {-p,~q} Hipétesis
5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—q} Resolvente de 3y 4
7 O Resolvente de 5y 6
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LDemcstraciones por resolucién

- Demostraciones por resolucién

Adecuacién y completitud de la resolucién

» Prop.: Si C es una resolvente de C1 y Gy, entonces { Gy, (o} = C.
» Prop.: Sid € S, entonces S es inconsistente.
» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.

» (Adecuacion) Si S Fges [J, entonces S es inconsistente.
» (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fges .
» Prop.: Sean S un conjunto de férmulas y F es una férmula.
» (Adecuacion) Si S Fges F, entonces S = F.
» (Completitud) Si S |= F, entonces S Fges F.

» Nota: Sean C; y G, las cldusulas {p} y {p, g}, respectivamente.

Entonces,
» {G}E G
» (, no es demostrable por resolucién a partir de {C; }.
» La férmula de forma clausal C; es F; = p.
» La férmula de forma clausal G es F, = p V q.
> {Fl} FRes F2-
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Tema 5: Resolucién proposicional

3. Algoritmos de resolucién
Algoritmo de resolucién por saturacién
Algoritmo de saturacién con simplificacion
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LAIgoritmos de resolucién

LAlgoritmc de resolucién por saturacién

Algoritmo de de resolucién por saturacién

» Def.: Sea S un conjunto de cldusulas.
Res(S) = SU (U{Res(C1, &) : G, G € S}).
» Algoritmo de resolucién por saturacién

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente;
Inconsistente, en caso contrario.
S'i=0
mientras (O & S) y (S # S’) hacer
S =S
S := Res(S)
fmientras
si (O € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi
» Prop.: El algoritmo de resolucién por saturacién es correcto.
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LAlgoritmos de resolucién

LAlgoritmo de resolucién por saturacién

Ejemplo de grafo de resolucién por saturacién

Grafo de {{p, q},{-p, q},{p.~q}, {-p,~q}}:

1 {p.q} 2{-p.q} 3{p.q} 4 {-p. q}

A RN

51{q)} 6 {p} 7{q.-q} 8 {p. -p} 9{-p} 10 {-q}
g |

\/

11 {}

Traza:
Paso ‘ S ‘ s
0 {1,2,3,4}

1 {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
2 {1.2.34567.8.9.10.11}

=

{1,2,3,4}
{1.2.3.456.7.8.9. 10! 20 / 37
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LAlgoritmos de resolucién

LAlgoritmo de saturacién con simplificacién

Algoritmo de saturacién con simplificacion

>

Prop.: Si 51 C 5S> y S; es consistente, entonces S; es consistente.

> Prop.: Una cldusula es una tautologia syss contiene un literal y su

complementario.
Prop.: Sea C € S una tautologia.
Entonces S es consistente syss S\ {C} es consistente.
Def.: La clausula C subsume a la cldusula D si C C D (es decir,
CCDyC#D,).
Prop.: Si C subsume a D, entonces C = D.
Prop.: Sean C,D € S tales que C subsume a D.
Entonces S es consistente syss S\ {D} es consistente.
Def.: El simplificado de un conjunto finito de clausulas S es el
conjunto obtenido de S suprimiendo las tautologias y las
clausulas subsumidas por otras; es decir,
Simp(S)=S—{Ce€S: (C es una tautologia) 6
(existe D € S tal que D C C)}
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LAIgoritmos de resolucién

LAlgoritmc de saturacién con simplificacion

Algoritmo de saturacién con simplificacion

» Algoritmo de resolucién por saturacién con simplificacién:

Entrada: Un conjunto finito de cldusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente;
Inconsistente, en caso contrario.
S =0
mientras (J & S) y (S # S') hacer
S =S
S := Simp(Res(S))
fmientras
si (O € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

» Prop.: El algoritmo de resolucién por saturacién con simplificacién es

correcto.
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LAIgoritmos de resolucién

LAlgoritmo de saturacién con simplificaciéon

Grafo de resolucién por saturacién con simplificacion

Resolucién de {{p, q},{—p,q},{p,~q},{—p,~q}}:

1 {p.q}

2{-p.q}

3{p.-q}

41{-p.q}

VL

>

5 {q} 6 {p} 7{-p} 8{-q}
Traza: o0
Paso ‘ S ‘ s
0 {1,2,3,4} | 0
1 {57 67 77 8} {1727 37 4}
2 {9} {5,6,7,8}
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LAIgoritmos de resolucién

LAlgoritmc de saturacién con simplificacion

Grafo de resolucién por saturacién con simplificacion

Resolucién de {{p},{-p, g}, {—q,~r}}:

1 {p} 2{-p.q) 3{-q.r}
4 {q} 5{-p.r}

sy

Traza:
Paso | S | S 6 {r}
0 [{L23} |0

1 {1,3,4,5} | {1,2,3}

2 {1747 6} {1737 4’ 5}

3 {17476} {1747536}
Modelo: I(p) =1,/(q) =1,I(r) = 0.
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Tema 5: Resolucién proposicional

4. Refinamientos de resolucién
Resolucién positiva
Resolucién negativa
Resolucién unitaria
Resolucién por entradas
Resolucién lineal
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LRefinamientos de resolucién

- Resolucién positiva

Resolucién positiva

» Def.: Un literal positivo es un dtomo.

» Def.: Una clausula positiva es un conjunto de literales positivos.

» Def.: Una demostracién por resolucién positiva es una
demostracién por resolucién en la que en cada resolvente
interviene una clausula positiva.

» La clausula C es demostrable por resolucién positiva a partir del
conjunto de clausulas S si existe una demostracién por resolucién
positiva de C a partir de S. Se representa por S Fgespos C.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.

» (Adecuacion) Si S Fgrespos LI, entonces S es inconsistente.
» (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fgespos L.
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LRefinamientos de resolucién

LResolucién positiva

Grafo de resolucién positiva

Grafo de {{p.a}.{-p.a}. {p,—q}, {—-p,~q}}:

2{p.a} I {p.q} 3{p.-a}
5 {a} 4 {-p.-a} 6 {p)
Traza\ Pdso | § & ta s’
\9( 2,3,4} |0
¥ {475’6} {1725 334}
279 ¥5,6,7,8} | {4,5,6}
3 {9} {5,6,7,8}
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LRefinamientos de resolucién

- Resolucién negativa

Resolucién negativa

» Def.: Un literal negativo es la negacién de un atomo.

> Def.: Una clausula negativa es un conjunto de literales negativos.

> Def.: Una demostracién por resolucidén negativa es una
demostracién por resolucién en la que en cada resolvente
interviene una clusula negativa.

» La clausula C es demostrable por resoluciéon negativa a partir del
conjunto de clausulas S si existe una demostracion negativa por
resolucién de C a partir de S. Se representa por S Fresneg C.

» Prop.: Sea S un conjunto de cliusulas.

» (Adecuacién) Si S tgesneg LI, entonces S es inconsistente.
» (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fgesneg L.
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LRefinamientos de resolucién

- Resolucién unitaria

Resolucién unitaria

» Def.: Una clausula unitaria es un conjunto formado por un (nico
literal.
> Def.: Una demostracién por resolucién unitaria es una

demostracion por resolucion en la que en cada resolvente
interviene una clausula unitaria.

» La clausula C es demostrable por resolucién unitaria a partir del
conjunto de cldusulas S si existe una demostracién por resolucién
unitaria de C a partir de S. Se representa por S Fresuni C.

» Prop.: (Adecuacién) Sea S un conjunto de clausulas.

Si S Fresuni O, entonces S es inconsistente.
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LRefinamientos de resolucién

- Resolucién unitaria

Resolucién unitaria

>

Existen conjuntos de clausulas S tales que S es inconsistente y
S }7/ResUni 0.

Dem.: S = {{p,q},{-p, q}.{p,~q}, {-p,~q}}
Def.: Una cldusula de Horn es un conjunto de literales con un
literal positivo como maximo.
Ejemplos: {p,—q,—r}, {p} y {—p, g} son clausulas de Horn.

{p,q,—r}y {p,r} no son clausulas de Horn.

Prop.: Si S es un conjunto inconsistente de cldusulas de Horn,
entonces S Fgresuni L.
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LRefinamientos de resolucién

L Resolucién por entradas

Resolucién por entradas

>

Def.: Una demostracién por resolucién por entradas a partir de S
es una demostracién por resolucién en la que en cada resolvente
interviene una cliusula de S.

La cldusula C es demostrable por resolucién por entradas a partir
del conjunto de clausulas S si existe una demostracién por
resolucién por entradas de C a partir de S. Se representa por

S l_ResEnt C.

Prop.: (Adecuacién) Sea S un conjunto de clausulas.

Si S FRresen: L, entonces S es inconsistente.

Existen conjuntos de clausulas S tales que S es inconsistente y

S ’7/ResEnt 0.

Dem.: § = {{pa CI}, {_‘P, Q}, {pa _'q}v {_‘P, _‘q}}
Prop.: Si S es un conjunto inconsistente de cldusulas de Horn,
entonces S Fresen: L.
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LRefinamientos de resolucién

- Resolucién lineal

Resolucién lineal

» Sea S un conjunto de cldusulas.

» La sucesién (Gy, Gy, ..., C,) es una resolucién lineal a partir de S
si se cumplen las siguientes condiciones:
1. G e 5;

2. paratodo i € {1,...,n}, existeun B€ SU{Cy,...,C_1} tal
que C; € Res(Ci_1, B).
La cldusula (g se llama cldusula base, las C; se llaman cldusulas
centrales y las B se llaman clausulas laterales.
» La clausula C es deducible por resolucién lineal a partir de S si
existe una deduccién por resolucién lineal a partir de S,
(Go, ..., Cp), tal que C, = C. Se representa por S Fgesiin C.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.

» (Adecuacion) Si S Fgestin O, entonces S es inconsistente.
» (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fgestin .
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LResqucién lineal

Resolucion lineal

> Ejemplo: Resolucién lineal de
{{p.a}.{-p,q},{p,~q}. {~p,~q}}
1{p,at 2{-p.q} 3{p,~q} 4{-p,~q}
|
5 {q}
|
6 {p}
|
7{~q}
|

8
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|—Argumentacién por resolucién

Tema 5: Resolucién proposicional

5. Argumentacién por resolucién
Formalizacién de argumentacién por resolucién
Decision de argumentacién por resolucién
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LArgumentacién por resolucién

L Formalizacién de argumentacién por resolucién

Formalizaciéon de argumentacién por resolucion

> Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras.
Por consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.
» Formalizacién:
tiene_pelos V da__leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias VV rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_ cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }
FRes €s__cebra
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LArgumentacién por resolucién

L Decisién de argumentacién por resolucién

Decision de argumentacién por resolucién

1 {- tiene_pelos, es_mamifero} Hipétesis

2 {- da_leche, es_mamifero} Hipotesis

3 {—es_mamifero, —tiene_pezufias, es_ungulado}  Hipétesis

4 {—es_mamifero, —rumia, es_ungulado} Hipotesis

5 {—es_ungulado, —tiene_cuello_largo, es_jirafa}  Hipdétesis

6 {—es_ungulado, —tiene_rayas_negras, es_cebra} Hipétesis

7 {tiene_pelos} Hipétesis

8 {tiene_pezufas} Hipétesis

9 {tiene_rayas_negras} Hipétesis

10 {—es_cebra} Hipétesis

11 {es_mamifero} Resolvente de 1y 7
12 {—tiene_pezufas, es_ungulado} Resolvente de 11 y 3
13 {es_ungulado} Resolvente de 12 y 8
14 {—tiene_rayas_negras, es_cebra} Resolvente de 13y 6
15 {es_cebra} Resolvente de 14y 9
16 O Resolvente de 15 Y }307
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