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Ejercicio 1 [2 puntos] Demostrar o refutar razonadamente las siguientes afirmaciones:

» Si F es consecuencia l6gica de Sy y de Sy, también es consecuencia l6gica de S1 N Sy.
= Existen formulas satisfacibles tal que todos sus modelos son necesariamente infinitos.

» Sea S un conjunto de formulas y T un tablero asociado a S. ;Es cierto que los literales de
las hojas de T son consecuencias l6gicas de S?

» Dadas las formulas F : Vx3yP(x,y), G : IyVxP(x,y). Decidir razonadamente si son
l6gicamente equivalentes, o si alguna es consecuencia l6gica de la otra.

Solucién:

Apartado 1: Es falso. Por ejemplo, si S es {p}, S2 es {q} v F es p V g, entonces F es
consecuencia légica de S; y de Sy, pero S1 NSy, = @y F no es consecuencia 16gica de
51NS,.

Apartado 2: Es cierto. Por ejemplo, sea F la férmula

VavVy(g(x) = g(y) — x = y) A IxVy(x # ¢(y))

En cualquier modelo de F, la interpretaciéon de ¢ es una funcién inyectiva pero no
suprayectiva; por tanto, el universo tiene que ser infinito.

Apartado 3: No es cierto. Por ejemplo, sea S = {p V q}. Entonces, el tablero asociado
aSes

l.pVvyg
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El literal de la hoja izquierda es p que no es consecuencia de S (ya que la interpreta-
ciéon I con I(p) = 0e I(g) =1 es un modelo de S que no lo es de p).

Apartado 4: Las férmulas no son equivalentes. Por ejemplo, consideremos como uni-
verso U = IN y como < como la interpretacion de P. Entonces, (U, I) es un modelo de
F queloesdeG.

Vamos a demostrar, por resolucién, que F es consecuencia de G. Lo que equivale a
probar que {G, —F} es inconsistente. En primer lugar, calculamos las cldusulas,

s Formula 1:

JyVxP(x,vy)
VxP(x,a)

{{P(x,a)}}

s Formula 2:
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La resolucién es
1 {P(x,a))} Premisa
2 {-P(b,y)} Premisa
3 0O Res. 1,2
Por tanto, S es inconsistente.

Ejercicio 2 [2 puntos] Decidir, usando tableros semdnticos, si las siguientes relaciones de
consecuencia l6gica son o no ciertas.

lL.p—>@—-r)E=Er—(@—rp).
2. {Vx(P(x) — Q(x)),IxP(x)} = ~Vx—=Q(x).

En caso de que no lo sean, obtener del tablero un contramodelo que lo justifique.

Solucién:
Apartado 1.

p—(q—r)
—(r—=(g—=p)
r (2)
~(q—=p) (2)
q (4)
-p (4)

AL I e

7.op (1) 8.q—r (1)
Abierta
La rama izquierda es abierta. Por tanto, no se da la relacién de consecuencia y un
contramodelo es [ tal que I(p) =0,1(gq) =1el(r) = 1.
Apartado 1.

1. Vx(P(x) — Q(x))

2. JxP(x)

3. == Vx—Q(x)

4. Vx—Q(x) (3)

5. P(a) (2)

6. P(a) = Q(a) (1)
7.-P(a) (6) 8. Q(a) (6)
Cerrada 5,7 9. —Q(a) (4)

Cerrada8,9

Por tanto, se cumple la relacién de consecuencia.

Ejercicio 3 [3 puntos] Determinar, mediante resolucion, cudles de las siguientes afirmaciones
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son ciertas. En caso afirmativo, proporcionar una prueba por resolucion y, en caso negativo, un
modelo que lo justifique:

1. Vx(P(x) — Q(x)) E —3xP(x) V VxQ(x)

2. {IxVy[-A(x,y) — Fz(Q(z) V P(z,¥))], VxIy—A(x,y), ~3IxTyP(x,y), 3IxQ(x) }
es consistente

Solucién:
Apartado 1. En primer lugar, calculamos las cldusulas,

s Formula 1:

Vx(P(x) = Q(x))
Vx(=P(x) v Q(x))
H{~P(x),Q(x)}}

= Férmula 2:

—(=3xP(x) VVxQ(x))
~(=3xP(x) VVyQ(y))
—=3xP(x) A =VyQ(y)
JxP(x) A y=Q(y)
3x(P(x) A Jy=Q(v))
JxJy(P(x) A =Q(y))
Jy(P(a) A=Q(y))
P(a) A =Q(D)
{{P(a)},{—Q(b)}}

La resolucion es
1 {=P(x),Q(x)} Premisa

Qo nmne e

2 {P(a)} Premisa
3 {—-Q(b)} Premisa
4 {Q(a)} Res. 1,2 [x/a]
5 {-P(b)} Res. 1,3 [x/b]

Al saturarse sin encontrar la cldusula vacia, no se cumple la relacién de consecuencia.
Un contramodelo es la estructura con universo U = {a,b} e interpretacién I tal que

I(P) = {a} e I(P) = {a}.

Apartado 2. En primer lugar, calculamos las clausulas,

s Formula 1:
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= Férmula 2:
Vx3dy—-A(x,y)
Vx-A(x,g(x))
{{-A(x,8(x))}}

s Formula 3:
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s Férmula 4:
—3xQ(x)
Vx=Q(x)
{{-Q(x)}}

La resolucion es

1 {A(ay),Q(f(v)),P(f(y),y)} Premisa

2 {-A(x,g(x))} Premisa

3 {=P(x,y)} Premisa

4 {-Q(x)} Premisa

5 {A(a,y),Q(f(1))} Res. 13 [x/ (1)

6 {Ala,y)} Res. 5,4 [x/f(y)]

7 O Res. 6,2 [x/a,y/g(a)]

Al obtenerse la cldusula vacia, el conjunto es inconsistente.

Ejercicio 4 [3 puntos] Demostrar, con Isabelle/HOL,
1. pANgq—=1rVs, q— - skp——qVr
2. Vx.(P(x) = Q(x)), Vx.(=S(x) — =Q(x)), =(Vx.S(x)) F Fx.—P(x)




