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1.1. Introduccion

1.1.1. Panorama de la légica

» Objetivos de la logica:

e La formalizacién del lenguaje natural.

e [os métodos de razonamiento.
= Sistemas légicos:

e Logica proposicional.

e Logica de primer orden.

e Logicas de orden superior.
e Logicas modales.

e Logicas descriptivas.
» Aplicaciones de la l6gica en computacién:

e Programacion légica.

e Verificacion y sintesis automaética de programas.

e Representacién del conocimiento y razonamiento.
e Modelizacién y razonamiento sobre sistemas.

» Logica informdtica = Representacion del conocimiento +
Razonamiento

1.1.2. Ejemplos de argumentos y formalizaciones

» Ejemplos de argumentos:

e Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacion, entonces Juan
llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El tren lleg6
a las 7. Por tanto, habian taxis en la estacion.

e Ejemplo 2: Si hay corriente y la lampara no estd fundida, entonces estd encen-
dida. La lampara no estd encendida. Hay corriente. Por tanto, la lampara esta
fundida.

s Formalizacion:
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e Simbolizacién:

Simb. ‘ Ejemplo 1 ‘ Ejemplo 2
p el tren llega a las 7 hay corriente
q hay taxis en la estacion la ldmpara esta fundida
r Juan llega tarde a la reunién | la ldmpara estd encendida

e Sipyno g, entonces r. No r. p. Por tanto, g.

e pA—gq—r, 0t pEg.

1.2. Sintaxis de la 16gica proposicional

1.2.1. Ellenguaje de la l6gica proposicional

El lenguaje de la 16gica proposicional

= Alfabeto proposicional:

e variables proposicionales: py, p1,...;p,q,1.
e conectivas logicas:
o monaria: — (negacion),

o binarias: A (conjuncién), V (disyuncién),
— (condicional), < (bicondicional).

e simbolos auxiliares: “(“ y “)”.
» Férmulas proposicionales:
e Definicién:
o Las variables proposicionales son férmulas (férmulas atémicas).

o Si F y G son férmulas, entonces también lo son
-F,(FAG),(FVG),(F—=G)y (F+ G)

e Ejemplos:
o Formulas:p, (pV—q), ~(pvp), ((p—=q)V(g—rp)
o No férmulas: (p), pV-gq, (pVAg)

Férmulas proposicionales (BNF)

= Notaciones:

® p,q,7,... representardn variables proposicionales.

e [,G,H,... representaran férmulas.
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e /P representa el conjunto de los variables proposicionales.
e Prop representa el conjunto de las férmulas.

e x representa una conectiva binaria.
» Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:

e Fu=p|-G|(EAG)|(EVG)|(F—G)|(F < G).

1.2.2. Recursion e induccién sobre formulas

Definiciones por recursién sobre férmulas

» Numero de paréntesis de una férmula:

e Def: El nimero de paréntesis de una férmula F se define recursivamente por:
0, si F es atOmica;
np(F) = { np(G), si F es =G;
2+np(G)+np(H), siFes(GxH)

e Ejemplos:

Demostraciéon por induccién sobre férmulas

» Principio de induccién sobre férmulas: Sea P una propiedad sobre las férmulas
que verifica las siguientes condiciones:

e Todas las férmulas atémicas tienen la propiedad P.

e Si F y G tienen la propiedad P, entonces —F, (FAG), (FVG), (F — G)y
(F <> G), tienen la propiedad P.

Entonces todas las férmulas proposicionales tienen la propiedad P.

» Propiedad: Todas las férmulas proposicionales tienen un ntimero par de parénte-
sis.

e Demostracién por induccién sobre las férmulas.
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o Base: F atébmica = np(F) = 0 es par.
o Paso: Supongamos que np(F) y np(G) es par (hipétesis de induccion).
Entonces,
np(—F) = np(F) es pary
np((F*G)) =2+ np(F) +np(G) es par,
para cualquier conectiva binaria *.

1.2.3. Arboles de anilisis (o de formacién)

(p = (mqVp))
/2 /\
(—qVp)

N /\

q q

1.2.4. Eliminacién de paréntesis

Criterios de reduccion de paréntesis

» Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G).

» Precedencia de asociacion de conectivas: —, A, V, —, <.
FAG — —F V G es una abreviaturade ((FA G) — (=FV G)).

» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH abrevia (FV (GVH))
FAGAH — —-FVG abrevia ((FA(GAH))— (-FVG))

1.2.5. Subfoérmulas

Subférmulas
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» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se define recursiva-

mente por:
{F}, si F es atémica;
Subf(F) = { {F} USubf(G), si F es -G;
{F} USubf(G) USubf(H), siFesGxH
» Ejemplos
* Subf(p) = {p}
* Subf(q) = {4}
o Subf(—q) = {—q,4}
® Subf(=qVp) ={=qVp,—4,4p}
o Subf(p = —qVp)={p—=—=qVp,p.~qVp—44}

1.3. Semantica proposicional

1.3.1. Valores y funciones de verdad

» Valores de verdad (IB): 1: verdadero y 0: falso.
= Funciones de verdad:

1, sii=0;

0, sii=1.

1, sii=j=1,
0, en otro caso.

sii =]=0;

o H.:{0,1} = {0,1} t.q. H.(i) = {

Hy :{0,1}% = {0,1} t.q. HA (i, ])

Hy:{0,1}*> = {0,1} t.q. H,(i,]) = {2

, en otro caso.

0, sii=1,j=0;

H. :{0,1}* = {0,1} tq. H.(i,j) = {
1, en otro caso.

sii=j;

He, :{0,1}?> — {0,1} t.q. Ho. (i, ]) = {1’

0, en otro caso.
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1.3.2. Interpretaciones

» Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

i| i INJ LIV i—=]|ie]
110 1 1 1 1
0] 1

O R O M—.

OO R R ..

0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
= Interpretacion:

e Def.: Una interpretacion es una aplicaciéon [ : VP — B.
e Prop: Para cada interpretacion I existe una tnica aplicacién I’ : Prop — B tal
que:
I(F), si F es atémica;
I'(F) = ¢ HL(I'(G)), si F = —G;
H.(I'(G),I'(H)), siF=Gx*H
Se dice que I'(F) es el valor de verdad de F respecto de I.

» Ejemplo:Sea F = (pVq)A(—qgVr)

e valor de F en una interpretacion I; tal que I1 (p) = 1(r) =1,L1(q) =0

(p Vg AN (g V 1)
(1 v 0 A (=0 VvV 1)

1 A1 V1)
1 A 1
1

e valor de F en una interpretacion I, tal que L(r) =1, L(p) = I(q) =0

(p Vg AN (g V 1)
000 0 10 1 1

» Prop.: Sea F una férmula y Iy, I; dos interpretaciones. Si I (p) = I(p) para todos
las variables proposicionales de F, entonces I{ (F) = I}(F).

» Notacién: Se escribe I(F) en lugar de I'(F).

1.3.3. Modelos, satisfacibilidad y validez
Modelos y satisfacibilidad

» Modelo de una férmula

e Def.: I es modelo de Fsi I(F) = 1.
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e Notacion: [ = F.

e Ejemplo (continuacién del anterior):
-sili(p) =L(r) =1,I1(q) =0,entonces I1 = (pVg) A (=g Vr)
—silh(r) =1,1(p) = L(q) =0,entonces I, = (pVq) A (=g Vr).

» Formulas satisfacibles e insatisfacibles

Def.: F es satisfacible si F tiene algtiin modelo.

Ejemplo: (p — q) A (g — r) es satisfacible
I(p) = I(q) = I(r) = 0.

Def.: F es insatisfacible si F no tiene ningtin modelo.

Ejemplo: p A —p es insatisfacible

pl-oplpn-p
10 o
ol1] o

Tautologias y contradicciones

» Def.: F es una tautologia (o valida) si toda interpretacion es modelo de F. Se repre-
senta por = F.

» Def.: F es una contradiccién si ninguna interpretacion es modelo de F.
» Def.: F es contingente si no es tautologia ni contradiccién.
» Ejemplos:

1. (p — q) V (g — p) es una tautologia.
2. (p = g) A —=(p — q) es una contradiccion.

3. p — g es contingente.

rlalp—=aqla—plp=29V@—p) | ~(p—9) | (P29 A(p—9)
11 1 1 1 0 0
10} O 1 1 1 0
0l1] 1 0 1 0 0
0/0| 1 1 1 0 0
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Clasificaciones de fé6rmulas

Todas las formulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

Verdadera en todas

Verdadera en

Falsa en todas las

las interpretaciones | algunas interpretaciones
interpretaciones y
falsa en otras
(e pV p) (& p —q) (&) p A ~p)
Safisfacibles Insatisfacibles

Todas las formulas

Satisfacibilidad y validez

» Los problemas SAT y TAUT:

e Problema SAT: Dada F determinar si es satisfacible.

e Problema TAUT: Dada F determinar si es una tautologia.

» Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:

e Festautologia <= —F esinsatisfacible.
e Festautologia = F essatisfacible.

e Fessatisfacible =% —F es insatisfacible.
p — q es satisfacible.

I(p) =1(q) =1
—(p — q) es satisfacible.

I(p) =1,1(q) = 0.

1.3.4. Algoritmos para satisfacibilidad y validez
» Tabla de verdad para = (p — q) V (9 — p):

rlallp—=9) | @@—=p)|(p—=q9)V(EG—p)
11 1 1 1
1]0 0 1 1
01 1 0 1
00 1 1 1
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Tabla de verdad simplificada para |= (p — q) V (g — p):

rlallp = q9 VvV (@ = p
1/1/1 1 1 1 1 1 1
1/0/1 0 O 1 O 1 1
0/1/0 1 1 1 1 0 0
0ojlojo 1 0 1 0 1 0

étodo de Quine para = (p — q) V (9 — p)
(p =9 VvV (@ = p

0

Método de Quine para = (p — q) V (4 — p)
(p =9 VvV (@ = p

0

0 1 0 1

1%

0 O

Tablas de verdad para = (p <> q) V (9 <> p)

rlal(peog|@eop) | (peqgVigep)
11 1 1 1
110/ o0 0 0
01 0 0 0
0|0 1 1 1

Método de Quine para [~ (p <> q) V (g <> p)
(p < a) vV (@@ < p)

0

1

0 1 0 1

0 O

0O 00 0 0 1
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1.3.5. Seleccion de tautologias

1. F—=F (ley de identidad).

2. FV-—F (ley del tercio excluido).

3. —(FA—F) (principio de no contradiccién).
4. (-F —>F)—F (ley de Clavius).

5. =-F - (F = G) (ley de Duns Scoto).

6. ((F— G) — F)— F (ley de Peirce).

7. (F>G)ANF—=G (modus ponens).

8. (F— G)A—-G— —=F (modus tollens).

1.3.6. Equivalencia légica

Férmulas equivalentes

» Def.: Fy G son equivalentes si I(F) = I(G) para toda interpretacion I. Represen-
tacion: F = G.

» Ejemplos de equivalencias notables:

1. Idempotencia: FVF=F; FAF=F.
2. Conmutatividad: FVG=GVFEF; FAG=GAF.

3. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH;
FA(GAH)= (FAG)AH

4. Absorcion: FA(FVG)=F; FV(FAG)=F.
5. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V(FAH);
FV(GAH)=(FVG)A(FVH).
6. Doble negacion: ~—F = F.
7. Leyes de De Morgan: ~(FAG) =—-FV -G;
—(FVG)=-FA-G
8. Leyes de tautologias: Si F es una tautologia, FAG=G; FVG =F.

9. Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccion FAG=F; FVG = G.

Propiedades de la equivalencia l6gica

» Relacién entre equivalencia y bicondicional:
e F=Gsyss=F < G.

» Propiedades basicas de la equivalencia logica:
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e Reflexiva: F = F.
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F.

e Transitiva:Si F = Gy G = H, entonces F = H.
» Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:

e Prop.: Si en la férmula F se sustituye una de sus subférmulas G por una for-
mula G’ l6gicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F' es
l6gicamente equivalente a F.

e Ejemplo: F =-=(pAg) = =(pA——r)

G =-(pnq)
G/ :—|p\/—|q
F' = (=pV—q) = =(pA-mr)

1.3.7. Modelos de conjuntos de férmulas
= Notacion:
e 5,51,52,... representaran conjuntos de férmulas.
» Modelo de un conjunto de férmulas:

e Def.: [ es modelo de S si para toda F € S se tiene que I = F.

e Representacién: I |= S.

e Ejemplo:SeaS={(pVg)A(—~qVr),qg—r}
1,5

La interpretacion I tal que I;(p) = (q9) = 0,1(r) = 1 es modelo de S
(h = 9).

{p vaANGEaqgvVvr q— 71}

1 1 01 1 01 1 0 1 1
La interpretacion I tal que I(p) = 0, (gq) = 1, Ix(r) = 0 no es modelo de S
(I = S).

{p vagn(qgvVvr) q =71}

O 1 0 0 O 1T 0 O 1 0 O

1.3.8. Consistencia y consecuencia légica

Conjunto consistente de férmulas

= Def.: S es consistente si S tiene algtin modelo.

» Def.: S es inconsistente si S no tiene ningtin modelo.
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= Ejemplos:

e {(pVq)N(—qVr),p— r}esconsistente (con modelos Iy, I, Ig)

e {(pVq)AN(—qVr),p—r —r}esinconsistente

pla|r|(pVg) | (0gVr) | (pVgA(qVr)|p—r|or
L10(0/(0 0 1 0 1 1
L{ojo|1] o© 1 0 1 |0
I3/0[1]0 1 0 0 1 1
Lioft|1| 1 1 1 1 o
I|1]olo| 1 1 1 o |1
I 1101 1 1 1 1 0
1|10 1 0 0 0o |1
Ig|1]1]1 1 1 1 1 0

Consecuencia légica

m Def.: F es consecuencia de S si todos los modelos de S son modelos de F.

» Representacion: S = F.

= Ejemplos: {p = q,q =1} Ep—=ry{p Fp/g

plg|rip—=>ql9g—r|\p—or Pl9|\pPNg

Llolofo| 1 1 1 1) 1

L{00|1]| 1 1 1 110, 0

L|(o|1|0]| 1 0 1 0j1, 0

L{o|1|1] 1 1 1 0j0] O

/1|00 0 1 0

Ie|1|01] 0 1 1

|1]1]0] 1 0 0

|1|1|1] 1 1 1

Propiedades de la consecuencia

» Propiedades basicas de la relaciéon de consecuencia:

e Reflexividad: S = S.
e Monotonia: Si S1 = Fy S; C Sy, entonces S, |= F.
e Transitividad:Si S = Fy {F} = G, entonces S = G.

= Relacién entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y consistencia:



22 Tema 1. Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional

e Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. {F,.... L} EG
2. ERA---NF,— G
3. =(Ff A--- ANE, — G) es insatisfacible
4. {F,...,F,;,—~G} es inconsistente

1.3.9. Argumentaciones y problemas 16gicos

Ejemplo de argumentacién

= Problema de los animales: Se sabe que

1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.

2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.

4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por consiguiente,
se concluye que el animal es una cebra.

» Formalizacion:
{ tiene_pelos V da_leche — es_mamifero,

es_mamifero A (tiene_pezufas V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }

= es_cebra

Problemas légicos: veraces y mentirosos

» Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con
tres islefios A, B y C y cada uno le dice una frase

1. A dice “B y C son veraces syss C es veraz”
2. Bdice “Si A y C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”

3. Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.

» Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”, c: “C es veraz”.
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» Formalizacién:
FF=a& (bAceoce), h=b+ (aNc—bAcAN-a)yF3=c+4+ (mb<+aVb).

» Modelos de {F;, F,, F3}:
Si I es modelo de {Fy, F,, F3}, entonces I(a) = 1,1(b) = 1,I(c) = 0.

» Conclusién: A y B son veraces y C es mentiroso.

Bibliografia
1. C. Badesa, L. Jané y R. Jansana Elementos de l6gica formal. (Ariel, 2000)
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2. M. Ben—-Ari, Mathematical logic for computer science (2nd ed.). (Springer, 2001)
Cap. 1 (Introduction) y 2 (Propositional calculus: formulas, models, tableaux).
3. J.A. Diez Iniciacién a la Légica, (Ariel, 2002)

Cap. 2 (El lenguaje de la 16gica proposicional) y 3 (Seméntica formal. Conse-
cuencia légica).

4. M. Huth y M. Ryan Logic in computer science: modelling and reasoning about systems.
(Cambridge University Press, 2000)

Cap. 1 (Propositional logic).
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2.1. Reglas de deducciéon natural

2.1.1. Reglas de la conjuncion

= Regla de introduccién de la conjuncion:

F G
NG

Al

25



26 Tema 2. Deduccién natural proposicional

FAG FAG
Neq T/\ez

= Reglas de eliminacién de la conjuncién:

» Ejemplo: pAg,r-qgAr:

1 pAg premisa
2 r premisa
3 9 Nep 1
4 gAr ANi23

» Adecuacién de las reglas de la conjuncién:

e Ni:{F,G} EFAG
e Nej:FAGETF
e Ne;: FAGEG

2.1.2. Reglas de la doble negaciéon

_I—|F
= Regla de eliminacién de la doble negaciéon: —— ——e
F
: . : F
= Regla de introduccién de la doble negaciéon: ~ —— ——i
_|_|F

» Ejemplo: p,~—(qg A1) F ——pAT:

1 p premisa
2  —=(qAr) premisa
3 ~—p —=il
4 gANr ——e 2
5 r Nep 4
6

p AT Ni 3,5

» Adecuacion de las reglas de la doble negacién:

e ——e:{-—F}F
e «—i:{F} E—~—F

2.1.3. Regla de eliminacién del condicional

L . F F—=G
s Regla de eliminacioén del condicional: — e

G



2.1. Reglas de deduccion natural

» Ejemplo: =pAq, - pANg—=rV-opkrV-p:
1 —-pAg premisa

2 ~—pAg—rV-op premisa
3 rV-p —el,2

» Ejemplo:p,p —q,p— (g—71)Fr

1 p premisa
2 p—q premisa
3 p—(g—r) premisa
4 q —el,2
5 g—r —el,3
6 r —e4,5

» Adecuacion de la eliminacién del condicional: {F,F — G} = G

2.1.4. Regla derivada de modus tollens (MT)
. F—-G -G
s Regla derivada de modus tollens: —F MT

» Ejemplo:p — (g — 1), p,~r F —g:

1 p—(g—r) premisa
2 p premisa
3 —r premisa
4 qg—r —el,2
5 —q MT 3,4

» Ejemplo: =p = ¢q,~q F p:
-p — 4 premisa
g premisa

-p MT 1,2

A WD =

p ——e 3
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2.1.5. Regla de introduccién del condicional

F
Regla de introduccion del condicional: G
—1
F—G
» Ejemplo:p — g+ —g — —p:

1 p—g premisa
2 —q supuesto
3 —p MT 1,2
4

F — G.

-q—-p —i2-3

Adecuacioén de la regla de introduccion del condicional: Si F = G, entonces =

Ejemplo: =g — —p - p = ——q:

—q — —p premisa

p supuesto
| MT 1,3

1
2
3
4
5

» Ejemplo (de teorema): - p — p:

‘ 1

p supuesto

2

p—p —il-1

» Ejemplo: - (g — 1) = ((mg — —p) = (p = 1)):
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1 g—r supuesto
2 —g—-p supuesto
3 p supuesto
4  —-p =i 3
5 —g MT 2,4
6 g ——eb
7 r —el,6
8 p—or —i3—=7
9 (gq—=-p) —(p—r) —i2—8
10 (g—=r)—=(gq—-p) —(p—r) —il-9
2.1.6. Reglas de la disyuncién . c
s Reglas de introducciéon de la disyuncion: Vip
FVG FVvG
G
= Regla de eliminacién de la disyuncion: H
FVvG Ve

» Ejemplo:pVglkqgVp:
pVgq premisa

p supuesto

qVvp Vip2

q supuesto
gqVp Vip4d
gVp Vel,2—3,4-5

(o) I S B O S

» Ejemplo:g - rFpVg—pVr
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1 g—r premisa

2 pVyg supuesto

3 p supuesto

4 pVr Vip 3

5 ¢ supuesto

6 r —el,5

7 pVr Vip 6

8 pVr ve2,3—4,5-7
9 pVg—pVr —i2-8

2.1.7. Regla de copia
= Ejemplo (usando la regla hyp): - p — (g — p):

1 p supuesto
2 q supuesto
3 p hyp 1

4 g—vp —i2—-3
5 p—(g—p —il—4

2.1.8. Reglas de la negacién
» Extensiones de la l6gica para usar falso:

e Extension de la sintaxis: | es una férmula proposicional.

e Extension de la semdntica: (L) = 0 en cualquier interpretacion I.

» Reglas de la negacion:

1
e Regla de eliminacién de lo falso: — le
F

F —F

e Regla de eliminacién de la negacion:
1

—-e

» Adecuacion de las reglas de la negacion:

e |l =F
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o [F,~F} = L

» Ejemplo: -pVgkp—gq:

1 —=pVg premisa
2 p supuesto
3 —p supuesto
4 1 —e2,3
5 ¢ le4
’ 6 g supuesto
7 q vel,3—-5,6—-6
8 p—qg —i2-7

s Regla de introduccién de la negacion:

» Adecuacion: Si F = L, entonces = —F.

» Ejemplo:p = g,p = ~qF —p:

1 p—q premisa
2 p— —g premisa
3 p supuesto
4 q —el,3
5 g —e2,3
6 L —e4,5
7 -p —i3—-6

2.1.9. Reglas del bicondicional

= Regla de introduccién del bicondicional:

» Ejemplo: p A g < g A p:

F—-G G-—F

F& G

1
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1 pAg supuesto
2 p Nep 1
3 ¢q Nex 1
4 gAhp Ni2,3
5 pANg—qgAhp —il—-4
6 gAp supuesto
7 q Ney 6
8 p Ne1 6
9 pAg Ni7,8

10 gAp—=>pANg —i6-—-9
11 pANg<gAp <«i510

F+— G F+ G
e

» Eliminacién del bicondicional: 1
F—-G G—F

< e

s Ejemplo:p < q,pVqF-pAg:

1 peg premisa

2 pVyq premisa

3 p supuesto|| g supuesto

4 p—=qg el ||g—=p el

5 ¢ —ed,3 ||p —e4/ 3

6 pAqg Ai35 |[pAg Ai3J,5

7 pAg Ve2,3-6,3 -6

2.2. Reglas derivadas

2.21. Regla del modus tollens

. F—-G -G
= Regla derivada de modus tollens (MT): — MT

-F

m Derivacion:
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1 F— G premisa
2 G premisa
3 F supuesto
4 G —el,3
5 1L —e 2,4
6 —F —i2—4

2.2.2. Regla de introduccién de doble negacién

F
= Regla de introduccién de la doble negacion: — i

—/ _|_F
m Derivacion:

1 F premisa

2 ~F supuesto
3 1 -el,2
4 —-—-F -i2-3

2.2.3. Regla de reduccién al absurdo

—F
= Regla de reduccién al absurdo: J_
RAA
F
= Derivacion:
1 —F— 1 premisa
2 ~F supuesto
3 1 —el,2
4 ——F -i2—3
5 F —e 4
2.24. Ley del tercio excluido
LEM

= Ley del tercio excluido (LEM): v oF
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» Derivacion:

1 —=(FV—F) supuesto

2 F supuesto

3 FV-F Vip 2

4 1 —-el,3

5 —F —i2—4

6 FV-F Vip 5

7 L —el,6

8 FV~F RAA1 -7
» Ejemplo:p =g+ -pVyg:

1 p—g premisa

2 pV-p LEM

3 p supuesto

4 q —el,3

5 -—pVg Vip4d

6 —p supuesto

7 —pVg Viib

8

A

Ve2,3—-56—7
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2.3. Resumen de reglas de deduccion natural

Introduccién Eliminacién
F G FAG FAG
A — Al — Aeq — Nep
FAG F G
F G
y F .G, AN
— V1 —— V1
rvG ' FvG Fve H] [H
Ve
H
F
: F F—G
— _ e
G . G
—1
F—G
F
: F =F
- * —|e
1 ) 1
——|1
—-F
1
1 — le
F
_I_|_F
/7 —_— e
F
F—-G G—=F F< G F«G
<~ 1 ey <> ep
F+ G F—G G—F

» Adecuacion y completitud del calculo de deduccién natural.

Bibliografia
1. C.Badesa, I. Jané y R. Jansana Elementos de l6gica formal. (Ariel, 2000).
Cap. 16: Calculo deductivo.
2. R. Bornat Using ItL Jape with X (Department of Computer Science, QMW, 1998).
3. J.A. Diez Iniciacién a la Légica, (Ariel, 2002).
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3.1. Representacion del conocimiento en l6gica de primer
orden

3.1.1. Representacién de conocimiento geografico

» Ejemplo 1: Si Sevilla es vecina de Cddiz, entonces Cddiz es vecina de Sevilla. Sevilla es
vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

e Representacion en légica proposicional:
{SvC — CvS, SvC} = CoS

» Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la sequnda es vecina de la primera.
Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla
e Representacion en logica proposicional: Imposible

e Representacion en logica de primer orden:
{Vx Yy [vecina(x,y) — vecina(y,x)], vecina(Sevilla, Cadiz)}
= vecina(Cadiz, Sevilla)

3.1.2. Representacion del mundo de los bloques

» Simbolizacion:

e sobre(x,y) se verifica si el bloque x estd colocado sobre el bloque y

e sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x estd sobre la mesa

» Situacién del ejemplo:
sobre(a, b), sobre(b, ¢), sobre_mesa(c), sobre(d, ¢), sobre_mesa(e)

» Definiciones:

e bajo(x,y) se verifica si el bloque x esta debajo del bloque y
Vx Yy [bajo(x,y) <> sobre(y, x)]
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e encima(x, y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y pudiendo ha-
ber otros bloques entre ellos
Vx Vy [ encima(x,y) <>
sobre(x,y) V 3z [sobre(x,z) A encima(z, y)]]

e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <» =3y sobre(y, x)]

e pila(x,y, z) se verifica si el bloque x esta sobre el y, el y sobre el z y el z sobre
la mesa
Vx Yy Vz | pila(x,y,z) <>
sobre(x,y) A sobre(y, z) A sobre_mesa(z)]

» Propiedades:
e Siz, Y,z es una pila entonces y no esta libre

Vx Vy Vz [pila(x,y,z) — —libre(y)]

Representacion del mundo de los bloques con funciones e igualdad

s Simbolizacion:

e es_bloque(x) se verifica si x es un bloque.

e superior(x) es el bloque que esta sobre el bloque x.
» Situacién del ejemplo:

e es_bloque(a), es_bloque(b), es_bloque(c), es_bloque(d), es_bloque(e)
e superior(b) = a,superior(c) = b,superior(e) = d
» Definiciones:
e sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x estd sobre la mesa
Vx [sobre_mesa(x) <> es_bloque(x) A =3y superior(y) = x|

e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <» —3Jy superior(x) = y|
e tope(x) es el bloque libre que est4 encima de x
Vx [ (libre(x) — tope(x) = x)A
(—libre(x) — tope(x) = tope(superior(x)))]
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3.1.3. Representacion de conocimiento astronémico

» La Tierra es un planeta:
planeta(Tierra)

» La Luna no es un planeta:
—planeta(Luna)

n La Luna es un satélite:
satélite(Luna)

» La Tierra gira alrededor del Sol:
gira(Tierra, Sol)

» Todo planeta es un satélite:
Vx [planeta(x) — satélite(x)]

» Todo planeta gira alrededor del Sol:
Vx [planeta(x) — gira(x,Sol)]

» Algiin planeta gira alrededor de la Luna:
dx [planeta(x) A gira(x, Luna)]

» Hay por lo menos un satélite:
Jdx satélite(x)

» Ninguin planeta es un satélite:
—dx [planeta(x) A satélite(x)]

» Ningiin objeto celeste gira alrededor de si mismo:
—dx gira(x, x)

» Alrededor de los satélites no giran objetos:
Vx [satélite(x) — =3y gira(y, x)]

» Hay exactamente un satélite:
dx [satélite(x) A Vy [satélite(y) — x = y]]

n La Luna es un satélite de la Tierra:
satélite(Luna, Tierra)

» Todo planeta tiene un satélite:
Vx [planeta(x) — Jy satélite(y, x)]

n La Tierra no tiene satélites:
—Jx satélite(x, Tierra)
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Algiin planeta no tiene satélites:
dx [planeta(x) A -3y satélite(y, x)]

Sélo los planetas tienen satélites:
Vx [Jy satélite(y, x) — planeta(x)]

Todo satélite es satélite de algiin planeta:
Vx [satélite(x) — Ty (planeta(y) A satélite(x,y))]

La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:
—dx Jdy | planeta(x) A planeta(y)A
gira(Luna, x) A gira(Luna, y) A x # y]

Hay exactamente dos planetas:
dx Jy | planeta(x) A planeta(y) A x # yA
Vz [planeta(z) =z =xVz =y]]

3.2. Sintaxis de la l6gica de primer orden

3.2.1. Lenguaje de primer orden
Lenguaje de primer orden
= Simbolos légicos:

e Variables: x,v,z,...,x1,x2,.. ..
e Conectivas: =, A\, V, —, <.

Cuantificadores: V, 5.

Simbolo de igualdad: =.

Simbolos propios:

e Simbolos de constantes: a,b,c,...,a1,a,,....
e Simbolos de predicado (con aridad): P, O, R, ..., P, P, .. ..
e Simbolos de funcién (con aridad): f, 9,5, ..., f1, f2, . - ..

i ) AT ayig

Simbolos auxiliares: “(”, “)”, “,”.

Notaciéon:

o [,Li,L,,...representan lenguajes de primer orden.

e Var representa el conjunto de las variables.

Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.
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Ejemplos de lenguajes de primer orden
» Lenguaje del mundo de los bloques:

e Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

e Simbolos de predicado (y de relacién):
—de aridad 1: sobre_mesa, libre, es_bloque
— de aridad 2: sobre, bajo, encima
—de aridad 3: pila

e Simbolos de funcién (de aridad 1): superior, tope
» Lenguaje de la aritmética:

e Simbolos de constantes: 0, 1

e Simbolos de funcién:
— monaria: s (siguiente)
— binarias: +, -

e Simbolo de predicado binario: <

3.2.2. Términos y férmulas de primer orden
Términos
= Def. de término de un lenguaje de primer orden L:

e Las variables son términos de L.
e Las constantes de L son términos de L.

e Si f es un simbolo de funcién n-aria de L y ¢y,...,t,; son términos de L, en-
tonces f(t1,...,t,) es un término de L.

» Ejemplos:

e En el lenguaje de la aritmética,
o +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (x - 1) + s(y)
o +(:(x,<),s(y)) no es un término
e En el lenguaje del mundo de los bloques,
o superior(superior(c)) es un término.
o libre(superior(c)) no es un término.

= Notacion:

e 5, t,t1,1, ... representan términos.

e Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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Férmulas atomicas

» Def. de férmula atémica de un lenguaje de primer orden L:

e Sity y ty son términos de L, entonces t| = f; es una férmula atémica de L.
e Si P es un simbolo de relacién n-aria de L y ty,...,t, son términos de L,
entonces P(fy,...,t,) es una férmula atomica de L.

» Ejemplos:

e En el lenguaje de la aritmética,

o < (-(x,1),5(y)) es una férmula atémica que se suele escribir como x -1 <

s(y)

o +(x,y) = -(x,y) es una férmula atémica que se suele escribir como x +
y=xy
¢ En el lenguaje del mundo de los bloques,
o libre(superior(c)) es una férmula atémica.
o tope(c) = superior(b) es una férmula atémica.

= Notacion:

o A, B,Aq, Ay, ... representan férmulas atémicas.

e Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L.

Férmulas

» Definicién de las formulas de L:

e Las féormulas atdmicas de L son formulas de L.

e SiFy Gsonférmulasde L, entonces —F, (FAG),(FVG),(F = G)y(F < G)
son férmulas de L.

e Si F es una férmula de L, entonces Vx F y Jx F son férmulas de L.
= Ejemplos:

e En el lenguaje de la aritmética,

o Vx Jy < (x,y) es una férmula que se escribe como Vx Jy x <y
o Vx Jy + (x,y) no es una férmula.

¢ En el lenguaje del mundo de los bloques,

o Vx (tope(x) = x < libre(x)) es una férmula.
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= Notacion:

e F,G,H,F,F,...representan férmulas.

e Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.

3.2.3. Subférmulas

Arboles de anilisis (o de formacién)

vx (R(x,¢) = P(f(y))) Vx
R(x,¢) = P(f(y)) -
/\ /\
R(x,c) P(f(y)) R p
/N TN
x ¢ f(y) x c f
y y
Subférmulas

» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se define recursiva-

mente por:
({F}, si F es una férmula atémica;
{F} USubf(G), siF = —G;
Subf(F) = ¢ {F} USubf(G) USubf(H), siF = G=xH;
{F} USubf(G), siF =Vx G;
({F} USubf(G), siF=3xG
= Ejemplo:
Subf(Vx (R(x,c) = P(f(y)))) = { ¥x (R(x,¢) = P(f(y))),
(R(x,c) = P(f(¥))),
R(x,c),
P(f(y))}

Criterios de reduccién de paréntesis
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Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

Precedencia de asociaciéon de conectivas y cuantificadores: V, 3, =, A, V, =, <.
Vx P(x) — Q(x) es una abreviatura de (Vx P(x)) — Q(x)

» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH es una abreviaturade (FV (GV H))
FAGAH — —-FVG esunaabreviaturade ((FA(GAH))— (-FVG))

Los simbolos binarios pueden escribirse en notacién infija.
X4y esunaabreviaturade +(x,y)
x <y esunaabreviaturade < (x,y)

3.2.4. Variables libres y ligadas

Conjuntos de variables

» Def.: El conjunto de las variables del término ¢ es
@, sit es una constante;
V(t) = ¢ {x}, si t es una variable x;
V(t)U---UV(t,), sitesf(ty,... tn)

» Def.: El conjunto de las variables de la férmula F es

(V(t1) UV(t), siFest =ty
V()U---UV(ty), siFesP(ty,..., tn);
V(G), si F es —G;
V() = { V) .

V(G)UV(H), si Fes G x* H;
V(G), si FesVx G;
L V(G), siFesdx G

» Ejemplos:

e El conjunto de las variables de Vx (R(x,c) — P(f(y))) es {x,y}.
e El conjunto de las variables de Vx (R(a,c) — P(f(y))) es {y}.

Apariciones libres y ligadas

= Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma Vx G 6 Jdx G.
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= Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F es libre si no es
ligada.

» Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:

Vx (P(x) — R(x,y)) = (3y P(y) — R(z,x))
Jx R(x,y) vV Vy P(y)

Vx (P(x) — 3y R(x,y))
P(x) = R(x,y)

Variables libres y ligadas
» La variable x es libre en F si tiene una aparicion libre en F.
» La variable x es ligada en F si tiene una aparicién ligada en F.

» El conjunto de las variables libres de una férmula F es:

(V(t) UV(tZ), siFesty = by
V(t1)U---UV(t,), siFesP(ty,... ty);
VL(F) = VL(G), s? F es —=G;
VL(G)UVL(H), siFesGx H;
VL(G) \ {x}, si Fes Vx G;
| VL(G) \ {x}, siFes3dx G
= Ejemplo:
Férmula Ligadas | Libres
vx (P(x) = R(x,y)) & (Jy Py) 5 R(%2) | %y | %0,z
Vx (P(x) — 3y R(x,vy)) X,V
Vz (P(x) — R(x,y)) X,y

Férmulas cerradas y abiertas

» Formula cerradas:

e Def.: Una férmula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables libres.
e Ejemplos: Vx (P(x) — 3y R(x,y)) es cerrada.
dx R(x,y) V Yy P(y) no es cerrada.

s Férmulas abiertas:

e Def.: Una formula abierta es una férmula con variables libres.

e Fjemplos: Vx (P(x) — Jy R(x,y)) no es abierta.
dx R(x,y) V Yy P(y) es abierta.
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3.3. Semantica de la légica de primer orden

3.3.1. Estructuras, asignaciones e interpretaciones

Estructuras, asignaciones e interpretaciones

» Una estructura del lenguaje L es un par Z = (U, I) tal que:

e LI es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
e [ es una funcién con dominio el conjunto de simbolos propios de L tal que

o sic es una constante de L, entonces I(c) € U;

o si f es un simbolo de funcién n—aria de L, entonces I(f) : U" — U;

o si P es un simbolo de relacién O-aria de L, entonces I(P) € {1,0};

o si R es un simbolo de relacién n-aria (n > 0) de L, entonces I(R) C U";

» Una asignacion A en una estructura (U, I) es una funcién A : Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la estruc-
tura.

» Una interpretacion de L es un par (Z, A) formado por una estructura Z de L y una
asignaciéon A en 7.

» Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugar de 1y 0.

Ejemplos de estructuras
Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: 0;
simbolo de funcién monaria: s;
simbolo de funcién binaria: + y
simbolo de relaciéon binaria: <

» Primera estructura de L:
U =N
L(0) =0
Li(s) ={(n,n+1) :n € N} (sucesor)
L(+)={(a,b,a+Db):a,be N} (suma)
(<) ={(n,m):n,meIN,n <m} (menor o igual)

» Segunda estructura de L:
Uy = {0,1}* (cadenas de 0 y 1)
I>(0) = € (cadena vacia)
I(s) = {(w,wl) : w € {0,1}*} (siguiente)
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L(+) = {(wy, w, wywy) : wy, wy € {0,1}*} (concatenacién)
L(<) = {(wy,w7) : w1, wp € {0,1}*, wy es prefijo de wy } (prefijo)

» Tercera estructura de L:
U; = {abierto, cerrado}
I3(0) = cerrado
I3(s) = {(abierto, cerrado), (cerrado, abierto)}
I3(+) = { (abierto, abierto, abierto), (abierto, cerrado, abierto),
(cerrado, abierto, abierto), (cerrado, cerrado, cerrado) }
I3(<) = { (abierto,abierto), (cerrado, abierto), (cerrado, cerrado)}
e | LI(s)(e)
abierto | cerrado
cerrado | abierto

I3;(+) | abierto | cerrado I;(<) | abierto | cerrado
abierto | abierto | abierto abierto 1 0
cerrado | abierto | cerrado cerrado 1 1

3.3.2. [Evaluacidon de términos y férmulas

Ejemplo de evaluacién de términos

» Sean L el lenguaje de la pagina 41 y ¢ el término s(x + s(0)).

e Si 7 esla primera estructura y A(x) = 3, entonces
Ta(t) = Za(s(x+5(0))) =s'(3+1s'(0")) =
=sI(3+1s1(0)) =s'3+1) =
=s!(4) =5
e SiZ eslasegunda estructura y A(x) = 10, entonces
Ta(t) =Za(s(x+5(0))) =s'(10+'s'(0)) =
=sl(10+1sl(e)) =sl(104+11) =

=s!(101) = 1011
e Si 7 es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces
Ta(t) = Za(s(x+5(0))) = sl (abierto +1s'(01)) =
= sl(abierto +' s'(cerrado)) = s'(abierto +! abierto) =
= sl (abierto) = cerrado

Evaluacion de términos
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» Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A en Z, se define la
funcién de evaluacion de términos Z4 : Térm(L) — U por
I(c), si t es una constante c;
Ta(t) =< A(x), si t es una variable x;
I(f)(Za(tr),..., Za(tn)), sitesf(ty,... tn)
m Z4(t) selee “el valor de f en 7 respecto de A”.

» Ejemplo: Sean L el lenguaje de la pagina 41, t el término s(+(x,s(0))), Z la primera
estructura y A(x) =3.

Za(t) =Za(s(+(x,5(0)))) = I(s)(Za(+(x,5(0)))) =
= 1(s)(I(+)(Za(x),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(x),Za(s(0)))) =
= 1(s)(I(+)(3,1(s)(Za(0)))) = I(s)(I(+)(3,1(s)(1(0)))) =
= ES;ES )(3,1(s)(0))) =1(s)(I(+)(3,1)) =
=1I(s)(4 =5

Evaluacidon de formulas

» Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A sobre Z, se define la
funcion de evaluacién de férmulas Z4 : Form(L) — B por

~SiFest = b, Za(F) = H=(Za(t1), 1a(t2))
—Si Fes P(tl,...,tn), ( ) HI( (IA(tl) IA(tn))
—Si Fes =G, T4(F) = HA(ZA(G))
-SiFes GxH, ZA(F) = Hi(ZA(G),Za(H))
(1, siparatodou € U se tiene
—Gi Fes Vx G, IA<F) = IA[x/u](G) = 1,

en caso contrario
(1, siexiste algtn u € U tal que
—Si F es dx G, ZA(P) = IA[x/u](G) =1;

0, en caso contrario

m Z4(F) selee “el valor de F en 7 respecto de A”.

Conceptos auxilares para la evaluacién de férmulas

» La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H- : U? — B definida por

H_(uy,up) = {

1, si U1 = Up,

0, en caso contrario
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» Funcién de verdad de una relacion: Si R es una relaciéon n—aria en U (i.e. R C U"),
entonces la funcién de verdad de R es la funcién Hy : U" — B definida por

1, si(uy,...,un) €R;
HR(ul,...,un):{ ( n) ]
0, en caso contrario
» Variante de una asignacion: Sea A una asignacién en la estructura (U, I) y u € U.
Mediante A[x /1] se representa la asignacion definida por
| u, siyesx;
Alx/ully) = { A(y) siyesdistinta de x

Ejemplo de evaluacién de férmula
Evaluacién de Vx Jy P(x,y) en la estructura Z = (U,I) tal que U = {1,2} e
I(P) ={(1,1),(2,2)}
Za(Vx 3y P(x,y)) =V & Zap(Jy Pxy)) =Vy
Tafxs2)(3y P(x,y)) =V

a3y P(x,y)) =V & Ly, Pxy) =Vo
Zax/1y/2P(x,y) =V
Tapey/Pxy) = PH(1,1) =V
Luego, Ty, /11(3y P(x,y)) = V.
Tas2)(3y P(x,y)) =V & Ly, Pxy) =Vo
Zafxs2y/2P(xy) =V
T2y P(x,y) = P1(2,2) =V

Luego, Ty, /2(3y P(x,y)) = V.
Por tanto, Z4(Vx Jy P(x,y)) =V

Ejemplo de evaluacién de férmulas
Evaluacion de Vx g(g(x)) = x enla estructura Z = (U, I) tal que U = {1,2} e

I(g) = {(1,2), (2, 1)}
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Za(Vx g(g(x)) =x) =V & Ty

Por tanto, Z4 (Vx g(g(x))

Dependencias en la evaluacién de férmulas

» Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la férmula Vx 3y R(y, x), entonces

e 7,(G) =V,siendoZ = (Z,I),I(R) = < y A una asignacién en Z.
e 7,(G) =F,siendoZ = (N, I), I(R) = < y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula 3x Vy R(x, y), entonces

e 7,(G) =V,siendoZ = (N, I), I(R) = <y A una asignacién en Z.
e 7,(G) = F,siendoZ = (N, I), I(R) = > y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la asignacién: Sea G la férmula Vy R(x, y), entonces

e Z,(G) = V,siendo Z = (IN,I),I(R) = <y A una asignacién en Z tal que

A(x) =0.
e 7,(G) = F,siendo Z = (N, I),I(R) = <y A una asignaciéon en Z tal que
A(x) =5.

Evaluacién y variables libres

m Sea f un término de L e 7 una estructura de L.

e Si Ay B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables de t,
entonces Z,4(t) = Zp(t).

e Sitno tiene variables, entonces Z4 () = Zg(t) para cualesquiera asignaciones
Ay BenT.Se suele escribir simplemente Z ().
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» Sea F una férmula de L e Z una estructura de L.
e Si Ay Bson dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables libres de
F, entonces Z4(F) = Zg(F).

e Si F es cerrada, entonces Z4 (F) = Zg(F) para cualesquiera asignaciones A y
B en 7. Se suele escribir simplemente Z (F).

3.3.3. Modelo, satisfacibilidad y validez de férmulas

Modelo de una férmula

» Sean F una férmula de L e 7 una estructura de L.
e (Z,A) esuna realizacion de F si A es una asignacién en Z tal que Z4(F) = 1.
Se representa por 74 = F.
e 7 es un modelo de F si, para todo asignaciéon A enZ, Z4(F) = 1.
Se representa por 7 = F.

» Ejemplos: Sea Z = (IN, I) una estructura tal que I(f) = + e I(g) = *.

e Si A es una asignacién en 7 tal que A(x) = A(y) = 2. Entonces
Ia = fxy) = g(xy),

e Si B es una asignacion en Z tal que B(x) = 1, B(y) = 2. Entonces
Iy = f(x,y) = g(xy),

o T flxy) =gy

* I flxy) = fy,x)

Satisfacibilidad y validez

n Def.: Sea F una férmula de L.

e [ esvalida si toda estructura de L es modelo de F,
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignaciéon A en 7 se tiene que Z4 (F) =
1).
Se representa por = F.

e [ essatisfacible si tiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en [ tales que
Zu(F) =1).

e [ esinsatisfacible si no tiene ninguna realizacion
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacion A en I se tiene que Z4 (F) =
0).
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= Ejemplos:

e dx P(x) V Vx —P(x) es valida.
e Jx P(x) A dx —P(x) es satisfacible, pero no es vélida.
e Vx P(x) A dx —P(x) es insatisfacible.

F es vélida syss —F es insatisfacible.
F es valida
<= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
<= para toda estructura Z y toda asignacion A se tiene que Z,(—F) =
<= —F es insatisfacible.

Si F es valida, entonces F es satisfacible.
F es véalida

= para toda estructura 7 y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
= existe una estructura Z y una asignacion A tales que Z4(F) =1
—> F es satisfacible.

F es satisfacible =/ —F es insatisfacible.
Vx P(x) y =Vx P(x) son satisfacibles.

Sea F una férmula de Ly xy, ..., x, las variables libres de F.
e [ esvalidasyss Vxj ...Vx, F es valida.
[Vx1 ...Vx, F es el cierre universal de F].

e [ es satisfacible syss dx; ...dx; F es satisfacible.
[dxq ...dx, F esel cierre existencial de F].

3.3.4. Modelo y consistencia de conjuntos de férmulas

Modelo de un conjunto de férmulas

» Notacién: S, Sy, Sy, ... representardn conjuntos de férmulas.

» Def.: Sean S un conjunto de férmulas de L, Z una estructura de L y A una asigna-
cibnenZ.

e (7,A) es una realizacion de S si A es una asignacion en 7 tal que para toda
F € S se tiene que Z4(F) = 1. Se representa por Z4 |= S.

e 7 esun modelo de S si para toda F € S se tiene que Z |= F
(i.e. para toda F € Sy toda asignaciéon A en 7 se tiene Z4(F) = 1). Se repre-
senta por 7 |= S.
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» Ejemplo: Sea S = {Vy R(x,y), Yy f(x,y) =y}

e (Z,A)conZ = (N,I),R! = <, fl = +, A(x) = 0 es realizacién de S.

e (Z,A)conZ = (N, I),R! = <, f1 = +, A(x) = 0 no es realizacién de S.
- Fjemplo: Sea § = {R(e,), fle,y) =y}

e 7 =(N,]I
e Z=(N,I)conR! =<, fl = +,¢! =0no es modelo deS.

Jcon R = <, fl = +,e! = 0 es modelo de S.

Consistencia de un conjunto de férmulas

= Def.: Sea S un conjunto de férmulas de L.

e S es consistente si S tiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignaciéon A en 7 tales que,

paratoda F € S, [4(F) = 1).

e S esinconsistente si S no tiene ninguna realizaciéon
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignaciéon A enZ, existe alguna F € S,

tal que I4(F) = 0).
» Ejemplos:
e S={VyR(x,y), Yy f(x,y) =y} es consistente.
(Z,A)conZ = (N, I),R! = <, fl = +, A(x) = 0 es realizacion de S.
e S={P(x) - Q(x), Yy P(y), ~Q(x)} es inconsistente.

» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas cerradas de L. Entonces S es consistente syss
S tiene algtin modelo.

3.3.5. Consecuencia légica
Consecuencia légica
» Def.: Sean F una férmula de L y S un conjunto de férmulas de L.

e [ es consecuencia logica de S si todas las realizaciones de S lo son de F.
(i.e. para toda estructura 7 de L y toda asignacién A en Z,
siZy |= S entonces 74 = F).
Se representa por S |= F
e Se escribe G |= F enlugarde {G} = F

e Se escribe G [~ F enlugar de {G} [~ F.
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= Ejemplos:
. VX-P( ) = P(y)
P(y) = Vx P(x)

(Z,A)conZ = (U,I),U = {1,2},P = {1}, A(y) = 1.

(
o {Vx (P(x) = Q(x)), P(c)} F Ql(c)
o {Vx (P(x) = Q(x)), Q(c)} = P(c)
(Z,A)conZ = (U,I),U = {1,2},c! =1,P' = {2},Q" = {1,2}.

e {Vx (P(x) = Q(x)), ~Q(e)} F ~P(c)
e {P(c), ~P(d)} ¢ #d

Consecuencia légica e inconsistencia

» S |= Fsyss SU{—F} es inconsistente.

SEF

<= para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
si, paratodo G € S, 74(G) = 1 entonces Z4(F) = 1.

<= para toda estructura 7 de L y toda asignacién A en Z,
si, paratodo G € S, Z4(G) = 1 entonces Z4(—F) = 0.

<> para toda estructura Z de L y toda asignaciéon A en Z,
existe alguna H € SU {—F} tal que Z4(H) = 0.

<= S U {—F} es inconsistente.

» Sean F una férmula cerrada de L y S un conjunto de férmulas cerradas de L. Enton-
ces, son equivalentes

e F es consecuencia logica de S

e todos los modelos de S lo son de F.

3.3.6. Equivalencia légica

n Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura 7
de L y toda asignacion A enZ, Z4(F) = Z4(G).
Se representa por F = G.

= Ejemplos:

P(x) # P(y).
T=({1,2},)conPl = {1}y A(x) =1, A(y) = 2.
e Vx P(x) =Yy P(y).
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o Vx (P(x) AQ(x)) = Vx P(x) AVx Q(x).
e dx (P(x) AQ(x)) # Ix P(x) A Ix Q(x).
T=({1,2},)con Pl = {1} y Q' = {2}.
» Propiedades: Sean F y G férmulas cerradas de L.
e F=Gsyss=F « G.
e F=GsyssF=EGyG [ F.
» Propiedades basicas de la equivalencia logica:

e Reflexiva: F = F
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F

e Transitiva: Si F = Gy G = H, entonces F = H
» Principio de sustitucién de férmulas equivalentes:

e Prop.: Si en la férmula F; se sustituye una de sus subférmulas G; por una
férmula G, l6gicamente equivalente a Gy, entonces la férmula obtenida, F,
es l6gicamente equivalente a Fj.

e Fjemplo: F; = Vx P(x) — 3x Q(x)

G1 =Vx P(x)
Gy =Vy P(y)
F, =VYyP(y) — 3x Q(x)
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orden

Contenido
4.1 Sustituciones . . . . . ... 51
411 Definicion de sustitucion . . . . . ... ..o 51
41.2  Aplicacion de sustituciones a términos . . . . .. ... ... L. 51
413 Aplicacién de sustituciones a formulas . . . . ... ... ... .. 52
414 Sustitucioneslibres . . ... ... ... ... ... ... ... .. 53
42 Reglas de deduccién natural de cuantificadores . . . ... ... .. ... 53
421 Reglas del cuantificador universal . . ... ............ 53
422 Reglas del cuantificador existencial . . . .. ... ... ...... 54
42.3 Demostracién de equivalencias por deduccién natural . . . . . . 55
43 Reglasdelaigualdad . ............. ... ... . ... . ... 60

43.1 Regla de eliminacién de la igualdad
432 Regla de introduccion de la igualdad

4.,1. Sustituciones

4.1.1. Definicion de sustitucion

» Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacion o : Var — Térm(L).

» Notacion: [xq/ty,x2/t2, ..., %,/ t,] representa la sustitucion ¢ definida por

ti, sixesxj

o(x) = x, six ¢ {x1,...,x}
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» Ejemplo: [x/s(0),y/x + y| es la sustitucién o de Var en los términos de la aritmé-
tica definida por

oc(x) =s(0),0(y) =x+yyo(z) =zparaz € Var\ {x,y}

= Notacion: 0,07, 0, . . . representaran sustituciones.

4.1.2. Aplicacién de sustituciones a términos

» Def.: t[x1/t1,..., x4/ 1ty es el término obtenido sustituyendo en ¢ las apariciones

de x; por ¢;.
» Def.: La extension de o a términos es la aplicaciéon o : Térm (L) — Térm(L) defini-
da por
c, si t es una constante c;
to = 4 o(x), si t es una variable x;

f(ho,... tyo), sites f(ty,... tn)
» Ejemplo: Sio = [x/f(y,a),y/z], entonces

e a0 = a,donde a es una constante.

wo = w, donde w es una variable distinta de x e y.

h(a,x,w)o = h(ac,xo,wo) = h(a, f(y,a),w)
fx,y)o = flxo,yo) = f(f(y,a),2)
ha, f(x,y),w)o = h(ao, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),2),w)

4.1.3. Aplicacién de sustituciones a férmulas

» Def.: F[x1/t1,...,%,/ts] es la férmula obtenida sustituyendo en F las apariciones
libres de x; por t;.

» Def.: La extension de ¢ a férmulas es la aplicacién o : Form (L) — Form(L) defi-

nida por
(P(t0,...,t,0), siF eslaférmulaatémica P(ty,...,t,);
tio = tyo, si F esla formula ty = ty;
Fo = ¢ —(Go), si F es =G;
Go x Ho, si Fes G * H;

L (Qx)(Goy), siFes (Qx)GyQ € {V,3}

donde o es la sustituciéon definida por

a()— X, siyesx;
o o(y), siyesdistintade x
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» Ejemplos: Sio = [x/f(y),y/b], entonces

o (Vx (Q(x) = R(x,y)))o = Vx ((Q(x) = R(x,y))ox)
= Vx (Q(x)ox — R(x,y)0y)
—vx (Q(x) - R(x,b))

(x)o — (Vx R(x,y))o

(f(y)) = Vx (R(x, y)ox)
f(y)) = Vx R(x,b)

((Q(x) = Yy R(x,y))ox)
Q(x)ox = (Yy R(x,y))0x)

(
(Q(x) = ¥y (R(x,y)oxy))
(Q(x) = Yy R(x,y))

e (Q(x) > VxR(x,y))o

[
T 00D

o (Vx (Q(x) = Vy R(x,y)

~—

)

4.1.4. Sustituciones libres

» Def.: Una sustitucion se denomina libre para una férmula cuando todas las apari-
ciones de variables introducidas por la sustitucion en esa férmula resultan libres.

= Ejemplos:

e [y/x] no es libre para 3x (x < y)
dx (x <y)ly/x] = Ix (x < x)

o [y/g(y)] es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(y)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)y/8(v)]
= Vx (P(x) — Q(x, f(g(y))))

)
e [y/g(x)] no es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(v)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)))[y/8(x)]
= Vx (P(x) = Q(x, f(g(x))))

» Convenio: Al escribir Fo supondremos que ¢ es libre para F.

4.2. Reglas de deduccion natural de cuantificadores

4.2.1. Reglas del cuantificador universal
Regla de eliminacién del cuantificador universal

» Regla de eliminacion del cuantificador universal:
Vx F

Ve
Fx/t]
donde [x/t] es libre para F.
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= Nota: Analogia con Aej y Ae;.

» Ejemplo: P(c), Vx [P(x) — —Q(x)] F =Q(c)

1  P(c) premisa
2  Vx(P(x) = —Q(x)) premisa
3 P(c) = —Q(c) Ve 2

4 =Q(c) —e3,1

» Nota: Vx Jy (x <y) ¥ 3y (y <y).

Regla de introduccién del cuantificador universal
X0

F[x./xo]

Vi
Vx F ' '
donde xj es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

» Nota: Analogia con Ai.

» Vx [P(x) — =Q(x)],Vx P(x) - Vx =Q(x)

1 Vx (P(x) - —-Q(x)) premisa
2 VxP(x) premisa
3 actual xg supuesto
4 P(x9) = —=Q(xp) Vel,3
5 P(xo) Ve2,3
6 —Q(xp) —e4,5
7 Vx-Q(x) Vi3 —6

4.2.2. Reglas del cuantificador existencial

Regla de introduccién del cuantificador existencial
» Regla de introduccién del cuantificador existencial:
Fx/t]

dx F
donde [x /] es libre para F.

Ji
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» Nota: Analogia con Vi; y Vip.
» Ejemplo 3: Vx P(x) - 3x P(x)
1 VxP(x) premisa
2 P(xo) Vel
3 3xP(x) 3Ji2

Regla de eliminacién del cuantificador existencial
xo F[x/xo]

dx F G

Jde
donde xj es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
= Nota: Analogia con Ve.

» Ejemplo: Vx [P(x) — Q(x)],3x P(x) F 3x Q(x)
1 Vx(P(x) —» Q(x)) premisa

2 dx P(x) premisa

3 actual xq, P(xp) supuesto

4 P(x9) — Q(xo) Vel,3

5 Q(xo) —ed,3

6 dx Q(x) di5

7 Jx Q(x) Je2,3-6

4.2.3. Demostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencias

» Sean Fy G férmulas.

[1(a)] =Vx F = dx —F
[1(b)] -dx F = Vx —F

» Sean F y G férmulas y x una varible no libre en G.
[2@)]Vx FAG =Vx (FAG)
[2(b)]Vx FV G =Vx (FVG)
[2(c)] Ix FAG =dx (FAG)
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[2(d)]Ix FVG=3dx (FVG)
» Sean Fy G férmulas.

[3(@)] Vx FAVx G =Vx (FAG)
[3(b)] Ix FV3x G =3dx (FVG)

» Sean F y G férmulas.

[4(a)] VxVy F=Vy Vx F
[4(b)] 3x dy F=dy dx F

Equivalencia 1(a) —
—Vx P(x) F Jx =P(x)

1 —VxP(x) premisa

2 —dx —P(x) supuesto

3  actual xg supuesto

4 =P(xp) supuesto

5 dx-P(x) Ji4,3

6 L —-e2,5

7 P(xo) RAA4— 6
8 VxP(x) Vi3 -7

9 1L —-el,8

10 dx —-P(x) RAA2-9

Equivalencia 1(a) <+
dx =P (x) F —=Vx P(x)
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1 dx —P(x) premisa

2 —=Vx P(x) supuesto

3 actual xo, 7P(xg) supuesto

4  VxP(x) ——e 2

5 P(xp) Ve 4

6 L —e3,5

7 L Jel,3-6

8 —Vx P(x) RAA2 — 7
Equivalencia 1(a) <+

—Vx P(x) = 3x -P(x)

1 —=Vx P(x) supuesto

2 dx —P(x) Lemal(a) —

3 —VxP(x)—»3dx-P(x) —il-2

4 dx —P(x) supuesto

5 —Vx P(x) Lemal(a) «

6 dx-P(x) = -VxP(x) —i4-5

7 —Vx P(x) < dx -P(x) «i3,6

Equivalencia 3(a) —

Vx (P(x) AQ(x)) F Vx P(x) AVx Q(x)
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1 Vx(P(x)AQ(x)) premisa
2 actual xg supuesto
3 P(xp) AQ(xp) Vel,2

4 P(xp) Nep 3

5 VxP(x) Vi2 -4
6 actual xq supuesto
7 P(x1) AQ(x1) Vel,6
8 Q(x1) Nep 7

9 VxQ(x) Vie—8
10 Vx P(x) AVx Q(x) Ai5,9

Equivalencia 3(a) <
Vx P(x) AVx Q(x) - Vx (P(x) A Q(x))

1  VxP(x)AVx Q(x) premisa
2 actual xg supuesto
3 VxP(x) Nep 1

4 P(xo) Ve3,2

5 VxQ(x) Ney 1

6 Q(xo) Ve 5

7 P(x9) A Q(xp) Ni4,6

8 Vx(P(x)AQ(x)) Vi2—-7

Equivalencia 3(a) <+
Vx (P(x) AQ(x)) = Vx P(x) AVx Q(x)
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1 Vx (P(x) AQ(x)) supuesto
2 VxP(x) AVx Q(x) Lema3(a) —
3 Vx(P(x)AQ(x)) > VxP(x)AVxQ(x) —il—2
4  Vx P(x) AVx Q(x) supuesto
5 Vx (P(x)AQ(x)) Lema 3(a) «
6 VxP(x)AVxQ(x) —» Vx (P(x)AQ(x)) —id—5
7 Vx (P(x) AQ(x)) <> Vx P(x) AVx Q(x) «i3,6
Equivalencia 3(b) —
Ix P(x) V3x Q(x) F Ix (P(x) V Q(x))
1 dx P(x)V3IxQ(x) premisa
2 dx P(x) supuesto Jx Q(x) supuesto
3 actual xq, P(x) supuesto actual x1, Q(x1) supuesto
4 P(xg)V Q(xp) Vii 3 P(x1) VvV Q(x1) Vip 3/
5 dx(P(x)vQ(x)) 3i4,3 dx (P(x) vV Q(x)) i3, 4
6 dx(P(x)VQ(x)) Je2,3—-5| Ix(P(x)VQ(x)) Fe2, 3 -5
7 Jx (P(x) VQ(x)) Vie,2—6,2" —6

Equivalencia 3(b) +

Ix (P(x) VQ(x)) F 3x P(x) vV Ix Q(x)

1 Fx (P(x)VvQ(x)) premisa

2 actual xo, P(xp) V Q(xp) supuesto

3 P(xp) supuesto

4 dx P(x) Ji3,2

5 dxP(x)V3dxQ(x) Vip 4

6  Q(xp) supuesto

7 3Jx Q(x) Ji6,2

8 dx P(x)VIxQ(x) Vip 7

9 dx P(x)V3dx Q(x) Ve2,3—5,6—38
10 Jx P(x) Vv 3Ix Q(x) de1,2-9
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Equivalencia 3(b) <

Jx P(x) V 3x Q(x) = Fx (P(x) vV Q(x))

1 dx P(x)V3dx Q(x) supuesto

2 dx (P(x)VQ(x)) Lema 3(b) —
3 dxP(x)VIxQ(x) — Ix (P(x) VQ(x)) —il—-2

4 Fx (P(x)vVQ(x)) supuesto

5 dx P(x)V3Ix Q(x) Lema 3(b) «+
6 dx(P(x)vVQ(x)) »3IxP(x)VIxQ(x) —id—5

7 JxP(x)VIxQ(x) «+ Ix (P(x) VQ(x)) «i3,6

Equivalencia 4(b) —
Jx 3y P(x,y) b Jy 3x P(x,y)

1 3x 3y P(x,y) premisa

2 actual xo, Jy P(xp,y) supuesto

3 actual yo, P(x0,vy0) supuesto

4 3x P(x,vyp) 3i3,2,2,1

5 dy3dx P(x,y) Ji4,3,1

6 dy3x P(x,y) Je2,2,3—-5
7 dydxP(x,y) Jel,2-6

Equivalencia 4(b) <
dx Jy P(x,y) = Jy Ix P(x,y)
1  3x3dyP(xy) supuesto

Lema 4(b) —

— Jy dx P(x,y) —il-—2

supuesto

)
)
)
) Lema 4(b) —
)
)

— dx Jy P(x,y) —id—5

2 (
3 (
4 (
5 dxdy P(
6 (
7 ( < Jy dx P(x,y) <i3,6
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4.3. Reglas de la igualdad

4.3.1. Regla de eliminacién de la igualdad

s Regla de eliminacion de la igualdad:
tl = tz F[x/tl]

P[x/tz]
donde [x/t1] y [x/t] son libres para F.

= Ejemplo:
1 (x+1)=(01+x) premisa

2 (x+1>1)—=(x+1>0) premisa

3 (I+4x>1)—>(1+x>0) =el,2
u Ejemplo: fl = fz, tz = t3 H tl = t3

1 t; =1t premisa

2 tp) =13 premisa

3 tl = t3 =€ 2,1

4.3.2. Regla de introduccién de la igualdad

s Regla de introduccion de la igualdad:
i

t=t

u Ejemplo: tl = tz H tz = fl
1 t; =t premisa
2 t1=t =i
3 tz = tl =€ 1,2
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