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Ejercicio 1 [1 punto] Formalizar las siguientes frases usando los simbolos
L(x) para “x es una linea”, P(x) para “x es un punto”, R(x, y) para “x e y son
paralelas”, O(x, y) para “x e y son ortogonales”, E(x, y) para “x pertenece

ay”.

» Dos lineas ortogonales tiene un punto comun (es decir, un punto que
pertenece a ambas lineas).

» Las rectas paralelas no tienen puntos comunes.

» Por cada punto exterior a una linea pasa una paralela a dicha linea.

Solucion:
» VXVY(L(X)AL(Y) AO(x,y) - 3Az(P(z) AN E(2,Xx) AN E(2,V)))
» VXxVy(L(x) AL(y)AP(x,y) > —=32(P(2) ANE(z,x) AN E(z,¥)))
» VXVY(P(x) AL(y) A=E(x,y) » 32(L(2) AR(z,y) A E(x, 2)))

Ejercicio 2 [1 punto] Sean F y G dos férmulas tales que f F — G. Demostrar
o refutar las siguientes proposiciones:

1. Si F es satisfacible, entonces G es satisfacible.

2. Si G es satisfacible, entonces F es satisfacible.

Solucién:

Solucion del apartado 1: Es cierto ya que si F es satisfacible, existe una
interpretacion I que es un modelo de F; es decir I(F) = 1. Por la hipétesis,
I(F - G) = 1. Por tanto, I(G) =1, I es un modelo de G y G es satisfacible.

Solucién del apartado 2: Es falso, un contraejemplo es F = p A=p y
G=aq.

Ejercicio 3 [1 punto] Demostrar que 3zR(z, z) no es consecuencia ldgica
de Vx3ayR(x, y).

Solucion:
SeaU ={1,2}eI(R) ={(1,2),(2,1)}. Entonces, I esmodelode Vx3ayR(x, y)
pero lo es de 3zR(z, 2).
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Ejercicio 4 [2 puntos] Demostrar por deduccion natural en Isabelle que la
formula
p—(=qVvr)

es consecuencia logica del conjunto

{pANq—-1rVs,q— —s}.

lemma ejercicio_4a:
assumes ‘p Aq —rvs”
" — "
shows "p — (=q VvV 1)”
proof
assume “"p”
have "—q Vv q” by (rule excluded_middle)
then show "—~q v r”
proof
assume “—q”
then show "—q v r” by (rule disjI1)
next
assume “q”
with ‘p“ have “"p A q” by (rule conjI)
with assms(1) have “r v s” by (rule mp)
then show "—-q v r”
proof
assume "r”
then show "—q v r” by (rule disjI2)
next
assume ”s”
have ”—=s” using assms(2) ‘q‘ by (rule mp)
then show "—q Vv r” using ‘s’ by (rule notE)
ged
ged
ged
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lemma ejercicio_4b:
"IpPAgq—TVS;
q— —s]
=p—(-qVD)”’
apply (rule impl)
FPAg—TVS;q—=s;pl=-qVr)¥
apply (cut_tac P=q in excluded_middle)
*IpAg—rVS;q—as;p;nqVgl=-qVr)*
apply (erule disjE)
FPAq—=TrVs;q—=asp-q=-qVr¥
FlPAgq—=TVS,q—=spq=-qVr¥
apply (rule disjI1, assumption)
*PAgq—rVs;gq—-as;p;gl=-qVr?*
apply (drule mp, assumption)
*pAg—rvVvs;p;qS|=-qVr?¥*
apply (drule mp)
G —~sl=pAq¥
*[p;q;—s;rvsl=-qVvr¥
apply (rule conjl, assumption+)
*[p;q-s;rvsf]=-qVr *
apply (erule disjE)
*p;q-os;rl=-=-qVvr*
*p;q—os;sl=-qVvr?*
apply (rule disjI2, assumption)
*[p;a—s;s]=-qVvr¥
apply (erule notE, assumption)
**)

done
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Ejercicio 5 [2.5 puntos] Demostrar de forma estructurada, usando Isar:

lemma ejercicio_5:
assumes "Vx. Vy. Vz. P(x,y) A P(y,z) - R(x,2)”
"Vx. dy. P(x,y)”
shows ”Vx. dy. R(x,y)”

lemma ejercicio_b5a:
assumes “Vx. Vy. Vz. P(x,y) A P(y,z) — R(x,2)”
"Vx. dy. P(x,y)”
shows ”"Vx. Jy. R(x,y)”
proof
fix a
show ”3y. R(a,y)”
proof -
have ”3y. P(a,y)” using assms(2) by (rule allE)
then obtain b where “P(a,b)” by (rule exE)
have ”3y. P(b,y)” using assms(2) by (rule allE)
then obtain ¢ where ”"P(b,c)” by (rule exE)
with ‘P(a,b)” have "P(a,b) A P(b,c)” by (rule conjl)
have ”"Vy. Vz. P(a,y) A P(y,z) — R(a,z)” using assms(1)
by (rule allE)
then have "Vz. P(a,b) A P(b,z) — R(a,z)” by (rule allE)
then have "P(a,b) A P(b,c) — R(a,c)” by (rule allE)
then have ”"R(a,c)” using ‘P(a,b) A P(b,c)’ by (rule mp)
then show ”3y. R(a,y)” by (rule exI)
ged
ged
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lemma ejercicio_5b:

"[Vx. Vy. Vz. P(x,y) A P(y,2) — R(x,2);

Vx. dy. P(x,y)]

= Vx. dy. R(x,y)”
apply (rule alll)

FAX [Vxyz. P VAP, z) >R (X 2); Vx. Jy. P (x, V)] = Fy. R (X, y) *)
apply (erule_tac x = x in allE)

CAX [Vx.Iy. Px, ¥); VyzZ. P VAP, z) R E 2)] = 3y.R X,¥y) ¥
apply (frule tac x = x in spec)

* Ax. [Vx.3y.P X, ¥); Vyz.P(x,¥Y) AP (y,2) — R (%, 2); dy. P (x, y)] = 3Ty. R (%,
apply (erule exE)

GCAxy. [Vx.Iy.P(x,¥); Vyz. P, V)VAP(,2z) R 2); P (x,y)] = 3y.R (X, ¥)
apply (erule tac x = y in allE)

*Axy. [Vyz.Pxy)AP(y,z2) >R(x 2);Pxy);3Iya. P(yya)] = 3Jy. R(x,y) ¥
apply (erule exE)

*Axyya. [Vyz. P xy) AP(y,2) 2 Rx2z);P(xy);P(y ya)]l =3y. Rx y)*
apply (erule_tac x = y in allE)

*Axyya. [P y); Py ya); Vz.Pxy) AP (y,2) > Rx2)]=3y.R (X y)*
apply (erule tac x = ya in allE)

*Axyya. [P(x y);P(yvya);Pxy APy ya) — R yal] =3y R y)*
apply (rule_tac x = ya in exI)

* Axyya. [P x y); P (v, ya); P (X, ¥) AP (v, ya) — R (x, ya)] = R (x, ya) ¥)
apply (erule mp)

*Axyya. [P (xy); P (y,ya)l =P (x,y) AP (y, ya) *)
apply (rule conjl, assumption+)

**)

done
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Ejercicio 6 [2.5 puntos] Demostrar usando tacticas

lemma ejercicio_6:
"[Vx. Q) - =Rx);
V. P (x) » Q) V S(x);
dx. P (x) A R(x) ]
F3dx. P(x) A S(x)”

lemma ejercicio_6b:
assumes "Vx. Q(x) — =Rx)”
"Vx. P (x) — Q) VvV SX)”
”3Ix. P x) A R(x)”
shows ”3x. P(x) A S(x)”
proof-
from assms(3) obtain a where “P(a) A R(a)” by (rule exE)
then have ”"P(a)” by (rule conjunctl)
have "P (a) — Q(a) Vv S(a)” using assms(2) by (rule allE)
then have "Q(a) v S(a)” using ‘P(a)‘ by (rule mp)
then have "P(a) A S(a)”
proof
assume “Q(a)”
have “R(a)” using ‘P(a) A R(a)‘ by (rule conjunct?2)
have "Q(a) — —R(a)” using assms(1) by (rule allE)
then have "—R(a)” using ‘Q(a)‘ by (rule mp)
then show ”P(a) A S(a)” using ‘R(a)‘ by (rule notE)
next
assume “S(a)”
with ‘P(a)’ show ”P(a) A S(a)” by (rule conjl)
ged
then show ”"3x. P(x) A S(x)” by (rule exI)
ged
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lemma ejercicio_6b:
"[Vx. Q(x) — =Rx);
Vx.P x) — Q) V SX);
dxX.PX) ARE) ] =
dx. P(x) A Sx)”
apply (erule exE)
FAX [Vx.Qx—> 2 Rx;VX.Px— QxVSXx;PXxXARX]=3Ix. Px A Sx%*
apply (erule tac x = xin allE)+
FCAX.[PxARx;Qx— - Rx;Px— QxVSx]=3Ix.PxASx*
apply (rule tac x = x in exI)
FCAX.[PxARx;Qx—> -Rx;Px—QxVSx]=PxASx%*
apply (rule conjI)
FCAX.[PxARx;Qx— - Rx;Px— QxVSx]=Px%
FCAX.[PxARx;Qx— - Rx;Px— QxVSx]=Sx%
apply (rule conjunctl, assumption)
FCAX.[PxARx;Qx—> -Rx;Px—QxVSx]=Sx%
apply (frule conjunctl)
FCAX.[PxARx;Qx—> - Rx;Px— QxVSx;PxXx]= Sx%)
apply (drule mp, assumption)
FAX.[PxARx;Qx—> =-Rx;Px;QxV Sx]=Sx%
apply (erule disjE)
FCAX.[PxARx;Qx—> -Rx;Px;Qx] = Sx%)
FCAX.[PxARx;Qx—> - Rx;Px; SX] = Sx%)
prefer 2
FCAX.[PxARx;Qx — - Rx; Px; SX] = Sx%*)
FCAX.[PxARx;Qx —> - Rx;Px; Qx] = Sx%)
apply assumption
FCAX.[PxARx;Qx—> - Rx;Px; Qx] = Sx%)
apply (drule conjunct?2)
*FAx.[Qx — = Rx; Px; Qx; Rx] = S x*)
apply (drule mp, assumption)
*Ax. [Px; Qx; Rx; = Rx] = S x*)
apply (erule notE, assumption)
**)

done



