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Conceptualizacbn del mundo de los blogue

V/
i

NN
RARN

* sobréx,y) se verifica si el bloque X esta colocado sobre el bloque y
* sobre mesdx) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
® Situacion del ejemplo:

sobréa, b),sobrégb, c), sobre mesdc), sobréd, e), sobre mesae)



Conceptualizacbn del mundo de los blogue

bajo(X,y) se verifica si el bloque X esta debajo del bloque y

(vX)(vy)[baja(x,y) < sobrey, x)]
encimdx,y) se verifica si el bloque X esta encima del bloque Yy pudiendo haber
otros bloques entre ellos

(VX)(Vy)|encimdx,y) < sobréx,y) Vv (3z)[sobréx,z) Aencimdzy)]]
libre(x) se verifica si el bloque X no tiene bloques encima

(Vx)[libre(x) < —(Jy) sobrdy, x)]
pila(x,y, z) se verifica si el blogue X esta sobre el y, el y sobre el zy el zsobre la
mesa

(VX) (YY) (Vz)[pila(x,y,z) < sobréx,y) A sobrey,z) A sobre mesdz)]
Prop.: Si z,y,Zes una pila entonces y no esta libre

(WX) (YY) (Vz)[pila(x,y,z) — —libre(y)]



Conceptualizacbn con funciones e igualdad

* es bloquéx) se verifica si X es un blogue
°® superiofx) es el bloque que esta sobre el bloque X
® Situacion del ejemplo:
es bloquda),es bloquéb),es bloquec), es bloquéd), es bloqude)
superiotb) = a, superiofc) = b, superiofe) =
* sobre mesdx) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
(Vx)|sobre mesdx) < es bloqué&x) A =(3y) superiofy) = X]
* libre(x) se verifica si el bloque X no tiene bloques encima
(Vx)[libre(x) <« —(3y) superiotx) =]
* topgXx) es el bloque libre que esta encima de X
(Wx)[(libre(x) — topgx) = x) A (—libre(x) — topgx) = topgsuperiofx)))]



Lenguaje de primer orden

® Simbolos l6gicos:

» Variables: X,y,z,...,X1,X2,....
» Conectivas: —,\,V, —, <.

» Cuantificadores: V, 4.

» Simbolo de igualdad: =.

Simbolos propios:
» Simbolos de constantes: a,b,c,...,a;,ao,....
» Simbolos de predicado (con aridad): P, Q.R,....P.,P,,....

» Simbolos de funcién (con aridad): f,g.h,..., f1, o, .. ..
Simbolos auxiliares: “(”, )", “,”.
Notacion:

» L,Lq,Lo,... representan lenguajes de primer orden.
» Var representa el conjunto de las variables.

Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.



Ejemplos de lenguajes de primer orden

® Lenguaje del mundo de los blogues:

>
>

>

Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

Simbolos de predicado (y de relacion):

— de aridad 1: sobre mesalibre, es bloque

— de aridad 2: sobrebaja encima

— de aridad 3: pila

Simbolos de funcién (de aridad 1): superiortope

® Lenguaje de la aritmética:

>
>

Simbolos de constantes: 0,1
Simbolos de funcion:

— monaria: S(siguiente)

— binarias: +, -

Simbolo de predicado binario: <



Terminos

® Def. de término de un lenguaje de primer orden L:
» Las variables son términos de L.

» Las constantes de L son términos de L.

» Si f es un simbolo de funcién n-ariade L y ty,...,t, son términos de L,
entonces f(t1,...,tn) es un término de L.

®* Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,

1. +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (Xx-1) + s(Yy)
2. +(-(X,<),s(y)) no es un término

®* Ejemplo: En el lenguaje del mundo de los bloques,
® Notacion:
» S.1.11,t0,... representan términos.
» Térm(L) representa el conjunto de los términos de L



Formulas atbmicas

® Def. de férmula atémica de un lenguaje de primer orden L.:
» Sity yty sontérminos de L, entonces t; =ty es una férmula atdbmica de L.
» Si P es un simbolo de relacién n—ariade L y tq,...,t, son términos de L,
entonces P(t1,...,t,) es una férmula atémica de L.
®* Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
1. < (+(%,1),s(y)) es una férmula atémica que se suele escribir como
X-1<s(y)
2. +(X,y¥) =-(X,y) es una férmula atémica que se suele escribir como
X+y=X-Yy
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
1. libre(superiofc)) es una férmula atémica.
2. topgc) = superiofb) es una féormula atémica.
® Notacion:
> A B,A1, Ay, ... representan féormulas atbmicas.
> Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L.



Formulas

® Def. de las formulas de L:
» Las férmulas atomicas de L son formulas de L.
> SiF y Gson férmulas de L, entonces —F, (FAG), (FVG),(F—-G)y
(F <= G) son férmulas de L.
» SiF esunaférmula de L, entonces (VX)F y (3X)F son férmulas de L.
® Ejemplos:
> En el lenguaje de la aritmética,
1. (VX)(3y) < (X,¥) es una férmula que se escribe como (VX)(Iy)x <y
2. (VX)(3y) + (X,¥) no es una férmula.
> En el lenguaje del mundo de los bloques,

1. (VX)(topgXx) = x « libre(x)) es una férmula.
® Notacion:
» F,GH,F, F,...representan formulas.
» Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.



Arboles de aralisis (o de formacbn)

(V) (R(x,c) — P(1(y)))

R(x,c) — P(f(y

R(x, ) P(T(y))

\

X C f(y)
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Subformulas

* Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una féormula F se define
recursivamente por:

( {F}, si F es una férmula atémica;
{F} USubf(G), siF = —G;
Subf(F) = ¢ {F}USubf(G) USubf(H), siF =GxH;
{F}USubf(G), si F = (VX)G;
- {F}USubf(G), siF = (3Ix)G
* Ejemplo:
Subf((vx)(R(x,c) — P(f(y)))) ={ (vx)(R(x,c) = P(f(y))),
(R(x,c) — P(f(y))),
R(x,c),
P(f(y)}
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Criterios de reduccion de parentesis

® Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

® Precedencia de asociaciéon de conectivas y cuantificadores: V,d,—, A, V, —, <.
VXP(x) — Q(X) es una abreviatura de ((VX)P(X)) — Q(X)

® Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH es una abreviaturade (FV(GVH))

FAGAH — -FVG esunaabreviaturade ((FA(GAH))— (-FVG))
® Los simbolos binarios pueden escribirse en notacion infija.

X+Yy esunaabreviaturade +(X,Y)

X <Y esunaabreviaturade < (XY)
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Conjuntos de variables

® Def.. El conjunto de las variables del término t se define recursivamente por:

( 0, si t es una constante;
V(t) =4 {x}, si t es una variable X;
L V() U UV(ty), sites f(ta,... ty)

® Def.: El conjunto de las variables de la formula F se define recursivamente por:

[ V(t) UV(t), si F esty =ty;
V(t)U---UV(ty), siF esP(ty,...,tn);
V(G), siF es =G;
v(F)={ U _ |
V(G)UV(H), siF es GxH;
V(G), si F es (VX)G;
| V(G), si F es (3X)G
® Ejemplos:
> El conjunto de las variables de (VX)(R(X,c) — P(f(y))) es {X,y}.
> El conjunto de las variables de (Vx)(R(a,c) — P(f(y))) es {y}.
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Apariciones libres y ligadas

® Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable X en la féormula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma (VX)G 6 (3x)G.

® Def.: Una aparicion (u ocurrencia) de la variable X en la férmula F es libre si no
es ligada

®* Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
(VX)(P(x) = R(x,y)) — ((Qy)P(y) — R(z.X))
(FX)R(x,y) V (VY)P(y)

X)
(V) (P(x) — (3y)R(%,Y))
P(x) = R(%Y)
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Variables libres y ligadas

® Def.: La variable X es libre en F si tiene una aparicion libre en F.
* Def.: La variable X es ligada en F si tiene una aparicién ligada en F.

® Prop.: El conjunto de las variables libres de una formula F es:

/

V(t1) UV(to), siF esty; =1ty;
V(t1)U---UV(ty), siF esP(ty,...,tn);
VL(F) = ¢ VL(G), si F es =G;
L(G)UVL(H), siFesGxH;
VL(G) \ {x}, si F es (VX)G;
| VL(G) \ {x}, si F es (IX)G
®* Ejemplo:
Formula Ligadas | Libres
(M)(P(X) = R(xY) — ()Py) = RX2) [ xy | x%2
(VX)(P(X) = (Fy)R(X,Y)) X,y
(v2) (P(X) — R(x,Y)) Xy

15



Formulas cerradas y kasicas

® Formula cerradas:
» Def.: Una formula cerrada (o sentencia) es una formula sin variables libres.
> Ejemplos: (VX)(P(X) — (Jy)R(X,y)) es cerrada.
(IX)R(X,Y) V (Vy)P(y) no es cerrada.
® Formulas basicas:

» Def.: Una féormula basica es una formula sin variables.
> Ejemplos: P(a) — R(a,b) es basica.

(WVX)(P(X) — (Fy)R(X,¥)) no es basica.

16



Sustituciones

* Def.: Una sustitucion a (de L) es una aplicacion o : Var — Térm(L).

® Ejemplo: La aplicacion o de Var en los términos de la aritmética tal que
o(x) =s(0),0(y) =x+Yyy 0(2) = zparaz€ Var\ {X,y}
es una sustitucion.

® Notacién: [X1/t1,X2/t2, ..., Xy /th] representa la sustituciéon o definida por
ti, siXesX;

O_(X) _ I | |
X, SiX&{X1,..., %}

®* Ejemplo: La sustitucion del ejemplo anterior se representa por

X/s(0),y/x+Y]
® Notacion: 0,01, 02, ... representaran sustituciones.
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Aplicacion de sustituciones a&rminos

Def.: t|X1/t1,...,%X,/th] es el término obtenido sustituyendo en t las apariciones
de X; por ;.

Def.: La extension de 0 a términos es la aplicacién o : Térm(L) — Térm(L)

definida por

( .
C, si t es una constante C;

to=<¢ a(x), si t es una variable X;

- f(t10,...,th0), sites f(t1,...,t)

Si o= [x/f(y,a),y/z, entonces

>

v v vy

ao = a, donde a es una constante.

WO = W, donde W es una variable distinta de X e Y.

h(a,x,w)o = h(ag,xo,wo) = h(a, f(y,a),w)

f(x,y)o = f(xo,yo)=f(f(y,a),2)

h(a, f(x,y),w)o =h(ag, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),z),w)

18



Composicibn de sustituciones

® Diferencia entre sustituciones simultaneas y consecutivas:
> 9(x,2)[x/9(z,b),z/a] = g(9(z,b), a)
> 9(x,2)[x/9(z b)]z/a] = 9(9(z b),z)|z/a] = g(9(a, b),a)

® Célculo de la composicion: Si o1 = [x/f(z a),y/w|y g2 = [x/b,z/g(w)],
entonces

19



Aplicacion de sustituciones adrmulas

Def.: F[x1/t1,...,X%:/tn] es la férmula obtenida sustituyendo en F las
apariciones libres de X; por ;.

Def.: La extension de 0 a férmulas es la aplicacién o : Form(L) — Férm(L)
definida por

( P(t10,...,th0), siF eslaférmula atémica P(ty,...,tn);
t10 =120, si F esla féormulat; = to;
Fo=<¢ —(Go), si F es =G;
Go xHo, siF es GxH;
| (QX)(Gox), siF es (Qx) Gy Qe {V,d}

donde Oy es la sustitucion definida por

Oly) = X, siyesX;
X\ = o(y), siyesdistinta de X

20



Ejemplos de aplicacon de sustituciones adrmulas

* Ejemplos: Si g = [x/f(y),y/b|, entonces
L (") (Q(X) = R(xy)))o = (W) ((Q(X) = R(xY))0x)

21



Sustituciones libres

® Def.: Una sustitucion se denomina libre para una formula cuando todas las
apariciones de variables introducidas por la sustitucion en esa formula resultan

libres.
®* Ejemplos:
> |y/X] no es libre para (3IX)(X < Y)
() (X< Y)Y/X] = (IX) (X< X)
> [y/g(y)] es libre para (VX)(P(x) — Q(x, f(y

]
(P(x) = Q(x, £(y)))ly/9(y)] =
> [y/g(x)]( no es libre para (VX)(P(x) —

(v
( (X
(V) (P(x) = Q(x, T(y)))ly/9(x)] = (VX
p

® Convenio: Al escribir Fo supondremos que 0

)
P(x) — Q(x, f(a(y))))
(¥)))

P(x) — Q(x, f(9(x))))
S|

ibre para F.

)
X)(
f
)(
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Semantica: Estructuras, asignaciones e interpretaciones

® Una estructura del lenguaje L es un par .# = (U, 1) tal que:
» U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
» | es una funcidon con dominio el conjunto de simbolos propios de L tal que
* si Ces una constante de L, entonces | (C) € U;
* si f es un simbolo de funcién n-aria de L, entonces I (f) : U" — U;
* si P es un simbolo de relacién O-aria de L, entonces | (P) € {1,0};
* si Res un simbolo de relacién n-aria (n > 0) de L, entonces | (R) CU";

® Una asignacion A en una estructura (U, 1) es una funcién A: Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la
estructura.

® Una interpretacion de L es un par (.#,A) formado por una estructura .# de Ly
una asignacion Aen .#.

® Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugarde 1y O.

23



Ejemplos de estructuras

Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: O;

simbolo de funcidon monaria: S;
simbolo de funcién binaria: + vy
simbolo de relacion binaria: <

® Primera estructura de L:
U =N
11(0) =0
11(s) = {(n,n+1) :n e N} (sucesor)
l1(+) = {(a,b,a+b):a,be N} (suma)
11(<) ={(n,m):n,me N,n<m} (menor o igual)
® Segunda estructura de L:
Uo ={0,1}* (cadenas de Oy 1)
1>(0) = € (cadena vacia)
12(s) = {(w,wl) :we {0,1}*} (siguiente)
lo(+) = {(w1, W, Wiws) : w1, Wo € {0,1}*} (concatenacion)
(<) = {(wg,w2) 1wy, wWo € {0,1}* Wy es prefijo de Wo} (prefijo) 24



Ejemplos de estructuras

® Tercera estructura de L:
U3 = {abierto cerrado}
13(0) = cerrado
13(s) = {(abierto,cerrado), (cerradq abierto) }
13(+) = { (abiertq abierto abierto), (abierto,cerradqgabierto),
(cerrada abierto abierto), (cerrada cerrada cerrado) }

13(<) ={ (abierto abierto), (cerradq abierto), (cerradacerrado }

e |ls(s)(e
abierto | cerrado
cerrado| abierto
13(+) | abierto| cerrado 13(<) | abierto| cerrado
abierto | abierto| abierto abierto 1 0
cerrado| abierto | cerrado cerrado 1 1

25



Evaluacion de terminos

* Def.: Dada una estructura .# = (U, 1) de L y una asignaciéon A en .7, se define
la funcién de evaluacion de términos .#p : Térm(L) — U por

( 1(c), sit es una constante C;
Ia(t) =< AX), sit es una variable X;
\ I(f)(jA(tl)vajA(tn))7 SiteSf(t17'°°7tn)

* Zu(t) selee “el valor det en .# respecto de A”.
® Ejemplos: Sean L el lenguaje de la pagina 24 y t el término s(+ (X, S(0
> Si .7 es laprimera estructura y A(X) = 3, entonces

N——"
N——"
N——"

Ia(t) = Ia(s(+(x,8(0)))) =1(8)(Ha(+(x,5(0)))) =
= 1(8)(1{(+)(Ha(x), Za(s(0)))) =) (I(+)(A(X),-#a(s(0)))) =
=1((1(+)(3,1(9(#a(0))))  =H8)((+)(31(s)(1(0)))) =
=1(8)(1(+)(3,1(5)(0))) =1(8(1(+)(3,1) =
=1()(4) =3

26



Evaluacion de terminos

®* Ejemplos (cont.)
» Si .7 eslasegunda estructura y A(X)

IA(t) = Fa(s(+(x,8(0))))

10,

(&

entonces

(S)(Ha(+(x%5(0)))) =
)(A(X), Fa(s(0)))) =

=1I(s
=1(8)(I(+)(Aa(x),#a(8(0)))) = 1(s)(I(+
=1(8)(1{(+)(10,1(s)(#a(0)))) = 1(s)(I(+)(10,1(s)(1(0)))) =
=1(8)(1{(+)(10,1(s)(¢))) =1(8)(1(+)(10,1)) =
=1(s)(101) =10111
> Si .7 eslatercera estructura y A(X) = abierto entonces

IAt) = Ia(s(+(%,5(0)))) = 1(8)(Ha(+(x,8(0)))) =
= 1(8)(1{(+)(Fa(x), Za(s(0)))) = 1(8)(1{(+)(A(X), #a(s(0)))) =
=1(s)(I(+)(abierta 1 (s)(Fa(0))))  =1(s)(I(+)(abierto1(s)(1(0))))
= 1(s)(I(+)(abierta I (s)(cerradg)) =I(s)(I(+)(abierto abierto)) =
= | (s)(abierto) = cerrado

27



Evaluacion de terminos

® Ejemplo anterior con notacion reducida e infija:
Sean L el lenguaje de la pagina 24 y t el término S(Xx+ S(0)).
> Si .7 es laprimera estructura y A(X) = 3, entonces

IA(t) = Za(s(x+5(0)) =5(3+'5(0")) =
=3(3+'d(0) =d3B+'1)=
=5 (4) =5
» Si .7 eslasegunda estructura y A(X) = 10, entonces
IA(t) = Aa(s(x+5(0))) =5 (10+'d(0")) =
=9(10+'d(g)) =5(10+'1) =

— ' (101) = 1011
> Si .7 eslatercera estructura y A(X) = abierto entonces
IA(t) = Fa(s(x+5(0))) = ¢ (abierto+' s (0')) =

= d (abierto+' ¢ (cerradg)) = ¢ (abierto+' abierto) =
— S (abierto) = cerrado



Conceptos auxilares para la evaluacin de formulas

Variante de una asignacién: Sea A una asignacioén en la estructura (U,l) y
u € U. Mediante A[X/u| se representa la asignacion definida por

Alx/ul(y) = {

® Funcién de verdad de una relacion: Si R es una relacién n—aria en U (i.e.
R C U"), entonces la funcion de verdad de Res la funcion Hg : U" — B definida
por

HR(U]_, Cee Un) = {
* La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H_ : U2 — B definida por

H_(ui,up) = {

U, siyesX;
A(y) siy es distinta de X

1, si(up,...,uy) ER;
O, en caso contrario

1, siup = Uy,
O, en caso contrario

29



Evaluacion de formulas

®* Def.: Dada una estructura .¢ =

(U,I) de L y una asignacion A sobre .7, se

define la funcién de evaluacion de férmulas .#p : Form(L) — B por

—SiF est] =1y,
—SiF es P(ty,...,

—Si F es =G,
—SiF es GxH,

— Si F es (VX)G,

- Si F es (3x)G,

t),

Ia(F

Ia(F

Ia(F) =H- (fA(tl) Ia(t2))
(F) =Hi(p)(Falte), ..., Ha(tn))
(F) = ( A(G))
(F) = *( A(G), Aa(H))
1, si para todo U € U se tiene
Ia(F) = 4 I (G) =1
| O, en caso contrario
( 1, siexiste algun u e U tal que
IA(F) = S i (G) =1,
| 0, encaso contrario

* Ia(F) se lee “el valor de F en .# respecto de A”.

30



Ejemplo de evaluacon de formulas

Ejemplo: Evaluacién de (3y)P(x,y) en la estructura .# = (U, 1) respecto de la
asignacion Atales que U = {1,2},I1(P) ={(1,1),(2,2) } yA(X) =1
— En notacion completa:
Ia((FY)P(X.Y)) =V & IayP(XY) =V 6 IpyPXy) =V
IayP%Y) = Hiey (Lay/1(X), Zay/1(Y))
= Hip) (Aly/1](), Aly/ 1] (y))
— H| (P) (17 1)
=V
Luego, Za((3y)P(x,y)) = V.
— En notacion reducida:
Ia((FY)P(X.Y)) =V & IayP(Xy) =V 6 IpyPXy) =V
Iy Pxy) =P (Aly/1)(x),Aly/1](y))
—PI(1,1)
=V
Luego, 7a((3y)P(x,y)) = V.
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Dependencias en la evaluaon de formulas

Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la formula (VX)(3y)R(y, X),

entonces
> Ia(G) =V, siendo . = (Z,1),1(R) = < y Auna asignacién en .¥.
> Ia(G) =F, siendo .# = (N,1),I(R) = <y Auna asignacion en .7
° Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la formula (3x)(VY)R(X,y),

entonces

> Ia(G) =V, siendo .# = (N,1),I(R) = <y Auna asignacién en .7

> Ia(G) =F,siendo .# = (N,1),lI(R) = >y Auna asignacién en .7
* Ejemplo de dependencia de la asignacion: Sea G la formula (Yy)R(X,Y),

entonces

> Ia(G) =V, siendo .# = (N,1),lI(R) = <y Auna asignacién en . tal que
A(x) = 0.

» Ia(G) =F, siendo .# = (N,1),l(R) = <y Auna asignacion en .# tal que
A(X) = 5.
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Evaluacion y variables libres

® Seatuntérminodel, F unaférmulade L e .# una estructura de L.

>

Si Ay B son dos asignaciones en .# que coinciden sobre las variables de t,
entonces Aa(t) = #g(t).

Si Ay B son dos asignaciones en . que coinciden sobre las variables libres
de F, entonces Za(F) = #g(F).

Sit no tiene variables, entonces .Z5(F) = #g(F) para cualesquiera
asignaciones Ay B en .#. Se suele escribir simplemente .# (t).

Si F es cerrada, entonces Zp(F ) = #g(F) para cualesquiera asignaciones
Ay Ben .#. Se suele escribir simplemente .# (F).

Si las variables libres de F son X, ..., Xn, entonces son equivalentes

* Ia(F) =1, para toda asignacién Aen .7.

o Z((¥X)...(V*a)F) = 1.
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Realizacbn de una brmula

®* Sean F una formula de L, .# una estructura de L y A una asignacion en .¢# .

> (£,A) es unarealizacion de F si Za(F) = 1.
Se representa por .Z = F.

> (£,A) no es una realizacién de F si Z5(F) =0.
Se representa por Zp = F.

> F se verifica en .# respecto de Asi Y5 = F.

> F no se verifica en .# respecto de Asi .Y [~ F.

® Ejemplos:

Sea .# = (N, I) una estructura tal que | (R) = <.

> Si Aes una asignacion en . tal que A(X) = 0. entonces

I

= (VYR(X,Y),

> Si Aes una asignacion en .# tal que A(X) =5, entonces

I

~ (VYR(XY),
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Satisfacibilidad en una estructura

* Def.: Sean F una férmula de L e .# una estructura de L.
> F es satisfacible en .# si existe alguna asignacién Aen | tal que %5 = F.
» [ esinsatisfacible en .# si no existe ninguna asignacion A en | tal que
In EF.
* Ejemplos: Sea .# = (N, |) una estructura tal que | (R) = <.
> (VY)R(X,Y) es satisfacible en .#.
Ia E (YY)R(X,y), con A(x) = 0.
> (VX)R(X,y) es insatisfacible en .#.
No existe n € N tal que paratodo me N, se tengam< n.
* Ejemplos: Sea .# = (N, |) una estructura tal que | (R) = >.
> (VY)R(X,Y) es insatisfacible en .7.
No existe m € N tal que para todo n € N, se tengam> n.
> (VX)R(X,Y) es satisfacible en .¥.
Ia E (YY)R(X,y), con A(x) = 0.

35



Validez en una estructura

* Def.: Sean F una férmula de L e .# una estructura de L.
> F esvdlida en .# si, para toda asignacién Aen ., Y5 = F.
Se representa por .# = F.
> F noesvalida en .# si, para alguna asignacién Aen .#, Za =~ F.
Se representa por .¥ £~ F.

* Ejemplos: Sea .# = (N, |) una estructura tal que | (R) =<.

> I = (FYRXY).
Si A es una asignacion en .7, entonces .Zp = (Y)R(X,y)

Lay/a+(RXY)) =V

> S (VYRXY).
Sea A una asignacion en .# tal que A(X) = 5. Entonces Za [~ (YY)R(X,Y)

lay/3(R(X,Y)) = F
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Satisfacibilidad y validez en una estructura

® Satisfacibilidad y validez en una estructura para sentencias
» Sea F una sentenciade L e . una estructura de L.
* F esvalida en .# syss F es satisfacible en .#.
* Se cumple una, y so6lo una, de las siguientes condiciones
1. F esvdélidaen .#.
2. —F esvélidaen .#.
® Cierres cuantificacionales:
» SeaF unaférmuladel, .# unaestructurade Ly {Xg,...,X,} el conjunto de
las variables libres de F.
* F esvélidaen .7 syss (VX1)...(VX,)F es vélida en .¥
* F es satisfacible en .# syss (dx1)...(3xn)F es satisfacible en .#
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Modelo de una Brmula

® Def.: Sean F una formula de L e . una estructura de L.
» # esunmodelode F si £ =F.

» # noesunmodelodeF si & [~ F.

* Ejemplos: Sea .# = (N, 1) una estructura tal que | (R) =<. Entonces
I E@EYRXY). I E(YRXY).
* Ejemplos: Sea F la férmula (VX) f(X,e) = x.
Las siguientes estructuras son modelos de F.
> (U,I)conU =N, I(e)=0e I(f) como la suma.
» (U,I)conU ={0,1}*, 1(e) = € e I(f) la concatenacion.
> (U,l)conU =B, 1(e)=1el(f)=H,
Las siguientes estructuras no son modelo de F
» (U,I)conU =N, I(e) =5e I (f) como la suma.
> (U,I)conU =N, I(e) =0e I(f) como el producto.
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Satisfacibilidad de una Hrmula

® Def.: Sea F una férmula de L.
» F es satisfacible si tiene alguna realizacién
(i.e. existe una estructura . y una asignacion Aen .# tales que Za(F) = 1).
» F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Za(F) = 0).
® Ejemplos:
> (VY)R(X,Y) es satisfacible
IA((VY)R(X,Y)) =1, siendo .¥ = (N, 1), (R) = <y A(X) =0.
> (IX)P(X) A (VX)—P(X) es insatisfacible.
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Satisfacibilidad y modelo

® Sea F una férmula cerrada. Son equivalentes:
» F es satisfacible.

> F tiene modelo.
® SiF esinsatisfacible, entonces no tiene ningun modelo.

® Existen formulas satisfacibles que tienen realizaciones, pero no tienen modelos.
Por ejemplo, sea F la férmula X # V.

» La formula F es satisfacible

Ia(F) =1, siendo & = ({p,q},1),A(X) = p,AY) =1
» La férmula F no tiene modelo

Sea .# una estructura. Existe una asignacion A en .¢ tal que
A(X) = A(Y). Luego, Za(F) =0y .7 |~ F.
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Validez de una trmula

® Def.: Sea F una formula de L.
> F esvalida si toda estructura de L es modelo de F
(i.e. para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Sa(F) =

Se representa por = F
» F no es vélida si alguna estructura de L no es modelo de F
(i.e. existe alguna estructura .# y alguna asignacion A tales que Za(F)
Se representa por = F.
° Ejemplos
> (IX)P(X) V (YX)=P(X) es valida.
> (V ) R(X,y) no es valida.
Ia((VY)R(X,y)) =0, siendo .# = (N, 1), I(R) = <y A(x) =5.
> () (P(x) — (Vy)P(y)) es valida.

1).

—0).
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Satisfacibilidad y validez

® Prop.: F es valida syss —F es insatisfacible.
F es valida
<> para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que #a(F) =1
<> para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Za(—F) =0
<= —F es insatisfacible.
® SiF esvalida, entonces F es satisfacible.
F es vélida
— para toda estructura .# y toda asignacién A se tiene que Zp(F) =1
— existe una estructura .# y una asignacion A tales que Za(F) =1
—> F es satisfacible.
* F essatisfacible #= —F es insatisfacible.
(VX)P(X) es satisfacible.
modelo .# = (U,l) conU = {a} e | (P) = {a}
—(VX)P(X) es satisfacible.
modelo .# = (U,l) conU = {a,b} e I (P) ={a}
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Realizacbn de un conjunto de brmulas

® Notacion: S, 5, S, ... representaran conjuntos de férmulas.

* Def.: Sean Sun conjunto de férmulas de L, .# una estructurade L y A una

asignacion en .7 .

> (£,A) es unarealizacion de Ssi para toda F € Sse tiene que Z5(F) = 1.
Se representa por Zp = S

> (Z,A) no es una realizacion de Ssi para alguna F € Sse tiene que
Ia(F)=0.
Se representa por Zp (= S

> (S,A) con J = (NI
» (£,A) con .# = (NI
> (S,A) con J = (NI

(
LR =<, H = +,AK)
),R = <, f! =+ A(X) = 0 no es realizacion de S
),R =<, f
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Consistencia de un conjunto dedrmulas

® Def.: Sea Sun conjunto de férmulas de L.
» Ses consistente si Stiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura .# de L y alguna asignacion A en .¢ tales que,
paratoda F € S Ia(F) =1).
> Ses inconsistente si Sno tiene ninguna realizaciéon
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion A en .#, existe alguna
F € S tal que Ia(F) = 0).

® Ejemplos:
» S={(WR(XY), (Vy) (X, ) y} es consistente .
(#,A) con .# = (N,1),R = <, fl =+ A(x) = 0 es realizacién de S
Q(

(
» S={P(x) — Q(x), (Vy)P(y), — ()} es inconsistente.
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Modelo de un conjunto de brmulas

* Def.: Sean Sun conjunto de férmulas de L e .# una estructura de L.
» # es un modelo de Ssi para toda F € Sse tiene que . =F
(i.e. paratoda F € Sy toda asignacion Aen .7 se tiene Za(F) = 1).
Se representa por ¢ = S
> ¢ no es un modelo de Ssi para alguna F € Sse tiene que .# (= F
(i.e. para alguna F € Sy alguna asignacion A en .7 se tiene Za(F) = 0).
Se representa por .# £~ S

* Ejemplos: Sea S={R(e)y), f(ey) =yV}.

N, 1) con R =< f =4 €& =0esmodelode S

N,)conR = <, fl =4, € =0no es modelo de S

N,)conR = <, f! =x,& =0noes modelode S

{0,1}*,1) con R = prefijo, f' = concatenacion y € = & es modelo de

vV v v VY

(
(
(
(

54
54
54
54
S
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Consistencia y modelo

® Sea Sun conjunto de formulas cerradas. Son equivalentes:
» Ses consistente.

» Stiene modelo.

® Si Ses inconsistente, entonces no tiene ningun modelo.

® Existen conjuntos de formulas consistentes que tienen realizaciones, pero no

tienen modelos.
Por ejemplo, sea S= {xX# y}.
> El conjunto Ses consistente
Ia =S siendo 7 = ({p,q},1),A(X) = p,Aly) =0
> El conjunto Sno tiene modelo

Sea . una estructura. Existe una asignacién A en .¢# tal que
A(X) = A(Y). Luego, Za(X#Yy) =0y .Z £ F.
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Consecuenciadgica

® Def.: Sean F una férmula de L y Sun conjunto de férmulas de L.
» F es consecuencia lé6gica de Ssi todas las realizaciones de Slo son de F.
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .#,
si Zp = Sentonces Y = F).
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignaciéon Aen .#,
si, paratodo G € S, Z5(G) = 1 entonces Aa(F) =1).
Se representa por Si= F.
» F no es consecuencia logica de Ssi alguna realizacion de Sno lo es de F.
(i.e. para alguna estructura .# de L y alguna asignacién A en .# se tiene que
Ip =Sy IaFF).
(i.e. para alguna estructura .# de L y alguna asignacion A en .# se tiene
que,
paratodo G S Fp(G) =1y Aa(F) =0).
Se representa por S|~ F.
» Se escribe G =F enlugar de {G} = F.
» Se escribe G [~ F en lugar de {G} = F.
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Ejemplos de consecuenciadhica

®* Ejemplos:

(#,A) con . = (U,1),U ={1,2},P = {1}, A(y)
> (VX)P(X) = (Jy)P(y)
> ()P(X) = (Vy)P(y)
4 = (U,l)conU = {1,2},P = {1}
7 =(U,NconU =NyP' ={necN:nespar
> () (VY)Q(XY) = (VY)(IX)Q(X,Y)
> (VY)(@)Q(XY) = (IX)(VY)Q(X,Y)
Z =(U,l)conU ={1,2},Q' ={(1,1),(2,2)}
4 =(U,l)conU =N,Q' = >

=1
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Consecuenciadgica e inconsistencia

* SE F syss SU{—F} es inconsistente.

SEF

<—> para toda estructura .# de L y toda asignaciéon Aen .¢,
si, paratodo G € § #a(G) = 1 entonces Aa(F) = 1.

<—> para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .¢,
si, paratodo G € S Z5(G) = 1 entonces Za(—F) =0.

<—> para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .¢,
existe alguna H € SU{—-F } tal que Za(—H) = 0.

<= SU{—F} es inconsistente.

® Sean F una férmula cerrada de L y Sun conjunto de formulas cerradas de L.

Entonces, F es consecuencia logica de Ssyss todos los modelos de Slo son de
F.
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Equivalencia logica

* Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura
# de Ly toda asignacion Aen .#, Za(F) = Za(G).
Se representa por F = G.
®* Ejemplos:
> P(x) Z P(y).
7 =({1,2},1)con P = {1} y A(X) = 1,A(y) = 2
> (YX)P(x) = (VY)P(y).
> (V) (P(X) AQ(X)) = (VX)P(X) A (VX)Q(X).
> (@) (P(X) AQ(X)) = (3X)P(X) A (IX)Q(X).
S =({L2},1)conP' = {1} y Q' = {2}.
®* Propiedades: Sean F y G férmulas cerradas de L.
» F=Gsyss =F < G.
» F=GsyssF =EGyGEF.
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Equivalencias

® Equivalencia logica
> Prop.. F =Gsyss =F « G.
®* Propiedades basicas de la equivalencia logica:
> Reflexiva: F =F
» Simétrica: SiF =G, entonces G=F
» Transitiva: SiIF =Gy G=H, entonces F =H
® Principio de sustitucion de formulas equivalentes:
> Prop.: Si en la formula F se sustituye una de sus subformulas G por una

formula G’ 16gicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F’,

es l6gicamente equivalente a F.
> Ejemplo: F = (VX)P(X) — (IX)Q(X)

G = (YX)P(x)
G = (Yy)P(y)
F' = (Vy)P(y) — (3X)Q(X)
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Formula en forma rectificada

Def.: F esta en forma rectificada si ninguna variable aparece libre y ligada y
cada cuantificador se refiere a una variable diferente.

Ejemplos: (VX)P(X) — (Vy)Q(zy) esta en forma rectificada
(VX)P(X) — (VY)Q(X,¥) no esta en forma rectificada
(VX)P(X) — (VX)Q(z,X) no esta en forma rectificada

Prop.: Para toda férmula F existe una férmula equivalente G en forma
rectificada.

Lema del renombramiento: Siy no aparece libre en F, entonces
(VX)F = (Yy)F[x/y]
(3X)F = (3y)F[x/y].
Ejemplos de rectificacion:
(VX)P(X) — (WX)Q(z,x) = (VX)P(X)
(VX)P(x) = (vy)Q(x,y) = (V2)P(2)
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Formula en forma normal prenexa

® Def.: La férmula F esta en forma normal prenexa (FNP) si es de la forma
(Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V¥,3}, n> 0y G no tiene cuantificadores.
(Q1X1) ... (QnXn) se llama el prefijo de F y G se llama la matriz de F.

®* Ejemplos:

Formula ¢FENP?

=(3X)[P(X) — (VX)P(x)] no
(V%) (3y) [P(x) A=P(y)] si
(VX)P(x) v (Jy)Q(Y) no
(V%) (Fy)[P(x) v Q(y)] si
(3y) (VX)[P(x) v Q(y)] si
(W) [P(X) = QXA (vX)[Q(X) = R(X)] — (¥X)[P(x) — R(x)]) | no

(32) (%) (W) [((=P(x) vV Q(x)) A (—Q(Y) VR(y))) AP(2)]

Si
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Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

Aplicando a una formula los siguientes pasos se obtiene otra formula equivalente

y que esta en forma normal prenexa rectificada:

1. Rectificar la formula usando las equivalencias
(VX)F = (FY)F[x/y]
(IX)F = (3y)F[x/Y]
donde Yy es una variable que no ocurre libre en F.

2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
F—~G=(F->G)AG—F)

3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
F—-G=-FVG

(1)
(2)

(3)

(4)
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Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

4.

5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias
con X no libre en G.

con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.

—|(F /\G) =-FV-G
—|(F \/G) =-FA-G
——F=F

~(VX)F = (3x)-F
—(IX)F = (VX)-F

(VX)F AG = (VX)(F AG)

(V)F VG = (vX)(F V)
(IX)FAG= (IX)(FAG)
(IX)F VG = (IX)(F VG)
GA(YX)F = (VX)(GAF)
GV (VX)F = (VX)(GVF)
GA(IX)F = (IX)(GAF)
GV (IX)F = (IX)(GVF)

Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

(5)
(6)
(7)
(8)
9)

(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
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Ejemplos de @lculo de forma normal prenexa

® Ejemplo de calculo de una forma normal prenexa de

—(3x)[P(X) —

—(3X)[P(X) —
—(3x) [—P(

)[7=P(

0
VX

(
(
(
(

mp
(VX)P(x) V
(

o
[T
11l o L L 1 A ( 1}

®* Ejemplo de
(VX)P(x) v

( x)V (Vy)P(y)]  [por (4)]
VX) [ (=P vV (Vy)P(y))]  [por (9)]
VX X) A= (Vy)P(
VX) [P(X) A

vx) (3y) [P(X) A —=P(y)] por (17)]

lo de calculo de una forma normal prenexa de

)
VX)[P(X) V
(Vx)(3y)[P(x) VQ(Y)] [por (18)]

calculo de otra forma normal prenexa de

(VX)P(x)]
— (Wy)P(y)] [por (1)

y)|  [por (6)
(By)=P(y)]  [por (7y 8)]

(y)Q(y)
(Iy)Q(y)] [por (12)]

(3y)Q(y)

= @EYI(M™IPX)VQ(y)] [por (18)]

56



Ejemplos de @lculo de forma normal prenexa
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Formula en forma normal prenexa conjuntiva

® Def.: La férmula F esta en forma normal prenexa conjuntiva (FNPC) si es de la
forma (Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V,3}, n> 0, G no tiene cuantificadores
y G esta en forma normal conjuntiva.
® Algoritmo de calculo de forma normal prenexa conjuntiva:
> Algoritmo: Aplicando a una formula los siguientes pasos se obtiene otra
formula equivalente y que esta en forma normal prenexa conjuntiva

rectificada:
1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las equivalencias
(1)—(18)
2. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV (BAC)=(AVB)A(AVC) (19)

(AAB)VC = (AVC)A(BVC (20)

)
> Ejemplo de célculo de una FNPC de (Vx)(3y)[P(X) V (Q(y) A =R(y))]:

(V) (3y) [P(x) v (Q(y) A =R(y))]
= (V)ENIPX) VQ(Y)) A (P(X)V=R(y))]  [por (19)]
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Formula en forma de Skolem

® Forma de Skolem:
» Def.: Laférmula F esta en forma de Skolem (FS) si es de la forma
(VX1) ...(¥Xn)G, donde n > 0y G no tiene cuantificadores.

> Ejemplos: (VX)(3y)P(X,y) no esta en forma de Skolem
(VX)P(x, f(X))  siesta enforma de Skolem
(IX)Q(X) no esta en forma de Skolem
Q(a) si esta en forma de Skolem
® Equisatisfacibilidad:
» Def.: Las féormulas F y G son equisatisfacible si:

F es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F =g4t G

> Ejemplos: (3x)Q(X) =sat Q(a)
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Algoritmo de calculo de forma de Skolem

® Propiedades:
> Siaes una constante que no ocurre en F, entonces (IX)F =sat F[X/a].
» Siges un simbolo de funcién n—aria que no ocurre en F, entonces
(VX1) ... (VXn) (IX)F =sat (VX1) ... (VX0)F[X/Q(X1, - .-, Xn)]-
® Algoritmo de calculo de forma de Skolem:
» Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de Skolem
de F es
Sko(F) =
[ Sko(G[x/a)), siF es (3X)Gy
a es una nueva constante;
q Sko((VX1)...(VXn)G[X/f(X1,...,%n)]), siF es (¥X1)...(¥X)(IX)Gy
f es un nuevo simbolo de funcién;

K si F esta en forma de Skolem

» Propiedad: Si F es una férmula en forma normal prenexa rectificada,
entonces Sko(F) esta en forma de Skolem y Sko(F) =sat F.
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Ejemplos de @lculo de forma de Skolem

®* Ejemplo 1:
Sko((3x) (YY) (Vz)(Fu)(VVv)(IwW)P(X, Y,z U, V,W))

= Sko((Vy)(Vz)(Ju)(Vv)(Iw)P(a,y,z u,v,w))
= Sko((Vy)(v2)(WV)(Fw)P(a,y,Z T (Y, 2),v,w))
= Sko((y)(Y2)(W)P(a,y,Z f(y;2),v,9(y,2V)))

= (W) (V2)(W)P(a,y,z f(y,2),v,9(¥; 2 V))
®* Ejemplo 2:

Sko((Vx)(3y)(vz)(Iw)[=P(a,w) v Q(f(x),y)])
= Sko((VX)(Vz)(Iw)[-P(a,w) v Q(f(x),h(x))])
= Sko((Vx)(v2)[-P(a,9(x,2)) v Q(f(x),h(x))])
= (VX)(V7)[-P(a,9(x,2)) v Q(f(x),h(x))]
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Ejemplos de @lculo de forma de Skolem

® Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de
=(3X)[P(X) = (VX)P(x)]
(VX)(3y)[P(x) A=P(y)]  [por pagina 56]

=sat (VX)[P(X) A=P(f(X))]
®* Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de

(VX)P(x) v (3y)Q(y)
= (V)(3y)[P(X)vVQ(y)] [por pagina 56]
=sat  (VX)[P(X) vV Q(f(x))]
® Ejemplo de calculo de otra forma de Skolem de
(WX)P(x) Vv (3y)Q(y)
= 3)(WPX)VQ(Y)] [por pagina 56]
=sat (VX)[P(x) vV Q(a)]
® Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de

(W)[P() = QI A (VX)[Q(X) — R(X)] — (vx

(32) (vVX) (W) [((=P(x) v Q(x)) A (=Q(y) V R(Y))
(v

—sat

X) (V) [((=P(x) VQ(x)) A (=Q(y) VR(y))) A (

N——"

)[P



Sintaxis de la bgica clausal

Un atomo es una fornula atomica.
Variables sobre atomos: A,B,C,...,A1,Ap,....

Un literal es un atomo (A) o la negacién de un atomo (—A).

Variables sobre literales: L,L1,Lo,....

Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,C1,Cy, ...

La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por L.

Conjuntos finitos de clausulas.

Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, 5, >, .. ..
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Semantica de la lbgica clausal

® Fdérmulas correspondientes:
» Def.: La férmula correspondiente a la clausula {L1,...,Ln} es
(VX1)...(WXp)[L1 V-V L],
donde Xy, ...,Xp son las variables libores de L1 V- -+ V L.
» Def.: La férmula correspondiente a la clausula [] es L.
» Def.. La formula correspondiente al conjunto de clausulas

{{L1...., Lo AL, .. LY} es
(VX1) ... (VXp) [(LEV - VLE YA A (LT V- VLT ),

donde Xy, ...,Xp son las variables libres de
LIV VLR ) A A(LPV--- VLR ).

» Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas 0 es T.

®* Semantica:

> Def.: En cualquier interpretacion .# = (U,I),I(T)=1el(L)=0.

» Def.: Los conceptos semanticos relativos a las clausulas y a los conjuntos de
clausulas son los de sus correspondientes formulas.
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Forma clausal de una brmula

* Def.: Una forma clausal de una formula F es un conjunto de clausulas Stal que
F Esat S.
® Algoritmo: Aplicando a la formula F los siguientes pasos se obtiene Sque una

forma clausal de F:
1. SeaFy=(3y1)...(3yn)F, donde y1,...,¥, son las variables libres de F.
2. Sea P una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F; calculada

mediante el algoritmo de la pagina 58.
3. Sea F3 = Sko(F,), que tiene la forma

(VX1) ... (WXp) (LT V- VLR ) A A(LPV - VLT ),
4. SeaS={{Ly,...,Lg },... . {LT,...,.L } }.
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Ejemplos de @lculo de forma clausal de unadrmula

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de

—I(HX) [P(X) —

(VX)P(x)]

=sat  (VX)[P(X) A =P(f(x))]
{{POJ}{=P(f(x))}}

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de

®* Ejemplo

=sat  (VX)

(VX)P(X) Vv
(VX)[P(x) v
{{P(x),Q(f
de calculo

(VX)P(x) V
|

—sat

11P(X), Q(

P(X) Vv
a)}}

[pag. 62]

(3y)Q(y)
Q(f(x))] I[pag.
X))} }

de otra forma clausal de

(3y)Q(y)

Q(a)]  I[pag. 62]

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de

~((VX)[P(x) — Q(X)] A (VX
P(x) vV Q(x)) A
Q) }, {—Q(Y),

sat  (VX)(VY)[((—

{H{~P(x),

)|Q(X) = R(X¥)] — (VX)[P(x) — R(x)])
(=Q(Y) VR(y))) A (P(a) A—R(a))

R(y)},{P(@)},{~R(@)}}

[pag.
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Ejemplos de @lculo de forma clausal de unadrmula

...........

—~ o~~~ ~  ~M~N M d 4 1
N < < O~ O A A A A o
—~~
~ ~ N = = — N

| — |
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Forma clausal de un conjunto de brmulas

® Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:
» Def.: Los conjuntos de féormulas § y S son equisatisfacible si:
S es satisfacible syss S es satisfacible.
Se representa por S =gat

® Forma clausal de un conjunto de férmulas:
» Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas Ses un conjunto de
clausulas equisatisfacible con S
> Prop.: Si S,...,$, son formas clausales de Fq,...,F, entonces S U--- U,
es una forma clausal de {F1,...,Fn}.
» Ejemplo: Una forma clausal de

L") [P(x) = Q(X)], (3X)P(x), 7(IX)Q(x) }
S
117P(x),Q(%)},1P(@)},{~Q(2)} }.

e
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Consecuencia e inconsistencia deatlsulas

®* Prop: Sean S,...,$, formas clausales de las formulas F1,...,FH, y Suna forma
clausal de —=G. Son equivalentes:

1. {F,....R} EG.
2. {F,...,Fy, G} esinconsistente.

3. S U---UKUSes inconsistente.
®* Ejemplos:

> Ejemplo 1:
{(vX)[P(x) = Q(x)], (IX)P(x) } = (IX)Q(X)
syss {{—P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.

» Ejemplo 2:
{(vX)[P(x) = Q(x)], (vX)[Q(X) = R(X)]} = (vX)[P(x) — R(x)]
syss {{—=P(x),Q(x)},{~Q(y),R(y)},{P(@)},{~R(@)}} es inconsistente.
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Reduccon de la LPO basica a proposicional

® Observacion:
» En este tema so6lo se consideran lenguajes de primer orden sin igualdad.
® Reduccion de la LPO basica a proposicional

» Def.: Una formula basica es una formula sin variables ni cuantificadores.
> Prop.: Sea Sun conjunto de formulas basicas. Son equivalentes:

1. Ses consistente en el sentido de la l6gica de primer orden.

2. Ses consistente en el sentido de la légica proposicional.
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Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional

* {P(a) vP(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido de la I6gica de primer orden
(con modelos %4, g, -#3).

* {P(a)vP(b),~P(b)VvP(c),P(a) — P(c),~P(c)}
es inconsistente en el sentido de la l6gica de primer orden.

PI

P(a) Vv P(b)

-P(b) v P(c)

P(a) — P(c)

N——"

)

{c'}

{b'}
{b',c'}
{a'}
{a,c'}
{a,b'}
{a.n' c

0

P P PR PP REPRO

P OFR FP RFP OPR PR

1

P O R, O R Rk R

i
OFRr OFR OFR O U
o
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Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional

* {P(a) vVP(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido proposicional (con modelos Vg4, Vg, Vg).
* {P(a) Vv P(b),~P(b)VvP(c),P(a) — P(c),~P(c)}
es inconsistente en el sentido proposicional.
Se consideran los cambios P(a)/p,P(b)/qg,P(c)/r

plglr|pvg|—-qVvr|p—r|-r
vi|0[0|0] O 1 1 1
vo | 0[0]|1] O 1 1 0
v3|0[1]0 1 0 1 1
V4011 1 1 1 0
vs |1{0]0 1 1 0 1
Ve |1 0|1 1 1 1 0
v7z|1]1]0 1 0 0 1
vg |1 1|1 1 1 1 0




Notacion

L representa un lenguaje de primer orden sin igualdad.
¢ es el conjunto de constantes de L.

% es el conjunto de simbolos de funcién de L.

Z es el conjunto de simbolos de relacion de L.

1 es el conjunto de simbolos de funcién n—aria de L.

P es el conjunto de simbolos de relacién n—aria de L.
f /nindica que f es un simbolo de funcién n-aria de L.

P/nindica que f es un simbolo de relacién n—aria de L.
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Universo de Herbrand

® Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos basicos de L.
Se representa por UH(L).

° Prop.: UH(L) = Uj>oHi(L), donde Hi(L) es el nivel i del UH(L) definido por

Ho(L) ¢, si€F#0;
0 = .
{a}, en caso contrario. (& es una nueva constante).

Hiit(L) =Hi(L)U{f(ts,....tn): f € Fnyty,....tn € Hi(L)}

* Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién.
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Ejemplos de universo de Herbrand

Si¢ ={ab,c} y.# =0, entonces
Ho(L) ={ab,c}
Hi(L) ={ab.c}

UH(L) ={a,b,c}
°* Si¥=0y.# ={f/1}, entonces
Ho(L) =1{&}
Hi(L) =1af(a);
Hao(L)  =1a f(a), f(f(a)}

.UH(L) — {a f(a),f(f(@)),...} = {fi(a):i €N}
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Ejemplos de universo de Herbrand

Si¥ ={ab}y#={f/1,9/1}, entonces
HO(L) — {av b}
Hi(L) ={ab, f(a)
Ho(L) ={ab, f(a)

(b),9(a),9(b)}

7f ) 7g
, f(b),g(a),9(b), f(f(a)), f(f(b)),

S.i ¢ ={ab}y # ={f/2}, entonces
HO(L) — {av b}
Hi(L) ={ab,f(aa),f(ab),f(ba),f(bb)}
Ho(L) ={ab, f(aa),f(ab),f(ba),f(bb), f(a f(aa)),f(a f(ab)),...}
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Base de Herbrand

* Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los atomos béasicos de L. Se
representa por BH(L).

° Prop.: BH(L) ={P(ty,...,th) :P € Znyty,....th € UH(L)}.
* Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcién.
®* Ejemplos:
» Si¥ ={ab,c}, #F=0y{# =P/1}, entonces
UH(L) ={ab,c}
BH(L) = 1P(a),P(b),P(c)}
» Siv={a}, #F={f/1}yZ ={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) ={a f(a),f(f(a)),...} ={f'(a):ie N}
BH(L) = 1P(a),Q(a),R(a),P(f(a)),Q(f(a)),R(f(a)),...}
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Interpretaciones de Herbrand

* Def.: Una interpretacion de Herbrand es una interpretacion .# = (U, 1) tal que

— U es el universo de Herbrand de L;
— 1(c) = ¢, para cada constante c de L;
— I(f) = f, para cada simbolo de funcion f de L.

® Prop.: Sea . una interpretacién de Herbrand de L. Sit es un término basico de

L, entonces .Z(t) =t.
® Prop.: Una interpretacion de Herbrand queda determinada por un subconjunto
de la base de Herbrand, el conjunto de atomos basicos verdaderos en esa

interpretacion.
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Modelos de Herbrand

Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e
interpretacion de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a formulas y
conjuntos de formulas considerando el lenguaje formado por los simbolos no
l0gicos que aparecen.

Def.: Un modelo de Herbrand de una formula F es una interpretacién de
Herbrand de F que es modelo de F.

Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas Ses una
interpretacion de Herbrand de Sque es modelo de S

Ejemplo: Los modelos de Herbrand de
{P(a) v P(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c)} son {P(b),P(c)},{P(a),P(c)} y
{P(a),P(b),P(c)} (ver pagina 71).
Ejemplo: Sea
S={(¥x)(Vy)[Q(b,x) — P(a) VR(y)],P(b) — —=(3z)(3u)Q(z,u) }. Entonces,
UH(S) = {a,b}
BH(S) = {P(a),P(b),Q(a,a),Q(a,b),Q(b.a),Q(b,b),R(a),R(b)}

Un modelo de Herbrand de Ses {P(a)}.
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Interpretaci on de Herbrand correspondiente

* Sea S={{-Q(b,x),P(a),R(y)},{~P(b),=Q(z,u)}} e & = ({1,2},1) con
a =1,b =2P ={1},0'={(1,1),(2,2)},R = {2}. Entonces, .# =S
Calculo de la interpretacion de Herbrand .#* correspondiente a .#:

I+ = (UH(S),1%)
UH(S) = {a,b}
BH(S) = {P(a),P(b),Q(a,a),Q(a,b),Q(b.a),Q(b,b),R(a),R(b) }
1*(P(a)) =P'(@)=P((1)=V
I*(P(b)) =P'(b")=P'(2)=F
l*(Q(ava)) :Ql (alval):Ql(lvl):V
I*(Q(avb)) :QI (alabl):Ql(laz):F
I*(Q(bva)) :Ql(blaal):Ql(zal):F
I*(Q(bvb)) :Ql(blabl):Ql(zaz):V
*(R@)) =R(@)=R(1)=F
*(R(b)) =R({)=R(@2)=V

MES {P(a),Q(a, a)aQ(bv b)7 R(b>} y 7" ‘: S
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Interpretaci on de Herbrand correspondiente

* Sea Sel conjunto de clausulas {{P(a)},{Q(y,f(a))}} e # = ({1,2},I) con
a =1, = {(1,2), 2 )},P' = {1},Q' = {(1,2),(2,2)}. Entonces, .7 = S
Calculo de la interpretacion de Herbrand .#* correspondiente a .#:

I+ = (UH(S),1")

UH(S) = {a,f(a), f(f(a)),...} ={f'(a):i e N}

BH(S ={P(f"(a)) :ne N}u{Q(f"(a),f™(@)) : n,me N}
1*(P(a)) =P(@)=P(1)=V

1 (P(f(@) =PI(f'(@) =P'(f'(1) =P'(2) =F
I*(P(f(f(a)))) =P'(f!(fld)))=P'(1) =V

“(P(f7(a))) y V, sines par;

F, en caso contrario.
>
V, simesimpar;

QU@ T@)) =9 £ o) caso contrario.

1* = {P(f?"(a)):n ¢ N}U{Cg(f”(a), fe™1(a)):n,me N}
I =S 81



Consistencia mediante modelos de Herbrand

® Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:
1. Ses consistente.
2. Stiene un modelo de Herbrand.

® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Si .#* es una interpretacion de Herbrand
correspondiente a un modelo .# de S, entonces .#* es un modelo de S

®* Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Ses consistente.
2. Stiene un modelo de Herbrand.

®* Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Sesinconsistente.
2. Sno tiene ningin modelo de Herbrand.

® Prop.: Existen conjuntos de formulas consistentes sin modelos de Herbrand.
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Ejemplo de consistente sin modelos de Herbrand

Sea S= {(3Ix)P(x),—P(a)}. Entonces,
— Ses consistente.
4 E=Scon.# = ({1,2},1),a =1y P = {2}.
— Sno tiene modelos de Herbrand
UH(S) ={a}
BH(S) = {P(a)}
Las interpretaciones de Herbrand de Sson 0y {P(a)}.
DS
iP(@)} %S
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Instancias basicas de una @dusula

* Def.: Una sustitucion g (de L) es una aplicacion o : Var — Térm(L).

* Def.: SeaC={Ly,...,Ln} unaclausula de L y ¢ una sustitucién de L.
Entonces, Co = {L10,...,Lh0} es una instancia de C.

* Ejemplo: SeaC = {P(x,a),—P(x, f(y))}.

Clx/ay/f(a)] = 1P(f(a),a),=P(f(a), f(1(a)))}

* Def.: Co es una instancia basica de C si todos los literales de Co son bésicos.
* Ejemplo: SeaC = {P(x,a),-P(x, f(y))}.

{P(f(a),a),—P(f(a),f(f(a)))} esunainstancia basica de C.
{P(f(a),a),—P(f(f(a)),f(a))} no es unainstancia basica de C.
{P(x,a),-P(f(f(a)),f(a))} no es una instancia basica de C.
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Extensiones de Herbrand

Def.: La extension de Herbrand de un conjunto de clausulas Ses el conjunto de
formulas

EH(S) = {Co : C € Sy, para toda variable xen C,a(x) € UH(S)}.
Prop.: EH(L) = Uj>oEHi(L), donde EH;(L) es el nivel i de la EH(L) definido
por EH;(S) = {Co : C € Sy, para toda variable X en C,a(x) € UH;(S)}.
Ejemplos:

» Sea S= {{P(X)},{-P(f(X))}} (p. 8.17). Entonces,
EHo(S) = {{P(a)},{~P(f(a))}}
EH1(S) = EHo(SU{{P(f(a))},{~P(f(f(a)))}}
EH2(S) = EH1(SU{P(T(f(a)))}, {~P(F(f(f(a))))}}
> Sea S= {{~P(x),Q(x)},{P(a)},{~Q(2)}} (p. 8.21).

Entonces, EH(S) = {{-P(a),Q(a)},{P(a)},{~Q(a)} }.
> Sea S= {{~P(x),Q()},{~Q(Y),R(Y)},{P(@)},{-R(@);} (p. 8.21).

Entonces, EH(S) = {{~P(a),Q(a) },{—~Q(a),R(@)},{P(a)}, {~R(@)}}.
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Teorema de Herbrand

® Teorema de Herbrand: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:
1. Ses consistente.
2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).

®* Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Entonces, son equivalentes

1. Sesinconsistente.
2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido proposicional).

3. Para algun i, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).
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Semideci®n mediante el teorema de Herbrand

® Entrada: Un conjunto de clausulas S

® Procedimiento:
1. Haceri:=0.
2. Calcular EH;(S).
3. Si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional), parar e indicar que S

es inconsistente.
4. Si EH;(S) es consistente (en el sentido proposicional), haceri =i+ 1y

volver al paso 2.
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Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

S={{-P(x),QXx)},{P(a)},{—Q(2)}} (p. 85) es inconsistente.
EHo(S) = {{—P(a),Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}} es inconsistente.

1 {_'P(a>7 Q(ﬂ)}

2 {P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Res 1,2
5 U Res 3,4

S={{-P(x),Q(X)},{—Q(Y),R(y)},{P(a)},{—R(a)}} es inconsistente.
EHo(S) = {{—P(a),Q(@)},{—Q(a),R(@)},{P(a)},{—~R(a)}}.

Q
1 {~P(a),Q@)}
}

2 1—Q(a),R(a)

3 1P@);

4 {~R@)}

5 {Q(a)} Res 1,3

6 {R(a)} Res 5,2

/7 [ Res 6,4 88



Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

* S={{P(X)},{—P(f(x))}} esinconsistente (p. 85).
- EHo(S) = {{P(a)},{—P(f(a))}} es consistente
S = {P(a)} = EHo(S)
— EH1(S) = EHo(S)U{{P(f(a))},{—-P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(a))}
2 {~P(f(a))}
3 U Res 1,2

* S={{-P(x),Q(f(x),x)},{P(g(b))},{—Q(y,2)}} es inconsistente. Dem.:
S ={{~P(g(b)),Q(f(g(b)),a(b))},{P(a(b))},{~Q(f(g(b)),a(b))} } C EH(S)

es inconsistente.

1 {=P(g(b)),Q(f(g(b)),9(b))}
2 {P(g(b))}
3 {~Q(f(g(b)),a(b))}

4 1Q(f(g(b)),9(b)); Res 1,2

5 U Res 3,3
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Ejemplos de consecuencia mediante resolusi

Ejemplo 1: {(VX)[P(x) — Q(X)], (IX)P(X)} = (3x)Q(X)
syss {{—P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(2)}} es inconsistente.

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {P(a)} Hipotesis
3 {-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con 0 = [x/a]
5 0O Resolvente de 3y 4 con 0 = ([ z/a|

Ejemplo 2: {(¥X)[P(X) — QX)], (W)[Q(X) — RX)]} = (W)[P(X) — R(X]
syss {({7P(x),Q(x)},1~Q(y),R(y) }, {P(8)},{—~R(a)} } es inconsistente.
1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {-Q(y),R(y)} Hipotesis

3 {P(a)} Hipotesis

4 {-R(a)} Hipotesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con 0 = [X/a]

6 {R(a)} Resolvente de 2y 5 con 0 = |y/a]

5 [ Resolvente de 3y4con 0 = &€ 90



Unificadores

® Def.: La sustitucion g es un unificador de los términos {1 yto sit10 =1>0.
® Def.: Los terminos 11 y to> son unificables si tienen algun unificador.

® Def.: t es una instancia comun de t; y to si existe una sustitucion o tal que
t=10=t0.

Hlemplos {1 to Unificador Instancia comun
f(x,09(2) | f(9(y),x) | x/9(2),y/2 | f(9(2),9(2))
f(x,9(2) | f(a(y),x) | [x/9(y),z/y] | f(9(y),a(y))
f(x,9(2) | f(aly),x) | [xX/9(a).y/a | f(9(a),9(a))
fxy) [ flyx) | [X/ay/a | f(aa)
fxy) | fvx) | ly/X f(x,x)

f(X,y) g(a,b) No tiene No tiene
f(X,X) f(a, b) No tiene No tiene
f(X) f(g(x)) | No tiene No tiene

®* Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de terminos y de
literalac
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Composicibn de sustituciones e identidad

® Composicion de sustituciones:

» Def.. La composicion de las sustituciones 01 y 0> es la sustitucion 010>
definida por X(0102) = (X01) 02, para toda variable X.

> Ejemplo: Si 0y = [x/f(z,a),y/W]y 02 = [X/b,z/g(w)], entonces
— X0102 = (X01)02 = f(z, a)op, = T(z0,a02) = f(g(w),a)
— Y0102 = (YO1)02 = W02 =W
— 20102 = (201) 02 = 0o = Q(W)
— WO102 = (W01)02 = W02 =W
Por tanto, 010> = [x/f(g(w),a),y/w,z/g(w)].

® Def.. La substitucion identidad es la sustitucion € tal que, para todo X, X = X.

® Propiedades:
1. Asociativa: 01(0203) = (0102) 03
2. Neutro: 0 =€0 =0.
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Comparacion de sustituciones

® Def.: La sustitucion g1 es mas general que la 0» si existe una sustitucion o3 tal
que 0> = 0103, Se representa por 0> < 0.

® Def.. Las sustituciones 01 y 02 son equivalentes si 01 < 02y 02 < 01. Se
representa por g, = 0O».

* Ejemplos: Sean 01 = [X/0(2),y/7,02 = [x/9(y),z/y] y 03 = [x/9(a),y/d].

Entonces,

1. 01 =0vly/Z
2. 0o = 01(z2/Y]
3. 03=01|z/a
4, 01 =09

5. 03K 01

* Ejemplo: [X/a,y/a] < [y/X], ya que [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/a].
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Unificador de maxima generalidad

® Unificador de maxima generalidad:
® Def.: La sustitucion g es un unificador de maxima generalidad (UMG) de los

terminos i1 y I si
— O es un unificador de 11 y 15.
— O es mas general que cualquier unificador de t1 y {5.

® Ejemplos:

1. [%/9(2).y/Z es un UMG de f(x,9(2))y f(g(y),X).

2. [x/9(y),z/y] es un UMG de f(x,9(2)) y f(g(y),X).

3. [x/g(a),y/a] noesun UMG de f(x,9(z))y f(g(y),X).

®* Nota: Las anterior definicion se extienden a conjuntos de términos y de literales.
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Unificacion de listas de eérminos

® Notacion de lista:
> (ay,...,8n) representa una lista cuyos elementos son ay, ..., an.
» (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es ay resto es R.
> () representa la lista vacia.
® Unificadores de listas de terminos:
> Def.: 0 es un unificadorde (S1...,S) Yy (t1...,tn) si
$10 =110,...,50 =1,0.
> Def.: (S1...,S) Y (t1...,tn) son unificables si tienen algin unificador.
> Def.: 0 es un unificador de maxima generalidad (UMG) de (Sy...,S,) Y
(t1...,tn) si 0 es un unificador de (Sy...,S) Y (t1...,th) mas general que
cualquier otro.
® Aplicacion de una sustitucion a una lista de ecuaciones:
> (s1=11,...,59=1th)0 = (10 =110,...,50 =t,0).
® Algoritmo de unificacion de listas de terminos:
» Entrada: Lista de ecuaciones L = (S =1t3,...,5 =1t) y sustituciéon .

» Salida: Un UMG de las listas (S1...,5) Y (t1-..,tn), si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.
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Algoritmo de unificacion

® Procedimiento unif(L,0):

1.
2.
3.

SiL = (), entonces unif(L,0) = 0.
SiL = (t =t|L'), entonces unif (L, o) = unif(L’, 0).
SiL=(f(tg,...,tm) = f(t7...,ty)|L"), entonces
unif (L, )—unlf((tlztl, Ltm=tLIL)), 0).
SiL=Xx=t|L')(6L=(t= X]L’)) y X no aparece en t, entonces
unif (L, 0) = unlf(L’[X/t] o[x/t]).
SiL=(x=t|L") (6L =(t=x|L")y xaparece ent, entonces
unif(L,0) = No unificables”.
SiL=(f(ts,...,tm) =9(t;...,ty)|L"), entonces
unif(L, )— ‘No unificables”.
SiL=(f(ts,...,tm) = f(ty...,t)[L") y m+# p, entonces
unif (L, 0) = “No unificables”.

96



Algoritmo de unificacion de dos €rminos

®* Entrada: Dos términos t1 y {o.

¢ Salida: Un UMG de 11 y 1o, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

® Procedimiento: unif((ty =tz),€).
* Ejemplo 1: Unificar f(X,g9(z))y f(9(y),X):

uanif(((x.9(2)) = F(g(y).X), )

= unif((x=9(y),9(2) = X),€) por 3
= unif((9(2) = x)[x/9(y)],€[x/a(y)]) por 4
= unif((9(2) = g(y)), [x/9(y)])

= unif((z=Yy),[x/9(y)]) por 3
= unif((), [x/9(y)][z/y]) por 4
= unif((), [x/g(y),z/y])

= [x/9(y),2/Y] por 1



Ejemplos de unificacbn

® Ejemplo 2: Unificar f(x,b)y f(a,y):

* Ejemplo 3: Unificar f(x,x)y f(a,b):

unif((f(x,b) = f(a,y), &)
(x=ab=y),¢)
(b=y)[x/al,€[x/a])
(b=Yy),[x/a])

unif((), [x/ally/bl)
x/a,y/b])

unif
unif

unif

/N 7N /N /N

unif ((f(x,x) = f(a,b)), )
unif(x=a,x="h),¢)
unif ((x=b)[x/a], g[x/a])
unif((a=Db), [x/a])

“No unificable”

por 3
por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 6
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Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 4: Unificar f(X,g(y))y f(y,X):
f

unif ((f(x,9(y)) = f(¥,%)),€)
= X), €)

/Y, €[X/Y])

X/Y])

unif(x=y,9(y)
unif ((9(y) = x)[x
unif ((9(y) =),

“No unificable”

® Ejemplo 5: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(x,y),

unif ((j(w,a,h(w)) = j(f(x,y),X,2))€)

unif

unif

\w/ f

((w
((
((
unif ((
((
((
(

y),X/a,z/h(f(a,y)))

w/(a,y),x/a[z/h(f(ay))])

por 3
por 4

por 5

X, Z)

elw/T(xy)])

unif((w= f(x,y),a=x,h(w) = z2),¢)
unif((a=x,h(w) =z)|w/f(Xx,y)],
unif X, h(f(xy)) =2),[w/f(xy)])

a=

h(T(xy)) =2)[x/al,[w/T(xy)l[x/a)
h(f(ay))=2),w/f(ay),x/a)
);
a,

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1
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Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 6: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(X,y),X,Y)

unif ((j(w,a,h(w)) = j(f(xy),Xy))€)

unif (W= f(x,y),a=x,h(w) =y), )

unif (&= x, h(w) = y)[w/f(x,y)], elw/T(x,y)))
unif((a=x,h(f(x.y)) =Y),w/f(x,y)])

unif ((h(f(x,y)) = y)[x/al, [w/T(x,y)][x/a])
unif((h(f(a,y)) =y),lw/f(ay),x/a))

“No unificable”

® Ejemplo 7: Unificar f(a,y) y f(a,b):

unif((f(a,y) = f(a,b),£))

unif((a=a,y=D0),¢) por 3
unif((y=D), ¢) por 2
unif((), [y/b]) por 4

A por 1

por 3
por 4

por 4

por 5
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Separacbn de variables

Def.: La sustitucion [X1/t1,...,Xn/th] €s un renombramiento si todos los t; son
variables.

Prop.: Si 8 es un renombramiento, entonces C = CB8.

Def.: Las clausulas C; y Cy estan separadas sin no tienen ninguna variable
comun.

Def.: Una separacion de las variables de Cq y C, es un par de renombramientos
(61, 62) tales que C16, y C20, estan separadas.

Ejemplo: Una separacién de variables de C; = {P(X),Q(X,y)} y
Co ={R(f(x,y))} es (61 = [X/x1,Y/y1], 62 = [X/X2,Y/¥2]).
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Resolvente binaria

* Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C; y Cs si existen
una separacion de variables (01, 6>) de C1 y Cp, un literal Ly € Cq, un literal
Lo € Coy un UMG 0 de L16; y L56- tales que
C= (C1910' AN {L1910'1}) U (C2920' AN {LQQQO'}).

® Ejemplo: Sean

L =Q(f(X)),
L,  =-0Q(x),
61 =[x/xd,
6,  =[x/xg,

L16, =Q(f(x1)),
L56, = Q(x2),
o = [x2/f(xa)]

Entonces, C = {—-P(x1),R(g(f(X1)))} es una resolvente binaria de C; y Co.
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Factorizacion

® Def.: La clausula C es un factor de la clausula D si existen dos literales L1 y L
en D que son unificablesy C= Do ~\ {L>0} donde 0 es un UMG de L1 y Lo.

®* Ejemplo: Sean

D ={P(x,y),P(y,x),Q(a)}

Ll :P(Xay)

L2 :P(y,X)

o =ly/X
Entonces,

C ={P(x,x),Q(a)} es un factor de D.
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Ejemplos de refutacon por resolucion

* Refutacion de S= {{-P(x, f(x,y))},{P(a,2),~Q(z V) },{Q(u,a)}}
1 {-P(x,f(x,y))}  Hip6tesis
2 {P(a,z),—Q(z,v)} Hipotesis

3 {Q(u,a)} Hipotesis
4 {-Q(f(a,y),v)} Resolventedely?2cono=[x/az/f(ay)]
5 0O Resolvente de 3y 4 con 0 = [u/f(a,y),v/a]
* Refutacion de S= {{P(X)},{—P(f(x))}}
1 {P(x)} Hipotesis
2 {-P(f(x))} Hipotesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con 81 = €,60, = [x/X],0 = [x/f(X)]

* Refutacion de S= {{P(x,y),P(y,x)},{-P(u,v),-P(v,u)}}
1 {P(x,y),P(y,x)} Hipotesis
2 {—P(u,v),-P(v,u)} Hipotesis
3 {P(x,x)} Factor de 1 con |y/X]
4 {-P(u,u)} Factor de 2 con |[v/U
5 [] Resolvente de 3y 4 con [X/U] 104



Resolucbn

® Sea Sun conjunto de clausulas.

® Lasucesion (Cq,...,Cy) es una demostracion por resolucion de la clausula C a
partir de SsiC =C, y paratodo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:
- G eSS
— existen |,k < tales que Cj es una resolvente de C; y Cy
— existe | < | tal que Cj es un factor de C;

® La clausula C es demostrable por resolucion a partir de Ssi existe una
demostracion por resolucion de C a partir de S

® Una refutacion por resolucion de Ses una demostracion por resolucion de la
clausula vacia a partir de S

® Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutacion por resolucion
a partir de S
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Demostraciones por resolu@n

* Def.: Sean S, ..., S, formas clausales de las formulas F, ..., F, y Suna forma
clausal de —=F. Una demostracién por resolucién de F a partir de {Fy, ..., F,}
es una refutacion por resolucion de S U---USUS

* Def.: Laférmula F es demostrable por resolucién a partir de {F1,...,F} si
existe una demostracién por resolucion de F a partir de {Fy,...,Fy}.
Se representa por {Fy,...,Fh} FRresF.

* Ejemplo: (tema 8 p. 21) {(VX)[P(x) — Q(X)], (IX)P(X)} Fres(IX)Q(X)
{=P(x),Q(x)} Hipétesis

1
2
3
4
5

{P(a)}
{-Q(2)}
1Q@)}
]

Hipotesis
Hipotesis
Resolvente de 1y 2 con [x/a]
Resolvente de 3y 4 con |z/a]
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Ejemplos de demostraciones por resoluon

Ejemplo: (tema 8 p. 21)

{(¥X)[P(X) = Q(X)], (vX)|Q(X) — R(X)] Fres(VX)[P(X) — R(X)]}

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {~Q(y),R(y)} Hipstesis
3 {P(a)} Hipotesis
4 {-R(a)} Hipotesis
5 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con [x/a|
6 {R(a)} Resolvente de 2y 5 con |y/a|
5 U Resolvente de 6 y 4 con

® Ejemplo: (tema 6 p. 55) FRres(3X) |[P(X) — (VYy)P(y)]
1 {P(X)} Hipotesis
2 {—P(f(x))} Hipétesis

3

[] Resolvente de 1y 2 con 6 = [x/X],0 = [x/f(X)]
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Ejemplos de demostraciones por resoluon

* Ejemplo: Fres(VX)(3Y)—(P(Y,X) < —P(y,y))
— Forma clausal:

=(VX)(3y)~(P(y,x) < =P(y,y))
=(VX) (3Y)~((P(Y,X) — —=P(y,y)) A (=P(y,y) — P(¥,X)))
=(VX)(3Y)~((=P(y,x) V =P(y,¥)) A (==P(y,y) VP(Y,X)))
=(VX)(3y)=((=P(y,X) V=P(y,¥)) A (P(Y,y) VP(Y,X)))
(3X) (YY) == ((=P(y,x) V =P(y,y)) A (P(Y,y) VP(Y,X)))
(3X) (VYY) ((=P(y,x) V =P(y,y)) A (P(Y,y) VP(Y, X))

(

sat  (VY)((=P(y,a)V=P(y,y)) A (P(y,y) VP(y,a)))
{{-P(y,a),=P(y,y)},{P(y,y),P(y,a) } }

a s~ WD PRE —h L | v T 1

— Refutacion:
{=P(y,a),—P(y,y)} Hipotesis
{P(y,y),P(y,a)} Hipotesis
{-P(a,a)} Factor de 1 con |y/a]
{-P(a,a)} Factor de 2 con |y/a]
L] Resolvente de 3y 4



Paradoja del barbero de Russell

Ejemplo (Paradoja del barbero de Russell): En una isla pequefia hay sélo un
barbero. El gobernador de la isla ha publicado la siguiente norma: “El barbero
afeita a todas las personas que no se afeitan a si misma y solo a dichas
personas”. Demostrar que la norma es inconsistente.

— Representacion: (Vx)|afeita(b,X) <« —afeita(X, X)]

— Forma clausal:

1
2
3
4
5

(
(
(

<< g
2 XX

afeita(b, X) <« —afeita(Xx, X)]
(afeita(b,Xx) — —afeita(x, X)) A (—afeita(x,X) — afeita(b,X))]
(—afeita(b,Xx) V —afeita(X, X)) A (——afeita(X, X) V afeita(b, X) )]

(WXx)[(—afeita(b, x) Vv —afeita(x, X)) A (afeita(x, X) V afeita(b, X) )]
{{—afeita(b, x), —afeita(x, X) }, { afeita(X, X), afeita(b, x) } }

— Refutacion:
{—afeita(b,x), —afeita(x,X)} Hipotesis

{afeita(x, X), afeita(b, x) }
{—afeita(b, b)}
{afeita(b,b)}

[]

Hipotesis
Factor de 1 con [X/Db]
Factor de 2 con [X/Db]
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Adecuacibn y completitud de la resolucon

® Propiedades:
> SiC es unaresolvente de C; y Cy, entonces {C1,Cy} =C.
> SiD es un factor de C entonces C = D.
» SilJ e § entonces Ses inconsistente.
>

Si el conjunto de clausulas Ses refutable por resolucién, entonces Ses
Inconsistente.

Teor.: El calculo de resolucion (para la logica de primer orden sin igualdad) es
adecuado y completo; es decir,

Adecuado: SkgresF — SE=EF
Completo: SEF —>  SkResF
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Determinacion de no—consecuencia por resoluan

Enunciado: Comprobar, por resolucion, que
(VX)[P(x) VQ(X)] [~ (VX)P(x) V (VX)Q(X).

Reduccion 1. Comprobar que es consistente
{(YX)[P(X) vV Q(x)], ~((vX)P(x) V (¥X)Q(X)) }

Reduccion 2. Comprobar que es consistente

1P, Q%) },1~P(a)},{~Q(b) }}

Resolucion:
1 {P(x),Q(x)} Hipdtesis
2 {-P(a)} Hipotesis
3 {—Q(b)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 {P(b)} Resolvente de 1y 3

Modelo: U = {a, b}, I (P) = {b},1(Q) = {a}.
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