ALGEBRA III (Curso 1989-90)

Teoria de conjuntos
José A. Alonso Jiménez

Ejercicio 1. Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y c se tiene que:

(1) a C a.
2)aCbANbCa = a=hb.
(3) aCbANbCc = aCec.
(4) 0 Ca.

Ejercicio 2. Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢
Idenpotentes aUa=a aNa=a
Conmutativas aUb=bUa aNb=bNa
Asociativas aU((bUc)=(aUb)Uc an(ne)=(anb)Ne
Absorcin anN(aUb)=a aU(anb)=a

Distributivas anN(bUc)=(aNb)U(aNc) aU((bNec)=(aUb)N(aUc)

De Morgan c—(anb)=(c—a)U(c—=b) c—(aUb)=(c—a)N(c—>b)
Ejercicio 3. Probar que para cualesquiera conjuntos a y b las condiciones siguientes son
equivalentes:

(1) a Cb.

(2) aUb=0.
(3) anb=a.
(4) a—b=10.

Ejercicio 4. Sean a y b subconjuntos de un conjunto c. Se llama complementario de a en
¢ al conjunto ¢ — a y se representa por a'.
(1) Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:
(1.1) a Cb.
(1.2) b Ca'.
(1.3) and' = 0.
(2) (aUb) =a' NV.
(3) (anb) =a" UY.
(4) (a—b)=0bUd.

Ejercicio 5. Sea a, b y c conjuntos: Probar que:
(1) au(b—a)=aUb (2)an(b—a)=10
(3) a—b=a—(anb) (4)an((b—c)=(anb)—c
(5) (aUb)—c=(a—c)U(b—rc) (6)a—(b—c)=(a—b)U(anc)
(7) a—(bUc)=(a—b)—c
Ejercicio 6.
(1) Encontrar dos conjuntos a y b tales que a #b N Ua = Ub.
(2) Para todo b € a, b C Ua.
(3) aCb = Ua C Ub.
(4) Veea (cCb) = UaCh.



Ejercicio 7. Sia y b son conjuntos, definimos la diferencia simtrica de a y b como a/A\b =
(a —b)U (b — a). Probar que:

(1) aAb es un conjunto (2) alb=bla

(3) aA(bAc) = (alb)Ac (4) an(bAc)=(anb)A(anc)
(5) alba (6) ala=10

(7) alb=clAb <= a=c (8) alb=0 < a=b

(9) alb=(aUb)— (anb) (10) (aUc)A(bUc) = (al\b) — ¢
(11) aUc=bUc <= albCc (12) Ya Vb3 c(zhc=0D)

(13) a, b disjuntos <= aUb = alb (14) aUb=albA(aNb)

Ejercicio 8. Hallar los siguientes conjuntos:
(1) P(0), P(P()), P(P(P(®))), P(P(P(P(0)))).
(2) P{0}), P(P({0})), P(P(P({0}))), P(P(P(P({0}))))-
(3) P({0,{0}}), P(P({0,{0}})).
(4) N{P),P(P(©)), P(P(P))}, N{P{0}), P(P({0})), P(P(P({0})))}-

Ejercicio 9.
(1) Sia={{0},{{0}}}, hallar Ua, P(a), P(Ua), |JP(a).
(2) Sic={{a},{a,b}}, hallar UUc, NNe¢, (NUc)U(UUc—UNc)yU(Uec—Nc) (ste
Itimo en los casos a =by a #b).

Ejercicio 10. Probar que:

(1) Para todo a, |JP(a) C a

(2) Para todo a, a C P(Ua). Cundo se da la igualdad?

(3) Para todo a, b,
(3.1) P(a) NP(b) =P(anb).
(3.2) P(a) UP(b) C P(aUb). Cundo se da la igualdad?

0
(4.1) Hallar dos conjuntos a y b tales que: a € b y P(a) ¢ P(b).
(4.2) Ya¥b(acb = P(a) € P(P(Ub))).

(5) ¥ a ({0, {emptyest}} € P(P(P(a)))).

(6) VaVb(Pla)=Pb) = a=b).

(7) Para todo a # (), P(Na) = ({P(b): b€ a}.

(8) Para todo a, |J{P(b): b€ a} CP(Ua). Cundo se da la igualdad?

Ejercicio 42.
(1) Encontrar conjuntos a y b tales que {{{(0}}, a,b} sea un conjunto transitivo.
(2) Encontrar conjuntos a, b y ¢ tales que {{{{0}}},a,b, ¢} sea un conjunto transitivo.
(3) Hallar un conjunto transitivo a tal que 01 C a y un conjunto transitivo b tal que
01 € b.

Ejercicio 43. Dar ejemplos de

(1) un conjunto transitivo que no sea ordinal,
(2) un conjunto bien ordenado por la relacin de pertenencia que no sea ordinal.
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Ejercicio 44. Sea a un conjunto. Demostrar que:
(1) a transitivo = aU{a},Ua y P(a) transitivos.
(2) P(a) transitivo = a transitivo.
(3) U(aU{a}) transitivo = a transitivo.

Ejercicio 45. Dar un conjunto a de ordinales tal que a no es un ordinal y para todo
aca, a+1e€a.

Ejercicio 46. Sean a y b conjuntos de ordinales tales que para todo o € a existe 3 € b
tal que o < 3. Probar que Ua € Ub o0 Ua = Ub.

Ejercicio 47. Demostrar que el ordinal de un conjunto bien ordenado que no tiene ele-
mento maximal es un ordinal limite. Es cierto el reciproco?

Ejercicio 48.
(1) Sea o € Ord. Qu ordinal es sup(«)?
(2) Probar que la unin de un conjunto no vacio de ordinales limites es un ordinal
limite. Es cierto el reciproco?

Ejercicio 49. Sea r la relacin sobre 2 x w dada por:

a<b

a=bAn<m

Probar que el tipo de orden de 2 X wr es el primer ordinal limite mayor que w.

anrbm <+— {

Ejercicio 50. Sea a un conjunto inductivo. Probar que:
(1) P(a) y {b € a: b transitivo} son inductivos.
(2) {b€a: b transitivo A b ¢ b} es inductivo.
(3) {b € a: btransitivo A todo ¢ C b no vacio tiene elemento €-minimal} es transitivo.
(4) {bea: b=0V existe c tal que b= cU {c}} es inductivo.

Ejercicio 51. Demostrar que un ordinal es limite si y slo si es un conjunto inductivo. Dar
un ejemplo de un conjunto inductivo que no sea ordinal.

Ejercicio 52.
(1) Sean «, 3 € Ord con 3 # 0. Probar que
a+ B limite <= [ limite

robar que todo ordinal se puede expresar de la forma a+n donden € w y a =
2) Probar que todo ordinal se puede exp de la f dond v 0
o es un ordenal Iimite. Ms an probar que esta representacin es nica.

Ejercicio 53. Calcular los siguientes ordinales (desarrollndolos en potencias de w).
(1) 24w. (2)(w+l)4+w. (3)2 w.
4) (wW-342)+(w+1). (G)w+wW+1). (6) W 4+w-2+2)+w+1).
(7) (W +w’ +w? 2+4+w-10+3) + (W +w?-2+2).



Ejercicio 54. Determinar una permutacin de los ordenales

(1) 1, 2, w tal que su suma sea
(1.1) w. (1.2)w+1. (1.3)w+2. (1.4)w+3.

(2) w, w41, w-2+1 tal que su suma sea
(2.1) w-4. (22)w-+1.

(3) w, w-2+1, w-3, w-5, w? tal que su suma sea
(3.1) w*4+w-5 (32 w4+w-10+1. (33)w?+w-5+1.
(34) W+w-11+1. (35)w?+w-9. (36)w?+w-11.

Ejercicio 55. Calcular todas las sumas posibles de los siguientes ordinales (incluyendo
en cada caso todos los sumandos)

(1) 1, 2, 4, 5, w (Hay 13 sumas distintas).

(2) w+2, w-2+1 (Hay 2 sumas distintas).

(3) w+2, w-2+1, w-4 (Hay 3 sumas distintas).

(4) w+2, w-2+1, w-4, w? (Hay 13 sumas distintas).

Ejercicio 56. Dar ejemplo de ordinales oo < (3 tales que:
(1) a+ B < f+a.
(2) b+a<a+p.

Ejercicio 57. Probar que:
(1) Vn e w — {0} (v +w) -n =w? n+w).
(2) (W +w) w=w
(3) Sean o < 3. Entonces
(3.1) w® + wP = WP,
(3.2) Vn,mew—{0} (w* n+wl -m=w’ -m).

Ejercicio 58. Seankcw,0<n; cwi=0,...,ky~y >y >---> . Probar que:
(1) Si0 < n € w, entonces

(w'yo.no_f_..._f_w'yk.nk>.n:w70.n0.n+w'yl.nl_i_..._i_w'yk.nk
(2) (w’VO.no_i_..._i_w'}’k.nk).w:w’YO‘Fl.

(3) (W ng+ - +wk - ng) w? =wrOt7,

Ejercicio 59. Calcular (desarrollndolos en potencias de w) los siguientes ordinales:
(1) (w+1)2% 2 (w+1) (W*+1). (3) (W*+1) (w+1).
(4) (W +w)’. () (W +w)3.  (6)4°Th
(7) 4934 (8) (w+3)¥.  (9) (w? +w)*.

Ejercicio 60. Determinar todos los ordinales « tales que w < a < w? y 3 8 (8% = «).
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Ejercicio 61. Encontrar el menor
(1) «a tal que w4+ a = a.
(2) a>wtalqueV B < a (B4 a=a).
(3) a>0 tal que w-a = a.
(4) a>wtalqueV < a (B -a=aq).
(5) a tal que w® = a.
(6) a<wtalqueV B (1< f<a — [%=a).

Ejercicio 62. Demostrar que:
(1) No existe ningn ordinal « tal que o +w = a + 1.
(2) Paracada o, a+1+a=1+a«a-2.

Ejercicio 63.
(1) En cada caso determinar el ordinal a + 3 +
(1.1) {o, 8,7} = {1,2,w}.
(1.2) {a, 3,7} = {w,w + 5,w?}.
(1.3) {a, 8,7} ={1,w,w - 2}.
(2) Encontrar tres ordinales «, 3, tales que el nmero de sumas distintas de todas sus
permutaciones sea:
(2.1) 1. (22)3. (2.3)5.
(3) Determinar todos los ordinales « - 3 - v donde {«a, 3,7} = {3, w,w - 2}.
(4) Hallar tres ordinales tales que al formar los productos de todas sus permutaciones
se obtengan 3! = 6 valores distintos.

Ejercicio 64. Demostrar que dados tres ordinales cualesquiera «, 3,7 el nmero de sumas
distintas de todas sus permutaciones es menor que 3! = 6.

Ejercicio 65. En cada caso, dados o y [3, hallar el cociente (v) y el resto (p).
(1) w+4, w. (2Qw-3+2, w+1l. (B)w¥ w. “)w?+w-5+3, w?+1.
(5) W’ +w+w-3+2, W5 (6) W5, W +wtw-3+2.

Ejercicio 66. Encontrar A C Q tal que A<q sea isomorfo a o donde:
(1) a=w+1l. (2a=w-2. (3)a=w-3.
(4) a=w? (5)a=wd (6) a=co.

Ejercicio 67. Determinar cales de las funciones F; : Ord — Ord siguientes son cre-
cientes y continuas.

(1) Fila)=a+1. (2) Fy(a)=a% (3) F3(a)=a-2. (4) Fy(a) =w* +w.

) Fte) = { © Fa() ={ &

leY sio < w sl «v no es limite

w sia>w si o es Iimite

Ejercicio 68. Sea F : Ord — Ord una funcin normal. Probar que F' la funcin derivada
de F es normal. Donde F' : Ord — Ord est definida por

F'(a) =inf({~: = es un punto limite de F' y ¥V 8 < o (F'(8) #7)})



Ejercicio 69. Se dice que un ordinal « es aditivamente indescomponible (a.i.) si o no
se puede poner como suma de dos ordinales estrictamente menores que «. Demostrar que
son equivalentes:

(1) « es a.i.

(2) Para todo f < o, 4+ a = «.

(3) « es una potencia de w. Esto es, existe v tal que a = w7.

Ejercicio 70.

(1) Para cada «, hallar el menor rodinal a.i. estrictamente mayor que c.

(2) Demostrar que si « > 0 es a.i. entoncesV fVy<a (y+fB+a=0+a)

(3) Demostrar que el supremo de un conjunto no vacio de ordinales a.i. es un ordinal
a.i.

(4) Demostrar que todo ordinal o > 0 existen unos nicosn € w—{0}, a; (i =1,...,n)
tales que:

(1) a=a;+ -+ ay,.

(2) Para cadail <i<mn q; es a.i.

(3) a1 > g > > .

Ejercicio 71. Sea A < una clase bien ordenada. Una funcin inyectiva FF : Ax A — A
diremos que es momtona sobra A si:

a<a — Vbe A (F(a,b) < F(d,b))
b<t — VacA (F(ab) < F(a,b))

(1) Sea f:w X w — w la aplicacin definida por:
fn,m) = ("5 +n
Probar que:
(1.1) f es biyectiva.
(1.2) f es montona sobre w.

(2) Probar que no existe ninguna aplicacin montona sobre w - 2.

(3) Definir una aplicacin montona sobre w?. (Usar la aplicacin del apartado (1)).

(4) Sea F' una funcin montona sobre Ord. Diremos que 7 es un punto critico para F
siVa,B <v (F(a,3) < 7). Probar que si vy es un punto critico para F, entonces
existe p tal que v = w’.

(5) Probar que existe una funcin montona sobre Ord tal que todo ordinal de la forma
wP es un punto critico.

Ejercicio 72. Sea a un conjunto finito.
(1) Sea f:a — a. Probar que: f inyectiva <= f suprayectiva.
(2) Para todo conjunto b, b <a V a <b.
(3) Para toda funcin F, Fla] < a.
(4) Si b es infinito y f : b — a, existe ¢ € a tal que f~1(c) es infinito.
(5) Si ar es un orden lineal, entonces r bien ordena a a.



Ejercicio 73. Sean ar y bs conjuntos linealmente ordenados. Probar que: si a y b son
finitos, entonces ar = bs <= a~b

Ejercicio 74. Sea ar un orden lineal.
(1) Probar que todo conjunto de subconjuntos finitos de a tiene una funcin de eleccin.
(2) Sea (a, : n € w) una sucesin de subconjuntos finitos de a. Probar que |, . a, es
numerable.

ncw

Ejercicio 75. Sean a y b conjuntos. Probar que:
(1) a numerable y b finito = a U b numerable.
(2) a D-infinito y b numerable =— aUb~ a.
(3) a C b, a infinito y b numerable = a numerable.
(4) aUb numerable = a numerable V b numerable.

Ejercicio 76. Demostrar que las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) a es D-infinito.
(2) Vb (a~aU{b}).
(3) Vb (a~a—{b}).

Ejercicio 77. Demostrar que para cada conjunto a las condiciones siguientes son equiv-
alentes:

(1) a es D-finito.

2)Vb(a~b — a—b~b—a).

Ejercicio 78. Sea a un conjunto infinito y D-finito. Para cada n € w sea I(n,a) el
conjunto de las aplicaciones inyectivas de n en a. Probar que:

(1) Uneo, I(n,a) es un conjunto infinito y D-finito.

(2) Para cada b C w tal que b # {0}, U,,c, 1(n,a) es infinito y D-finito.

(3) SibCcCw,entonces |, I(n,0) < U,c.I(n,a).

Ejercicio 79 (AC). Probar que si {(a,, : n € w) es una sucesin creciente de conjuntos y b
es un conjunto tal que:

(1) bC U,ew n-
(2) Para todo c¢ C b infinito existe n € w tal que ¢ N a,, es infinito,
entonces existe m € w tal que b C a,,.

Ejercicio 80. Sea a un conjunto numerable. Probar que:
(1) p una particin dea = 3bV¥ c € p (cNb es unitario).
(2) 3 p (p particin de a N Y x € p (x numerable)).
Es cierto el reciproco? Y en ZFC?

Ejercicio 81. Demostrar que las aplicaciones F,G : w X w — w definidas por:
Fn,m)=2"-(2-n+1)—1
G(n,m)=2-((n+m)*+3-n+m)
son biyectivas.



Ejercicio 82.
(1) Sea f:w X w — w la aplicacin definida por:
fnym) = ("0 +n
Probar que f es biyectiva.
(2) Probar que existen aplicaciones suprayectivas g, h : w — w tales que:
(2.1) F(g(n), h(n)) = n.
(2.2) g(n), h(n) < n.
(3) Sea w<¥ =|J{w™: n € w}. Definimos por recursin F : w — w<¥

F(0) = id,,
F(n+1):w"" — w es la aplicacin definida por

e

Probar que para todo n > 0 F(n) es una aplicacin biyectiva de w™*! en w.

(4) Definimos F’ : w"t! x w™t! — W™+l como sigue. Si g, h € w™*!, entonces
F'(g,h) es la aplicacin de n + 1 en w definida por F'(g,h)(m) = f(g(m), h(m)).
Probar que F' es biyectiva.

(5) Definimos F* : w* xw* — w® como sigue. Sean g,h € w*, F*(g, h) es la aplicacin
de w en w definida por:

(g, h)(m) = f(g(m), h(m))
Probar que F™* es biyectiva.
(6) Definimos G : w<¥ — {0} — w como sigue. Sea g € w<* — {0}. Entonces para
algnn € w (g € W)

G(g) = f(n, F(n)(g))

Probar que G es biyectiva.
(7) Sea G’ : w<¥ — w la aplicacin definida por:

G,(g):{o sig=10

G(g)+1 sig# 0
Probar que G’ es biyectiva.
(8) Definimos F" : w¥ — (w*)“ como sigue. Sea g € w*, F"(g) : w — w* tal que
para cadan € w, F"(g)(n) es la aplicacin de w en w definida por:

F(g)(n)(m) = g(f(n,m))

Probar que F" es biyectiva.

Ejercicio 83.
(1) Sean b C a y ¢ un conjunto con aNec =§. Sean g : w — cy h:w — b
aplicaciones biyectivas. Definir una aplicacin biyectiva f : aUc — a.
(2) Seann € wy g:n — b, h:w — a aplicaciones biyectivas. Definir una aplicacin
biyectiva f : a — a Ub.
(3) a~w A (cfinitoVec~w) = a~aUc



Ejercicio 84. Probar que:
(1) Existe una aplicacin H : (w¥)* — w* tal que para todo h € (w*)“ y todom € w,
{n: H(h)(n) = h(m)(n)} es finito.
(2) {f: f:w— w creciente} ~ 2“.
(3) (AC)Vnew(a, ~w) = |JH{an: n€w}~w. Donde se usa el axioma de
eleccin?

Ejercicio 85. Sean f,g : R — R tales que la aplicacin h : R — R? definida por
h(x) = f(z)g(z) es biyectiva. Probar que la aplicacin b’ : R — R? definida por:

W(z) = f(x)h(f(2)g(x)

es biyectiva.

Ejercicio 86.
(1) Probar que existe f : R — P(R) tal que:
(1.1) r#s = f(r)n f(s)=10.
(1.2) f(r) ~R.
(1.3) U{f(r): r € R} =R,
(2) Probar que {x : x es una recta de R*} ~ R2.
(3) a~R = aU{b}~R.
(4) Sea r una recta de R2. Probar que se tiene uno y slo uno de los siguientes casos

rNQ%2=0;rNQ?~ w; rNQ? es unitario

Ejercicio 87. Probar que para todo r € R con r > 0 la aplicacin f : [0,1] — [0, 2]
definida por

x+r 2_p?
f(z) =230 =

es biyectiva.

Ejercicio 88.
(1) Probar que si x es un conjunto infinito de intervalos abiertos de R disjuntos dos
a dos, entonces xr ~ w.
(2) Probar que no existe una aplicacin f : w; — R creciente.

Ejercicio 89. Sean ACR y f: A— R creciente.
(1) Sea a € A. Probar que si f no es continua por la derecha en a, entonces

3¢eQ (fla) <gAVzeA(a<z—q< f(z)))
(2) Sea h : w — Q biyectiva, notaremos h(n) = q,, asi Q = {g, : n € w}. Sea
Ag={a € A: f no es continua por la derecha en a}
Probar que la aplicacin
acAy — inffnew: fla)<g. ANVzeA(a<z—q, < f(x))})

es inyectiva.
(3) Probar que {a € A: f no es continua en a} < w
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Ejercicio 90. Sea f : R — R. Diremos que a € R es un mximo para f si existe un
intervalo abierto I de R tal que:

aclINVzel (a#z— f(r)< fla))

Probar que {a € R: a es un mximo para f} < w.

Ejercicio 91.

(1) Probar que no existen aplicaciones f : R?> — R biyectivas y continuas.
(2) Sea f: R — R la aplicacin peridica de periodo 2 dada por

Sio<z<l1
0 S'nggé
_ .1 2
fx) = 3z —1 sizg<x<g3
1 siz2<z<1

Si—-1<x<0 f(z)=f(—x).

Sean hy, hs : R — R las aplicaciones definidas por:

Z 32(n l)t)

Zzinf 32n lt

n=1

8

probar que:
(2.1) f, hi y hy son continuas.
(2.2) La aplicacin g : [0,1] — [0, 1] definida por
9(x) = ha(2)ha(x)
es continua y suprayectiva.
(Sugerencia) Si z,y € [0, 1] poner

x:7+?+2—3+... y:?+2—2+2—3+
2 2 2ap,— 2
con a; € {0,1}. Tomart:%—k%—k--- a;k 1+3Iff1+.... Probar

que ap = f(3kt) y obtener de aqui que g(t) = xy.

Ejercicio 92 (AC). Sea {A, : n € w} una particin de R. Probar que existe n € w tal
que |A,| = |R/.

Ejercicio 93. Consideremos sobre R la relacin de equivalencia ~q definida por
r~qs <<= r—secQ
Calcular:
(1) [R/ ~q |-
(2) Paracadar € R, [{s€R: s~qr}|
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Ejercicio 94. Sea A C [0, 1]. Demostrar que:
(1) Si para cada a € A, a < 1, el conjunto {b € A: b < a} es numerable, entonces A
es numerable.
(2) Si A con su orden natural est bien ordenado, entonces A es numerable.

Ejercicio 95. Sea D C R? numerable. Demostrar que existe una particin, D = AU B
ANB =1, de D tal que cada recta paralela al eje de abcisas tiene a lo ms una cantidad
finita de puntos en comn con A y cada recta paralela al eje de ordenadas tiene a lo ms una
cantidad finita de puntos en comn con B.

Ejercicio 96. Demostrar que los conjuntos siguientes son equivalentes a R (o a 2* o a
w®).
)(1) {f e w¥: f inyectiva}.

(2) {f € w”: f biyectiva}.

(3) {fe3?: Vnew(f(n) # fln+1))}

(4) {P : P es una particin de w}.

(5) {few : Vnew (ftn)~wl.

6) {f: f:w— QAlim,_ f(n) =0}.

Ejercicio 97. Sea A C P(w) tal que para todoa Cw (w—a € A oa € A, pero no ambos).
Probar que A ~ P(w).

Ejercicio 98. Demostrar que existe una familia (A, : & < wi) de subconjuntos de R tal
que

(1) a#ad = AsNAy =0.

(2) R=U,<o, Aa-
ie. {Ay: a <wi} es una particin de R. Prueba esto que 1 < 207

Ejercicio 99. Sean f:a — d' y g : b — b’ aplicaciones biyectivas.
(1) Supongamos que aNb=a'Nb = (. Definir h : aUb — a’ Ub" biyectiva.
(2) Definir aplicaciones biyectivas hy :a x b — a’ x b y hy : a® — (a/)?'.
Ejercicio 100.
(1) Supongamos que b N ¢ = (). Definir una aplicacin biyectiva h : a(®“¢) — q
(2) Definir una aplicacin biyectiva h : (a X b)¢ — a® X b°.
(3) Definir una aplicacin biyectiva h : (a®)®

b x ac.
— qlbxo),
Ejercicio 101. Sean F, G, H funciones y a un conjunto tal que:
(1) z,zycanz#y = Fx)NF(y)=Gx)NG(y)=0.
(2) xr€a = H(z):F(x) — G(z) biyectiva.
Definir una aplicacin g : |J F[a] — |J G|[a] biyectiva.

Ejercicio 102. Probar que: a—b~b—a = a ~b. Es cierto el reciproco?
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Ejercicio 103.
(1) Seana’ Ca, ¥ Cby f:a— b, g:b— d aplicaciones biyectivas. Definir
h : a — b biyectiva.
(2) Seanb T ay f:b— bUc biyectiva. Definir g : a — a U ¢ biyectiva.
(3) Sean f1:a — bV Cb, fo:b— Ccy f3:c— a Ca aplicaciones biyectivas.
Definir aplicaciones biyectivas g: a — cy h:a — b.
(4) SeancC a,bC dyg:cUd— c biyectiva. Definir f : a Ub — a biyectiva.

Ejercicio 104. SeanbCcCa, b Cad' y f:a— d', g:b— b aplicaciones biyectivas.
(1) Sea F : P(b) — P(b) definida por F(z) = g~ [t/ — flc — z]]. Probar que
rCs = F(r)CF(s)
(2) Sea G : P(x) — P(x) tal que s Cr — G(s) C G(r). Probar que
drePlx) (G(r)=r)

(3) Sea z C b tal que F(z) = z. Probar que:

(3.1) glz] N fle — 2] = 0.

(3.2) b C glz] U fle— z].

_ f(zx) sirc€a—=z
Definimos h : a — a’ por: h(zx) = _ Probar que:
g(x) siz €z

(3.3) hyc es inyectiva.

(3.4) b C hlc].
(4) Probar que existe ¢’ tal quet/ C ¢ Ca' yc~ (.

Ejercicio 105. Sea (a; : i € I) una familia de conjuntos. Probar que:
(1) xierad ~ (Xiera;)’.
(2) Xicrb® ~ p(U iy xas: iel})
(3) Sea {b; : j € J} una particin de I. Entonces

XierQg ~ XjeJ(Xiijai)
Ejercicio 106. a ~c, b~d, anc=0, bnd=0, aUc~bUd = a~b.

Ejercicio 107. Sean f :a — b y g : b — a inyectivas. Probar que existen ai,as C a y
b1,bo C b tales que:

(1) a1, as es una particin de a.

(2) by, be es una particin de b.

(3) flai] = b1 y glba] = ao.

Ejercicio 108. Sea a un conjunto tal que para cadab € a existe ¢ € a que no es equivalente
a ningn subconjunto de b. Probar que | Ja no es equivalente a ningn elemento de a ni a
ningn subconjunto de ningn elemento de a.

Ejercicio 109. Sean a y b conjuntos no vacios. Consideremos los enunciados siguientes:
(a) existe una aplicacin inyectiva de a en b, a < b.
(b) existe una aplicacin sobreyectiva de a en b, a <* b.

Cul es la relacin entre (a) y (b)? si b es bien ordenable?.
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Ejercicio 110.
(1) Hallar cf(w - 3), cf(w?), cf (w*)*).
(2) Demostrar que si y < wy, entonces vy es un ordinal limite si y slo si c¢f(y) = w.
(3) Dar ejemplos de ordinales singulares « tales que |a| =1 y c¢f(a) = wy.
(4) Dar ejemplos de ordinales singulares « tales que |o| =1 y c¢f (o) = w.

Ejercicio 111. Demostrar que si v es una cardinal Iimite no numerable, entonces existe
una cf(7y)-sucesin (o : a < ¢f()) de cardinales tal que

v =sup({a: a<cf(y)})

Ejercicio 112. Probar que para cada ordinal o
(1) existe un cardinal singular k > c.
(2) existe un cardinal k > « tal que cf (k) = w.

Ejercicio 113.
(1) Sea P una particin de un conjunto A. Demostrar que:

P(P) = P(A), P=P(A), PrP(A)
(2) Sea A un conjunto numerable. Probar que el conjunto de las particiones de A es

equivalente a P(w).
(3) Probar que: si existe f : w, — a suprayectiva, entonces a = w,.

Ejercicio 114 (AC). Hallar H |cv].

I<a<wi

Ejercicio 115 (AC). Comprobar que:
(1) wl =w0-21.
(2) sia <wi, al =a0-21.
(3) siaw < wa, a2 =al-21.
(4) w<20 = w0=20.
(5)21=2 AN w1 <wl) = wil=0w0.
(6) 21=2 = w0 # ws.
(7)new = 20#w-n.
) nmew = 2m#Fw-n.
) ncw = 2n#w
(10) Vnew(2n=w+n+1) = w0 <2w.

(1) a=p+1 = Y =4

(12) o limite — Z J=a.
o<
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Ejercicio 116 (AC). Probar que:
(1) B<a = |w,—wg|l=oa.
(2) Hzx Cwy: 2| <0} = a.
(3) {z Cwy : |z| =0} = 20.
(4) {x Cwy: |z| =1} =21.
(5) <20 = [{x Cwg: |z| =0} =20
(6) 2 X wg ~ wWg.
(7) o Cws : al = B} = 26.

Ejercicio 117 (AC). Probar que existe un cardinal k > 0 tal que V A < Kk (2\ < k).
Ejercicio 118 (AC). Probar que {k € In: k = k0} es una clase propia.

Ejercicio 119 (AC). Sea k un cardinal. Diremos que A C P(k) es una familia casi
disjunta sobre k si:
(a) r€ A — |z| =k.
(b) v,yc Aconx#y = |zNy|<k.
(1) Sea I = {x Cw: =z finito}. Probar que |I| = 0.
(2) Sea x C w. Definimos x* = {xNn: n € w}. Probar que:
(2.1) |z} =0 = |z*|=0.
(2.2) x4y = |z*Ny*| <0.
(3) Sea B={z*: x CwA |z| =0}. Probar que |B| = 20.
(4) Probar que existe una familia casi disjunta sobre w, A, tal que |A| = 20.
(Sugerencia) Sea f : I — w biyectiva: Tomar A = {f[b] : b€ B}.
(5) Probar que si 20 = 1, existe una una familia casi disjunta sobre 1.
(Sugerencia) Tomar I = {x C w; : sup(x) < w1 }.
(6) Probar que si k > 0y 2k = K, existe una familia casi disjunta sobre k de cardinal
2kK.

Ejercicio 120. Sea (k; : i € \) una familia creciente de cardinales distintos de 0. Probar

que:
Z K < H Kj

1EA 1EX

Ejercicio 121. Para cada cardinal a definimos el factorial de a, a!, como sigue: sea A un
conjunto de cardinal a,

al=|{f: f:A— A biyectival}|

Probar que:
(1) a! est bien definido. Esto es, no depende del conjunto A considerado.
(2) (AC) k infinito — k!=2k.
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Ejercicio 122 (AC). Probar que:
(1) H n = w0.

ncw

2) J[ a=w-20.
aEw-2

(3) H a = wp + w0.
acwtw

Ejercicio 123 (AC). Probar que:
() Vnew(a<f+n —af=20-a).
(2) Para cualesquiera a, [3, 0 si|d] < 3, entonces

a+08=af-a+d|d

Ejercicio 124 (AC). Sea v un ordinal limite y sea (0, : o < y) una -y-sucesin creciente
de ordinales tal que T = sup({0, : « < 7}). Probar que para todo (3 tal que cf(y) >

8= 0uf

a<ly

Ejercicio 125 (AC). Sea a un ordinal de la forma wP® (exponenciacin ordinal). Sea
(ks 1 § < «) una a-sucesin no decreciente de cardinales con ko > 0. Probar que:

H ks = (sup({rs : 6 < a}))lal
o<

Dar un ejemplo en el que esta igualdad falla si a es un ordinal limite que no es de la forma
B
w

Ejercicio 126 (AC). Sea B : Ord — In la funcin definida por:
0, sia=0
B(a) = < 2B(p), sia=p+1
sup({B(8): B < a}), sia eslimite
(1) Demostrar que para todo «, 3
(1.1) B(a) + B(8) = B(a) - B(3) = B(max(a, 5)).
(1.2) a < = B(a)B(f)=B(f+1).
(1.3) a+1>p = B(a+1)B(f)=B(a+1).
(1.4) Se puede dar alguna expresin “razonable” para B(a)B(8) con « Ilimite y
0 <a?
(2) Para todo «, [ determinar en ZFC 4+ GCH los valores de:
(2.1) B(a)< B(5).
(2.2) sup({B(f) : k < B(a)}).
(3) Sea F : Ord — Ord la funcin definida por: para cada o
B(a) = F(a)
Es F creciente? Continua? Y en (ZFC + GCH)?
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Ejercicio 127 (AC). Dados «, 3 y v consideremos el conjunto
F(a,B,7) ={f: f es una aplicacin Addom(f) Cws A |dom(f)| <~y Arang(f) Cwg}

(1) Calcular |F(c, 3,7)|.
(2) Calcular |F(a, 3,7)| suponiendo GCH.

Ejercicio 128. Probar que:
(1) |{r: r es un orden lineal de w}| = 20.
(2) |{r: r es un orden lineal de k}| = 2k.

Ejercicio 129 (AC). Probar que las condiciones siguientes son equivalentes.
(1) (CH). (2)10=1. (3)10 < 20.

Ejercicio 130 (AC). Suponiendo (GCH) determinar:
(1) 50.  (2)00. (3)0w. (4)12.
(5) w0. (6)97. (7)79. (8) ww-2.
(9) w-2w. (10) ww-2. (11) w? +w0. (12) R, w?

Ejercicio 131 (AC). Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) GCH.
(2) Ve, A€In (k=X < 2k =2\).
(3) Ve, A€lIn (k<A < 2k <2N).
(4) ¥ a, € Ord (« sucesor — aff = maz(a, 5+ 1)).

Ejercicio 132 (AC). Probar que las tres condiciones siguientes son equivalentes a GCH.
(1) VaeOrd (o +la=a+1).
(2) VaeOrd (a+ la < a+ 2a).
(3) VaeOrd (a+1<a+1=a+1).

Ejercicio 133. Sea a € Cn, por AC? notaremos

Vyex (yl=a) — 3 f (FE(f, )
(1) Sea x un conjunto tal que ¥V y € = (|y| = 4).
(1.1) Para caday € x, sea y* = {z Cy: z ~ 2}. Probar que |y*| = 6.
(1.2) Sea f una funcin de eleccin sobre | J{y* : y € x}. Sia € y € x sean
ne={ze€y*: f(z)=a}|, ny=sup({ny: bey}), v ={acy: nyg=ny}
Probar que: Zna =6; 2<n,<3 1<|y|<3.

acy
(1.3) Probar que la aplicacin g con dom(g) = x definida por
a sily|=1Nacy
gly) = § f&)  sily'|=2
a sily|=3Nacy—y

es una funcin de eleccin sobre x.

(2) Probar que AC?> = AC%.
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Ejercicio 134. Sea 0 < n,m € w. Probar que:
(1) y~n = yxm~n-m.
(2) AC™ — AC"™.
(3) AC* = AC2.

Ejercicio 135. Sean 0 < n € w, p € w primo tal que p|n y = un conjunto tal que para
todoy € x (y~mn).
(1) Seayexyy*={zCy: z~p}. Probar que: |y*| = (Z)
(2) Sea f una funcin de eleccin sobre | J{y* : y € x}. Sia € y € z, sean
ne={ze€y*: f(z)=all; ny=sup({ny: beyl; v ={acy: n,=ny}

Probar que:
> e = (n) ﬂ(nl(n>); L<|y[<n
p p

acy

(3) ACP = T hy, (dom(hyp) =xAVyex (0#h,,(y) Cy)).

Ejercicio 136.

(1) Con la notacin del ejercicio anterior sea b = {y' : y € x}. Para cada r € w con
1<r<mnseanb. ={y €b: y ~r}y f una funcin de eleccin sobre b,.
Consideremos la aplicacin g con dom(g) = x definida por

g(y) = fr(y) sily'|=r
Probar que g es una funcin de eleccin sobre x.

(2) Por induccin sobre n probar que:
Vp<n(pprimo — ACP) — Vm<n(AC™)

(3) ¥V p (p primo — ACP) =— Vn AC"™.

(4) Vp<n (pprimo — ACP) — Vm<2-n+1(m noprimo — AC™).
(Sugerencia) Si n < m, sea p = inf({q : ¢ primo Aglm}. Considerar
P p-

(5) AC2 A AC®? = ACS.

(6) AC2 A AC®? = ACS.

(7) AC2 A AC® = ACS.

(8) AC® — ACS.

(9) AC2 A AC® NACS = ACS,

Ejercicio 137. Consideremos las siguientes proposiciones:
(a) V3 < (x < orden lineal)
(t maximal (respecto de C))
(b)V <’ (z<’ orden parcial) —» FtCxz ¢ A
Vayet(z#y — 2L yny £ 2)
Probar que: AC <= (a) A (b).
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