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Capitulo 1

La teoria de conjunto de
Zermelo—Fraenkel

1.1 El lenguaje de la teoria de conjuntos

Ejercicio 1.— Determinar las variables libres de la férmula (Vz)[z € y —

Fy)ly = 21l.
Ejercicio 2.— Escribir las férmulas representadas por las siguientes expre-
siones:

L (Hz:p(e)} € Ufz - o(2)}
2. {z:9(x)} CV
3. V es una clase propia.

Ejercicio 3.— Demostrar que para cualquier clase A, A C V.

Ejercicio 4.— Demostrar que {z : =(3z)[x € zAz € z]} es una clase propia.

1.2 Axiomas y desarrollo elemental

Los axiomas de existencia, extensionalidad y separacién

Ejercicio 5.— Probar que para cada conjunto z, existe algin y tal que
Yy & .

Ejercicio 6.— Demostrar que el axioma del conjunto vacio es consecuencia
del axioma de separacion.



Ejercicio 7.— Demostrar que si en el axioma de separacion se permite que
la variable y ocurra libre en ¢(x), entonces (Va)[z = 0].

Ejercicio 8.— Demostrar que si A # (), entonces (| A es un conjunto.

Ejercicio 9.— Demostrar que (0 = V.

Los axiomas del par, de la unién y del conjunto poten-
cia

Ejercicio 10.— Demostrar que el axioma del par es consecuencia de los
axiomas de la unién y de las partes.

Ejercicio 11.— Se definen 0 = (), 1 = 0U {0}, 2 = 1U {1}, 3 = 2U {2},
4 =3U{3}. Probar que 0,1,2,3 y 4 son conjuntos.

Ejercicio 12.— Expresar el conjunto 4 usando sélo los simbolos {, }, 0, ..

Ejercicio 13.— Simplificar las siguientes expresiones:

1. UL
2. U{{0,1,2},{0,4,5}, {1,6}}.
3. N{{0,1,2},{0,4,5},{1,6}}.

Ejercicio 14.— Sea x = {{2,5},4,{4}}. Calcular " (Uz —4).
Ejercicio 15.— Sea = = {{{1,2},{1}},{2}}. Calcular:

Uz UUs e AN AU= UNe

Ejercicio 16.— Sea = = {{1,2},{0,2},{1,3}}. Calcular:

Uz UUs e AN AUz UNe

Ejercicio 17.— Encontrar dos conjuntos a y b tales que a # by Ja = Jb.
Ejercicio 18.— Demostrar:

1. b€ a—nNaCbC Ua.

2. a Cb— Ua C Ub.

3. (Ve€a)[ceCb] — Ua Cb.



Ejercicio 19.— Sea x = {1,2}. Calcular:
JU=  NN= (NU=)eUU=-UN=). UUz-Ne)
Ejercicio 20.— Dar un ejemplo de dos conjuntos a y b tales que

anb#0 v  ((Na)n()b)#[ \anb)

Ejercicio 21.— jEs a U (|Jb) = J{aUc: c € b}?. Sino, jqué condiciones
se necesitan para que se verifique la igualdad?.

Ejercicio 22.— Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢

alda=a aNa=a
aUb=0bUaq anNb=>bNa
aU((bUc)=(aUb)Uc an(bne)=(anb)nec

anN(aUb) =a aU(anNb)=a
anN(Uc)=(anb)U(anc) aU((dNec)=(aUb)N(aUc)
c—(anb)=(c—a)U(c=b) c—(aUb)=(c—a)N(c—0b)

Ejercicio 23.— Probar que para cualesquiera conjuntos a, by ¢

l.a—(b—c)=(a—0b)U(anc)
2. (aUb)—c=(a—c)U(b—rc)
3. (a—b)—c=a—(bUc)

Ejercicio 24.— Sean a y b dos conjuntos. Se define la diferencia simétrica

de a y b como
alAb=(a—b)U(b—a)

Probar que:

1. a/Ab es un conjunto

2. aAb=(aUb) — (anNb)

3. aAb=bAa [Conmutativa]
4. aA(bAc) = (alb)Ac [Asociatival
5. an (bAc) = (anb)A(anc) [Distributival
6. aAND =a [Elemento neutro]



7. ala =1 [Elementos simétricos|
8. aAb=cANb = a=c [Cancelativa]
9. alb=0 = a=0b

10. (aUc)A(bUc) = (alAb) — ¢

11. aUc=bUec = alAbCec

12. (Va)(Vb)(3lc)[xAc = D]

13. a, b disjuntos = aUb=al\b

14. aUb = aAbA(aNb)

Ejercicio 25.— Demostrar que (J(a Ub) = (|Ja) U (Jb).
Ejercicio 26.— Demostrar que si a y b son no vacios, entonces [)(aUb) =
(Ma)n (M)
Ejercicio 27.— Sea x # (). Demostrar:
1. {zUy:zez}=yU(Nx)
2. Hzny:zext=yn(Ux)

Ejercicio 28.— Sean a, b y ¢ conjuntos tales que aUb =aUcy aNb=aNc.
Demostrar que b = c.

Ejercicio 29.— Sea a un conjunto no vacio. Probar que las siguientes clases
son propias:

Li{z:(3ylycanzgyl}

2. {z:(Fy)(F:)ycanzeyrx &z}

Ejercicio 30.— Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢ se tiene
que:

1. a Ca.
22.aCbANbCa =— a=0.
3.aCbAbLC e — aCec

4. 0 C a.



Ejercicio 31.— Probar que para cualesquiera conjuntos a y b las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. a Chb.

2. aUb=b.
3.anNb=a.
4. a—b=10.

Ejercicio 32.— Sean a y b subconjuntos de un conjunto c¢. Se llama com-
plementario de a en ¢ al conjunto ¢ — a y se representa por a’.

1. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) a Cb.
(b) ¥ Cd.
(c) an¥ = 0.

2. (aUb) =dNV.
3. (anb) =d UV.
4. (a—=b) =buUd.
Ejercicio 33.— Sea a un conjunto. Se definen las clases:
a*={b—c:bc€a}
a” ={bUc:bcea}

@]
a"={bNc:bcea}
a® = {bAc:b,c€a}

1. Demostrar que a*, a*, a” y a® son conjuntos.
2. Determinar cuales de las siguientes relaciones son validas:
A
ot C(@), (@) ga, «®C(@), (@), d"C(a)
Ejercicio 34.— Calcular:

1. P(0), P(P(0)), P(P(P(0))).
2. P(1), P(P(1)).



3. P(2), P(P(2)).
4. NUPE) -2).
5. ({P(1),P(P(1)),P(P(P(1)))}

Ejercicio 35.— Sea z = {1,{1}}. Calcular Jz, P(z), P(Ux), UP(x).
Ejercicio 36.— Encontrar dos conjuntos a y b tales que a € by P(a) € P(b).
Ejercicio 37.— Demostrar que | JP(a) C a

Ejercicio 38.— Demostrar que a € P(|Ja). ;Cudndo se da la igualdad?.
Ejercicio 39.— Demostrar que si a € b, entonces P(a) € P(P(Ub)).
Ejercicio 40.— Demostrar que 2 € P(P(P(a))), para cualquier conjunto a.
Ejercicio 41.— Demostrar que P(a) = P(b)) = a=0b.

Ejercicio 42.— Demostrar que si a # (), entonces P((a) = ({P(c): c €
a}.

Ejercicio 43.— Demostrar que (J{P(c) : ¢ € a} € P(Ua). ;Cuédndo se da
la igualdad?

Ejercicio 44.— Demostrar que no existe ningun conjunto a tal que P(a) C
a.

Ejercicio 45.— Sean a y b conjuntos. Demostrar que las siguientes clases
son conjuntos:

—_

A{{c}}rec€eaud}

AaUc:ceb}

. AP(c):c€a}

{cUd:ceandeb}

B~ W N

Ejercicio 46.— Demostrar, sin usar el axioma del par, que si a es un con-
junto, entonces {a} también lo es.

Par ordenado y conjunto cartesiano

Ejercicio 47.— Calcular (0,1) N (1,0).
Ejercicio 48.— Hallar ([ ({{a,b)}.

Ejercicio 49.— Sean a y b conjuntos. Probar que:



1. NNfa.b) = a.

2. a4b = N(Uab) —N{a,b) = b

3. (NU(a, b)) u(UU(a,b) = UMN(a, b)) =b.

4 (NU(a, b)) U (UU(a,b) = MNU(a, b)) = aUb.

Ejercicio 50.— Determinar cuéles de las siguientes propuestas pueden servir

como definicién de par ordenado (es decir, para cudles se verifica (a,b), =
(c,d); »a=cNb=d)

1.
2.

d.
6.

Ejercicio 51.— Demostrar que {z : (3z)(3y)[z = (z,y)]} es una clase
propia.
Ejercicio 52.— Probar que {{0}} es un par ordenado.

Ejercicio 53.— Comprobar que la siguiente definiciéon de terna ordenada es

incorrecta:
(v,y,2)" = {{z}. {z, y} {z,y, 2}}

es decir, dar un ejemplo en el que (x,y, z) = (u,v,w)’, pero z #uVy
)
vV 2z #w.

Ejercicio 54.— Hallar a, b, ¢ tales que ((a,b),c) # (a, (b, c))
Ejercicio 55.— Demostrar:
l.ax (bUc)=(axb)U(axc)
2.ax(b—c)=(axb)—(axc)

3.ax(bne)=(axb)N(axc)

Ejercicio 56.— Dar ejemplos de conjuntos tales que



l.axb#bxa
2. ax(bxc)# (axb)xec
3.aU(bxc)# (aUb) x (aUc)

4. a® = a x a?

Ejercicio 57.— Sea a # (). Probar que las condiciones siguientes son equiv-
alentes:

1. bCec.
2. axbCaxc.

3. bxaCexa.

Ejercicio 58.— Demostrar que si 22 = y2, entonces z = y.
Ejercicio 59.— Demostrar que si z X y = x X 2 y = # (), entonces y = z.
Ejercicio 60.— Hallar un conjunto z tal que 2? = x.

Ejercicio 61.— Demostrar que si z e y son conjuntos, entonces {{z} X y :
z € x} es un conjunto.

Relaciones

Ejercicio 62.— Demostrar que si z es un conjunto, entonces {r : r es una relacién en x}
es un conjunto.

Ejercicio 63.— Escribir todas las relaciones en el conjunto 1.

Ejercicio 64.— Probar que:

1. (aUb) ' =atub?
2. (anb)t=atnb!

3. (a=b)yt=at-0p"!

Ejercicio 65.— Demostrar que si x e y son conjuntos, entonces x | y también
lo es.

Loyl

Ejercicio 66.— Probar que (ros)™! = s~
Ejercicio 67.— Sea r = {(0, 1), (0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}. Calcular

ror, v [ {1}, v~ {1}, r[{1}], r lf{l}]
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Ejercicio 68.— Calcular todos los pares ordenados de P(2).
Ejercicio 69.— Calcular P(2)"!' o (P(2) | 1)

Ejercicio 70.— Demostrar:

1. r [z =rnN(zx rango(r))

2.rf(Uce)=(rTbU(rlc

Aplicaciones

Ejercicio 71.— Demostrar:
1. flz,v° flz] vy f'[z] son conjuntos.
2. 81 fey®yge€ zY entonces go f € 2*.

Ejercicio 72.— Demostrar que A = {f : f es una aplicacién} es una clase
propia.

Ejercicio 73.— Demostrar que si z es un conjunto, entonces A = {dom(f) :
f € x} es un conjunto.

Ejercicio 74.— Sea f = {(0,2), (1,0)}.

1. Demostrar que f es una aplicacion.
2. Caleular £(0), f[0], f[1], /74 f 11y UUS

Ejercicio 75.— Sean a y b conjuntos y F' una funcién. Probar que:

1. F'Uad = U{F ] :ce€a}.
2.a#0 = F'na={F"]:cea}.
3. F7lla—0b] = F'a] — F7'[b).

Ejercicio 76.— Determinar los siguientes conjuntos: 22, 2, 2°, 09, 0.

Relaciones de equivalencia
Ejercicio 77.— Demostrar:
1. x es simétrico si, y sélo si, 7! C x

10



2. x es transitivo si, y sélo si, rox C x

Ejercicio 78.— Construir todas las relaciones de equivalencia sobre el con-
junto 3.
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Capitulo 2

Buenos ordenes. Ordinales

2.1 Clases bien ordenadas

Ejercicio 79.— Determinar si las siguientes relaciones son 6rdenes parciales,
6rdenes totales o buenos 6rdenes en A.

1. A=w, zRy<—z<uy.
2. A=7Z, zRy<— x<uy.
3. A=w, xRy« (v divide ay) Az #y.

A=0, R=0.
5. A=w, R=0.

A=2% fRg < (3necw)f(n) <g(n)Am <n)f(m)=g(m)]].
Ejercicio 80.— Sean A y B conjuntos y

Fn(A,B) ={f: (f es una funcién ) A dom(f) C A Arang(f) C B}

1. Demostrar que F'n(A, B) es un conjunto.

2. (Es C un orden parcial en Fn(A, B)?, jes total?, jes buen orden?.

Ejercicio 81.— En el conjunto P(w) definimos la relacién R por:
a<dbe (Inew)nNa=nNbAn€ann¢b

¢Es R un orden parcial en P(w)?, jes total?, jes buen orden?.

12



Ejercicio 82.— Sea < el orden usual de w. Para cada n € w, sea f(n) el
numero de divisores primos de n. Sea R la relacion definida en w por:

mhin < f(m) < f(n) Vv (f(m) = f(n) Am <n)

1. Representar la relacién R.
2. (Es R un orden parcial en w?, jes total?, jes buen orden?.

3. Demostrar que (w, <) 2 (w, R).
Ejercicio 83.— Sea A un conjunto y R C A x A. Demostrar o refutar:

1. Si R es un orden parcial en A, entonces R~! es un orden parcial en A.
2. Si R es un orden total en A, entonces R~! es un orden total en A.

3. Si R es un buen orden en A, entonces R~! es un buen orden en A.

Ejercicio 84.— Sea A un conjunto, R C A x Ay B C A. Demostrar o
refutar:

1. Si R es un orden parcial en A, entonces RN (B x B) es un orden
parcial en B.

2. Si R es un orden total en A, entonces RN (B x B) es un orden total
en B.

3. Si R es un buen orden en A, entonces RN (B x B) es un buen orden
en B.

Ejercicio 85.— Sean A y B conjuntos, S C B x B, F': A — B inyectiva y
S la relacién definida en A por: xRy < F(x)SF(y). Demostrar o refutar:

1. Si S es un orden parcial en B, entonces R es un orden parcial en A
2. Si S es un orden total en B, entonces R es un orden total en A

3. Si S es un buen orden en B, entonces R es un buen orden en A

Ejercicio 86.— Sean (A, R) y (B, S) dos conjuntos parcialmente ordenados
y supongamos que ANB=0. SeaT=RUSU (A X B).

1. Demostrar que T es un orden parcial en AU B.
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2. Si Ry S son totales, jes T total?.

3. Si Ry S son buenos 6rdenes, jes 7" un buen orden?.

Ejercicio 87.— Sean (A, R) y (B, S) dos conjuntos parcialmente ordenados
y T la relacién sobre A x B definida por: (a,b)T(a’,b") < (aRd") V (a =
a N bSY).

1. Demostrar que T es un orden parcial en A x B.

2. Si Ry S son totales, jes T total?.

3. Si Ry S son buenos 6rdenes, jes 7" un buen orden?.

Ejercicio 88.— Sean (A, R), (B, S) conjuntos totalmente ordenados y F':
A — B. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es un homomorfismo (i.e. (Vx,y € A)[zRy — F(x)SF(y)])
2. F es creciente (i.e. (Vz,y € A)[xRy < F(x)SF(y)])

3. F es una inmersion (i.e. F' es inyectiva y creciente).

Ejercicio 89.— Sean (A, R), (B,S) conjuntos parcialmente ordenados y
F : A — B. Demostrar o refutar:

1. Si F' es un homomorfismo, entonces F' es inyectiva.

2. Si F' es un homomorfismo, entonces F' es creciente.

Ejercicio 90.— Sea (z, <) un conjunto parcialmente ordenado. Probar que
existe un y C P(z) tal que (z,<) = (y,C).

Ejercicio 91.— Sea (x, <) un conjunto totalmente ordenado y A = {s C
x : s segmento de x}. Probar que:

1. s, € A — sCsVs Cas.
2.abexha#b = (Is€AlaesNbgs)V(agsnbes)
3.0aCA = UacA.

4. aCA = zNn(Na)e€ A

14



Ejercicio 92.— Sea B C P(A) tal que:

(Vs,s' € B)[s C ' Vs C s
Ve,ye A)fr #y — (FseB)[(zesAhy¢s)V(xrgshy € s)

1. Probar que existe una tnica relacién de orden total, <, sobre A tal
que:
(Vs € B)[s es un segmento de (A, <)]

2. Si ademaés se verifican:

(a) CCB—UCER
(b)) CCB—AN(NC) € B

Probar que, si < es la relacién de orden total sobre A considerada en
el apartado (1), entonces

A = {s: s es un segmento de (4, <)}

3. Buscar ejemplos que prueben que las condiciones (2.a) y (2.b) son
necesarias para la igualdad anterior.

Ejercicio 93.— Para cada una de las siguientes condiciones, buscar un
conjunto totalmente ordenado (A, <) que la verifique.

1. A tiene un segmento inicial B tal que A # B y B no es una seccién
inicial de A.

2. Existe una F': A — B creciente tal que F(z) < x para algun x € A.
3. Existe un x € A tal que (A, <) = (A4,,<).
4. Existe un F': (A, <) = (A, <) tal que F # I4.

Ejercicio 94.— Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado. ;Es vélida la
siguiente condicién?:

(Ve,y € A)[A, = A, -z =1y

Ejercicio 95.— Sea (A, <) una clase bien ordenada y B C A. Demostrar

que
A= BV (Jwe AB = A

Ejercicio 96.— Demostrar:

1. Si a X a es un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.

2. Si P(a) es un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.
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2.2 Numeros ordinales

La clase de los niumeros ordinales
Conjuntos transitivos

Ejercicio 97.— Dar conjuntos a, b, ¢, d, e tales que {{1}},a,b} y {{{1}}},¢,d, e}
sean conjuntos transitivos.

Ejercicio 98.— Dado a = (0, 1), hallar un conjunto transitivo b; tal que
a C by y un conjunto transitivo by tal que b € bs.

Ejercicio 99.— Sea a un conjunto. Demostrar que las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. a es transitivo.
2. Ja Ca.
3. a CP(a).

4. Uat =a.
Ejercicio 100.— Sea a un conjunto.

1. Demostrar que si a es transitivo, entonces | Ja también lo es.
2. ;Es cierto el reciproco?.
3. Demostrar que si a es transitivo, entonces P(a) también lo es.

4. ;Es cierto el reciproco?.

La clase de los niimeros ordinales

Ejercicio 101.— Dar ejemplos de:

1. conjuntos transitivos que no sean ordinales.

2. conjuntos bien ordenados por la relacién de pertenencia que no sean
ordinales.

Ejercicio 102.— Demostrar que si a es un conjunto, entonces son equiva-
lentes:
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1. a es un ordinal.

2. €,esunbuenordenenay (Ve €a)lx ={y€a:ye x}.

3. Existe un buen orden R en a tal que (Vz € a)[z = {y € a : yRx}].

4. Co={{z,y) €a’: 2 Cy}esunbuen orden en ay (Vr € a)lr = {y €
a:y Cx}l.

Ordenacién de los ordinales

Ejercicio 103.— Demostrar que si o < 3, entonces a™ < 7.

Ejercicio 104.— Sean a y b dos conjuntos de ordinales. Demostrar que si
(Vo € a)(33 € o < 4,
entonces (Ja € |Jb 6 Ja = 0.

Clases bien ordenadas y ordinales
El axioma de reemplazamiento

Ejercicio 105.— Sean a y b conjuntos. Demostrar, usando el axioma de
reemplazamiento, que las siguientes clases son conjuntos:

A{{c}}:ceaUb}
.A{aUc:ceb}
. AP(c):c€a}

N N

AcUd:ceandeb}

Ejercicio 106.— Demostrar que si F' es una aplicaciéon, entonces F' es un
conjunto syss dom(F') es un conjunto.

Ejercicio 107.— Sea F' una aplicaciéon. Demostrar o refutar:

1. Si z es un conjunto, entonces F~'[z] es un conjunto.

2. Si x es un conjunto y F es inyectiva, entonces F~'[z] es un conjunto.

Ejercicio 108.— Demostrar la existencia del producto cartesiano a x b de
dos conjuntos a y b sin usar el axioma del conjunto de las partes y usando
el axioma de reemplazamiento.
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Clases bien ordenadas y ordinales

Ejercicio 109.— Demostrar que si (a, <) es un conjunto bien ordenado y
a # (), entonces
t.o.((a,z)) ={t.o.({a,, <)) : x € a}

Ejercicio 110.— Sea a = {z,y,2} y < el orden definido por z < y < z.
Calcular, aplicando el ejercicio anterior, el tipo ordinal de (a, <).

Ejercicio 111.— Sea R la relacién definida en Z por
zRy < |z| <|y[ Vv (lz| = [y| Az <)

1. Demostrar que R es un buen orden en Z.
2. Calcular t.0.((Zs, R)).
3. Calcular t.0.((Z,, R)).

Ejercicio 112.— Sea R la relacién definida en Z x N por
(z, )R\ YY) sz +y<a'+yVe+y=2"+y Nz <2)

1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.
2. Calcular t.0.((N x N 9y, R)).
3. Calcular t.0.((N x Nz, R)).

Ejercicio 113.— Sea R la relacién definida en Z x N por

maz(x,y) < max(x',y')
V
(x,y)R(x, )y — < (mazx(x,y) = maz(z',y') Nz < ')
V
(mazx(z,y) = maz(x',y) Ne =2' Ny < y')

1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.
2. Calcular t.0.((N x N 9y, R)).
3. Calcular t.0.((N x Ny, R)).
4. Calcular t.o.((N x Ny, 4y, R)).
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Ordinales finitos
Ordinales sucesores y limites

Ejercicio 114.— Sea (a,<) un conujunto bien ordenado no vacio y a =
t.o.({a,<)). Demostrar:

1. Si a no tiene elemento maxiomal, entonces « es limite.

2. iEs cierto el reciproco?.

Ejercicio 115.— Sea a un conjunto no vacio de ordinales. Demostrar o
refutar:

1. Silos elementos de a son limites, entonces | Ja es limite.

2. Si los elementos de a son sucesores, entonces | Ja es sucesor.

Ejercicio 116.— Demostrar que si « es limite y § < «, existe >> tal que
g <><a.

Ejercicio 117.— Demostrar que

0, sia=0;

Uoz: G, sia=p+1,;

«, si« es limite.

El axioma del infinito

Ejercicio 118.— Sea a un conjunto inductivo. Demostrar que los siguientes
conjuntos son inductivos:

1. {z € a: z transitivo}
2. {z € a: x transitivo Az & =}

3. {r €a:x=0V (x sucesor)}

Ejercicio 119.— Sea a un ordinal. Demostrar que « es limite syss a es
inductivo.

Ejercicio 120.— Sea a un conjunto no vacio. Demostrar que si los elementos
de a son inductivos, entonces () a es inductivo.

Ejercicio 121.— Demostrar que si a es inductivo, entonces a N Ord es
inductivo.
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Propiedades de los niimeros naturales

Ejercicio 122.— Demostrar que P(w) no es un ordinal.

Ejercicio 123.— ;Es cierto que si a es inductivo, entonces P(a) es induc-
tivo?.

Ejercicio 124.— Sean R y S las relaciones sobre 2 x w definidas por

(x, ) R(z"y) —ax+y<2 +y V(@t+y=a"+y Nz <a)
(,y)S(2',y) sz <2’ V(e=a" Ny <y)

Demostrar:
1. to(2xw,R)) =w
2. t.0.((2 X w, S)) es un ordinal limite.

3. t.o(2 X w,S)) > w.

Ejercicio 125.— Demostrar que si a C w es no vacio y acotado superior-
mente, entonces a tiene un elemento maximo.

Ejercicio 126.— Demostrar que un ordinal o es un niimero natural syss
todo subconjunto no vacio de « tiene maximo.

Teoremas de induccién y recursion
Teoremas de induccién

Ejercicio 127.— Demostrar que si a es un conjuntoy G : V. xV — V|,
entonces existe una unica f :w — V tal que

f(0) =a
(Vn)[f(n +1) = G(f(n),n)]

Ejercicio 128.— Demostrar que si a es un conjunto y G, H : V — V|,
entonces existe una unica F': Ord — V tal que

a, sia = 0;
Fla)=q G(F(P)), sia=p+1;
H(F(«)), sia es limite

Ejercicio 129.— Demostrar que si G : V x V — V| entonces existe una
unica F': 'V x Ord — V tal que

(Va)(Va)[F(a) = G(a, Fy | )],

20



donde F, : V — V estd definida por F,(b) = F'(a,b).

Ejercicio 130.— Dar un ejemplo de un conjunto inductivo que no sea un
ordinal.

Ejercicio 131.— Sea a un conjunto, G:V — V' y f :w — V definida por

f(0) =a
(Vn)[f(n +1) = G(f(n))]

Demostrar que si G es inyectiva y a ¢ rango(G), entonces f es inyectiva.

Ejercicio 132.— Demostrar que si a es un conjunto y G : V. — V| entonces
existe una tunica f : w — V tal que

f(0) = a
(Vn)[f(n +1) = G(f(n))]

Ejercicio 133.— Demostrar que si H :' V - Vy G : V xV xV -V
entonces existe una unica F : V x w — V tal que

a, ):H(a)]
(v )(Vn)[( +1) = Gla, F(a,n),n)]

Ejercicio 134.— Demostrar que si h: a — by g :a X b x w — b entonces
existe una unica F': a X w — b tal que

(Ve € a)[f(z,0) = h(z)]
(Vl‘ € a)(vn)[f(x>n + 1) = g(:v,f(x,n),n)}

Ejercicio 135.— Demostrar que existe una unica + : w X w — w tal que

(Vm)[+(m,0) = m]
(Vm)(Vn)[+(m,n + 1) = +(m,n) + 1]

Ejercicio 136.— Demostrar que existe una unica - : w X w — w tal que
(Vm)[-(m, 0) = 0]
(Vm)(¥Yn)[-(m,n+ 1) = -(m,n) + m|

Ejercicio 137.— (La funcién factorial) Demostrar que existe una unica
f:w— w tal que

f0)=1
(Vn)[f(n+1) = (n+ 1) f(n)]
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Ejercicio 138.— (La funcién de Fibonacci) Demostrar que existe una
unica f : w — w tal que

f(0)=1

f) =1
(Vo)lf(n+2) = f(n) + f(n+1)]

Ejercicio 139.— Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:

1. {0,{0},{{0}},...}
2. {0,P(0),P(P(0)),...}
3.{0,1,2,... ,w,wt wtt ...}

Aritmética ordinal
Funciones normales

Ejercicio 140.— Determinar cudles de las siguientes funciones F; : Ord —
Ord son normales:

1. Fi(a)=a+1

oo, sta<w;
2. FQ(a>_{w, Siw > w.

a+ 1, siano es limite;
3. Fy(a) = { a, si « es limite.
4. F4(Oé> = Ua

Ejercicio 141.— Demostrar que si F' es una funcién normal, entonces {« :
F(a) = a} es una clase propia.

Ejercicio 142.— Demostrar que la clase {« : « es limite} es una clase
propia.

Adicién de ordinales

Ejercicio 143.— Simplificar la expresion (w + 1) 4+ w.
Ejercicio 144.— Demostrar que si o + 3 =, entonces a < vy [ < 7.
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Ejercicio 145.— ;Existe algin ordinal a tal que o +w = a™7.

Ejercicio 146.— Determinar los ordinales a + 3 4+ 7 cuando {a, 3,7} =
{1,2,w}.

Ejercicio 147.— En cada caso, dar tres ordinales «, § y v de modo que al
formar todas las posibles sumas o + 3 + ' con {<’, 5,7’} = {a, 3,7} nos
dé exactamente 1, 2, 3, 4 6 5 valores distintos.

Ejercicio 148.— Calcular todas las sumas aj+as+az+ay siendo {ay, as, az, as} =
{1,2,4,5,w}.

Ejercicio 149.— Dar ejemplos de ordinales a < (3 tales que
l.a+ <+«

2. f+ta<a+f

Ejercicio 150.— Determinar una permutacion de los ordinales 1,2, w tal
que su suma sea:

1. w
2. w+1
3. w+2

4. w+3

Ejercicio 151.— Sea Ord™~" = [J{Ord™ : n € w}, donde Ord™ es el con-
junto de las aplicaciones de n en Ord.

1. Demostrar que Ord<" es una clase propia.

2. Sobre Ord<“ definimos la siguiente relacién, <. Sea s,t € Ord<*

( sup(rang(s)) < sup(rang(t))

V

(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) < dom(t))
$4t V
(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) = dom(t)
A
(3k € dom(s))[s [ k=t ] kAs(k) <tk)])

\

Probar que:

(a) Para todo t € Ord=*, {s € Ord~“ : s<t} es un conjunto.
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(b) < es un buen orden sobre Ord=".

(c) Existe un tinico isomorfismo F : Ord — Ord=*.
(d) Calcular F(0), F(w) y F(w + w).

Ejercicio 152.— Encontrar un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de
(A, <q) sea:

1. w+1

2. w+mn,conn >0

3. w+tw

Ejercicio 153.— Sea n < w. Calcular el menor « tal que n + a = «a (es
decir, el menor punto fijo de F,(§) =n + &).

Ejercicio 154.— Probar que para cada « existe un unico ordinal 5 y un
Unicon € w talesque a = F+ny =06 [ es limite.

Ejercicio 155.— Sean «,3 € Ord con § # 0. Demostrar que o + 3 es
limite syss 3 es limite.

Ejercicio 156.— Demostrar que si « es limite y n € w, entonces n+a = a.
Multiplicacion de ordinales

Ejercicio 157.— Determinar una permutacion de los ordinales w,w + 1y
w.2 + 1 tales que su suma sea:

1. w4

2. wad+1.
Ejercicio 158.— Simplificar:

1. 2.w

2. (W3+2)+ (w+1).

Ejercicio 159.— Calcular todas las sumas posibles de los siguientes ordi-
nales (incluyendo en cada caso todos los sumandos):

1. w2,w2+1
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2. w2,w2+1 w4

3. 1,w,w.2
Ejercicio 160.— Demostrar que si m > 0, entonces n + w.m = w.m.
Ejercicio 161.— Demostrar que para todo o, « + 1 +a =1+ a.2.

Ejercicio 162.— Sea n € w. Calcular el menor « tal que n.a = a.

Ejercicio 163.— Encontrar un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de
(A, <q) sea:

1. w.2
2. w.3

3. w.w

Ejercicio 164.— Determinar si la funcién F' : Ord — Ord definida por
F(a) = .2 es creciente, continua o normal.

Ejercicio 165.— Demostrar que si m > 0, entonces n + w.m = w.m.
Ejercicio 166.— Sean m,ni,ny € w. Calcular:
1. (w.ng +mng)m
2. m(w.ny + ny)
3. (w.ny + ng)w
4. w(w.ny + ngy)
Ejercicio 167.— Demostrar que . =0 syssa =006 3 = 0.
Ejercicio 168.— Demostrar que si a < 3y v es sucesor, entonces ay < (3.

Ejercicio 169.— Demostrar que si « > 1y 8 > 1, entonces a + 3 < af.
Ejercicio 170.— Demostrar que aff = sup{ay + a : v < [}.

Sustraccion y division de ordinales

Ejercicio 171.— En cada caso, hallar el cociente y el resto de dividir « por

G-
l.a=w+4,0=w
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2 a=w3+2,p=w+1

3. a=wY,f=w

4. a=w4+wh+3,8=w?+1

5. a=w*+w+w3+2,8=uw’

6. a=w’ B=w’+w+w3+2
Ejercicio 172.— Para cada n € w, se definen

A, ={a:n+a=a} A ={a:na=a}

Demostrar:

1. Si n =0, entonces A,, = Ord.

[N}

. Sin # 0, entonces A, = Ord — w.
3. Sin =0, entonces A], = 1.

4. Sin # 0, entonces A, = {w.f: 5 > 0}.

Ejercicio 173.— Demostrar que si « es limite y m # 0, entonces m(a+n) =
a+mn

Ejercicio 174.— Demostrar que si & > 0y (3 es limite, entonces («+1)5 =

af.

Exponenciacion ordinal

Ejercicio 175.— Determinar todos los ordinales a.(.y tales que {«, 5,7} =
{3,w,w.2}.

Ejercicio 176.— Determinar si las siguientes funciones F; : Ord — Ord
son continuas o crecientes:

1. Fi(a) =a?

2. Fyla)=w*4w

Ejercicio 177.— Demostrar que si n > 1, entonces n* = w.

Ejercicio 178.— Demostrar o refutar:
L (Vo) (VB)(¥y)[e” = a” — B =1]
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2. (Va)(VB) (V)] < B — a7 < 7]
Ejercicio 179.— Demostrar:

1. Si > 1y 3 es limite, entonces o es limite.
2. Si a es limite y 3 > 0, entonces o” es limite.

Ejercicio 180.— Demostrar que si a > 1, entonces 3 < of.

Ejercicio 181.— Sean « y [ dos ordinales tales que a < 3. Demostrar:
1. w4+ wPl = uh.

2. Sim > 0, entonces w*n + w’m = w¥m.
Ejercicio 182.— Simplificar:

1w+ (W +1)
2. (WH+w2+2)+ (w+1)

3. (WM + W’ + w2+ w10+ 3) + (wh + w22 +2)

Ejercicio 183.— Determinar una permutacién de los ordinales w, w.2 + 1,
w.5 y w? tal que su suma sea:

1. w?+wb
2. w+wl0+1
3. wrtwbh+1
4. w4+ wll+1
5 w4+ w9

6. w? 4 w.11

Ejercicio 184.— Calcular todas las sumas a+(3+~y+4, siendo {a, 3,7,0} =
{w+2,w2+1,w4,w?}

Ejercicio 185.— Probar que:

1. Sin > 0, entonces (w3 + w)n = win +w
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2. (W H+ww=uw!
Ejercicio 186.— Encontrar:

1. el menor « tal que w 4+ a = a;

2. el menor o > w tal que (V3 < a)[f+ a = q]

Ejercicio 187.— Dadas las funciones

F:0rd — Ord tal que F(«)
G :Ord — Ord tal que G(«)

Oé2
2a

1. Determinar si son continuas, crecientes o normales.

2. Calcular el menor punto fijo de cada una.

Forma normal de Cantor

Ejercicio 188.— Sean k € w, V,,..., 7 € Ord y ng,...,n; € w tales que
Yo > ... >y (Vi <k)n; > 0]. Demostrar:
1. Sin > 0, entonces (Wng+- - -+wrng)n = wngn+w’nin - - -+wrkn
2. Si«y > 0, entonces (wW°ng + - - - + wWrng)w? = WY

Ejercicio 189.— Hallar tres ordinales tales que al formar los productos de
todas sus permutaciones se obtengan 6 valores distintos.

Ejercicio 190.— Expresar los siguientes ordinales en la forma normal de
Cantor:

1. (w+1)?
2. (w+1)(w*+1)
3. (W+ D (w+1)
4. (WP +w)?
5. (w® +w?)3

(

Ejercicio 191.— Demostrar o refutar:

28



1. (Va)la < w? = a+w? =w?.

2. Va)la<w?+1—a+w+1=w?+1].
Ejercicio 192.— Encontrar:

1. el menor a tal que wa = «a;

2. el menor o > w tal que (V3 < a)[fa = qf

Ejercicio 193.— Demostrar que dados tres ordinales cualesquiera, el niimero
de sumas de todas sus permutaciones es menor que 6.

Ejercicio 194.— Determinar todos los ordinales « tales que w < o < w? y
a = [3? para algin 3.

Ejercicio 195.— Sea (A, <) una clase bien ordenada. Una funcién inyectiva
F:Ax A— A es monotona sobre A si:

a<d — (¥be A)(F(a,b) < F(d,b)]
b<l — (Vac A)(Fla,b) < F(a,V)]

1. Sea f:w X w — w la aplicacién definida por:

f(n,m):<n+;n+1 ) +n

Probar que:

(a) f es biyectiva.

(b) f es monétona sobre w.
2. Probar que no existe ninguna aplicacién mondtona sobre w.2.

3. Definir una aplicacién monétona sobre w?. (Usar la aplicacién del
apartado (1)).

4. Sea F una funcién mondtona sobre Ord. Diremos que > es un punto
critico para F si F[y x 4] C v. Probar que si v es un punto critico
para I, entonces existe ¢ tal que v = w®.

5. Probar que existe una funcién monétona sobre Ord tal que todo or-
dinal de la forma w® es un punto critico.
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Ejercicio 196.— Sea f : w X w — w la aplicacién definida por:
0, si (n,m) = (0,0);

fln.m) = <n+7;+1 ) +n, si(n,m) # (0,0).

1. Probar que f es biyectiva.

2. Probar que existen aplicaciones suprayectivas g, h : w — w tales que:

3. Sea w<¥ = J{w" : n € w}. Definimos por recursiéon F : w — w<*

F(0) = id,

F(n+1):w"? — w es la aplicacién definida por

Pl (g~ | TEOE T 6+ g+ 1) si Fla)ont! =
0, en caso contrario

Probar que para todo n > 0, F/(n) es una aplicacién biyectiva de w™*!

en w.

4. Definimos F' : w"™ x ™! — W™ como sigue: Si g,h € w™t,

entonces F'(g, h) es la aplicacién de n + 1 en w definida por
F'(g, h)(m) = f(g(m), h(m)).
Probar que F’ es biyectiva.

5. Definimos F* : w¥ X w* — w* como sigue: Si g,h € w*, F*(g,h) es la
aplicacion de w en w definida por:

F*(g,h)(m) = f(g(m), h(m)).
Probar que F* es biyectiva.

6. Definimos G : w<¥ — {0} — w como sigue: Si g € w<¥ — {0} (por
tanto, (g € w™™) para algiin n € w), entonces

G(g) = fn, F(n)(g)).

Probar que G es biyectiva.
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7. Sea G’ : w<¥ — w la aplicacién definida por:

N sig=10
G(9>—{ Glg)+1, sig#£0

Probar que G’ es biyectiva.

8. Definimos F” : w¥ — (w*)¥ como sigue: Si g € w*, entonces F"(g) :
w — w* esta definida por:

F"(g)(n)(m) = g(f(n,m))

Probar que F” es biyectiva.

Ejercicio 197.— Sea F' : Ord — Ord la aplicacién definida por F(a) = w.«
y A={a: F(a)=a}.

1. Calcular |J A y demostrar que A es una clase propia.

2. Demostrar que existe un unico isomorfismo G : (Ord, €) = (A, €).

3. Calcular G(0), G(1), G(2) y G(w).

Aritmética ordinal y conjuntos bien ordenados

Ejercicio 198.— Sean o, 3 € Ord. Consideremos el conjunto
o= (o x {0}) U (8 x {1})
y la relaciéon R en a definida por
(71,01)R{y2,09) <> 01 < da V (01 = 03 A1 < 72)
Demostrar:
1. {(a, R) es un conjunto bien ordenado.
2. t.o.({(a,R)) = a + (.
Ejercicio 199.— Sean «, € Ord. Consideremos el conjunto
a=ax
y la relacién R en a definida por
(71,01)R{72,09) <> 01 < da V (01 = da A1 < 72)

Demostrar:
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1. (a, R) es un conjunto bien ordenado.

2. t.o.({a,R)) = af.
Ejercicio 200.— Sea

a={f:(f:w—w)A{n€w: f(n)# 0} es finito) }
y la relacién R en a definida por
fRg < f#gn[fn) <g(n),

donde n = sup{m : f(m) # g(m)}. Demostrar:

1. (w, R) es un conjunto bien ordenado.

2. Sea f € a la aplicacién definida por

1, sin=2;

f(”):{o, sin 2.

Calcular el tipo de orden de la seccién determinada por f.

3. Calcular el tipo de orden de (a, R).

Ejercicio 201.— Sean «, € Ord. Consideremos el conjunto

a={f:(f:B—=a)AN({0€F:f(d)#0} es finito)}

y la relaciéon R en a definida por

fRg = (37)[y = sup{d € B: f(0) # g(0)} A f(7) < g(7)]

Demostrar:

1. {(a, R) es un conjunto bien ordenado.

2. t.o.({a,R)) = a”.
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Capitulo 3

Cardinales

Ejercicio 202.— Demostrar que si z ~ y, entonces P(z) ~ P(y).

Ejercicio 203.— Demostrar o refutar

yCaxNzCoxANy~z—2—Yy~xr—2.

Ejercicio 204.— Demostrar, definiendo una biyeccion, que son equipo-
tentes:

1. [0,1] y (0,1).
2. [0,1] v [0,1).
3. [0,1) v (0, 1].

Ejercicio 205.— Demostrar que los intervalos [0, 1], (0,1),[0,1) y (0, 1] son
equipotentes.

Ejercicio 206.— Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que los intervalos
[a,b], (a,b),[a,b) y (a,b] son equipotentes.

Ejercicio 207.— Sean a, b, c,d € R tales que a < by ¢ < d. Demostrar que
la,b] ~ [c,d].

Ejercicio 208.— Demostrar, definiendo biyecciones que transformen racionales
en racionales e irracionales en irracionales, que:

1. [0,1) ~ [0, +00).
2. (=1,0] ~ (—o00,0].
3. (-1,1) ~R.
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Ejercicio 209.— Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que [a,b] ~ R.

Ejercicio 210.— Demostrar que (0, 1) ~ “2.

Ejercicio 211.— Definir una aplicacién biyectiva de [0,1)? en [0, 1).

Ejercicio 212.— Demostrar que R? ~ R.

Ejercicio 213.— Sea a C R%. Demostrar que si a es numerable, entonces
R?2 —a~R.

Ejercicio 214.— Sea a C R. Demostrar que si a es numerable, entonces
R—a~R.

Ejercicio 215.— Calcular los cardinales de los siguientes conjuntos:

1.

10.
11.
12.
13.

14.

R

Rn
. C
. El conjunto de las sucesiones infinitas de niimeros naturales.

. El conjunto de las sucesiones infinitas de niimeros reales.

. Z[X].

El conjunto de los nimeros algebraicos.

. El conjunto de los nimeros transcendentes.

. El conjunto de las funciones de R en R continuas.

El conjunto de las funciones de R en R.

{o: o] <N}
{a: |a] < N}
{a:|a] = N}
{8 18] =Na}.

Ejercicio 216.— Demostrar que si |a| > RN, b C a y [b] < |a|, entonces
o — 0] = [a].

Ejercicio 217.— Calcular el cardinal del conjunto de las funciones de R en
R discontinuas.
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Ejercicio 218.— Demostrar que todo cardinal infinito es primo (es decir,
no es el producto de dos cardinales primos menores).

Ejercicio 219.— Demostrar que si |a| < < «, entonces || = |a|.
Ejercicio 220.— Demostrar que (Va)[X, > af.

Ejercicio 221.— Demostrar que si f es una funciéon y a es un conjunto,
entonces | f[a]| < |al.

Ejercicio 222.— Demostrar que si @ y 3 son dos ordinales tales que || < X,
v |B] < V., entonces |a + 3] < N, |a.8] < R, y [of| <R, (donde a + 3,
a.B vy o son operaciones ordinales).

Ejercicio 223.— Calcular cf(w + 3), ¢f(w.3) y cf (w?).

Ejercicio 224.— Demostrar que 2% #£ X,

Ejercicio 225.— Calcular, utilizando la HGC, Xj', R}, ®X1,

Ejercicio 226.— Demostrar que si a < N; es limite, entonces cf(R,) = Ng.
Ejercicio 227.— Demostrar que si n < w, entonces NN = N, 2%,
Ejercicio 228.— Demostrar que R = R¥o2%1,

Ejercicio 229.— Demostrar que si o < Ry, entonces RXt = R¥o2%1

Ejercicio 230.— Un cardinal R, es limite fuerte si (V3 < a)[2% < N,].
Demostrar:

1. Si N, es limite fuerte, entonces N, es un cardinal limite.

2. Con la hipétesis generalizada del continuo, los cardinales limites son
limites fuertes.

3. Si W, es limite fuerte, entonces (Vf3,y < oz)[NE” < N,
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Capitulo 4

El axioma de eleccion

Ejercicio 231.— Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.

2. Para cada familia (a;);c; de conjuntos no vacios, el producto cartesiano

H a; es no vacio.
i€l

Ejercicio 232.— Demostrar que son equivalentes:
1. El axioma de eleccién.

2. Para cada conjunto a de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos, existe
un conjunto b que tiene uno y sélo un elemento en comin con cada
elemento de a.

Ejercicio 233.— Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccidn.

2. Toda relacion binaria contiene una aplicacion con el mismo dominio.
Ejercicio 234.— Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccién.

2. (Lema de Zorn) Si (z,<) es un conjunto parcialmente ordenado tal
que

(Vy C x)[(y, <) totalmente ordenado =y tiene cota superior]

entonces z tiene un elemento maximal.
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