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TEORIA DE CONJUNTOS

Algebra II- Segundo cuatrimestre. Curso 93-94.

Tema 1 : Conjuntos y clases

1.- Demostrar que —(3y)(Vz)[z € y < ~(32)[r € 2 Az € x].

2.- Demostrar que la clase {z : =(32)[z € z A z € x|} es propia.
3.- Probar que para cada conjunto x, existe alg£n y tal que y & x.
4.- Se definen 0 =0,1=0U {0}, 2=1U{1}, 3=2U{2}.

1. Probar que 0, 1,2, 3 son conjuntos.

2. Sea x = {{{1,2},{1}},{2}}. Calcular:

Uz UUe e AN AUz UNe

3. Sea z = {1,2}. Calcular:

U= NN= (NU=) v (UU=-UN=). UU-Ne)

5.- Demostrar que:
()bea—nNaCbC Ua (2) a Cb— Ua C Ub (3) (Ve € a)lce Cb — UaCh

6.- Demostrar que

L Ulaub) = (Ua) U (Ub).

2. Si a y b son no conjuntos vacjos, entonces [(aUb) = ((Na) N (b). "Qu podemos
asegurar si a 7 b es el conjunto vacio?

7.- Sea a # (). Demostrar que:
() N{ouc:beal =cU(a) 2) Ufbnec:beal =cn(Ya)

8.- Sean a y b conjuntos. Estudiar en qu condiciones es cierta la siguiente igualdad:
aU(Ub) :U{aUc:CE b}

9.- Probar que si a,b y ¢ son conjuntos, entonces:

aUa=aNa=a aUb=bUa anb=>bNa
aU(bUc)=(aUb)Uc an(bne)=(anb)nec
an(Uc)=(anb)U(anc) aUbnNe) =(aUb)N(aUc)
aN(aub)=aU(anNb)=a (a—b)—c=a—(bUc)
c—(anb)=(c—a)U(c=0b) c¢—(aUb)=(c—a)N(c—0b)
a—(b—c)=(a—b)U(anc) (aUb)—c=(a—c)U(b—rc)



10.- Sean a, b y ¢ conjuntos tales que aUb=aUcy aNb=aNec. Demostrar que b = c.

11.- Sean a y b dos conjuntos. Se define la diferencia simtrica de a y b como sigue:
alAb=(a—>b)U(b—a)
Probar que:

1. a/Ab es un conjunto

2. aAb=(aUb) — (anNb)

3. aAb=bAa [Conmutativa]
4. aA(bAc) = (alb)Ac [Asociatival
5. an (bAc) = (anb)A(anc) [Distributival
6. aAD =a [Elemento neutro]
7. alha =10 [Elemento simtrico]
8. alb=cAb = a=c [Cancelatival

9. alb=0 = a=0D
10. (aUc)A(bUc) = (aAb) — ¢
11. aUc=bUc = alNbCc
12. (Va)(Vb)(Jlc)[ale = b
13. a, b disjuntos = aUb=al\b

14. aUb = aAbA(aNb)

12.- Sea a un conjunto no vacjo. Estudiar en qu condiciones, las siguientes clases son
propias:

L {z: (Fylycana gyl}
2. {z: () (F:)yeanzeynz &:z|}

13.- Sean a y b conjuntos. Probar que: a Cb <= aUb=b<= aNb=a <= a—b= .
14.- Calcular:

1. P(0), P(P(0)), P(P(P(0))).

2. P(1), P(P(1)), N{P(1),P(P(1)), P(P(P(1)))}.
3. P(2), P(P(2)).

4. NU@PEQ) -2).



15.- Probar que :
1. UP(a) =a.
2. a CP(Ja). "Cu?ndo se verifica la igualdad?.
3. Sia € b, entonces P(a) € P(P(Ub)).
4. P(a) =P(b) <= a=0b.
5. No existe un conjunto a tal que P(a) C a.

16.- Demostrar que :

1. si a # 0, entonces P(Na) = {P(c) : ¢ € a}.

2. U{P(c): c€a} CP(Ua). "Cu?ndo se verifica la igualdad?

17.- Sean a y b conjuntos. Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:
(1) {{{c}}:ceaub} (2){aUc:ceb} 3){P(c):c€a} (4){cUd:ceandecb}

Tema 2 : Relaciones y aplicaciones

18.- Sean a y b conjuntos. Probar que:

L NN{a,b) =a=NNMN{a,b)}.

2. a#b = NUab —Nab)=b.

3. (NUla, 0)) U (UU(a, b) = UN(a, b)) =b.

4. (NU(a, ) U (UU(a, b) =N U(a, b)) = aUb.
19.- Demostrar que {2 : (32)(3y)[z = (z,)]} es una clase propia.
20.- Si a,b y ¢ son conjuntos, probar que:

1. ax (bUc) = (axb)U(axc)

2. ax(b—c)=(axb)—(axc)

3.ax(bne)=(axb)N(axc)
21.- Dar ejemplos de conjuntos a, b, ¢ tales que

l.axb#bxa
2. ax(bxce)# (axb)xec

3.aU(bxc)# (aUb) x (aUc)



22.- Seaa # (. Probar que : bC ¢ < axbCaxc «<bxaCcxa
23.- Probar que :

l.axa=bxb <= a=0b.

2. Siaxb=axcy a0, entonces b = c.

24.- Sean a y b conjuntos. Probar que {{z} X b: z € a} es un conjunto.

25.- Demostrar que si  es un conjunto, entonces {r : r es una relaci?n en z} es un
conjunto.

26.- Probar que:
1. (aUub)t=atUb™
2. (anb)t=atnb!
3. (a—b)yt=at-01
27.- Probar que (ros)™t =stor™t
28.- Calcular todos los pares ordenados de P(2), y el conjunto P(2)~1 o (P(2) | 1).
29.- Demostrar que :
1. 7 [ a=rnN(axrango(r))
2.rf(bUce)=(rTbuU(rlc
30.- Demostrar que A = {f : f es una aplicaci?n} es una clase propia.

31.- Sean a y b conjuntos y F' una funcién. Probar que:
1. F'Uad = U{F [ :ce€a}.
2.a#0 = F'na={F"[]:cea}.
3. F7Ya—0b] = FYa] — F~1[b].

Tema 3 : Relaciones de orden

32.- Determinar si las siguientes relaciones son ?rdenes parciales, ?rdenes totales o buenos
?rdenes en A.

1. 2Ry <= x < y, siendo A = w o bien A = Z.
2. A=w, zRy<= (zdivideay) Az #y.
3. R=10, siendo A = () o bien A # ).

4. A=2Y fRg<= dncw|f(n) <gn)AN Ym<n (f(m)=g(m))|.
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33.- En P(w) definimos la relaci?n R como sigue: aRb <= In € w (nNa=nNbAn €
aAn ¢ b). Probar que (P(w),R) es un conjunto totalmente ordenado, pero no bien
ordenado.

34.- Consideremos la aplicaci?n f : N — N definida como sigue :

f(n>:{nsin§1

n£mero de factores primos de n sin > 1

Sea < la ordenaci?n usual de N y consideremos la relaci?n R definida por :
pRq <= f(p) < fl@)V (f(p) = fle) Ap <q)

1. Probar que (w, R) es un conjunto bien ordenado.

2. Demostrar que (w <) ¥ (wR).

35.- Sean Ay B conjuntos, S C Bx B, F': A — B una aplicaci?n inyectiva y S la relaci?n
definida en A por: xRy <= F(x)SF(y). Demostrar que si S es un orden parcial (respec-
tivamente, total o buen orden) en B, entonces R es un orden parcial (respectivamente,
total o buen orden) en A.

36.- Sean (A, R) y (B,S) dos conjuntos bien ordenados tales que AN B = (. Sea
R®S=RUSU(A X B). Demostrar que (AU B, R@ S) es un conjunto bien ordenado.
[ diremos que R & S es la ordenaci?n suma lexicogr?fica de R y S y notaremos (A U

B,R®S) = (A R)® (B,5)]
37.- Sean (A, R), (B, S),(C,T) conjuntos bien ordenados.

1. Probar que si los conjuntos A, B, C' son disjuntos dos a dos, entonces

[<A’ R> @ <B7 S>] D <O7T> = <A>R> D [(Bv S> @ <O7T>]

2. Sean (Aq, Ry), (B, S1) conjuntos bien ordenados tales que ANB=0=A,NB;y
(A, R) = (A1, Ry) y (B, S) = (By,51)
Probar que (AUB,R® S) = (A1 U By, Ry @ S1).

38.- Sean (A, R) y (B, S) dos conjuntos bien ordenados. Definimos la relaci?n R® S en el
conjunto A x B como sigue: < z,y > R®S < z,t ><= yStV (y = t AxRz). Demostrar
que (A x B, R® S) es un conjunto bien ordenado. [ diremos que R ® S es la ordenaci?n
producto lexicogr?fico hebreo de Ry Sy notaremos (Ax B, R®S) = (A, R)® (B, 5)]

39.- Sean (A, R), (B, S), (A1, Ry), (B, 51) conjuntos bien ordenados tales que
<A7 R> = <A17R1> Yy <B78> = <B17SI>

Probar que (A B, R® S) = (A1 ® By, R ® S1).

40.- Sean (a, <) un conjunto totalmente ordenado y A = {s C a : s segmento de a}.
Probar que:



1. s, € A — sCsVs Cas.

2. r,yeahe £y = TseA[(xeshyéds)V(rgshyeEs)
3.0 CA = Ube A

4. bCA = an(Nd) € A.

41.- Sea B C P(A) tal que:

Vs, € B(sCs' Vs Cs)
Ve,yec Alr#£y—3dseBl(reshygs)V(rgshy€Es)

1. Probar que existe una £nica relaci?n de orden total, <, sobre A tal que:

Vs € B (s es un segmento de (A, <))

2. Supongamos que C C B — |JCeBy CCB = An(NOC) € B.
Probar que, si < es la relacién de orden total sobre A considerada en el apartado
(1), entonces A = {s: s es un segmento de (A, <)}.

3. Buscar ejemplos que prueben que las condiciones (2.a) y (2.b) son necesarias para
la igualdad anterior.

42.- Para cada una de las siguientes condiciones, hallar un conjunto totalmente ordenado
(A <) que la verifique.

1. A tiene un segmento inicial B tal que A # B y B no es una secci?n inicial de A.
2. Existe una aplicaci?n F : A — A creciente tal que F'(x) < z, para alg£n = € A.
3. Existe z € A tal que (A <) = (A, <).

4. Existe F': (A <) = (A <) tal que F' # 4.
43.- Demostrar que :

1. Si a x a es un conjunto bien ordenable, entonces a tambin lo es.

2. Si P(a) es un conjunto bien ordenable, entonces a tambin lo es.

Tema 4 : Ordinales

44.- Sea a un conjunto transitivo. Probar que los conjuntos | Ja y P(a) tambin son
transitivos. "Puede afirmarse que si | Ja o P(a) es transitivo, lo sea el conjunto a?

45.- Sea a un conjunto. Demostrar que: a es transitivo <= Ja™ = a.

46.- Dar ejemplos de: (1) Un conjunto transitivo que no sea un ordinal. (2) Un conjunto
bien ordenado por la relaci?n de pertenencia que no sea un ordinal.

47.- Demostrar que si a es un conjunto, entonces son equivalentes:
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1. a es un ordinal.

2. €¢,esunbuenordenenay Ve €a (r={y€a:yeca}).

3. Existe un buen orden R en a tal que Vz € a (z = {y € a : yRx}).

4. C,={<z,y>€axa:x Cy}tesunbuenordenenayVe €a(x={y €a:y Cz}).

48.- Demostrar que si « y 3 son ordinales tales que o < 3, entonces o™ < 3*.

49.- Sean a ,b C Ord. Demostrar que si Va € a30 € b (o < f3), entonces |Ja € (Jb ?

Ua=Ub0.

Tema 5 : Clases bien ordenadas y ordinales

50.- Sean a y b conjuntos. Usando el axioma de reemplazamiento, probar que las siguientes
clases son conjuntos:

(1) {{{c}}:ceaubd} (2){aUc:ceb} 3){P(c):c€a} (4) {cUd:ccandecb}

51.- Demostrar que si F' es una aplicaci?n, entonces F' es un conjunto si y s?lo sj dom(F')
es un conjunto.

52.- Sea F una aplicaci?n. Demostrar o refutar:
1. Si z es un conjunto, entonces F'~![z] es un conjunto.
2. Si z es un conjunto y F es inyectiva, entonces F~![z] es un conjunto.
53.- Demostrar que si (a, <) es un conjunto bien ordenado y a # (), entonces
t.o.({a,<)) = {t.o.((a,, <)) : x € a}
54.- Sea R la relaci?n definida en Z por zRy <= |z| <|y|V (|z| =|y| Az <y).

1. Demostrar que R es un buen orden en Z.

2. Calcular t.0.({S., R)).

55.- Sea R la relaci?n definida en N x N por
<z, y>R<2,y> << zx+y<ad+yVe+ty=2+y Nz<2)

1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.
2. Probar que la aplicaci?n f : N x N — N definida por f(< z,y >) = ety)(Etytl) 4 o

2
es un isomorfismo de (N x N, R) en (N, <).

3. Calcular t.0.((S<yy>, R)).



56.- Sea R la relaci?n definida en N x N por

mazx(z,y) < maz(x',y')V
<z,y>R<2,y> <— (maz(z,y) = maz(z',y') N < x)
(mazx(z,y) = maz(x",y) Ne =2' Ny <y')

1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.
2. Calcular t.0.((S<oy>, R)).
3. Calcular t.0.((S<;y>, R)).

Tema 6 : Ordinales finitos (n£meros naturales)

57.- Sea (a, <) un conjunto bien ordenado no vacjo y a = t.0.({a, <)). Demostrar que el
ordinal «v es ljmite si y s?lo sj (a, <) carece de elemento maximo.

58.- Sea a un conjunto no vacjo de ordinales. Demostrar o refutar:
1. Si los elementos de a son ljmites, entonces | Ja es ljmite.

2. Si los elementos de a son sucesores, entonces | a es sucesor.
59.- Si @ un conjunto inductivo, probar que los siguientes conjuntos tambien lo son:

1. {z € a: z transitivo}
2. {z € a: x transitivo Az & z}
3. {r €a:x=0V (x sucesor)}
60.- Demostrar que un ordinal es ljmite si y s?lo sj es un conjunto inductivo.

61.- Dar un ejemplo de un conjunto inductivo que no sea un ordinal.

62.- Sean R y S las relaciones sobre 2 x N definidas por

<z,y>R<z )y >crx+ty<ad+yVEt+y=2+y ANr <)
<z,y>S<ay>orz<idVvVxk=2Ny<y)

Demostrar que :
1. t.o.((2xN,R)) =
2. t.0.({(2 x N, S)) es un ordinal ljmite.
3. t.o.((2xN,5)) >w

63.- Demostrar que todo subconjunto no vacjo de N acotado superiormente posee elemento
o
m?ximo.

64.- Demostrar que un ordinal o es un n£mero natural si y s?lo sj todo subconjunto no
vacjo de a posee elemento m?ximo.



Tema 7 : Teoremas de inducci?n y recursi?n

65.- Demostrar que si a es un conjunto y G : V x V — V' entonces existe una £nica
aplicaci?n f :w — V tal que

f(0) =a
vn (f(n+1) = G(< f(n),n >))

66.- Sean a un conjunto y G, H : V — V. Demostrar que existe una £nica aplicaci?n
F :Ord — V tal que

a, si a = 0;
F(la)=<¢ G(F(#)), sia=p+1;

H(F(] a)), sia esljmite

67.- Demostrar que si G : V x V — V| entonces existe una £nica aplicaci?n F' : V x
Ord — V tal que
VaVa (F(a,a) = G(a, F, | a)),

donde F, : Ord — V est? definida por F,(3) = F(a, ).
68.- Sean a un conjunto, G : V — V y f:w — V definida por

f(0)=a
vn (f(n+1) = G(f(n)))

Demostrar que si G es inyectiva y a ¢ rango(G), entonces f es inyectiva.

69.- Sea m € N y notemos [m,— [= {z € N:m < z}. Sea B un conjunto no vacjo
y a € B. Sea g una aplicaci?n de B en B. Demostrar que existe una £nica aplicaci?n
®: [m,— [ — B tal que

d(m) =a
Ve € m,— [ (P(x+1) = g(P(x))

70.- (Suma de nfmeros naturales)

1. Demostrar que para cada n € N existe una £nica aplicaci?n ¢, : N — N tal que

Spn(()) =n
Vo (on(z+1) = ou(z) + 1)

2. Demostrar que existe una £nica ¢ : N x N — N tal que

vm (¢(m,0) =m)
vm¥n (e(m,n+1) = @(m,n)+1)

71.- (Producto de nfmeros naturales)

1. Demostrar que para cada n € N existe una £nica aplicaci?n ¢, : N — N tal que

%(0) =0
Y (Yu(x +1) = n+ a(x))
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2. Demostrar que existe una £nica ¢ : N x N — N tal que

vm (¢(m,0) = 0)
Vmvn (Y(m,n+1) = m+ ¢ (m,n))

72.- (La funci?n factorial) Demostrar que existe una £nica aplicaci?n f : w — w tal
que

fO)=1 "y (vn) (f(n+1)=(n+1)f(n))
73.- (La funci?n de Fibonacci) Demostrar que existe una £nica aplicaci?n f :w — w
tal que

O =1 f)=1 vy () (f(n+2)=f(n)+ fln+1))

74.- Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:

1. {0,{0},{{0}},...}
2. {0,P(0),P(P(0)),...}
3.{0,1,2,...,w,wt wtt ...}

Tema 8 : Aritmtica ordinal

75.- Determinar cu?les de las siguientes funciones F; : Ord — Ord son normales:

1. Fi(a)=a+1

DO

o

£
Il

a, sia<w;
w, slw > w.

| a+1, sianoesljmite;
3. F3(a) = { a, si v es ljmite.
4. Fyla) =Ja

76.- Probar que la clase {« € Ord : « es ljmite} es una clase propia.
77.- "Existe alg£n ordinal a tal que o +w = a™?.
78.- Calcular a + 3 + 7, siendo {«, 5,7} = {1,2,w}.

79.- Dar ejemplos de ordinales «, 3 tales que
(Ha<fya+pf<f+a a<fyft+a<a+f

80.- Hallar una permutaci?n de los ordinales 1, 2, w tal que su suma sea, respectivamente:
w, w4+1l, w4+2, w43

81.- Sea Ord~* = J{Ord" : n € w}, siendo Ord" = {f : In € w(f es una aplicaci?n de n en Ord)}.

1. Demostrar que Ord<" es una clase propia.
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2. En Ord=* definimos la siguiente relacién, <. Si s, € Ord*", entonces

[ sup(rang(s)) < sup(rang(t))

V

(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) < dom(t))
§<4t V
(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) = dom(t)
A
(Fk € dom(s))[s [ k=t ] kA s(k) <t(k)])

Probar que:

(a) Para todo t € Ord=“, {s € Ord** : s <t} es un conjunto.
(b)

(c) Existe un £nico isomorfismo F : Ord — Ord=".

(d) Calcular F(0), F(w) y F(w+ w).

< es un buen orden sobre Ord=<¥.

82.- Dar ejemplos de un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de (A4, <q) sea, respecti-
vamente:
w41, w+n(conn>0), w+w

83.- Sean «, € Ord con (8 # 0. Demostrar que a4 (3 es ljmite si y s?lo si § es ljmite.

84.- Para cada n € w, se definen A, = {a : n+a = a} A ={a:n-a=a}.
Demostrar que:

1. Ay=0Ord=A]y A = 1.
2. Sin # 0, entonces A, = Ord — w.

3. Sin>1, entonces A, ={w-[F: 03> 0}.

85.- Determinar una permutaci?n de los ordinales w,w + 1 y w -2 + 1 tales que su suma
sea, respectivamente: w -4, w-4+ 1.

86.- Probar que:

I. (wWw-34+2)+(w+1l)=w-4+1.
2 w241+ (w-24w-4) =w-8.
87.- Sean p,q,n € w. Demostrar que:
q-n sip=20
(w-p+q)-n = 0 sipE0An=0
w-pn+q sipAE0ANn#£0

[ Indicaci?n : Para p > 0 prubese el resultado por inducci?n sobre n.]

88.- Sea a € Ord. Probar que: a+1+a=1+«a-2.
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89.- Dar ejemplos de un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de (A4, <g) sea, respecti-
vamente:
w-2, w-3, w-w
90.- Demostrar que si a < 3y 7y es sucesor, entonces « -y < 3.
91.- Demostrar que si « > 1y > 1, entonces a4+ ( < « - (.
92.- Demostrar que « - =sup{a-v+a:v < 5}

93.- Hallar, en cada caso, el cociente y el resto de dividir a por :
Ma=w?+w-5+3, B=w’+1 (Qa=w+w*+w-3+2, [B=u°

94.- Si p,q € w,p >0y « es ljmite, probar que p- (¢ +¢q) =a+p-q.
95.- Demostrar que si &« > 0y (3 es ljmite, entonces (o + 1)3 = af3.

96.- Probar que las siguientes funciones F; : Ord — Ord son crecientes y no contjnuas:

Fi(a) =a? Fa)=w*+w

97.- Demostrar que si n > 1, entonces n* = w.

98.- Demostrar:

1. Sia > 1y 3 es ljmite, entonces a” es ljmite.

2. Si « es ljmite y 8 > 0, entonces o es ljmite.

99.- Demostrar que si a > 1, entonces 3 < af.

100.- Sean «, § € Ord tales que a < 3. Sean p, q € w tales que ¢ > 0. Probar que:

101.- Simplificar las siguientes expresiones:
) (W+w-2+2)+(w+1) 2 W+ +w? 24w -10+3)+ (W +w?-2+2)

102.- Sean k € w — {0}, Yo,.-., 7% € Ord y ng,...,nx € w tales que 79 > ... > Y% y
n; > 0 (Vi < k). Demostrar que :

1. Sip >0, entonces (W -ng+ -+ wh -ng) - p=w -ng-p+w’ - -ng---+w-n.

2. Si~y >0, entonces (W -ng+ -+ +w - ny) W =W

103.- Expresar los siguientes ordinales en la forma normal de Cantor:
1) (w+1? @) W+ +1) B) (@W+w+1) @) (W +w)
(5) (W +w?)?  (6) (WA+wrb+2)2+w’+3

104.- Probar la veracidad o falsedad de las siguientes f?rmulas:

1. (Va)la < w? = a+w? =w?.

2. Va)la<w?+1—a+w+1=w?+1].
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105.- Probar que: min {a > 0:w-a =a} = w”.

106.- Demostrar que dados tres ordinales cualesquiera, el n£mero de sumas de todas sus
permutaciones es menor que 6.

107.- Determinar todos los ordinales « tales que w < o < w? y a = (3 para alg£n f3.

108.- Sea F': Ord — Ord la aplicaci?n definida por F(a) =w.ay A ={a: F(a) = a}.
1. Probar que existe un £nico isomorfismo G : (Ord, €) = (A4, €).
2. Hallar G(0), G(1) y probar que G(n) = w* - n(Vn € w).
3. Probar que G es normal y calcular G(w).

4. Demostrar que G(a) = w* - «(VaOrd) y hallar el menor punto fijo no nulo de G.

109.- Sean «, # € Ord. Notemos <y, <, las ordenaciones transportadas de las usuales de
a 'y (3 por las aplicaciones biyectivas f: a — (a x {0}) y g : 8 — (8 x {1}) definidas por
f(z) =<z,0 >y g(x) =< x,1 >, respectivamente.

1. Probar que la ordenaci?n <; @ <3 en el conjunto (a x {0}) U (8 x {1}) est?

caracterizada por la siguiente condici?n: < x,y ><; ® <9< 2,t > <= y <
tVy=thz<z).

2. Probar que t.o ({((a x {0}) U (B x {1}),<1 & <3)) = a+ 0.

110.- Sean «, 3 € Ord. Notemos por < las ordenaciones usuales de a y (3, respectiva-
mente.

1. Probar que la ordenaci?7n R =< ® < en «a x [ est? caracterizada por la condici?n:

<zr,y>R<zt> <= y<tV(y=thzr<z)

2. Probar que t.o ({(a« X B, R)) = a - 3.
111.- Sean o, € Ord. Consideremos el conjunto a = {f : (f : § — a) A ({0 € 5 :

f(8) # 0} es finito)} y la relaci?n R en a definida por fRg < (3y)[y = sup{é € 3 :
f(6) # g(0)} A f(7) < g(7)]. Demostrar que:

1. (a, R) es un conjunto bien ordenado.

2. t.o.({a, R)) = a”.

Tema 9 : El teorema del buen orden

112.- Demostrar que son equivalentes:
1. El axioma de elecci?n.
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2. Para cada familia (a;);c; de conjuntos no vacjos, el producto cartesiano | | a; s no
iel
vacjo.

113.- Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de elecci?n.

2. Si a es un conjunto, entonces para cada partici?n de a existe un conjunto b que tiene
uno y s?lo un elemento en com£n con cada conjunto de la partici?n.

114.- Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de elecci?n.

2. Si a es un conjunto y R es una relaci?n de equivalencia en a, entonces existe un
conjunto b que tiene uno y s?lo un elemento en com£n con cada clase de equivalencia
de a [b se denomina un conjunto de Zermelo de a.

115.- Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de elecci?n.

2. Toda relaci?n binaria contiene una aplicaci?n con el mismo dominio.

116.- Sean a, b conjuntos y f una aplicaci?n de a en b. Demostrar que f es suprayectiva
si y s?lo si existe una aplicaci?n h de b en a tal que f o h = I, siendo [, la aplicaci?n
identidad en el conjunto b.

117.- Sea (A, <) un conjunto ordenado. Demostrar que son equivalentes:

1. Todo subconjunto no vacjo de A posee alg£n elemento minimal.

2. No existe una aplicaci?n f:w — A tal que Vn € w (f(n+ 1) < f(n)).

Indicaci?n: Probar (2) = (1) por el contrarrecjproco, utilizando el teorema de recursi?n
sobre w.

Tema 10 : Conjuntos finitos y numerables

118.- Demostrar que si  ~ y, entonces P(z) ~ P(y).
119.- Demostrar o refutar: yCox A2 CaxAy~z—ax—y~x— 2.

120.- Sea a un conjunto. Demostrar que a es finito si y s?lo si existen n € w y una
aplicaci?n aplicaci?n suprayectiva de n en a.

121.- Sea a un conjunto finito y f una aplicaci?n de a en un conjunto b. Demostrar que
el conjunto f[a] es finito.
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122.- Sea a un conjunto finito no vacjo y R un orden total en a. Probar que (a, R) posee
elemento m?ximo y elemento mjnimo.

123.- Sea a un conjunto. Demostrar que a es finito si y s?lo si existe un buen orden R
en a tal que R~! es un buen orden en a.

124.- Demostrar que si a es un conjunto finito, entonces P(a) es un conjunto finito y,
adem?s, |P(a)| = 2!

125.- Sea (a, <) un conjunto totalmente ordenado tal que todo subconjunto de a acotado
superiormente es finito. Demostrar que (a, <) es un conjunto bien ordenado.

126.- Probar que si a es un conjunto numerable y R es una relaci?n de equivalencia en
a, entonces el conjunto cociente a/R es numerable.

127.- Demostrar que el producto cartesiano de dos conjuntos numerables es un conjunto
numerable.

128.- Demostrar que la uni?n de una familia finita o numerable de conjuntos numerables
es un conjunto numerable.

129.- Demostrar que el conjuntoZ|x] de polinomios con coeficientes en Z, es numerable.

130.- Diremos que un n£mero real b es algebraico si es raiz de alg£n polinomio perteneciente
a Z[x]. Probar que el conjunto de los n£meros algebraicos es numerable.

131.- Demostrar que son equipotentes los siguientes intervalos:

(1) [0,1] y Jo,1[ (2) [0,1] y [0,1[  (3) [0,1[ ¥ ]O, 1]
132.- Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que los intervalos [a, b], |a, b[,[a, b ¥ ]a, b]
son equipotentes.

133.- Demostrar que son equipotentes:
2. [a,b] y R, siendo a,b € R tales que a < b.
134.- Demostrar que |0, 1[~ “2.
135.- Definir una aplicaci?n biyectiva de [0, 1[* en [0, 1].
136.- Demostrar que R? ~ R.
137.- Sea a C R2. Probar que si a es numerable, entonces R? — a ~ R.

138.- Sea a C R. Probar que si a es numerable, entonces R —a ~ R.

139.- Sea a un conjunto. Consideremos el conjunto
Pp(a) ={b:be P(a) A\ b es un conjunto finito}

Demostrar que si a es numerable, entonces Pr(a) es numerable.

140.- Probar que el conjunto
a={few’:{n€w: f(n)#0} es finito }

es numerable.
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Tema 11 : Cardinales

141.- Calcular el cardinal de cada uno de los siguientes conjuntos: R, R", C.
142.- Hallar el cardinal del conjunto de sucesiones finitas de n£meros naturales.
143.- Hallar el cardinal del conjunto de sucesiones infinitas de n£meros naturales.
144.- Hallar el cardinal del conjunto de sucesiones infinitas de n£meros reales.

145.- Diremos que un n£mero real a es trascendente si y s?lo si no es algebraico. Hallar
el cardinal del conjunto de los n£meros trascendentes.

146.- Demostrar que si |a| > Ry, b C a y |b|] < |al|, entonces |a — b| = |al.
147 .- Calcular el cardinal de cada uno de los siguientes conjuntos:

1. El conjunto de las aplicaciones de R en R.

2. El conjunto de las funciones contjnuas de R en R.

3. El conjunto de las funciones discontinuas de R en R.

148.- Probar que:
(1) Ha € Ord : |a] <R} =Ry (2) {a € Ord: |of < No}| = |[{a € Ord : |a| =No}| =N

149.- Sea o € Ord. Probar que
1. Para cada § € Ord se verifica: R, < < R,11 = || = N,.

2. [{B € Ord : |B] = Ro}| = Rayi.

150.- Demostrar que todo cardinal infinito es primo (es decir, no es el producto de dos
cardinales primos menores).

151.- Sean «, § € Ord tales que |a| < # < a. Probar que || = |«|.
152.- Si a € Ord, probar que X, > a.
153.- Probar que si « es un ordinal ljmite, entonces N, es un ordinal ljmite.

154.- Sea f una funci?n y a un conjunto. Probar que |f[a]| < |a].

Algunos problemas de examen de Algebra II (Segundo cuatrimestre)

155.- Consideremos la funci?n F' : Ord — Ord definida por F(a) = w® + w?a. Se pide:

1. Probar que F' es una funci?n normal.

2. Hallar el menor punto fijo de F.

3. Sea G el £nico isomorfismo de (Ord, €) en (A, €), siendo A = {a : F(a) = a}.
Hallar G(w).
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156.-

1. Sea a un conjunto. Estudiar en qu condiciones es conjunto la clase

B = {z : Existe una aplic. supray. no inyect. de x en a }

2. Probar que existe un orden total en w, respecto del cual cada n£mero natural carece
de elemento siguiente.

157.- Sea A un conjunto no vacjo y a € A. Sea f una aplicaci?n inyectiva de A en A
verificando:

1. a ¢ f[A].
2. Si BC Aestal que a € By f[B] C B, entonces B = A.

Se pide:

a) Probar que existe una £nica aplicaci?n g : w — A que satisface

e 9(0) = a.
e Vnew (gn+1)= f(g(n))).

b) Probar que la aplicaci?n g del apartado a) es biyectiva.

158.- Sea a un conjunto. Determinar en qu condiciones son conjuntos las siguientes clases:

B = {x: existe una aplicaci?n biyectiva de a en x}
C = {z:anz =10}

159.- En w X w consideramos la relaci?n R definida como sigue:

<zr,y>R<zt> < (x=2=0Ay<t)V
(y=t=0Az<2)V
(x-y<z-t)V
(x-y=z-thex<z)V
(x-y=z-thx=2zANy<t)

ST
I

T

Se pide:

1. Probar que < w X w, R > es un conjunto bien ordenado.
2. Hallar el tipo ordinal de < S., o>, R >, para cada z € w.
3. Hallar una secci?n inicial de < w x w, R > cuyo tipo ordinal sea w - 2 + 3.

4. Justificar razonadamente, de manera informal, cual es el tipo ordinal de < w X
w, R >.

5. Hallar A C Q tal que < A, <@p> sea un conjunto bien ordenado y, adem?s, <
A <> = <wxw,R>.
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160.- Sean

A el conjunto de las sucesiones finitas de n£meros naturales.

B el conjunto de las sucesiones finitas de n£meros naturales no decrecientes.
C el conjunto de las sucesiones finitas de n£meros naturales crecientes.

D el conjunto de las partes finitas de w.

Demostrar, dando expljcitamente una biyecci?n, que

1. A~ B.
2. B~C.

w

. C~D.
4. D ~ w.

161.- Sea < A, <> un conjunto ordenado. Demostrar que son equivalentes:

1. Todo subconjunto no vacjo de A posee alg£n elemento minimal.

2. No existe una aplicaci?n f :w — A tal que

Vnew (f(n+1) < f(n))

Indicaci?n : Probar (2) = (1) por el contrarreciproco, utilizando el teorema de recursi?n
sobre w.

162.- Sea o un ordinal ljmite, 5 > 0y m € w — {0}. Demostrar que:
1. Si 7 es sucesor, entonces (a” - m)? = (a)?7 - m.
2. Si v es limite, entonces (o - m)? = (a)P7.
Indicaci?n : Prubense las dos relaciones simult? neamente.
163.- Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado tal que
1. (A, <) posee elemento mjnimo.
2. Todo subconjunto no vacjo de A acotado superiormente, posee supremo.
3. Vo € Ady € A(z < yNz,y[=0).

Demostrar que (A4, <) es un conjunto bien ordenado. “Es cierto el recjproco?.

164.-

1. Sea A un conjunto de cardinales bien ordenables. Probar que el conjunto | J A es un
cardinal bien ordenable.

2. Dar ejemplo de un conjunto A de ordinales tal que el conjunto | JA no sea un
cardinal bien ordenable.
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165.- Sean P = {2" : n € w} y f una aplicaci?n inyectiva no suprayectiva de w en w tal
que P C rang(f) (inclusi?n estricta). Consideremos en w, la relaci?n Ry definida como
sigue:

zRyy < (z#yN [(x€ PNy ¢ P)V

[
(z,y € PAf(z) < f(y))V

(x € rang(f) — P Ay € w —rang(f))V
(x,y € rang(f) — PNz < y)V

(,y € w—rang(f) Az < y)]

1. Sabiendo que (w, Rf) es un conjunto parcialmente ordenado, probar que es bien
ordenado.

2. Sea A la clase de los ordinales « tales que, existe una aplicaci?n f verificando las
condiciones del enunciado y tal que t.o.((w, Ry)) = «

(a) Calcular el menor y el mayor elemento de A, explicitando, en cada caso, una
aplicaci?n f correspondiente.

(b) La clase A “"es propia®.
166.- Determinar para qu valores de a la clase
{z: Iz Fxs(y €1 ANy Exa Ny EaNz €y)}

es una clase propia

167.- Sea [ : w X w — w definida por:

f(()?n) = n+1
fm+1,0) = f(m,1)
fm+1,n+1) = f(m, f(m+1,n))

Demostrar que: VmVn(f(m,n) > n).
168.- Dadas las funciones F,G : Ord — Ord definidas por

F(a)=a’y G(a) =2
1. Determinar si son contjnuas, crecientes o normales.
2. Calcular el menor punto fijo de cada una.
169.- Calcular la forma normal de Cantor de
(W +w) (W 4+ 5+2)+w+3

170.- Consideremos el conjunto

a={few’:{ncw: f(n)#0} es finito }

Sea R la relaci?n definida en a como sigue:

fRg <= f #gA f(n) <g(n) siendo n = sup {f(m) # g(m)}
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1. Demostrar que R es un buen orden en a.
2. Sea f € a la aplicaci?n definida por

1, sin=2

fln) = {1, sin#2

Calcular el tipo ordinal de la secci?n inicial determinada por f.

3. Calcular el tipo ordinal de (a, R)
171.- Demostrar que si @ es un conjunto, entonces son equivalentes:
1. a es un ordinal.

2. Existe un buen orden R en a tal que

Ve €a(lr={y €a:yRx})
172.- Sea F': Ord — Ord definida por F(«a) = (w* +w) - a.

1. "Es F normal?.

2. Sea A ={a: F(a) = a}. Demostrar que existe un £nico isomorfismo

G:(Ord,e) = (A €)
3. Calcular G(0),G(1),G(2), G(w).

173.- Probar, sin usar el axioma de la elecci?n, que las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

1. Existe una aplicaci?n f: {A CR: |A] <Ny} — R tal que f(A) ¢ A.

2. Existe B C R tal que |B| = ¥;.

174.- Sea a un conjunto. Demostrar o refutar que

B={z:3ylyCanz ¢y}

es una clase propia.

175.- Sea A el conjunto de las partes finitas de w. En este ejercicio, para cualquier
{ai,...,a,} € A sobreentenderemos que a; < -+ < ay,.

Sea R la relaci?n, definida recursivamente sobre A, dada por:

~0RB <= B#(

—{ar,...;a,}R{b1,...; b} <= [n<m]Vpn=mAa <b]V
n=mAa =b N{ag,...,a,}R{ba, ..., b,}]

21



Finalmente, sea f : A — Ord la aplicaci?n definida por

- f0) =0

~ f({ay,--,a,}) =w" - (ag + 1) + Zw"‘i (a; —ai—1 — 1)

=2
Se pide:

1. Demostrar que f es inyectiva.

2. Demostrar que VA, B € A (ARB <= f(A4) < f(B)).

3. Demostrar que R es un buen orden en A.

4. Explicitar la R-ordenaci?n de los elementos de A de cardinal inferior a 4.

5. Calcular razonadamente un elemento A € A tal que t.0.({(A4, R)) = v + w + 2.

6. Calcular razonadamente el t.0.((4, R)).
176.- Diremos que un ordinal o > 1 es primo si
VB3, v (a=0-7y = a=pV a=7)

1. Para cada uno de los ordinales siguientes, demostrar que es primo, o encontrar una
descomposici?n que muestre que no lo es:

w, w41, w4w, v, w +1

2. Demostrar que si @ > 1, entonces existen ordinales primos a,...,a,, tales que
a = ai---a,. Dar algf£n ejemplo que muestre que esta descomposici?n no es
£nica.
177.-

1. Probar que para cualquier conjunto A numerable se tiene:

1.1) {z € A: x numerable}| = 2%,

1.2) existe una partici?n {C,, : n € w} de A tal que Vn € w (C,, es numerable).
2. Sean
P = {2n:necw}
B = {x C P:x numerable}
D = {f:w—w talqueVn e w (|f7'({n})] =Ro)}

Probar que |B| < |D|, y concluir que | D] = 2%,
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178.- Sea (8 € Ord. Estudiar en qu condiciones la siguiente clase es propia:
{z : x es bien ordenable y su tipo ordinal es 3}
179.- Calcular los cardinales de los siguientes conjuntos:

1. A={z: z es maximal de (P(w)—{w}, C)}.

2. B={z: z es minimal de (P(w)—{w},C)}.
180.- Sea F': Ord — Ord definida por F(a) = (w? +w) - a. Se pide:

1. Probar que F' es normal.

2. Calcular los tres menores puntos fijos de F'.

3. Dadas las clases
C={ae€Ord: Fla)=a} D={w"-p: p€O0rd}

demostrar o refutar las siguientes relaciones: C C D , D C C.

23



