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Capitulo 1

Conjuntos y clases

1.1 El lenguaje de la Teoria de Conjuntos. Clases

Nota. 1.1.1 Intuitivamente, un conjunto es una coleccion de objetos que verifican una
propiedad. El objetivo de esta seccion es precisar el concepto de propiedad.

Definicién. 1.1.2 FEl lenguaje de la teoria de conjuntos estd formado por un con-
Jgunto de simbolos, que son comunes a todos los lenguagjes de primer orden y se llaman
simbolos l6gicos:

1. Variables individuales: x,y, z,... con o sin subindices,
2. Conectivas: =, V, \, —, <,
3. Cuantificadores: ¥ (universal), 3 (existencial),

4. Predicado de igualdad: =,

junto con un simbolo no légico, el predicado de pertenencia: €.

Definicién. 1.1.3 Las férmulas de la teoria de conjuntos se definen recursivamente
por:

1. Si x,y son variables, entonces x =1y, x € y son formulas.

2. mp, oV, o ANy y @ — 1 son formulas

3. Si x es una variable y ¢ una formula, entonces Ixp y Vry son formulas.

Notacién. 1.1.4



1. Usaremos las letras p,1,0 como metavariables sobre formulas.

2. Escribiremos x # y, © ¢ y como abreviaturas de —(x = y) y —(x € y), respecti-
vamente.

Definicién. 1.1.5 La variable x ocurre libre en ¢ si se verifica una de las siguientes
condiciones:

l.pesr=y,y=z,x €Yy oy eE x.
2. @ es =) y x ocurre libre en .
3. pesY VO, YN0 61— 0 yax ocurre libre en 1) 0 en 6.

4. @ es Yy ¢ Jyy donde y no es x y x ocurre libre en 1.

Notacién. 1.1.6 Mediante p(z1,...,x,) representaremos una formula en la que las
variables x1,...,x, ocurren libres. FEn el mismo contexto en que hayamos escrito
o(x1,...,x,), escribiremos ¢(yi, ..., Yyn) para designar la formula que resulta de susti-
tuir en la formula (1, ..., x,) las variables x1, . .., T, POT Y1, . .., Yn, TESPECtiVAMENtE.

Nota. 1.1.7 El azioma—esquema de comprehensién (FREGE 1893 ) es el siguiente:
Para cada formula ¢(x) en la que y no ocurre libre,

(Fy)(Vz)[z € y < o(z)]

es un axioma. FEste arioma es un intento de formalizacion del concepto intuitivo de
conjunto de 1.1.1.

Teorema. 1.1.8 (RUSSELL 1903)

() (Va)lr €y = x ¢ 7]
Corolario. 1.1.9 El azioma de comprehension (1.1.7) no es vdlido.

Notacién. 1.1.10 Para cada formula p(x,y1,. .., yn) se introduce el simbolo de clase

{z 0z, 91, ,yn)}

que se lee “la clase de los x tales que p(z,y1,...,yn)”. Usaremos letras latinas
mayusculas para representar clases. Sean A y B las clases {x : p(x)} y {z : ¥(x)},
respectivamente.



o © € A representard p(x) (x ¢ A representard —p(x)).

A = B representard Vx[p(x) < ¥(x)] (A # B representard -A = B).

A C B representard Vzx[p(z) — ¥ (z)] (y A C B representara A # BANAC B)

ANB={z:x€ ANzeB}yAUuB={zx:x€ AVax € B}.
A-B={zx:xz€ ANz ¢ B}.

e UA={z: )z eyrye A}, yNA={z: (Vlye A—z ey}

Si A es la clase {x : p(x)}. Escribiremos

1. A es un conjunto en lugar de (Jy)(Vx)[z € y < ¢(z)].

2. A es una clase propia en lugar de ~(3y)(Vz)[z € y < ¢(x)].

Lema—Definicién. 1.1.11 La clase de Russell, definida por R = {x : x ¢ x} es una
clase propia

Definicién. 1.1.12 La clase universal es V = {x : x = z}.

1.2 Axiomas del vacio, extensionalidad y separacion

Axioma 1.2.1 del conjunto vacio: Fxiste un conjunto que no tiene elementos; i.e
(Fy)(Va)[z ¢ y].

Axioma 1.2.2 de extensionalidad (FREGE 1893, ZERMELO 1908): Si dos conjun-
tos tienen los mismos elementos, entonces son iguales; i.e.

(V) (V)[(V2)[z € 2 = z € y| = = =y

Notacién. 1.2.3 FEscribiremos (z)p(z) (léase: existe un unico x tal que p(x)), en
lugar de

(Fz)[p(z)] A (Vo) (Vy)[p(x) A p(y) — o = y].
Lema. 1.2.4 (3ly)(Vz)[x ¢ y].

Definicién. 1.2.5 FEl conjunto vacio se define por:

0=y« (Vo)[z ¢ y].



Axioma 1.2.6 —esquema de separaciéon (ZERMELO 1908): Sea ¢(x) una formula
en la que y no ocurre libre. Para cada conjunto z,

{z:x€znp(x)}

es un conjunto; i.e.
(V2)(Fy)(Va)[x € y = x € z A p(x)].

Nota. 1.2.7 Si en el axioma de separacion se permite que la variable y no ocurre libre
en p(x), entonces (Vx)[x = ().

Teorema. 1.2.8 El axioma del conjunto vacio es consecuencia del de separacion.

Lema. 1.2.9 Sea p(z) una formula en la que y no esté libre. Entonces,

(V2)3ly)(Vo)[z € y & x € 2 A p(x)].
Notacién. 1.2.10 Escribiremos {z € z : ¢(x)} en lugar de {z : x € z N\ p(x)}

Teorema. 1.2.11 Sea A = {x: p(x)}. Si

(Jy) (Va)[p(z) — = € Y],

entonces A es un conjunto.
Teorema. 1.2.12 V es una clase propia.

Lema—Definicion. 1.2.13 Sean z,y, z conjuntos.

1. La clase x — y definida por {z : z € x A\ z & y} es un conjunto, que llamaremos
la diferencia de x e y.

2. La clase x Ny definida por {z : z € x Az € y} es un conjunto, que llamaremos la
interseccion de x e y.

Lema-—Definicién. 1.2.14 La interseccion de x es
ﬂx: {z:Vu)[uez—uez}

Six # 0, entonces [z es un conjunto.

Lema. 1.2.15



1. Si A#0, entonces (A es un conjunto.
2. 0=A{x:x#z}.
3. N0=V.

Definicién. 1.2.16 Los conjuntos x e y son disjuntos si x Ny = ().

Nota. 1.2.17 Con los axiomas anteriores solo puede demostrarse la existencia del
conjunto vacio.

1.3 Los axiomas del par, de la unién y de las partes

Axioma 1.3.1 del par: Para todo x, y la clase {u:u =xVu=y} es un conjunto;
1.€.
(V) (Vy) (F2)(Vu)lu € 2 = u =2 Vu =y

Definicién. 1.3.2
L. {z,yt={u: u=zVu=y}.
2. {z} ={z,2}.

Notas. 1.3.3

L. Mzt =2y({r,y} =zNy.

2. Con los axiomas anteriores se puede demostrar la existencia de infinitos conjun-
tos:

0, {0}, {{0}}, ...; pero todos tiene como mdzimo dos elementos.

Axioma 1.3.4 de la unién: Para cada conjunto x la clase
{z: (Fu)[z e unuezx]}
es un conjunto; i.e.

(Vx)(3y)(V2)[z € y < (Fu)[z € u Au € z]

Definicién. 1.3.5



1. Launién de x es Jr ={z: (Fu)[z e u Au € z]}

2. Launién dex ey es x Uy = J{z,y}

Proposicion. 1.3.6

1. Yo=90
3. xUy={z:2z€xVzey}

Definicién. 1.3.7 {a,b,c} = {a,b} U{c}.

Notas. 1.3.8 Andlogamente a 1.4.8, pueden definirse {a,b,c,d}, {a,b,c,d, e}, ... Con
los ariomas anteriores puede demostrarse la existencia de los conjuntos 0, {0}, {0, {0}},
. que tienen 0, 1, 2, ... elementos.

Definicién. 1.3.9

e Diremos x es un subconjunto de y (y lo notaremos por x C y) si (Vz)[z € v —
z € yl.

e Diremos x es un subconjunto propio de y (y lo notaremos por x C y) si
rCyNx #uy.

Axioma 1.3.10 de las partes (ZERMELO 1908):
Para todo conjunto x, la clase {z : z C x} es un conjunto; i.e

(Vz)(Jy)(V2)[z € y > 2 C 2]

Definicién. 1.3.11 FEl conjunto partes de x es P(x) ={z: 2 C z}.



Capitulo 2

Relaciones y aplicaciones. El
axioma de reemplazamiento

2.1 Par ordenado y producto cartesiano
Definicién. 2.1.1 (KURATOWSKI 1921) El par ordenado de x e y es
(z,y) = Hah Az u3}
Proposicion. 2.1.2
1. Si{x,y} = {x,z}, entonces y = z.
2. Si (z,y) = (z,u), entonces x =z Ny = u.
Definicién. 2.1.3 Diremos que x es un par ordenado < (Jy)(Iz)[x = (y, 2)].

Definicién. 2.1.4 Sea x un conjunto.
1. La primera coordenada de z es IT;(z) = {u : (Fv)(Fw)[x = (v,w) Au € v]]}

2. La segunda coordenada de x es Ily(z) = {u: (Fv)(Fw)[z = (v,w) Au € wl||}

Proposicién. 2.1.5

I, () :{ / si(@le= .2 o :{ 6 si (By)lz = (v, 2)];

en otro caso. en otro caso.



Notas. 2.1.6  La Definicion 2.1.1 puede extenderse como sigue: (x) =z, (x,y,2) =
(z,9),2), (z,y,2,0) = ((2,y,2),w), ...

Notacién. 2.1.7 FEscribiremos {{x,y) : p(z,y)} en lugar de
{z: (F2)By)lz = (x,9) A e(z,y)]}
Definicién. 2.1.8 FEl producto cartesiano de x e y es:
rxy={{u,v):u€xhveEy}
Proposicion. 2.1.9 Si x e y son conjuntos, entonces x X y es un conjunto.

Definicién. 2.1.10 22 =z x z.

Nota. 2.1.11 Andlogamente se definen

rxyxz=(xxy)xz °=1’xzx

rXyxXzxu=(rXxyxz Xu

y ast sucesivamente. St A y B son clases, se define

Ax B={{u,v):u€ ANveEB}, yA2=Ax A

2.2 Relaciones. Aplicaciones. Familias
Definicién. 2.2.1 Un conjunto r es una relacién si (Vy)[y € r — y es un par ordenado).
Notacién. 2.2.2 Sir es una relacion, escribiremos x vy en lugar de (z,y) € r.

Definicién. 2.2.3

1. El dominio de r es dom(r) = {x : (Jy)[(x,y) € r]}
2. Elrango de r es rang(r) = {y : (3x)[(z,y) € r|}

3. El campo de r es campo(r) = dom(r) U rang(r)

Lema. 2.2.4 Sir es un conjunto, entonces dom(r), rang(r) y campo(r) son conjuntos.



Definicién. 2.2.5 Diremos que r es una relacién en x sir es una relacion y campo(r) C
.

Ejemplos. 2.2.6

1. La identidad en z, I, = {(y,y) : y € x}, es una relacion en .

2. La pertenecia en z, €,= {(y,2) ;y €x ANz €x ANy € z} es una relacion en z.

Definicién. 2.2.7

1. Lainversa der esr~' = {(y,z) : {x,y) € r}
La imagen de x porr esr[z] ={y: (32)[z € x A (z,y) € r]}
La imagen inversa de x porr esr—'[z] = {y: (F2)[z € x A (y,2) € r|}

La composicién der y s es sor ={(z,z) : 3y)[{x,y) € r A (y, z) € s]}

La restriccién der ax esr [ x ={{y,z) :y € x AN (y,2) €7}

1

Lema. 2.2.8 Six, r y s son conjuntos, entonces r—, r[x], r='[z], sor yr |z

son conjuntos

Nota. 2.2.9 La definicion de relacion binaria se puede generalizar. Por ejemplo:
., . 3
r es una relacion ternaria < r C V°.

Una clase R es una relacion si R C V2.

Definicién. 2.2.10 f es una aplicacién (o funcion) si

f es una relacion N (Vz)(Vy)(Vz)[(z,y) € fA(z,2) € f = y=Z2]

Definicién. 2.2.11 Sean f una aplicacion y x € dom(f). Eldnico y tal que (z,y) € f
se llama valor de f en x y se representa por f(z) J f.

Definicién. 2.2.12 f es una aplicacién de x en y si

f es una aplicacion N dom(f) =x A rang(f) C y.

Notacion. 2.2.13



1. Por f:x — y se indica que [ es una aplicacion de x en y.
2. Por (f(a):a €x) ¢ (f,:a€ x) seindica que f es una aplicacion de dominio x.

3. Si f es una aplicacion de dominio x, podemos representar el rango de f como
{fla):a€x} 6{fs:a€x}
Nota. 2.2.14 Sean f y g dos aplicaciones.
f=g9 <= dom(f)=dom(g) N (Vz)[z € dom(f) — f(z) = g(z)]
Definicién. 2.2.15 Sea f :x — y. Diremos que f es:

1. Suprayectiva < rang(f) = y.
2. Inyectiva < (Vz,u € z)[f(2) = f(u) — 2z = u].

3. Biyectiva < f suprayectiva e inyectiva.
Definicién. 2.2.16 FEl conjunto de aplicaciones de x en y es
¥ ={f: f es una aplicacion de x en y}
Proposicion. 2.2.17 Si x, y son conjuntos, entonces x¥ es un conjunto.
Proposicién. 2.2.18 Si f:x -y yg:y — z, entonces go f : x — 2.
Notas. 2.2.19

1. Las definiciones anteriores se pueden extender a clases.

2. Si F:V =V, escribiremos {F(z) : ¢(x)}, en lugar de
{y: Aoy = F(z) Ap(x)]}-
3. Si f es una aplicacion, entonces flz] = {f(a):a €z} y f'z] ={a: f(a) € 2}.

Definiciéon. 2.2.20 Sea I un conjunto. Una familia de conjuntos con indices en
I es un aplicacion a de dominio I.

Notacién. 2.2.21 Si a una familia de conjuntos con indices en I, escribiremos a; en
lugar de a(i), y (a;)ier 6 {a; : i € I) en lugar de a.



Lema—Definicién. 2.2.22 Sea (a;);c; una familia de conjuntos.
1. La unién de (a;);cr, definida por

Uai ={z:(Fi e Dz € al}

iel
es un conjunto.

2. La interseccién de (a;);es, definida por

ﬂai ={z: (Vie Dz € al}

iel
es un conjunto si y solo si I # 0.

3. El producto cartesiano de (a;)cr, definida por

Hai = {x: (x es una aplicacion ) A dom(zx) = I A (Vi € I)[z(i) € a;]}

i€l

es un conjunto.
Notas. 2.2.23 Sea (a;);e; una familia de conjuntos.

1. Si para todo i € I, a; = b, entonces Hai =’
iel

2. Sil;c;a # 0, entonces (Vi € I)[a; # 0].

3. Con los axiomas estudiados hasta ahora, no se puede probar ni refutar el reciproco

de (2).

2.3 El axioma de reemplazamiento

Axioma 2.3.1 de reemplazamiento:
Si F' es una funcion y u es un conjunto, entonces la clase

Flu] ={F(y) :y € u}

es un conjunto.

Notas. 2.3.2



1. La condicion de ser funcion es necesaria.

2. Sin usar clases, el axioma de reemplazamiento puede formularse como sigue: Si
o(z,y) es una formula y z es una variable que no ocurre libre en p(x,y), entonces

(V) (Vy) (Vo) [p(z, y)Ae(x,y') — y = y] — (Yu)(32)(Vy)ly € 2 « (z € u)p(z,y)]

es un axtoma de reemplazamiento.

Proposicion. 2.3.3

1. El azioma de separacion es consecuencia del axioma de reemplazamiento.

2. El axioma del par es consecuencia del arioma de reemplazamiento y del arioma
de las partes.

2.4 Relaciones de equivalencia (*)
Definicion. 2.4.1

1. r es reflexivo sobre z si (Va € x)[(a,a) € 7].
r es simétrico (Va)(Vb)[(a,b) € r — (b,a) € 7].

r es transitivo (Va)(Vb)(Ve)[(a,b) € r A (b,c) € r — (a,c) € 7]

e

r es de equivalencia en x si r es refleriva sobre x, simétrica y transitiva.

Nota. 2.4.2 Si r es una relacion en x simétrica y transitiva, entonces no se sigue
necesariamente que r sea una relacion de equivalencia en x.

Nota. 2.4.3 Las demostraciones de los siguientes resultados se proponen como ejer-
Cicios.

Definicion. 2.4.4 Sea r una relacion de equivalencia en x y a € x. La clase de
equivalencia de a mddulo r es

la]l, ={b:bexA{a,b) €r}
Proposicion. 2.4.5 Sea r una relacion de equivalencia en x y a,b € x.

1. [a], es un conjunto.



2. (a,b) € r < [a], = [b],.
3. {a,b) ¢ r < [a], N [b], = 0.

Definicion. 2.4.6 Sea r una relacion de equivalencia en x. El conjunto cociente
de x porr es

x/r ={la], :a € z}

Proposicion. 2.4.7 Sir una relacion de equivalencia en x, entonces x/r es un con-
Junto.

Definicion. 2.4.8 El conjunto p es una particion de x si

1. (Va € p)la # 0].
2. Up=2
3. Va,bep)la#b—anb=10.

Proposicion. 2.4.9 Si r una relacion de equivalencia en x, entonces x/r es una
particion de x.

Definicion. 2.4.10 Sea p una particion de x. La relacién definida por p es
rp={(a,0): Gy ep)lacynbeyl}
Proposicion. 2.4.11 Sea p una particion de x.
1. 1, es una relacion de equivalencia en x.
2. x/r, = p.

Definicion. 2.4.12 Sea p una particion de x. Se dice que y es un conjunto de
representantes de p si

(Va € p)(3b € y)lany = {b}]

Nota. 2.4.13 Con los axiomas estudiados hasta ahora, no se puede demostrar, ni
refutar, que para cada particion p de x, existe un conjunto de representantes de p.



Capitulo 3

Relaciones de orden

3.1 Ordenes parciales. Ordenes totales

Definicion. 3.1.1 Sean A una clase y R una relacion en A. Diremos que R es:

1. Irreflexiva en A si (Vx € A)[(z,x) ¢ A].

2. Transitiva en A si (Vz,y,z € A)[(z,y) € RA{y,z) € R — (x,z) € R].
3. Conexa si (Vx,y € A)[rRyV xz =y V yRx|.

4. Un orden parcial en A si R es irrefleziva y transitiva en A.

5. Un orden total en A si R es un orden parcial y conexa en A.

Notacion. 3.1.2 Escribiremos “(A, R) es una clase parcialmente ordenada” o “(A, R)
es una CPO” en lugar de “A es una clase y R es un orden parcial en A”. De man-
era andloga, escribiremos “(A, R) es una clase totalmente ordenada” o “(A, R) es una
CTO” en lugar de “A es una clase y R es un orden total en A”.

Ademds, suele usarse el simbolo < para representar relaciones de orden. De manera
usual, se utilizan las notaciones

rdye—o(r<y), z<y—z<yVr=y, x>y<y<u.
Definicion. 3.1.3 Sean (A, <) una CPO, B C A ybe A. Diremos que b es

1. Elemento maximal de B sib€ B A (Vz € B)[b £ x|.

2. Elemento minimal de B sib € B A (Vz € B)[zx £ b].

15



3. El mayor elemento de B sib e B A (Vx € B)[z < b).
4. El menor elemento de B sibe€ BA (Vz € B)[b < x].
Notas. 3.1.4 Sean (A, <) una CPO y B C A.

1. Si b es el mayor elemento de B, entonces b es un elemento mazimal de B. El
reciproco no es vdlido.

2. B no tiene mds de un mayor elemento.

Definicion. 3.1.5 Sean (A, <) una CPO, B C A ya € A. Diremos que a es:

1. Una cota superior de B si: (Vx € B)x < a].
2. Una cota inferior de B si: (Vx € B)la < z].
3. El supremo de B (y = sup(B)) si: a es la menor cota superior de B.

4. El infimo de B (y = inf(B)) si: a es la mayor cota inferior de B.

Notas. 3.1.6 Sean (A, <) una CPO y B C A.

1. B tiene a lo sumo un supremo.
2. Si b es el mayor elemento de B, entonces b = sup(B).

3. Sib=sup(B) ybe B, entonces b es el mayor elemento de B.

Definicion. 3.1.7 Sean (A, <) una CPO y a,b € A.

1. a es un predecesor de b (0o b es un sucesor de a) si a < b.

2. a es un predecesor inmediato de b (o b es un sucesor inmediato de a) si
a<by-(3ceA)a<ec<i].

Definicion. 3.1.8 Sean (A, <) una CPO y x € A. La seccién inicial de (A, <)
definida por x es A, ={y € A: y <z}

Definicion. 3.1.9 Sean (A, <) una CPO y B C A.

1. B es una seccién inicial de A si (Jz € A)[B = A,]



2. B es un segmento inicial de A si (Vx,y € A)flr € BAy <z —y € BJ.

Notas. 3.1.10 Sean (A, <) una CPO y B C A.

1. Si B es una seccion inicial de A, entonces B es un segmento inicial de A.

2. El reciproco no es vdlido.

Definicion. 3.1.11 Sean (A, R),(B,S) CPO y F : A — B. Diremos que F' es:
1. Un homomorfismo de (A, R) en (B,S) (F: A ~ B) si
(Vo,y € A)fzRy — F(x)SF(y)]
2. Creciente si (Vz,y € A)[xRy < F(x)SF(y)]
8. Una inmersién de (A, R) en (B,S) (F: AC B) si F es inyectiva y creciente.
4. Unisomorfismo de (A, R) en (B,S) (F: A = B) si F es biyectiva y creciente.
Proposicion. 3.1.12 Sean (A, <) una CTO y B C A.

1. b es un elemento maximal de B si y solo si b es el mayor elemento de B.

2. b es un elemento minimal de B si y solo si b es el menor elemento de B.
Proposicion. 3.1.13 Sean (A, <) una CTO yx,y € A. Siz # y, entonces A, # A,.

Proposicion. 3.1.14 Sea (A, <) una CTO. Si B y C son segmentos iniciales de A,
entonces BC C ¢ C C B.

Corolario. 3.1.15 Sea (A, <) una CTO. Si B y C son segmentos iniciales de A,
entonces B es un segmento inicial de C' 6 C' es un segmento inicial de B.

Proposicion. 3.1.16 Sean (A, R),(B,S) CTO y F : A — B. Son equivalentes:

1. F es un homomorfismo.
2. I es creciente.

3. F es una inmersion.

Nota. 3.1.17 Sean (A, R),(B,S) dos CPO isomorfas. Entonces (A, R) es CTO siy
sélo si (B,S) es CTO.



3.2 Buenos 6rdenes
Definicion. 3.2.1 Sea (A, R) una CPO. Diremos que R es:

1. Adecuada si (Vo € A)[A, es un conjunto).

2. Un buen orden en A si R es adecuada en A y

(Vz)lx CAANz #D— (3b)[b es el menor elemento de x].

Notas. 3.2.2

1. Si (A, R) es una CPO y A es un conjunto, entonces R es adecuada en A.
N con el orden usual estd bien ordenado.

Z, con el orden usual no estd bien ordenado.

La relacion R definida en Z por
rRy < |z| <yl V (Jz| = [y[ Az <y)
es un buen orden en 7.

5. Escribiremos “(A, R) es una clase bien ordenada” o “(A,R) es una CBO” en
lugar de “A es una clase y R es un buen orden en A”.

6. Si (A, R) es una CBO, entonces (A, R) es CTO.

Teorema 3.2.3 (principio del menor elemento).
Sea (A, <) una CBO. Si B C A y B # (), entonces B tiene un menor elemento.

Nota. 3.2.4 Como consecuencia de la proposicion anterior, el principio del menor
elemento para una formula p(x) es

(31 € Ap(x) — (Fr € A)p(x) A (Vy € Aply) — = < 3]
Teorema 3.2.5 (Principio de induccién). Sea (A, <) una CBO

1. Si B C A es tal que
(Vx € A)[A, C B — z € B

entonces A = B.



2. Sip(x) es una formula y
(Vz € A)[(Vy € Ay <z — o(y)] — ¢(2)]

entonces (Vx € A)p(x).

Definicion. 3.2.6 Sea (A, <) una CPO y B C A. B es inductiva en A si

(Vo € A)[A, C B — x € B

Nota. 3.2.7 El principio de induccion afirma que Si (A, <) es una CBO y B C A es
mductiva en A, entonces B = A.

Proposicion. 3.2.8 Sea (A, <) una CTO. Si A es la unica clase inductiva en A y <
es adecuada en A, entonces (A, <) es un CBO.

Proposicion. 3.2.9 Sea (A, <) una CBO. Si B es un segmento inicial de A, entonces
B = A o B es una seccion inicial de A.

Notacion. 3.2.10 Sea (A, R) una CBO y B C A. Normalmente escribiremos (B, R)
en lugar de (B, RN (B x B)).

Teorema. 3.2.11 Sea (A, <) una CBO y F : A — A. Si F es creciente, entonces
(Vo € A)[z < F(x)].

Corolario. 3.2.12 Sea (A, <) una CBO.

1. Si B C A estd estrictamente acotada (es decir, (3a € A)(Vb € B)[b < a]),
entonces (A, <) y (B, <) no son isomorfas.

2. No existe ningiun € A tal que (A, <) = (A,,<).
3. SiF:A = A, entonces F'=14.

[a¥)

4. Si (A, <) = (B,<'), entonces sdlo hay un isomorfismo entre ellas.

Lema. 3.2.13 Si (A, <) y (B,<') son CBO y F : A = B, entonces

(Vo€ A)[F | Ay : Ay = Brw)

Teorema 3.2.14 de comparacién de buenos 6rdenes. Sean (A, <) y (B,<’)
CBO. Se verifica una, y solo una, de las siguientes condiciones :



1. (A, <) = (B,<).
2. (3ly € B)[(A, <) = (By, <)].
3. (Flz e A)[(A, <) = (B, <)].

Definicion. 3.2.15 Diremos que una clase A es bien ordenable si existe una relacion
de buen orden en A.

Nota. 3.2.16 Con los azriomas estudiados hasta ahora, no se puede demostrar ni
refutar que todo conjunto sea bien ordenable.



Capitulo 4

La clase de los Ordinales

4.1 Conjuntos transitivos
Definicion. 4.1.1 Un conjunto x es transitivo si (Vy,2)[y €z €x — y € z].
Nota. 4.1.2 La definicion se puede extender a clases.

Proposicion. 4.1.3 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. x es transitivo.
2. (Vy € )y C .
3. Uz Cu.

4. © C P(z).

Ejemplos. 4.1.4 Los conjuntos O, {0}, {0,{0}}. son transitivos, y no lo son: {{0}},
{0, {{03}}-

Proposicion. 4.1.5 Sea x un conjunto cuyos elementos son conjuntos transitivos.

1. Uz es transitivo.

2. Six#0, entonces (\x es transitivo.
Definicion. 4.1.6 El sucesor del conjunto x es xt = x U {x}.

Lema. 4.1.7 Si x es un conjunto transitivo, entonces x+ es transitivo.
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4.2 Ordinales

Definicion. 4.2.1

1. Un conjunto x es un ordinal si es transitivo y (x,€,) es un conjunto bien orde-

nado.
2. Ord = {z : z es un ordinal}.
Ejemplos. 4.2.2
1. 0, {0}, {0,{0}} son ordinales.
2. {0,{0}, {{0}}} no es un ordinal.
Notacion. 4.2.3 Usaremos «, 3,7, ..

(Va)p(a) en lugar de (Vz)[z € Ord — ()]
(Ja)p(a) en lugar de (Fz)[z € Ord A ¢(a)]
Proposicion. 4.2.4

1. § € Ord.
2. (Va)la ¢ al.
3. Todo elemento de un ordinal es un ordinal.

4. Si o € Ord, entonces o™ € Ord.
Definicion. 4.2.5
L0=0"1=0v2=1"... . n+1=nt

2. a+1=a".

Nota. 4.2.6 Se verifica que 1 = {0},2=1{0,1},...,n+1={0,1,
2, ...€0rd.

Proposicion. 4.2.7

Lo+ — 3t _
1. Sia™ = 37, entonces a = 3.
2. Si x C « transitivo, entonces =« 0 x € «.

3. Si x es un subconjunto transitivo de un ordinal, entonces x es

. como variables sobre ordinales, y escribiremos

...,n}, yque 0,1,

un ordinal.



4.3 Ordenacion de los ordinales
Definicion. 4.3.1 a < [ — «a € [3.
Lema. 4}.3.2

1. a< < aCp.

2. a={0:p<a}l.
Lema. 4.3.3 Sea C C Ord. Si C # (), entonces

1. 1 C € Ord.

2. N C es el menor elemento de C.
Notacion. 4.3.4 Sea C C Ord tal que C # (). Escribiremos inf(C') en lugar de () C.
Teorema. 4.3.5 (Ord, <) es una clase bien ordenada.
Proposicion. 4.3.6 St x C Ord y x es transitivo, entonces x € Ord.
Teorema. 4.3.7 Ord es una clase propia.

Proposicion. 4.3.8 Si x C Ord, entonces

1. Jz € Ord.

2. Jx es el supremo de x.
Nota. 4.8.9 Escribiremos sup(x) en lugar de |Jx.

Proposicion. 4.3.10 ot = inf{f: a < 3}.



4.4 Teoremas de induccion sobre ordinales

Nota. 4.4.1 En esta seccion se muestran varias formas del teorema de induccion para
la clase bien ordenada (Ord, €).

Teorema. 4.4.2 Sea A C Ord. Si
(Va)[(VA)[B <a — B €Al - a€ A

entonces A = Ord.

Nota. 4.4.3 Como consecuencia del teorema anterior, si @ es una formula tal que

(Va)[(VB)[B < o — @(B)] — p(av)],
entonces (Va)p(a).
Teorema. 4.4.4 Sea A C Ord. Si

1.0 A
2. Va)lae A—a+1eA

3. (VYa)la limite — (« C A — a € A)]

entonces A = Ord.

Nota. 4.4.5 Como consecuencia del teorema anterior, si o(x) es una férmula tal que
1. ¢(0)
2. (Va)lp(a) — pla+1)]
3. (Va)la limite — ((VB)[B < o — (B)] — »())]

entonces (Va)p(a).



4.5 Clases bien ordenadas y ordinales
Proposicion. 4.5.1 Sia = (3, entonces a = 3.

Teorema. 4.5.2 (MIRIMANOFF 1917) Para cada conjunto bien ordenado (a, <), ex-
iste un unico ordinal o tal que {a,<) = («a, €).

Definicion. 4.5.3 Eltipo ordinal de un conjunto bien ordenado {(a, <), t.o.({a, <)),
es el unico ordinal a tal que {a,<) = («, €).

Proposicion. 4.5.4 Sea (a,<) un conjunto bien ordenado.
1. Sia =10, entonces t.o.((a, <)) = 0.

2. t.o.({a,<)) = {t.o.({a,,<)) : x € a}.

Teorema. 4.5.5 Si (A, <) es una clase propia bien ordenada, entonces

(A, <) = (Ord, €)



Capitulo 5

Ordinales finitos (niimeros
naturales)

5.1 Numeros naturales

Definicion. 5.1.1 Sea o un ordinal. Diremos que o es:

1. sucesor si existe un (3 tal que o« = 3+ 1.

2. un ordinal finito (o un nimero natural) si

(VB < a)[B=0V (B es sucesor)]
3. es limite si a« # 0 y a no es sucesor.

Nota. 5.1.2 NotaremosN = {« : « es un nimero natural}. Los ordinales 0,1,2,... €
N, y usaremos m,n, ... como variables para los numeros. Con los axiomas estudiados
hasta ahora no puede demostrarse que la clase N sea un conjunto.

Proposicion. 5.1.3 Sea a # 0. Son equivalentes:

1. « es limite.
2. Ja=o.
5. (VB <a)[B+1<a]

Notas. 5.1.4 Con los axiomas estudiados hasta ahora no puede demostrarse que ex-
istan ordinales limites.
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5.2 El axioma del infinito y propiedades de N

Azioma 5.2.1 del infinito
(F)[0 € x A (Vy € 2)[y" € ]|
Nota. 5.2.2 Diremos que un conjunto x es inductivo s:
0OexA(Vy€ex)y" €

Ast, el axioma del infinito expresa que (3x)[z es inductivo).

Proposicion. 5.2.3

1. N es transitivo.
. S a inductivo, entonces a C N.

. N es un conjunto.

. N=(a : a inductivo}.

2
3
4. N es inductivo.
5
6. N es un ordinal.
7

. N es el menor ordinal limite.

Notacion. 5.2.4 El conjunto N como ordinal suele representarse por w.

5.3 Teoremas de induccion sobre w

Teorema 5.3.1 (Postulados de Peano).

1. 0 cw.

2. (Vn € w)[n* € wl.

3. 0 no es el siguiente de ningin natural.
4. (Ym,n € w)m*™ =nt — m =nl.
5

. (Principio de induccién sobre w)
Sea a Cw. Si0€ay (Vn€an® €a, entonces a =w.



Teorema. 5.3.2 Sea a Cw. Si
(Vn)[(Vm)[m <n —m € a] — n € q]

entonces a = w.

Nota. 5.3.3 Como consecuencia del teorema anterior, si p(x) es una formula tal que
(Vn)[(Vm)[m < n — p(m)] — ¢(n)]

entonces (VYn)p(n).

Teorema. 5.3.4 Sea A Cw. Si

1. 0€a

2. (Vn)ln €a—n+1E€al

entonces a = w.

Nota. 5.3.5 Como consecuencia del teorema anterior, si p(x) es una formula tal que

1. ¢(0)
2. (Vn)[p(n) — o(n+1)]

entonces (Yn)p(n).



Capitulo 6

Teorema de recursion

6.1 El teorema de recursion

Teorema 6.1.1 de recursion sobre clases bien ordenadas.
Sea (A, <) una clase bien ordenada. Para cada funcion G : V. — V', existe una unica
funcion F : A — V tal que para todo x € A,

Teorema 6.1.2 (definicién por recursién).
Sea (A, <) una clase bien ordenada. Para cada formula ¢(x) existe una tinica clase
B C A tal que para todo x € A,

r € B« ¢(A, N B).

Teorema 6.1.3 de recursién sobre Ord.
Para cada G :'V — V| existe una unica funcion F : Ord — V tal que para todo

Teorema 6.1.4 de recursién sobre w.
Sea a un conjunto y G :'V — V. Eziste una unica f:w — w tal que

f0)=a A(Vnew)f(n+1)=G(f(n))]

Corolario. 6.1.5 {0,1,...,w,w™ ,w™ ...} es un conjunto. Ademds, es un ordinal
limite mayor que w.
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Capitulo 7

Aritmética Ordinal

7.1 Funciones normales

Definicion. 7.1.1 Sea F : Ord — Ord. Diremos que F' es
1. Continua si para todo ordinal limite o
F(a) = sup{F(B) : f < a}
2. Normal si F' es creciente y continua.

Ejemplos. 7.1.2

1. La funcion identidad es continua y normal.
2. Las funciones constantes son continuas no normales.

3. La funcion F(a) = a™ no es continua.

Lema. 7.1.3 Si F' es continua, entonces

F es normal <= (Va)[F(a) < F(a+1)]

Proposicion. 7.1.4 Sea F una funcion normal.

1. Si « es limite, entonces F () es limite.

2. Si F(0) < 3, entonces existe un mdzimo ordinal o tal que F(a) < 3.
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3. Sia es un conjunto no vacio de ordinales, entonces

F(sup(a)) = sup{F(a) : a € a}

Teorema 7.1.5 del punto fijo (VEBLEN 1907).
Sea F' una funcion normal. Para cada o, eziste un > « tal que F () = (.

Proposicion. 7.1.6 Si F' y G son funciones normales, entonces F o G es normal.

7.2 Definiciones

Teorema. 7.2.1 (Suma de ordinales).

1. Para cada o € Ord eziste una unica aplicacion ¥, : Ord — Ord verificando:

(a) X4(0) = a.
(b) VB € Ord (3a(67) = (Za(5)7).
(c) VB € Ord (B limite — X,(8) = sup {X.(7): v < [}).

2. FEuxiste una unica aplicacion ®, : Ord x Ord — Ord verificando:
(a) Yo € Ord (94 ((a,0)) = «).

(b) Vo, B € Ord (®-({a, 3)) = (@4 (e, B))F).
(¢) Ya, 3 € Ord (8 limite — @ ((a,3)) = sup {®+({, 7)) : 7 < }).

Notacion. 7.2.2 & ((a, ) = a+ 5.

Teorema. 7.2.3 (Producto de ordinales).

1. Para cada o € Ord eziste una unica aplicacion I, : Ord — Ord verificando:

(a) 11,(0) = 0.
(b) V5 € Ord (I(67) = Ha(B) + ).
(¢) V3 € Ord (G limite — 11a(B) = sup {Ila(7) : v < B}).
2. Existe una unica aplicacion @, : Ord x Ord — Ord verificando:
(a) Va € Ord (P4({(c,0)) = 0).
(b) Vo, 8 € Ord (®,({a, 7)) = D ({a, B)) + ).



(c) Ya, 5 € Ord (B limite — ®o((ar, 5)) = sup {Pe({a,7)) : v < B}).
Notacion. 7.2.4 ®,((a,3)) = a- .

Teorema. 7.2.5 (Exponenciacion ordinal).

1. Definimos la aplicacion Ey : Ord — Ord asi: Ey(0) =1 y Eq(8) = 0, para cada
g € Ord — {0}.

2. Para cada o € Ord — {0} existe una unica aplicacion E, : Ord — Ord verifi-
cando:

(a) E,(0)=1.
(b) VB € Ord (En(87) = Eu(B) - @).
(c) Y3 € Ord (B limite — E(B) = sup {E.(7): v <p(}).

3. Eziste una unica aplicacion Pexp : Ord x Ord — Ord verificando:
(a) Yo € Ord (Pexp({,0)) = 1).

(b) Vo, B € Ord (Pexp((a; 7)) = Pexp({, 3)) - ).

(c) Yo, € Ord (o # 0 A [ limite — Pexp({a, B)) = sup {Pexp({a,7)) :
v <B}).

(d) ¥B € Ord (8 # 0 — Dexp((0, 5)) = 0).

Notacion. 7.2.6 ®op({a,5)) = a’.

7.3 Propiedades de la suma y el producto.

Proposicion. 7.3.1 (Propiedades de la suma,).

1. Para cada o € Ord la aplicacion ¥, : Ord — Ord definida por ¥,(6) = a+ 3
es normal.

2. Va (0+a=a).
3. St B es limite, entonces o+ 3 es limite.

4. Monotonia:

(@) a<fp—=v+ta<y+f (D) apf—-at+y<f+y



5. Ley de simplificacion para <.

(@) yv+a<vy+pf—-a<pf b at+ty<f+y—a<p
6. Ley de simplificacion para =.
(@yta=vy+8—a=3 (b at+ty=F+7/ra=0
7. Asociatividad: (o + B) +v =a+ (B +7).
Nota. 7.3.2 La suma de ordinales no es conmutativo.

Teorema 7.3.3 de la resta. Sean «, [ ordinales tales que o < (3. Entonces, existe
un unico ordinal v tal que oo + v = [3.

Proposicion. 7.3.4 (Propiedades del producto de ordinales).

1. Para cada o € Ord — {0} la aplicacion 11, : Ord — Ord definida por I1,(3) =
a- [ es normal.

2. Va (a-l=a A l-a=a A 0-a=0).
3. Vo, B (a £ 0N B limite — o - (3 limite ).
4. Monotonia.

(a) a <BAY#0—7y-a<y-B.
() a<B—a-y<B-7.

aZ0Nl<fB—-a<a-pf.
aZ0N1<fBAa<f-a.
a#0—p<a-p.

a-B=0—a=0V3=0.

L > NS ™

Ley de simplificacion para <.

(a) y#O0Ny-a<y-B—a<f.
(b)) y#0Na-y<f-v—a<f.

10. Ley de simplificacion para =.

(a) y#O0Ny-a=7-8—a=0.



(b)) y#0Na-y=0-7/a=0.

11. Distributividad del producto respecto de la suma.

(a) a-(6+7)=(a-f)+ (@)

(a) En general, (a+ ) -y # (a-7) + (8-7).
12. Asociatividad: (- 3) -y =a- (6 7).
13. Ya(a limite < (LA 0N a=w-[3)).

Nota. 7.3.5 El producto de ordinales no es conmutativo

Teorema 7.3.6 de la divisién con resto. Sean «, [ ordinales tales que 3 # 0.
Entonces, existen unos unicos ordinales v, 0 tales quea=0-v+0 N y<a A d <.

Corolario. 7.3.7 Va(a limite — (L#0Na=w-[))

7.4 Propiedades de la exponenciacién
Proposicion. 7.4.1

1. Para cada o € Ord — {0,1} la aplicacion E, : Ord — Ord definida por
E,(B) = o es normal.

2.Va (1*=1 A a'=a A a-a=a?).
3. Vo, B (a > 1A 3 limite — of limite ).
4. Monotonia:
(@) a<BAY>1=79"<7? (b)a<f—a’ <
5. >0—a<aP’.
6. Ley de simplificacion para <:

(@) y>1Ay <y’ sa<f B)y#0Aa" <3 —a<f

7. Ley de simplificacion para =.

(a)7>1/\70‘:7’6—>azﬁ D)yy>1Na"=p3"FAa=p



8. of - =l
9. (aP) = af.
10. Propiedades del ordinal &y = sup {w,w”,w*",...}.
(a) ¢ es un ordinal limite.

(b) w = ey.

Teorema 7.4.2 del logaritmo. Sean o # 0,0 > 1. Entonces, existen unos unicos
ordinales 7, 0, p tales que

a=0"-04+p N0O<o<B N p< B
Proposicion. 7.4.3
1. Sean 8 >1y k € w. Sean o, ...,V,d,--.,0r ordinales tales que
Yo> ... >y A (Vi< k) (6 <)

Entonces, para cada ordinal 7y tal que vy < 7y se verifica que

B o+...+ 0" 0 < B

2. Sea 8 > 1. Entonces para cada ordinal o # 0 existen unos unicos k € w y
Y05 - -y Yk, 00, - - -, O ordinales verificando que

a:ﬁwo'éo—i-...—%ﬂ%-(;k AN Y>> A (VZSI{?) (0<51<ﬁ)

Teorema 7.4.4 de la forma normal de Cantor. Para cada ordinal o # 0 existen
unos unicos k € w; ng,...,n, € w — {0} y ordinales vy, . ..,y verificando que

a=w"’ - nyg+...+0* e A >...>% A (Vi<k)(0<n)



Capitulo 8

El axioma de eleccion y el teorema
del buen orden

8.1 El axioma de eleccion

Nota. 8.1.1 Los axiomas introducidos hasta ahora son:

1. Ax. de extensionalidad: (Vx)(Vy)[(Vz)[z € 2 < z € y] — = = 1]
2. Ax. de separacién: {z:z €y A p(x)} es un conjunto.

Ax. del par: {z:x=yVazx ==z} es un conjunto.

Ax. de las partes: {z:z Cy} es un conjunto.
. de la unién: |Jz es un conjunto.

Ax. de reemplazamiento: SiF esuna funcion, entonces F[z| es un conjunto.

NS T S
>
S

Ax. del infinito: (Fx)[D €z A (Vy)ly € x — yU{y} € z]].

La teoria cuyos aziomas son los anteriores, se representa por ZF~ (y se llama la teoria
de Zermelo—Fraenkel sin el axioma de reqularidad).

Definicion. 8.1.2 La funcion f:x — V es una funcién de eleccion sobre x si
(Vyex)ly#0— fly) €y

Axioma 8.1.3 de eleccién (ZERMELO 1904). Para cada conjunto x, eziste una
funcion de eleccion sobre x.
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Notas. 8.1.4

1. El axioma de eleccion no es demostrable ni refutable a partir de ZF ™.

2. La teoria obtenida anadiéndole a ZF~ el axioma de eleccion se representard por
ZFC™.

3. Los resultados que utilicen el axioma de eleccion se senalaran mediante AE.

8.2 El teorema del buen orden

Teorema 8.2.1 del buen orden, ZERMELO 1904) (AE).
Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Teorema. 8.2.2 (ZF~ ) Son equivalentes:

1. El axioma de eleccidn.

2. Todo conjunto puede ser bien ordenado.



Capitulo 9

Conjuntos finitos y numerables

9.1 Conjuntos finitos

Definicion. 9.1.1 Se dice que los conjuntos x ey son equipotentes (y se representa
por x ~y) si existe una aplicacion biyectiva de x en y.

Lema. 9.1.2 La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia en V.

Definicion. 9.1.3 Un conjunto x es finito si es equipotente a algun nimero natural;
e infinito, en caso contrario.

Nota. 9.1.4 Six finito, entonces x U {y} finito, y por tanto todos los nimeros natu-
rales son conjuntos finitos.

Proposicion. 9.1.5

1. Sin €w yaCn, entonces a o n.
2. Sin # m, entonces n % m.

3. Si a es un conjunto finito, entonces existe un unico numero natural n tal que
an~mn.

Definicion. 9.1.6 Sea a un conjunto finito. El unico nimero natural n tal que a ~n
se llama el cardinal de a y se representa por |a| (y diremos que a tiene n elementos).

Proposicion. 9.1.7
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1. Sia es finito y b C a, entonces b % a.

2. El conjunto w es infinito.

Teorema 9.1.8 de induccion sobre conjuntos finitos.
Sea p(z) una formula. Si se verifica

1. ¢(0)
2. (Vz)(Vy)[p(z) — o(z U {y})]

entonces (Vx)[x finito — p(z)].

Teorema 9.1.9 -ejercicio. Sea a un conjunto finito.

I.n=m<<n~m

Si b es finito, entonces |a| = |b] <> a~b

n <m < (3f)[f : n — m inyectival

Si b C a, entonces b es finito y |b| < |a]

Si F' es una funcion, entonces Fla] es finito y |Fla]| < |a]

Si b es finito, entonces a Ub es finito y |a Ub| < |a| + |b|

Si los elementos de a son conjuntos finitos, entonces | Ja es finito.

P(a) es finito y |P(a)| = 2

© »® RS v L

Si b es finito, entonces a X b es finito y |a x b| = |a| x |b]
Teorema. 9.1.10 Sea a un conjunto. Son equivalentes:

1. a es finito.

2. Existe un orden total R en a tal que todo subconjunto mno vacio de a tiene un
menor y un mayor elemento respecto de R.

3. Todo subconjunto no vacio de P(a) tiene un elemento C-maximal.



9.2 Conjuntos numerables
Definicion. 9.2.1 Un conjunto a es numerable si a ~ w.

Teorema 9.2.2 -ejercicio. Sea a un conjunto numerable.

~

Si b C a es infinito, entonces b es numerable.

Si F' es una funcion, entonces Fla] es finito o numerable.

Si b es numerable, entonces a U b es numerable.

Si b es finito y todo x € b es numerable, entonces | Jb es finito o numerable.
Si b es numerable, entonces a X b es numerable.

Sin € w— {0}, entonces a" es numerable.

El conjunto de las sucesiones finitas de elementos de a es numerable.

El conjunto de los subconjuntos finitos de a es numerable.

© xRS ¢ e

Si R es una relacion de equivalencia en a, entonces el conjunto cociente a/R y
las clases de equivalencia [x|g son conjuntos finitos o numerables.

10. Z y Q son numerables.

Teorema 9.2.3 de Cantor. El conjunto P(w) no es numerable.

9.3 Conjuntos Dedekind—infinitos

Definicion. 9.3.1 Un conjunto a es Dedekind—infinito (o D—infinito) si eziste
un b C a numerable; en caso contrario, es Dedekind—finito (o D—finito).

Proposicion. 9.3.2 Si a es D—infinito, entonces a es infinito.
Proposicion. 9.3.3 (AE) Si a es infinito, entonces a es D—infinito.
Nota. 9.3.4 Sin el axioma de eleccion, no se puede probar la propiedad anterior.

Teorema. 9.3.5
a D—infinito <= (3bC a)lb~ d]



Proposicion. 9.3.6 Sea a C w.

1. Si a es acotado, entonces a es finito.

2. Si a es no acotado, entonces a es numerable.
Corolario. 9.3.7 Sea a C w.
a infinito <= a D-infinito

Lema. 9.3.8 Sea a un conjunto infinito. Para cada n € w, existe un b C a tal que
|b| = n.

Teorema. 9.3.9 (TARSKI) Son equivalentes:

1. a infinito

2. P(P(a)) es D-infinito.



Capitulo 10

El axioma de regularidad

10.1 EIl axioma de regularidad y la clase W F
Axioma 10.1.1 de regularidad:

(Va)lz # 0 — 3y € x)[z Ny = 0]]
Definicion. 10.1.2 (ZF~) La funcion V : Ord — V' estd definida por:

e V(0)=0
e Via+1)=P(V(B))
o Via)=HV(B): 0B <a}, sia es limite.

y la clase WF = | J{V(«) : a € Ord}.
Lema. 10.1.3

1. Sea A una clase. Yx € A (x es transitivo) = UA transitiva.

22.ce WFANa=inf{f: € V(f)} = «a sucesor.

Definicion. 10.1.4 (ZF~) Sea x € WF, definimos rank(z) = inf{: = € V(5 +
1)}.

Proposicion. 10.1.5 (ZF™)
1. Va € Ord[V («) es transitivo).

42



<a = V(B) CV(a).
WEF es transitiva.

Va € Ord[V(a) = {z € WF : rank(x) < a}].

y e WF. Entonces

(a) x €y = rank(x) < rank(y)
(b) rank(y) = sup({rank(z)+1: x € y})

6. x € WF Ax transitivo = VY0 <rank(z) Jy € x (rank(y) = [).

7. Ve (x e WF < x CWF).

Proposicion. 10.1.6 (ZF~)

1. Sea o« € Ord. Entonces

a € WF Arank(a) =a AV(a)NOrd = «

2. Sea x € WF con rank(z) = «

(a) Uz, P(x), {z} e WF.
(b) rank(Uz) < a.
(c) rank(P(x)) = a+ 1 = rank({z}).

3. Sean x, y € WF con a = maz(rank(x),rank(y)). Entonces

(o) {z,y}, xUy, zNy, (x,y), 2 xy, 3V € WF
(b) rank({z,y}) = a+1, rank(zUy) = «, rank(zNy) < «
(c) rank({x,y)) = a+ 2, rank(x x y) < a+ 2, rank(z¥) < a+ 3

10.2 Relaciones bien fundamentadas

Definicion. 10.2.1 Sean A una clase y R una relacion sobre A. Diremos que R estd
bien fundamentada sobre A si:

Ve CA(x#0—3Jyecx (Vz€x —~(zRy)))

Un tal elemento se dice R—minimal en x.



Proposicion. 10.2.2 (ZF~)

1. x e WF = € estad bien fundamentada sobre x.

2. x transitivo y € bien fundamentada sobre x — x € WE.
Definicion. 10.2.3 (ZF~ —P)

1. WN(z)==x
unt (z) = Yun(z)

2. La clausura transitiva de x es el conjunto TC(z) = |J{U"(z) : n € w}.

Proposicion. 10.2.4 (ZF~ —P)

(1) x CTC(x) (2) TC(x) es transitivo

(3) x Cy Ay transitivo — TC(x) Cy (4)  transitivo — TC(x) =x

B)yexr = TC(y) CTC(x) (6) TC(x) =2 U U{TC(y)
Teorema. 10.2.5 (ZF~) Son equivalentes:

1. e WF.
2. TC(x) e WF.

3. € estd bien fundamentada sobre TC(x).

Teorema. 10.2.6 (ZF~) Son equivalentes:

1. Axioma de reqularidad.

2. Yz (€ estd bien fundamentada sobre x).

3. V=WF.

Teorema. 10.2.7 Sea p(u,v) una formula. Entonces

VedyVu(u € z A Jvp(u,v) — Jv € yo(u,v))
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10.3 Inducciéon y recursién sobre relaciones bien
fundamentadas (*)

Definicion. 10.3.1 (ZF~ — P). Sean A una clase y R una relacion sobre A.

1. Diremos que R es adecuada sobre A si:

Vee A ({y € A: yRx} es un conjunto)

2. Si R es adecuada sobre A, definimos

(a) Extg(z) ={y € A: yRzx}.
(b) Extp’(z) = Ext(x) y Extg" ' (2) = J{Extr(y) : y € Eatg"(x)}

3. Cr(x) = J{Eztg"(x): n € w}.
Proposicion. 10.3.2 (ZF~ —P). Si R es adecuada sobre A y x € A, entonces

1. Yy € Cr(x) (Extr(y) C Cgr(z)).

2. Cr(z) = Extr(x) UU{CRr(y) : Extg(x)}.

Teorema 10.3.3 de induccion sobre una relacién bien fundamentada y adecua-
da (ZF~ — P). Sea R una relacion bien fundamentada y adecuada sobre A, y B C A.
Entonces

1. B # 0 — B tiene un elemento R-minimal.

2.Vr e A (Extg(x) CB—2x€B) = A=B0B.

Nota. 10.3.4 En el teorema anterior la condicion de ser R adecuada sobre A puede
omaitirse.

Proposicion. 10.3.5 (ZF)

1. Teorema de €-induccién

() B#0 = dJre B (zxNB=0).
(b) Sean A transitiva y B C A.

Vie AlxCB—x€eB) — A=B



2. Sean A y B clases transitivas y F : A — B una funcion biyectiva tal que
Vo, y€ A (z €y < F(z) = F(y))

Entonces A= B y F es la identidad.

Teorema 10.3.6 de recursion sobre una relacion bien fundamentada y ade-
cuada (ZF~ —P). Sean R una relacion bien fundamentada y adecuada sobre A y
G :V XV — V una funcion. Entonces existe una unica F : A — V tal que:

Vee A (F(l’) = G(xa FFEth(I))

Corolario. 10.3.7 (ZF) Sean A una clase transitiva y G : V. x V. — V. Entonces
eziste una unica F': A — V tal que: Vx € A (F(z) = G(z, Fi,)).

Definicion. 10.3.8 (ZF~) Sean R una relacion bien fundamentada y adecuada sobre
A yxz € A. Definimos rankg(x) = sup({rankgr(y) +1: yRz}).

Lema. 10.3.9 (ZF~) Si A es transitiva y € estd bien fundamentada sobre A, entonces

ACWF A Vz € A (ranke(z) = rank(zx))

Definicion. 10.3.10 Sea E una relacion sobre A. Diremos que E es extensional
sobre A si:
Ve, ye A (Vz € A (zEx < zEy) — x =vy)

Teorema 10.3.11 del colapso (MosTOWSKI). (ZF~ — P)
Sea E una relacion bien fundamentada, adecuada y extensional sobre A. FEntonces
existen M y F: A — M tales que:

1. M es transitiva.

2. F:(AE) =2 (M,e€).

3. F y M son unicas satisfaciendo (1) y (2).

4. B C A transitiva N E | B=€ = VzeB (F(z)=u1).
Corolario. 10.3.12 (ZF™)

St A C WEF es una clase extensional, entonces existe una clase transitiva M tal que

A= M.



Capitulo 11

Cardinales

11.1 Numeros cardinales

Lema. 11.1.1

1. Six ~y, entonces x es bien ordenable syss y es bien ordenable.

2. Un conjunto x es bien ordenable syss existe un « tal que  ~ .

Definicion. 11.1.2

1. El cardinal de z es

2] = infla: a~a}, si x es bien ordenable
N\ {y:y~xANV2)][z~x— rank(y) < rank(z)]}, en otro caso

2. a es un cardinal si existe un x tal que |z| = a.

Ejemplos. 11.1.3
1. (Vn € w)[|n| = n]
2. w=lw+ll=w
3. 0,1,...,w son cardinales.
4. w+1 no es un cardinal (en general |o| # ).

Lema. 11.1.4 |x| es un conjunto.
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Definicion. 11.1.5 Cn = {a: a es un cardinal}.

Notacion. 11.1.6 Los cardinales se representardn por a,b,c, .. ..
Lema. 11.1.7 Si0 € |x|, entonces x es bien ordenable.

Lema. 11.1.8 |z| € Ord <=z es bien ordenable.
Corolario. 11.1.9 Cn N Ord = {|z| : z es bien ordenable}

Definicion. 11.1.10 Los elementos de In = Cn N Ord se llaman cardinales bien
ordenables (u ordinales iniciales)

Notacion. 11.1.11 Los cardinales bien ordenables se representardn por k, A\, jt, . . .

Lema. 11.1.12 |z| = |y| < x ~y.

11.2 El teorema de Schrder-Bernstein-Cantor

Definicion. 11.2.1

1. Se dice que el conjunto x es sumergible en y, y se representa por x <y, Si
existe una aplicacion f : x — y inyectiva.

2.0 < y—rz=yAziy.
Lema. 11.2.2

1. <z

2 x 3yNy=z—-x =3z
S x~y—x =Yy

4. 2Cy—x =y

5. w2y — (2 Cy)lz ~y]

Teorema 11.2.3 de Schroder—Bernstein—Cantor.

TYNy=r—2x~Y



Corolario. 11.2.4 Six Cy C z yx ~ z, entonces x ~ .

Lema. 11.2.5 Sean x,2',y,y conjuntos tales que |x| = |2'| y ly| = |¢'|. Entonces
x =y syssax' <y

Definicion. 11.2.6
1.a<be 32)3y)|z]=an|y =bAz <y
2.a<be—a<bAa#b.

Lema. 11.2.7

1 xCy—|z] <yl
2. a < |yl < 3z Cy)[|z| = d].

3. |zl <yl -z =2y
Corolario. 11.2.8 La relacion < es un orden parcial sobre Cn.

Teorema 11.2.9 de Cantor (1892).
Para todo conjunto z, |z| < |P(z)].

Corolario. 11.2.10 (Ya)(3b)[a < b].

Lema. 11.2.11

1. Si rank(z) = a, entonces x C V(«).
2. Para todo o, V(«) es transitivo.

3. St a < B, entonces V(a) C V(5).
4. Sirank(z) < 8, entonces x C V().

Teorema. 11.2.12 Six C Cn, entonces existe un cardinal a tal que (Vb € z)[b < a].

Corolario. 11.2.13

1. Si x C Cn, entonces existe un cardinal a tal que (Vb € z)[b < d].

2. Cn es una clase propia.



11.3 Ordenacién de los cardinales bien ordenables
Lema. 11.3.1 acInAb<a—becln.
Lema. 11.3.2 Si a € Ord, entonces
lal € In Aol < «
Lema. 11.3.3 Sea a € Ord. Son equivalentes:

1. o € Cn.

2 (BB <a—Bkal

3. o] = a.
Proposicion. 11.3.4 Sean a,b € In.
a < b como ordinales <= a <b como cardinales
Corolario. 11.3.5

1. EnZF, (In, <) es una C.B.O.
2. En ZFC, (Cn, <) es una C.B.O.

Nota. 11.8.6 En ZF no puede demostrarse que (Cn, <) sea una C.B.O.

Corolario. 11.3.7
1. a<f—=la <4
2. |lal < |B] = a<p.
3. la] = mazr{f € In: § < a}.
Proposicion. 11.3.8 Sea o € In y a C «. Entonces

1. to.((a,€)) =a —|a| = a.

2. to.((a,€)) #a —|a| < a.



Teorema. 11.3.9 (HARTOGS, 1915)
(Vo) EFa)[a < PPz x z)) Na A ]

Definicion. 11.3.10

1. El nimero de Hartogs de = es

h(z) =infla:a Az}
2. El cardinal sucesor de |z| es
" =inflk €In: k £ |z}

Lema. 11.3.11

1. (Vz)[h(z) = x7]

2. 27 < |P(P(z x 2))|.
Proposicion. 11.3.12 (Va € In)[a < a']

Corolario. 11.3.13 (Va€In)[a™ = inf{b € In: a < b}].

Proposicion. 11.3.14

1. No existe ningun cardinal mayor que todo cardinal bien ordenable.

2. Si x es un conjunto de cardinales bien ordenables, entonces |Jz es un cardinal
bien ordenable.

Corolario. 11.3.15

1. x CIn — (3b € In)(Va € x)[a < b].

2. In — w es una clase propia.

Nota. 11.3.16 (In — w, <) es una clase propia bien ordenada. Por tanto, existe un

unico isomorfismo
N:Ord — In —w.

FEscribiremos R, en lugar de F(«).



Proposicion. 11.3.17

1. Nozw

2. (Va)[X, es un ordinal limite].

Proposicion. 11.3.18

1. a < e Ry < Ng.
2.8, <a<Ng— (Fy)a<y<fAra=N,]
3. Ng:Nan.l.

4. La funcion X es normal.
Corolario. 11.3.19 (Va)(30 > a)[B = Ng].

Notas. 11.3.20 Sea a un cardinal.

1. Diremos que a es finito si a € w. En otro caso diremos que es infinito.

2. Diremos que a es bien ordenable si a € In — w. En otro caso diremos que es
no bien ordenable.

3. St a=N,, diremos que es un cardinal sucesor si o es un ordinal sucesor. En
otro caso diremos que es limite.



Capitulo 12

Aritmética Cardinal

12.1 Suma, producto y exponenciaciéon cardinal

Lema. 12.1.1 Sizx~2', y~y,zNy=0ya' Ny =0, entoncesx Uy ~ ' Uy’

Definicion. 12.1.2 (CANTOR 1887) La suma de los cardinales a y b se define por
at+tb=co (F)Ty)|z|=aAly=bAzNy=0A|zUy| =

Nota. 12.1.3 La suma de cardinales estd bien definida.

Proposicion. 12.1.4
1. La suma de cardinales es asociativa y conmutativa.
a+0=0+a=a.

b<a< (Je)a=Db+c.

a<adAb<SbV —a+b<da 40
Proposicion. 12.1.5 |z Uy| < |z| + |y|.

Proposicion. 12.1.6 Para niuneros naturales, su suma como ordinales coincide con
su suma como cardinales.

Proposicion. 12.1.7
1. (Vn € w)[Ng+n = Rg).
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2. a>Nyg—a+n=a.
3. N, +n=2~N,.

4.a+1=a< Ny <a.
Lema. 12.1.8 Sixz~a' ey ~1y' , entonces x X y ~x' Xy .

Definicion. 12.1.9 (CANTOR 1887) El producto de los cardinales a y b se define
por
ab = ¢ = (32)Fy)[[z| = anly] =b Az xy| =

Nota. 12.1.10 El producto de cardinales estd bien definido.

Proposicion. 12.1.11

1. El producto de cardinales es asociativo y conmutativo.
a0 = 0a = 0.
al = a.

Distributiva: a(b + ¢) = ab + ac.

S N

a<dAb<b —ab<db.

Proposicion. 12.1.12 Para los numeros naturales, su producto como ordinales co-
incide con su producto como cardinales.

Lema. 12.1.13 Sixz ~a' yy ~ 1y, entonces x¥ ~ x' V.

Definicion. 12.1.14 (CANTOR 1895) La exponenciacién de los cardinales a y b
se define por
" =c o (F2)F)llzl =an |yl =bA 2" =

Notas. 12.1.15 La exponenciacion de cardinales estd bien definida.

Proposicion. 12.1.16



ab+t — abac.
0°=1. Sia##0 entonces 0* = 0.
al=anl*=1

a’? = aa.

NS v %o

a<cANbB<D—ab <.

Proposicion. 12.1.17 Para numeros naturales, su exponenciacion como ordinales
cotncide con su exponenciacion como cardinales.

Proposicion. 12.1.18

1. |P(x)| = olzl
2. a<2°,

3. at <207,

12.2 Aritmética cardinal en In

Definicion. 12.2.1 La relacion R definida sobre la clase Ord x Ord por:

maz(a, §) < max(a’, 3 ¢
{a, BYR(, B") & & maz(a, B) = maz(c/,f)Na <o ¢
mazx(c, ) = maz(a/, ) Na=a' NG < [

se llama el orden candnico de Ord x Ord.

Lema. 12.2.2 Para todo «, la seccion inicial determinada por (0,R,) en (Ord x
Ord, R) es R, X N,.

Proposicion. 12.2.3 R es un buen orden en Ord x Ord.
Corolario. 12.2.4 FEziste un inico isomorfismo F' de (Ord x Ord, R) en (Ord, €).
Proposicion. 12.2.5 F[R, x R,] = N, R,.

Corolario. 12.2.6



1. N N, =N,.

2. Ny N5 = maz(R,, Ng).

3. Ny + Ng = maz(N,, Ng).
Corolario. 12.2.7

1. Sin # 0, entonces nR, = N,

2.8, <ab—- N, <aVv®, <b.
Proposicion. 12.2.8

1. B<a—Rghe =28,
2. 2<n — nle =N,

3 n>0—-N""=Vn,.

12.3 Aritmética cardinal Infinita

Nota. 12.3.1 A lo largo de esta seccion (k; : i € I) representard una familia de
cardinales bien ordenables.

Definicion. 12.3.2 (suma general de cardinales, WHITEHEAD 1902). La suma de

la familia (k; : 1 € I) es
Z Ki = U{Z} X K;

el el

Proposicion. 12.3.3 Sea (x; :i € I) tal que:
1. (Vi € I)[x; es bien ordenable].
9. (Vi,jeDi#j— ax;Na; =10].
3. (3f)(Vi e D[f(Q) : & — |x;| es biyectiva).

Entonces

U

i€l

=Z|x¢|

i€l




Corolario. 12.3.4 (AE) Si (z; :i € I) es una familia de conjuntos disjuntos dos a

Ui =2l

il il

dos, entonces

Proposicion. 12.3.5 Si I es un conjunto bien ordenable, entonces

1. Zie[ K; € In.

2. St k; >0 para todo i € I y |I| o alguno de los k; es infinito, entonces

Zlii = max(|I|, sup{k; : i € I})

iel
Proposicion. 12.3.6

Zieo ki =0, Ziel Ki = Ko, Zi€2 Ki = Ko + K1.

~

2. Conmutativa: Si g: I — I' es biyectiva y (Vi € I)[/{’g(i) = K;|, entonces

ZF%:ZH;'

iel iel’

. (\V/Z S ])[Iii < FG;] - Zie[ Ki < Zie[ 'ig'

Co

(V5 € Dlkj < Xy kil

. Si 1 es bien ordenable y (Vi € I)[k; = k], entonces Y, ki = |I|k.

v B

Definicion. 12.3.7 (producto general de cardinales, WHITEHEAD, 1902). El pro-

ducto de la familia (k; :i € I) es

I~

el

-

il

Proposicion. 12.3.8 Sea (z;: i € I) tal que:

1. (Vi € I)[x; es bien ordenable].

2. 3f)Y Vi e I)[f(3) : x; — |z;| es biyectival.



Entonces

I~

el

:H|Ii|

el

Corolario. 12.3.9 (AE)

1~

el

=H|Iz'|

el

Proposicion. 12.3.10

1 Tlico ki = 1, [Liey Ki = Koy [lica i = Kokin -

2. Conmutativa: Si g: I — I' es biyectiva y (Vi € I)[/ﬁlg(i) = K;|, entonces

HH@IHFL;.

iel iel’
8. (Vi€ Ik < k)] = [Lics ki < 1lies s
4. Si I es bien ordenable y (Vi € I)[k; = k], entonces [[,c; ki = k.

Proposicion. 12.3.11
1. Hie['%i =0« (HZ S I)[Hl = 0)
2. Si (Vi€ I)[k; > 2], entonces Y ;o; ki < [[ep K

Teorema 12.3.12 (desigualdad de KONIG-ZERMELO ).
Si(ki: 1 €l)yy(k:: i€l) son dos familias de cardinales bien ordenables tales que

(Vi € I)[k; < Kf], entonces
S < TT4

i€l i€l

Corolario. 12.3.13 k < 2%,



12.4 Cardinales de algunos conjuntos

Definicion. 12.4.1 Sea A una clase y o € Ord. La clase de las sucesiones de
elementos de A de longitud menor que o es

AT ={f: (3 <a)f: 08— A}
Notas. 12.4.2
1A =, AT

«@
2. Si A es un conjunto, entonces A~ es un conjunto.

Proposicion. 12.4.3 Nf = N,.

Definicion. 12.4.4 Sea A una clase y b un cardinal. La clase de los subconjuntos
de A de cardinal menor o igual que b es

Pw(A)={z:2 CAN|z| < b}
Notas. 12.4.5 P_,(A) es la clase de los subconjuntos finitos de A.
Proposicion. 12.4.6 |P.,(R,)| =X,.

Proposicion. 12.4.7

1 {f CRy xR, : f es aplicacion A |dom(f)] < No}| =R,

2. {f € R, xNg: f es aplicacion A |dom(f)| < No}| = R,Ng
Teorema. 12.4.8 |R| = 2o,
Corolario. 12.4.9

1. ¥n € w (|R?| = 280,
2. |C| = 2R,

3. {f: fiw— R} =2R0,



4. a CR numerable = |R—a|= A
5. {r € R:r irracional }| = oo,
6. |{r € R :r transcendente }| = Ny.

7. {f: fiR—RY =22 > oo,

Nota. 12.4.10 La Hipétesis del Continuo (CH) es

—-da CR (X < |a] < |R|)



Capitulo 13

Elementos de Teoria combinatoria
de conjuntos

13.1 Cofinalidad

Definicion. 13.1.1 Diremos que v C «
1. Esta acotado en « si

(38 < a)(Vy € z)[y < 3.

2. Es cofinal en « si
(VB < a)(3y € 2)[B <.

Definicion. 13.1.2

1. Diremos que f : 8 — « es cofinal si rang(f) es cofinal en c.

2. La cofinalidad de « es cfla) = inf{3 : (3f)[f : B — a cofinal]}.

Ejemplos. 13.1.3

1. La funcion identidad en a es cofinal.
2. cfla) < a.
3. ¢f(0) = 0.

4. cfla+1)=1.
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Proposicion. 13.1.4

1. Si « es limite, entonces cf(a) es limite.
2. cflw) = w.

3. cflw+w) =w.
Proposicion. 13.1.5

1. Si f : a — [ es cofinal y g : B — v es cofinal y no decreciente, entonces
gof:a— v es cofinal.

FEziste f : c¢fla) — « creciente y cofinal.
Si B es limite y f : o« — [ es no decreciente y cofinal, entonces cfla) = cf(B).
cficfla)) = cfla).

Si a es limite, entonces cf(R,) = cfla).

S e e

13.2 Cardinales regulares

Definicion. 13.2.1

1. « esregular si a es limite y cfla) = a.

2. «a es singular si a no es regular.
Lema. 13.2.2 Si « es limite, entonces cf(a) es un cardinal regular.

Lema. 13.2.3 (HAUSDORFF 1914) Si k es un alef, entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1. k es reqular.

2. K no es union de menos de k conjuntos de cardinal menor que k.

Corolario. 13.2.4 (AE) (HAUSDORFF 1908) N, es regular.



Capitulo 14

Exponenciacion cardinal

14.1 Aritmética infinita

Proposicion. 14.1.1 (AE)
A
1. H/ﬁ)i)\: (H/€1> .
i€l iel

2. H o K(Zief )‘i).

el

3. Asociativa: Si{x;: j € J} es una particion de I, entonces
[Im=11 { 1L~
iel jeJ \iex;

Lema. 14.1.2 (AE) Sea k un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. Kk es singular.

2. AN <r) 3k ri € N) [(Vi < N[k <K]AE=,) ki

Lema. 14.1.3 (AE) Sea A un cardinal infinito. Si (k; : i < \) es una sucesion no
decreciente de cardinales > 1, entonces

H”i = (sup{r; : i <A})*

<A
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Lema. 14.1.4 (AE) Si k es un cardinal infinito y 0 < X\ < K, entonces

Y o<k |, y st cf(k) > A
(Z,KK MA> 7 , o osicflk) <A

Definicion. 14.1.5 La funcion gimel, 3, es la funcién sobre los alefs definida por

(k) = o cfm)

Teorema. 14.1.6 (AE) (Computacion inductiva de NaNﬁ)

[ oNs, si a<p
R, NVNﬁ, si f<aN(Fy<a)R, < NVNQ]
R =0 n si B<an(Vy<a)tN < RJAR, < efiRy)

IRa),  si B<an (Vy<a)RN8 < Ry ARg > cf(Ry)

\

Corolario. 14.1.7 (AE) (Férmula recursiva de Hausdorff (HAUSDORFF 1904 ))

Na—l—lNﬁ = NaNﬁ Na-{—l

14.2 Las funciones continuo y gimel
Lema. 14.2.1 (AE) (KONIG) Si k es un cardinal infinito, entonces k < (k)
Proposicion. 14.2.2 (AE) Si k es un cardinal infinito, entonces k < cf(27).

Corolario. 14.2.83 (AE) Si k y A son cardinales infinitos, entonces k < cf(\").
A

Definicion. 14.2.4 (AE) k= = sup{r" : p < A}.

Lema. 14.2.5 (AE) Si k es un cardinal infinito, entonces (2)%) = 2n.

Definicion. 14.2.6 (AE)

1. La funcion k —— 2% se llama la funcién continuo.

K

2. La funcion continuo es eventualmente constante en x (Ju < K)[27 = 2#].



Teorema. 14.2.7 (AE)(BUKOVSKY-HECHLER 1973) Si k un cardinal singular y la

funcion continuo es eventualmente constante en k, entonces existe un A < k tal que
2F = 2

Teorema. 14.2.8 (AE) Si k es un cardinal infinito, entonces:

(), si Kk es reqular
K . 3 L, .
k_ ) 27 si Kk es singular y la funcién continuo es ev. cte. en Kk
A )

K

1(27), sik es singular y la funcion continuo no es ev. cte. en Kk

14.3 Exponenciacion cardinal con la hipdtesis gen-
eralizada del continuo

Notas. 14.3.1

1. Hipdtesis del continuo (HC):
2% =Ny,

2. Hipdtesis generalizada del continuo (HGC):

(VO&) [21‘2@ = Na—i—l] .

Teorema. 14.3.2 (AE 4+ HGC)

N, si Vg < cf(Ry)
RS0 =& Rapr 56 of(Re) < Ny < R,
Nﬁ+1 St Na g Nﬁ



Capitulo 15

Equivalencias del axioma de
eleccion

15.1 Primeros resultados

Teorema. 15.1.1 (ZF~) (RUSSELL 1906, BERNAYS 1941, ZERMELO 1904)) Son
equivalentes:

1. El axioma de eleccion.

2. Para toda familia (x; : i € y)

(Vi€ y)ei #0— [ zi#0

1€y
3. Si (Vz,y € x)[z £y — zNy=10], entonces

(Fo)(Vu)(Fw)u e x Au# 0 —vNu={w})

4. Para toda relacion r existe una aplicacion f tal que:

dom(f) = dom(r) A (Vx € dom(f))[{x, f(x)) € r]

Teorema 15.1.2 del buen orden (ZF~ ) (ZERMELO 1904). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.

2. Todo conjunto puede ser bien ordenado.
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Teorema. 15.1.3 (ZF~ ) (TARSKI 1924) Son equivalentes:

1. Todo conjunto puede ser bien ordenado.

2. (Vx)[x finito < (Vr)[{x,r) buen orden — (x,r~1) buen orden]].

Teorema 15.1.4 (ZF) (RUBIN 1960). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion

2. para todo ordinal o, P(a) bien ordenable.

15.2 Principios maximales

Teorema. 15.2.1 (ZF~) (HAUSDORFF—ZORN). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.
2. Lema de Zorn. Si (x,<) es un conjunto parcialmente ordenado tal que:
(Vy C 2)[(y, <) totalmente ordenado — y tiene cota superior],

entonces x tiene un elemento mazximal.

Definicion. 15.2.2 El conjunto x tiene caracter finito si

(Vy)ly € x — (Vz C y)|z finito — z € x]]

Teorema 15.2.8 (bfZF~) (TAKEUTI). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.

2. (Vx)[x tiene cardcter finito — (Jy € )|y C —mazimal]].

15.3 Cardinales

Teorema 15.3.1 (ZF~ ) (HARTOGS 1915). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion

2. Vx)(Vy)lz < yVy < xVy~x.



3. (Va,b)[a<bVb<bl

Lema. 15.3.2 Seana € Cn y b € In.

a-b<a+b = a<bVvb<a

Teorema 15.3.3 (ZF~ ) (TARSKI 192]). Son equivalentes:

1. El axioma de eleccion

2. Para cualquier cardinal infinito a, a®> = a.
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