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6 Examen de Junio de 2001

Examen de Junio de 2001

Ejercicio 1 Este ejercicio tiene 3 apartados.

1. Decide, utilizando el gtodo que se indica, si cada una de l&sniulas siguientes es
insatisfactible o una tautoldg.
A:(pANgepVa) — (p—q)
B:(p—=(g—-r)A(r——g)
C:(g—=pAr)A=(p=pVa)

Los netodos que deben usarse son: tablerosé&dinos parad, formas normales par®
y resolucon paraC.

2. Describe, razonadamente, todos los modelos de cada ulaa flemulas anteriores.

3. Consideremos el conjunto= {pVvVq — rVs,rAt — s,rAN—t — —u}. Decide, mediante
tableros seranticos, siU = p — sV —w.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):La formulaA es una tautologia ya que el tablero semantico de

{—4}

“((pANg=pVg) — (p—q)
|
pAqg—=pVaqg-(p—q)
|
pPANg—=DpVgpVqg—pAqg-(p—q)

|
PAqg—pVag,pVaqg—pAqp —q|

pAg—pVag,-(pVa),p,—q| PAC—PVaPAaDp ]

| |
‘p/\q—>p\/q,_\p,p,_\q‘ ‘p/\qﬁp\/(bqup?_'q‘
| |

Cerrada Cerrada
tiene todas las hojas cerradas.
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Solucion del apartado (1.b):Vamos a calcular una forma normal disyuntivaZgie

(p— (g — 1) A(r— —q)

= (mpV(=gV-r)A(=rV—g) [por (2)]
= (pV (=g A=) A (=1 V —g) [por (4)]
= (pV(gAT)A(=rVq) [por (5)]
= (pA(rV=g)V((gAT) A (=1 V—g)) [por (7)]
= (((pA-T)V(mp A=)V ((gAT)A (=T V —q)) [por (6)]
= ((pA-T)V(pA=q)V ((gATA=r)V(gATA=q)) [por (6)]
= ((-pA-7)V(pA—q)V (FVF)

Por tanto, la formula3 es satisfacible (por ejemplo, {p) = I(r) = 0, entonced (B) = 1),
pero no es una tautologia (por ejemplo/8i) = 1, entonced (B) = 0).

Solucion del apartado (1.c):En primer lugar, se calcula una forma clausat-de

“((g—=pATr)A=(p=pVq)
“((g=pAr)A=((p—=pVA([PVqg—Dp)) [por (1)]
“((—qV(pAT)A=((mpV(PVQ)A(=(pVaq) Vp)) [por(2)]
(=g V(pAT)Vam((=pV(pVa) A (=Yg Vp))) [por(3)]
=g A=(pAT))V((=pV(pV@) A=V Vp))) [por(4)y (5)]
A(=pV =)V ((=pV(pVaq)A (ﬁ§p Vq)Vp))) [por (3) y (5)]

= (

= (¢

= (@A (pV 1) VVA(=(pVa) Vp))

= (A (=pV 1)V (=(pVq)Vp)

= (gA(=pV 1)V ((=pA—q)Vp) [por (4)]
= (gA(=pV 1))V ((=pVp)A(~qVDp)) [por (7)]
= (gA(=pV 1))V (VA(=gVp))

= (gA(=pV-r))V(-gVp)

= (¢V(=qVp)A((=pV-r)V(=gVp)) [por (7)]
= VAV

=V

Puesto que-C' es una tautologid&,' es insatisfacible.

Solucidn del apartado (2): Puesto qued es una tautologia, todas las interpretaciones son
modelo deA. Los modelos de3 son las interpretaciondstales quel(p) = I(r) = 0 o bien
I(p) = I(q) = 0. Puesto qué&’ es insatisfacible, no tiene modelos.
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Solucion del apartado (3):Un tablero semantico dé U {—(p — sV —u)} es

pVqg—rVsrAt—srA-t— —u—-(p—sV-u)

|
pVqg—rVs,rAt—srA-t— —up (sV-ou)

‘p\/q—>r\/s,r/\t—>s,r/\—|t—>ﬁu,p,ﬂs,ﬂﬂu‘

‘p\/qer\/s,*r'/\tﬁs,r/\ﬂtﬁﬁu,p,ﬁs,u‘

pVq—rVs,(rAt),r Aot — —u,p, s, u| [0S 08U
|
Cerrada
—(pVq),a(rANt),r Nt — —u,p, s, u Vs, a(r At),r ANt — —u,p, s, u

—p, g, ~(r At),r A=t — -, p, s, u

Cerrada

r,=(r At),r A=t — —u,p, s, u Sy, 8, U

Cerrada

r, o, r At — —u, p, S, u‘

Cerrada

r,—t,r A=t — 2w, p, ﬁs,u‘

r,—t, o, p, 8, U ‘

Cerrada

r, =t =(r A =t), p, s, u

‘ 7.7 _|t7 _‘7“7p7 _‘87 u‘

Cerrada Cerrada

r, =, ==, p, =8, u

Como todas las hojas son cerradds= p — s V —w.

Ejercicio 2 Las relaciones de parentesco verifican la siguientes pogues generales:

= Siz es hermano de, entonceg es hermano de.
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= Todo el mundo es hijo de alguien.

= Nadie es hijo del hermano de su padre.

= Cualquier padre de una persona es taémbpadre de todos los hermanos de esa persona.
= Nadie es hijo ni hermano dé sismo.

Tenemos los siguientes miembros de la famili@&el Don Antonio, Don Luis, Anfido y Ma-
nolito y sabemos que Don Antonio y Don Luis son hermanosjiatp Manolito son hermanos,
y Antdiito es hijo de Don Antonio. Se pide:

1. Formalizar los conocimientos anteriores en un lengua@@dmer orden usando tan solo:

» A, L, a, m como constantes para D. Antonio, D. Luis, Afito y Manolito, respecti-
vamente.

» Los predicadosHer(z,y) =*“ = es hermano de”, Hijo(z,y) =z es hijo dey”.
2. Obtener una forma clausal para el conjunto denfiulas obtenido en el apartado 1.

3. Decidir mediante resolugn si Don Luis es el padre de Manolito o no.

Solucion:
Solucion del apartado (1): Formalizacion:

= Six es hermano dg, entonceg es hermano de.
(V) (Vy)[Her(z,y) — Her(y, z)].

Todo el mundo es hijo de alguien.
(Var)(3y)Hijo(z, y).
Nadie es hijo del hermano de su padre.
(V) (Yy)(Vz)[Hijo(x, y) A Her(z,y) — —Hijo(z, 2)].

Cualquier padre de una persona es también padre de todusrinanos de esa persona.
(V) (Vy)[Hijo(z,y) — (Vz)[Her(z, 2) — Hijo(z, y)]].

Nadie es hijo ni hermano de si mismo.
(Vz)[-Hijo(z, ) A =Her(z, z)].

Don Antonio y Don Luis son hermanos.
Her(A, L).

Antoiito y Manolito son hermanos.

Her(a, m).
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= Antofito es hijo de Don Antonio.
Hijo(a, A).

Solucion del apartado (2): Calculo de formas clausales:

(V) (Vy)[Her(x,y) — Her(y, )]
(Vz)(Vy)[—Her(z,y) V Her(y,z)] [por (4)]
{{—Her(z,y), Her(y, z)}}

(Vz)(Jy)Hijo(x, y)
sat  (Vo)Hijo(z, )) [Skolem f]

(x
{{Hijo(z, f(x))}}
Hijo(z,y) A Her(z,y) — —Hijo(z, 2)]

(V) (Vy) (V2]
= (Vz)(Vy)(Vz)[~(Hijo(z,y) A Her(z,y)) V —Hijo(x, 2)] [por (4)]
= (Vz)(Vy)(Vz)[-Hijo(x,y) V ~Her(z,y) V =Hijo(x, 2)] [por (5)]
= {{~Hijo(z,y), ~Her(z,y), ~Hijo(x, 2) } }

(Vz)(Vy)[Hijo(z,y) — (Vz)[Her(z, ) — Hijo(z,y)]]
= (Vo)(vy)[- HUO(SC y) V (Vz)[-Her(z,x) V Hijo(z,y)]] [por (4)]
= (Vz)(Vy)(Vz)[-Hijo(x,y) V —Her(z,z) V Hijo(z,y)]  [por (16)]

{{—Hijo(z,y), ~Her(z, z), Hijo(z,y)} }
(Vx)[=Hijo(z, z) A —Her(z, x)]
{{—-Hijo(z, z)}, {—Her(z,2)}}
Her(A, L)
{{Her(A, L)}}
Her(a,m)
{{Her(a, m)}}
Hijo(a, A)
= {{Hijo(a, A)}}
Solucion del apartado (3): Vamos a demostrar que Don Luis no es el padre de Manolito.

Para ello suponemos lo contrario lo que da lugar a la claystijo(m, L)}. Una demostracion
por resolucion de las clausulas obtennidas es
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), Her(y, z)}
r))}
—Her(z,

{—Her(z,y
{Hijo(x, f(
{—Hijo(z,y),
{=Hijo(z, y), ~Her(z,
{—Hijo(z, )}
{—Her(z,z)}
{Her(A, L)}
{Her(a,m)}
9 {Hijo(a, A)}
{Hijo(m, L)}
{—Hijo(a,y), "Her(A, y)}

y), ~Hijo(z, 2)}
), Hijo(z,y)}

0 3 O U= Wi -

Resolvente d8 'y 9 cono = [z/a, z/A]

12 {—Her(z,m), Hijo(z, L)} Resolvente de y 10 cono = [z/m,y/L]
13 {Hijo(a, L)} Resolvente dé2y 8 cono = [z/d]

14 {-Her(A, L)} Resolvente dé3y 11 cono = [y/L]

15 O Resolvente dé4y 7 cono = ¢

Ejercicio 3 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Ob&nganse formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausalsigugente érmula:

() (Vu)[(3y) P(u, f(y), a) = (Q(u, z) — (Fy)[Q(y, 2) A P(u, y, 2)])]

siendoa un §mbolo de constante § un Smbolo de fundn de aridad 1.

2. Dada una®rmula proposicionaF’, seal’(F') =
paracadaA, B € PROP,

(a) A — Bestautolofp <= T(B)CT(A).
(b) A=B <<= T(B)=T(A).

{G € PROP : F = G}. Pruébese que,

Solucion:
Solucion del apartado (1):
1.— Forma normal prenexa conjuntiva:

(32) (Vu)[(3y) P (u, [(y), a) = (Q(u, 2) — (Fy)[Q(y, 2) A P(u, y, 2)])] o
= (@) (Vu)[By)P(u, f(y), a) = (Qu, ) — (3v)[Q(v, 2) A P(u,v, 2)])]  [por rectificacion]
= (3) (V) ~(3y)Plu, f(y).0) V (~Q(u,2) V (30)[Q(v, 2) A Plu,0,2)])]  [por (4]
= (F)(Vu)[(Yy)=P(u, f(y), a) V (=Q(u, x) V (I)[Q(v, 2) A P(u,v,2)])]  [por (9)]
= (30)(Vu)30)[(¥y)~P(u, (y). @) V (~Q(u.x) V (Q(v. 2) A Plu,v,2))] [por (18]
= (3z)(Vu)(3v)(Vy)[~P(u, f(y),a) V (-Q(u, z) V (Q(v, 2) A P(u, v, 2)))] [por (12)]
= (@) (Vu)(F)(vy)[(=P(u, f(y),a) V ~Q(u, z) V Q(v, 2)) A

(=P(u, f(y),a) V =Q(u, z) V P(u,v,2))] [por (19)]

2.— Forma de Skolem:
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= (32)(Yu)(F)(Vy)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u, x) V Q(v, 2)) A
(=P(u, f(y),a) V ~Q(u,x) V P(u,v, 2))]
=t (32)(32) (V) (F0) (Vy)[(=P(u, f(y),a) V ~Q(u, z) V Q(v, 2)) A
(=P(u, f(y),a)V —Q(u,z) V P(u,v, z))] [por cierre]
=sat  (32)(Vu) (F0) (V) [(=P(u, f(y),a) V =Q(u, ) V Q(v, b)) A
(=P(u, f(y),a)V =Q(u,z) V P(u,v,b))] [Skolemd]
=t (Vu)(F0)(VY) (=P (u, f(y), a) V =Q(u, c) V Q(v, b)) A
(=P(u, f(y),a)V—Q(u,c)V P(u,v,b))] [Skolem(]
=t (Vu)(VY)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u, c) V Q(g(u), b)) A
(~P(u, £(5). )V ~Q(u. ) v P(u, g(u), b)) [Skolemg]

=sat (\V/U) (vy)[(_'P )
P

—Q(u
( ~Q(u, ¢) V P(u, g(u),0))] [Skolemy]
= {{=P(u, fly),

Solucion del apartado (2a):
1.— Demostracion de quejsi A — B, entonced’(B) C T'(A): Supongamos que
FA—B (1)
SeaG € T'(P). Tenemos que demostrar qaec T'(A). Por la eleccion dé&' y la definicion de
T(P), se tiene que

G € PROP (2)

BEG 3)
Para probar qud = G, consideremos una interpretacibtel que

I(A) =1 (4)
Entonces, por (4) y (1)

I(B)=1 (5)
Por (5) y (3)

I(G) =1 (6)
Luego,

AEG (7)

Por (2), (7) y la definicion d&'(A), se tiene qué € T'(A).

2.— Demostracion de que’8( B) C T'(A), entonces= A — B: Supongamos que
T(B) C T(A) (8)
Puesto queB |= B, se tiene qué3 € T'(B) Y, por (8),B € T'(A). Luego, por la definicion de
T(A), A= By, portantoj= A — B.

Solucion del apartado (2b):
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A=B <+ AEBYBEA
— EA-ByEB-—A
< T(B)CT(A)yYyT(A) CT(B)
<~ T(A)=T(B)

Ejercicio 4 SeaS el conjunto formado por las siguientegmulas
(@) (Vx)P(x,x).

(b) (Va)(Vy)[P(z,y) V Py, z)].

(© (Va)[P(x, f(x)) N=P(f(x),x) A P(a,x)].

(d) (v2)~(3y)[P(x,y) A P(y, [ (2)) A =Py, z) A=P(f(z),y)]

Probar mediante resoluoin basica o construyendo un modelo de Herbrand, que
1. 5 | (Vo) (3y)[P(a,y) A ~Ply, 2))
2. S (va)[~P(x,a) — (3y) Py, z)].
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Examen de Septiembre de 2001

Ejercicio 5 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Pruebese que la siguientérimula es una tautoldg:
p—r)—=(g—r)—=(@PVg—r))
Primero utilizando tableros sefnticos y despes mediante resolu@n proposicional.
(b) Pruebese que:
(b.1) SiU es un conjunto de tautolo@s y A es unaérmula proposicional tal qué&’ |= A,
entoncesA es una tautolo@.

(b.2) SiAy B son dos dusulas proposicionales¥ es la brmula—(A A B), entonces
F es insatisfactible syss¢ y B contienen ambas un par complementario.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Un tablero semantico de
{~(p—r)=((g—=r)—=@Vae—r1))}
es

~((p—=r)—=(g—=71)—=(Vag—r))
|
p—r(lg—r)—(pVg—r))
|
p—r,q—r,2(pVqg—r)

|
p—r.q—rpVgr|

|-p,q —7r,pVq,r| r,g—rpVgq )

Cerrada

=P, ~q,pV q, ] |—p,7,pV g, 7]

Cerrada

| —p,2g,p, | [P, ¢, ¢, 7|
|

Cerrada Cerrada
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Como todas sus hojas son cerradas, la formula es una tgistolo

Solucion del apartado (a.2):En primer lugar, se calcula una forma clausal de

((p—=7r)—={g—=r)=(pVg—r)).

“((p—r)—=((g—7r)—(Vg—r))

“(=(=p V)V (=(=gVr)V(=(pVq) Vr))) [por(2)]
—=(mp V1) A=(=(=g V)V (=(pVa) Vr)) [por(4)]

(p V1) A==(=g V1) A=(=(pVaq) V) [por (5) y (4)]
(mpVr)A(=gV7r)A(==(pVaq)A-r) [por (5) y (4)]
(pVr)A(=gVr)AN(PVaq)A-r [por (5)]

{{_'pv r}a {_'Q7 r}a {pv Q}a {_'T}}
Una demostracion por resolucion es

{-p,7}

{~a,r}

{p,q}

{7}

{-p}  Resolvente déy 4
{-¢}  Resolvente dey 4
{q} Resolvente d8 'y 5
O Resolvente d&y 6

O 1 O U i W

Solucion del apartado (b.1): Seal una interpretacion. Entonces,= U (por ser los ele-
mentos dd/ tautologias), ¥ = A (porquelU = A). Por tanto,A es una tautologia.

Solucion del apartado (b.2):

F es insatisfacible
<= —(A A B) es insatisfacible
<= para toda interpretacioh I(—~(A A B)) =0
<= para toda interpretacioh /(A A B) =1
<= paratoda interpretacioh /(A) = I(B) =1
<= Ay B contienen ambas un par de literales complementarios [pot g&3 clausulas]

Ejercicio 6 Sea

S ={(Vz)=P(z,z), (Vo) (Vy)[P(z,y) V Py, )], (V) P(z, f(x))}
y seal’ la formula

(V) (Vy)[P(x,y) — (32)[P(x, 2) A P(z,y)]].

(a) Hallese una forma clausal dé y otra de—F'.

(b) Pruébese, utilizando un modelo de Herbrand, gug- F.
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Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Calculo de una forma clausal dé

(V) (Vy)[P(2,y) = (32)[P(z,2) A P(2,y)]]

= (Va)(vy)[~P(z,y) vV (32)[P(x,2) A P(2,y)]] [por (4)]

= (Vo)(Vy)(E2)[~Plr,y) V (P, 2) A Plz,y)) [por (18)]
= (Vo)(Vy)(3)[(=P(z,y) V P(z,2)) A (=P (z,y) V P(2,9))] [por (19)]
=t (Vo) (VY)[(~P(x,y) V P(x, f(2,y))) N (=P(x,y) Vv P(f(x,y),y))] [Skolemf]

(
{{-P(z,y), P(z, f(z,y)}, {~P(z,y), P(f(z,y),y)}}
Solucion del apartado (a.2):Calculo de una forma clausal d€":

(V) (Vy)[P(x,y) — (32)[P(x, 2) A P(z,y)]]

=(V)(Vy) (32)[~P(x,y) V (P(x,2) A P(z,y))]  [por (a.1)]
(32)(3y) (V2) (=P (z,y) vV (P(x,2) A P(z,y)))  [por(8)y (9)]
(32)(3y)(V2)[-=P(x,y) A =(P(x,2) A P(z,y))] [por (6)]
(32)(3y)(V2)[P(x, y) A (=P(x, 2) V =P (z,))]  [por (7)y (5)]
(V2)[P(a,b) A (P(a,z)vﬁP(z,b))] [Skolema y b]
{{P(a.0)}. {~P(a,2),~P(:,1)}}

sat

Ejercicio 7 Se conocen los siguientes hechos:
1. Todos los ordenadores soraquinas.
2. EI TX-150 es un ordenador.
3. FElix puede arreglar, o bien estropear, cualquieaquina.
4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
5. Las cosas solamente desesperan a quienes no son caparesgliarlas.
6. El TX-150 desespera a&kx.
7. Ninguna raquina puede ser arreglada pormmisma.
Se pide:

(a) Formalizar los hechos anteriores utilizando los sigués $mbolos de predicadad(x):
“z esunordenador’M(x):“ x esunaraquina’, A(z,y):“ « puede arreglay”, E(z,y):
“z estropeay”y D(z,y):" z desespera@”.Y a,bcomo constantes para TX-150 §lk,
respectivamente.

(b) Utilizando resoludn responder a las siguientes preguntas: ¢ Puede arregiix el TX—
1507? ¢ Estropea&lix el TX-1507?
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Solucion:
Solucion del apartado (a): Formalizacion:

1. Todos los ordenadores son maquinas.
(Va)[O(x) — M (x)].

2. EI TX-150 es un ordenador.
O(a).

3. Feélix puede arreglar, o bien estropear, cualquier mmaqu
(Vx)[M(x) — A(b,x) V E(b, x)].

4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
(Vz)(Fy) Ay, x).

5. Las cosas solamente desesperan a quienes no son capagegidelas.
(Vo) (Vy)[D(z,y) — ~A(y, z)].

6. El TX-150 desespera a Félix.
D(a,b).

7. Ninguna maquina puede ser arreglada por si misma.
—(3x)[M () N A(x, x)].

Solucion del apartado (b): En primer lugar, se calculan formas clausales de las f@snul
anteriores.
(V)[O(z) — M(x)]
(Va)[-O(x) v M(z)] [por (4)]
{{-0(x), M(x)}}
O(a)
{{0(a)}}
(Va)[M(x) — A(b,x) V E(b, x)]
(Va)[=M(x) vV A(b,z) V E(b,x)] [por (4)]
{{_'M(x)7 A(b7 l‘), E(b7 l‘)}}
(Vz)(Jy)Aly, z)
sat (Vo)A(f(z),x) [Skolem f]
{{A(f(2), 2)}}
(V) (Vy)[D(x, y) — ~A(y, 7))
(V) (Vy)[=D(z,y) V —A(y,z)] [por (4)]
{{-~D(z,y),~Aly, =)} }
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D(a,b)

{{D(a,b)}}

~(32)[M () A Az, )]
(Va)=(M(z) A A(z,z))  [por (8)]
(Va)[=M(x) V ~A(z, )] [por (5)]
{-M(z), Az, z)}}

Las clausulas obtenidas son

{=O(z), M(x)}

{O(a)}

{—~M(x), A(b,z), E(b,z)}
{A(f(z),2)}

{=D(z,y), ~A(y, =)}

{D(a,b)}

{-M(z), Az, 2)}

—_

~N O O = W N

Vamos a demostrar que Félix no puede arreglar el TX-15@ &lkr, suponemos lo contrario,
lo que da lugar a la clausula

8 A(b,a)
Una refutacion por resolucion de las clausulas antesies
5 {=D(z,y), ~Aly,x)}

6 {D(a,b)}

8 {A(b,a)}

9 {-A(b,a)} Resolvente déy 5
10 O Resolvente déy 8

Vamos a demostrar que Félix estropea el TX-150. Para elfmreemos lo contrario, lo que
da lugar a la clausula
11 —E(b,a)
Una refutacion por resolucion de la clausulgunto conl1—7 es
1 {=0(x), M(x)}

2 {0(a)}
3 {-~M(x), A(b,z), E(b,x)}

5 {=D(x,y), Ay, z)}

6 {D(a,b)}
10 {=E(b,a)}
11 {M(a)} Resolvente dé y 2
12 {-A(b,a) Resolvente dé y 6
13 {A(b,a), E(b,a)} Resolvente dg y 11
14 {E(b,a)} Resolvente dé3y 12

15 O Resolvente dé4 y 10
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Ejercicio 8 SeaA la formula proposicional
(p\/q<—>—\T’)/\(ﬁp—>3)/\(—\t—>q)/\(3/\t_>u)_

(a) Pruébese quel es satisfactible.
(b) Demstrese por el gtodo de tableros seémticos qued = r — wu.

(c) Pruébese por resoludn proposicional que

{pVge —r,—p— st —qsAt—ulEr—u

Solucion:

Solucion del apartado (a): Vamos a demostrar la satisfacibildad dlenostrando un modelo
de A. Seal unainterpretacion. Para quieerifique las implicaciones dé basta que no verifique
sus consecuentes; es decirs) = 0, I(q) = 0y I(u) = 0. SiI(q) = 0, para quev verifique
(pVq < —r), basta quel(p) # I(r) (por ejemplo,/(p) = 1y I(r) = 0). Por tanto, la
interpretacion/ tal que

I(p)=1,1(q) =0,I(r)=0,1(s) =0y I(u) =0.
es un modelo dél.

Solucion del apartado (b): Un tablero semantico dgA, —(r — u} se muestra en la Figura
1 (pagind2D). Puesto que todas sus hojas son cerradaneegtied = r — w.

Solucion del apartado (c): En primer lugar, se calcula formas clausales de las forsmlga
las hipotesis y de la negacion de la conclusion:

pVqe

(pVg—-r)A(=r—pVq) [por (1)]
(=(pVa@)V-r)A(==rVpVq) [por (2)]

(kP A=g)V—r)A(rVpVq) [por (3) y (5)]

(=pV=r)A(=gV 1)) A(rVpVa) [por(7)]

{{-p, 7}, {~q,~r}, {r,p,q}}

_|p — S
——p Vs [por(2)]
pVs [por (5)]
{{p.s}}

-t —q
-t Vg [por(2)]
tVvg  [por(3)]
{{t.a}}
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(pVage )N (—p—s)A(-t =g AN(sNt—u),~(r—u)
|
p\/qH—|7',(—|p—>8>/\(—|tﬁq)/\(8/\tﬁu),—|<THu)
|
p\/q—>—|7’,—|r—>p\/q7(—|p—>5)/\(—|t—>q)/\(s/\t—wu),—'(THU)

|
pVq— —r,or—=pVg,p—s(-t—q)A(sAt—u),(r—u)

pVq— —r,-r —=p\Vg-p—st—qsANt—u(r—u)

p\/qH_|/r7_\r_)p\/q7_‘p_)87_|t_>q78/\t_)u7r7_‘u‘

—(pVq), r—=pVgqg-p—st—qsANt—ur u |ﬁ7”7---,7”7ﬁu|
| |

[op.~q,r > pVag p—s t—gsAt—ur, | - Cerada

|_|p77_|_|p7| _|p7_|q7_|,rﬁpvq787_|tﬁQ7S/\t—>u7,r7_‘u
|
Cerrada
—p,q,—r —pVq,s,t—q,(sAt),r, —u TR 2T
|
Cerrada
[0S, 8, ‘ﬁp,—'q,—'r—>qu,s,—|th,—|t,r,—|u‘
|
Cerrada
‘___’—|—|t7—|t7,..‘ |7_'(J77q7|
| |
Cerrada Cerrada

Figura 1:Arbol semantico
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SAt—u

—(sAt)Vu [por(2)]
(ms Vv =t) Vu [por(3)]
{{_'87 -, u}}

—(r —u)

=(=r Vou) [por (2)]
—=r A [por (4)]
r A [por (5)]

{Hrih {-ut}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

1 {-p,—r}

2 {~q,—r}

3 {r,p,q}

4 {p,s}

5 {t,q}

6 {-s,t,u}

7 {r}

8 {-wu}

9 {—q¢} Resolvente d& y 2
10 {-p} Resolvente d& y 1
11 {-s,—t}  Resolvented8y 6
12 {t} Resolvente d8 y 5
13 {s} Resolvente dé0y 4
14 {-t} Resolvente deély 13
15 O Resolvente de4 y 12

Ejercicio 9 SeaS el conjunto formado por las siguientesmulas:

Fy: Pla) A (Vo) [P(2) — Q(f (2), 2)]

Fy = (Vo) (Vy)[Q(x, y) — (R(f(2)) A =R(f(f(2))))]
Fy: (Vo) [P(z) V R(x)]

Fy: (V)= (P(x) A R(x))

Se pide:

[\

(a) Probar mediante resoluan queS = P(f(f(f(a)))).

(b) Probar, utilizando un modelo de Herbrand, gtie~ (Vz)[Q(f(z),z) — P(x)].

Solucion:
Solucion del apartado (a): En primer lugar, se calculan formas clausales de las sgoye
de la negacion de la conclusion:
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56)[ () )90] [por (2)]

)] [por (15)]

I
g
&

=
<
8

(f (2)) A=R(f(f(2))))] [por (2)]
(f (@) A (=Q(z,y) V ~R(f(f(x))))] [por (19)]
A=Q(,y), ~R(f(f(2)))}}

[
<
=
i)
8
<
=
=

}
+ (Vo)=(P(x) A R(x))
(V) [=P(x) V =R(x)] [por (5)]
{{=P(z), ~R(x)}}

~P(f(f(f(a))))
{-P((F(f(@)}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

=

1 {P(a)}

2 {=P(2),Q(f(z), z)}

3 {=Q(z,y), R(f(x))}

4 {-Q(z,y), ~R(f(f(x)))}

5 {P(z), R(x)}

6 {-~P(x), ~R(x)}

7 A{=P(f(f(f(a))))}

8 {R(f(f(f(a))))} Resolvente déy 5
9 {-Q(f(a),y)} Resolvente d8y 4
10 {=P(a)} Resolvente d8y 2
11 0O Resolvente dé0 y 1

Solucion del apartado (b): Vamos a obtener consecuencias que nos permitan contruir el
modelo de Herbrand.
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1 (Va)[P(z) — R(f(f(2)))] [por F1y F3]
2 (Va)(vy)[Q(z,y) — P(f(f(z)))] [porFyy Fi]
3 (Va)[R(z) V R(f(f(z)))] [porly F3]
4 P(a) [por F1]

5 Q(f(a),a) [por4y F1]

6 —R(f(f(f(a)))) [por5y Fb]

7 R(f(a)) [por 6y 3]

8 R(f(f(a))) [por 1y 4]

9 P(f(f(f(a)))) [por2y 5]
10 Q(f(f(f(f(a))), f(f(f(a))))  [por9y Fi]
11 =R(f(ffFf(f (@) [por 10y Fy]
12 R(f(f(f(f(a))))) [porily 3]
13 R(f(f(f(f(f(a)))))) [por 1y 9]

Se observa que la ley de formacion es

P(a),Q(f(a),a), R(f(a)), R(f(f(a))),

PO (@), QU (@), F(F(f(a), RO S (@)), RU @), -

Sea

L = {P(f*(a), QU a), [7"(a)), R(f*"*(a), R(f*"**(a)) : n € N},

Se comprueba facilmente que = S eI, = (V2)[Q(f(x),x) — P(z)]. Para extendef; a
un modelo deS en el que no se verifique/z)[Q(f(x),z) — P(x)], introducimos una nueva

variableb y suponemos qu@(f(b),b). De manera analoga a la anterior, se obtiene

Q(f(b),0)

R(f(f(b)))

POF(f(0))))

QUS(F(F()))), FF(f(b))))
R(fF(FOFCFCF0))))))

R(f(b))

POUUE)))
QU@ FU D))
PO SSSSON))
R(f(F(F(FD)))))
ROFOFFUUUUE@))

Sea

I = L U{P ("0 (0)), Q(f*" (D), 27 (b)), R(f (D)), R(F" (b)) : m € N}
Se comprueba facilmente quel= S e I, (= (V) [Q(f (), z) — P(z)].

Ejercicio 10 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Hallense las formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clawestd érmula:
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(32)(Fy) (vV2)[(v0)[Q(z, v) V R(z,y)] — =(Fv)=(Tu)[Q(z, v) A ~R(z, u)]].
(b) Seandy B formulas proposicionales§' una tautologa. Pruebese que son equivalentes:

(1) =A— (BAC).
(2) Para cada interpreta@nl, si/ = A A C entonced |~ B.

Solucion del apartado (a):
1.— Forma prenexa conjuntiva:

(32)(3y) (v2)[(V0)[Q(

z,0) V B(z,y)] = =(30)=(3u)[Q(x, v) A ~R(z, u)]]
2)[(V0)[Q(x,v) vV R(z,y)] — =(Fw)=(3u)[Q(z, w) A =R(z, u)]]

) V
= (3x)(Fy)(V2)] v
= (32)(Fy)(V2)[~(V)[Q(z,v) V R(x,y)] V =(Fw)=(3u) [Q(z, w) A ~R(z,u)]]
= (F2)(3y)(V2)[(30)~(Q(z,v) V R(z,y)) V (Yw)==(3u)[Q(z, w) A = R(z,u)]]
= (F2)(3y)(V2)[(30)(—Q(z,v) A ~R(x,y)) V (Yw)(Fu)[Q(x, w) A =R(z,u)]]
= (32)(Fy)(V2)(Fv)(Vw)[(=Q(z,v) A ~R(z,y)) V (Fu)[Q(z, w) A ~R(z,u)]]
= (32)(Fy)(V2)(Fv) (V) (Fu)[(-Q(z,v) A =R(z,y)) V (Q(z, w) A =R(z,u))]
= (32)(Fy)(V2)(Fv)(Vw)(Fu)] (-Q(z,v) V Q(z, wg) E E:v ,0)V Rz, u ;)

w x Yy

(=R(x,y) vV Qz, w)) A )V oR(x,u))]

(=Q(z,v) V Q(z,w)) A (—=Q(z,v) V ~R(x,u)) A\
(=R(z,y) V Q(z,w)) A (=R(z,y) V =~ R(z,u))]
= (FY)(V2)(30) (Vo) (3u)[ (—-Q(a,v) V Qa, w)) A (—=Q(a,v) V ~R(a,u)) A
(—R(a,y) V Qa,w)) A (~R(a,y) V = R(a, u))]
= (V2)(30) (V) (3u)[ (=Q(a,v) V Q(a,w)) A (=Q(a,v) V = R(a,u)) A
(= R(a,b) vV Q(a,w)) A (mR(a,b) V =R(a,u))]
=sa (V2)(Yw)(3u)[ (—Q(a, f(2)) a, w —Q(a, f(2)) V ~R(a,u)) A

=sat (VZ)(V’LU)[ <_‘Q ?
R

3.— Forma clausal:

(V2)(Vw)[ (=Q(a, [(2)) V Q(a,w)) A (=Q(a, f(2)) V —R(a, g(z,w))) A
(= R(a,b) V Q(a,w)) A (=R(a,b) V —=R(a, g(z,w)))]
= { {=Q(a, f(2)),Qa,w)},
{=Q(a, f(2)), ~R(a, g(z,w))}
{=R(a,b), Q(a,w)},

{~R(a,b), ~R(a. g(zw))} }
Solucion del apartado (b):[(1) = (2)] Seal una interpretacion. Entonces,
IEANC
= [EA
— [ =BAC [por(1)]
— [EB
[(2) = (1)] Seal una interpretacion. Entonces,
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IEA
— [ = ANANC [porserC tautologia]
— [EB [por (2)]

— [ BAC [porserC tautologia]

Luego,/ = A — B AC'y, portanto)= A — BAC.
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Ejercicio 11 Consideremos labrmula proposicional
A:(r—=p AN(-r—qVs)—pVqVs

y el conjunto dedrmulas
U={r<pVgqgs—psN-r—sVt}.

1. Pruébese, mediante tableros samticos, qued es una tautolota.
2. Pruébese, razonadamente, quiess consistente, mostrando para ello un modelé’de
3. Pruébese, mediante resoladilineal, quel = —p — (¢ V ).

4. SeanB la formula anterior—p — (q V t). ¢Podemos eliminar algun&imula deU de
manera que ladrmula B sea consecuenciégdiica del conjunto dedrmulas restante?

Solucion:

Solucion del apartado 1:El tablero semantico deA es
~((r=p)A(r—qVs) —pVqVs)
|
(r—=p)A(=r—qVs),=(pVgqVs)
|
r—p,r—qVsa(pVaqVs)
|
r—p,r—qVs,p,(qVs)

Tg)p7_|r_>q\/87_\p7_'q7_‘8‘

|-, = — gV s,7p, 2q, s p,—r — qV 8, —p,q, s
Cer|rada
(=7, ==, =p,—q, 5] |—7,qV 5,7, ~q, s
Cer|rada

‘ -4, p, g, S ‘ ‘ -y S, P, g, S ‘

Cerrada Cerrada
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Como todas las hojas son cerrada®s una tautologia.

Solucion del apartado 2: Seal una interpretacion. Para quesea modelo de las dos impli-
caciones dé/ basta que sus consecuentes sean falsésesndecir/(p) =0y I(s) = I(t) = 0.
Sean! tal quel(p) = 0, para quel sea modelo de la equivalencia, basta gug = 1(q). Por
tanto, una interpretaciohtal quel(p) = 0, I(q) = 0, I(r) = 0, I(s) = 0y I(t) = 0 es un
modelo del.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos formas clausales de las f@amdé
Uy de la negacion de la conclusion:

repVyg

(r—=pVgApVg—r) [por (1)]
(rvpVva) A(=pVeVr) [por (2)]
(=rv(pVva)A((=pA—g)VrT) [por (4)]
(=rVpVag)A((=pVr)A(=gVr)) [por(7)]

{{-rp.a} {=p.r} {~q,7}}

5—Dp
= —sVp [por (2)]
= {{-s,p}}

—SA—r— sVt
= a(nsA-T)V(sVi) [por (2)]
= (—-sV o)V (sVit) [por (3)]
= (sVr)V(sVi) [por (5)]
= {{s,rt}}

—(mp— (g V1))
= (= pV(gVt) [por (2)]
= ~(pVi(gVvi) [por (5)]
= pA-(qVi) [por (4)]
= pA(gA-t) [por (4)]

{{-pt {~a} . {~t}}

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es
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{-n.p,q}
{-p,r}
{=q,7}
{=s,p}
{s,r t}
{-p}
{—aq}
{-t}

9 {s,r} Resolvente déy 8
10 {r,p} Resolvente dé y 4
11 {p,q} Resolvente de0 y 1
12 {p} Resolvente dely 7

O Resolvente de2y 6

0 3 O Ui W N -

Solucion del apartado 4:Sean

Fi:r—pvVvqg
Fy:s—p
Fy:=sAN—-r—sVt

las formulas dé/. Veamos que no puede eliminarse ninguna sin perder la comseia:

» {F,, 3} |~ B: Seal tal que
-[1(p)0 = Il(Q) = O! ]1(T) = 1’ Il(s

Entonceszl(Fz) = [1(F3) = 1 y[1<B) - 0

» {F}, F3} [+ B: Seal, tal que
I(p)0 =, I1(q) = 0, Ir(r) = 0, I1(s) = 1y I1(t) = 0.
Entonceszz(Fl) = [Q(Fg) = 1 y [Q(B) - 0

» {F, F,} |~ B: Seal; tal que
I3(p)0 =, I3(q) = 0, I3(r) =

0’
Entonceszg(Fl) = [3(F2) = 1 y ]3(B

13(8)
) =0.

Ejercicio 12 En cierto pas oriental se ha celebrado la fase final del campeonato nalid
futbol. Cierto diario deportivo ha publicado las siguientestadsticas de tan magno aconteci-
miento:

= A todos los porteros que no vistieron camiseta negra les sarcgol algin delantero
europeo.

= Algln portero ju@ con botas blancas Yot le marcaron goles jugadores con botas blan-
cas.
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= Ningln portero se ma@ un gol a $ mismo.
= Ningin jugador con botas blancas vigtcamiseta negra.
Se pide:

1. Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje da@r orden usando los siguientes
simbolos de predicadd?(x): “ = es portero”, D(x): “ = es delantero europeo’y (x): “ x
viste camiseta negra’B(z): “ x juega con botas blancas/(x,y): “ x mard un gol a

yH.
2. Obtener una forma clausal para el conjunto denfiulas del apartado anterior.

3. Probar, mediante resolu@n, que al@in delantero europeo jugcon botas blancas.

Solucion:
Solucion del apartado 1:

= A todos los porteros que no vistieron camiseta negra lesémancgol algin delantero
europeo.

(Vo)[P(z) AN (z) — (Jy)[D(y) A M(y, =)]].

= Algln portero jugo con botas blancas y s6lo le marcardesjagadores con botas blancas.
(3)[P(z) A B(x) A (Vy)[M(y, z) — B(y)]]-

= Ningln portero se marc6o un gol a si mismo.
=(3x)[P(x) N M (x, z)].

= Ningln jugador con botas blancas vistid camiseta negra.
—(3z)[B(x) A N(z)]

Solucion del apartado 2: Calculo de formas clausales:
(Va)[P(z) AN (z) — (Hy)[D(y) A M(y, z)]]

= (Vo)[=(P(z) A=N(z)) v (3y)[D(y) A My, )]] [por (2)]

= (vo)[(=P(x) v -=N(z)) vV (Fy)[D(y) A M(y, z)]] [por (5)]

= (vo)[(=P(z) vV N(z)) vV By)[D(y) A M(y, z)]] [por (7)]

= (Vo)(3)[(~P(z) V N(x)) vV (D(y) A M(y,z))] [por (18)]
= (Vo)@y)[((=P(z) V N(x)) vV D(y)) A((=P(x) vV N(z)) v M(y,z))]  [por (19)]
=t (V2)[(=P(z) v N(z)) v D(f(x))) A ((=P(x) V N(x)) V M(f(x),))] [por Skolem]
= {{=P(), N(x), D(f ()}, {~P(x), N(x), M(f(x), )} }
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sat

(F2)[P(z) A B(x) A (Vy)[M(y,z) — B(y)]]

(F2)[P(x) A B(x) A (Vy)[=M(y,z) v B(y)]] [por (2)]
(F2)(Vy)[P(x) A B(x) A (=M (y,x) V B(y))] [por (15)]
(Vy)[P(a) A Bla) A (=M (y,a) V B(y))] [por Skolem]
{P(a)}.{B(a)},{-M(y,a), B(y)}}

—(3x)[P(x) AN M(x,x)]

(Va)=(P(z) A M(z, x)) [por (9)]
(Vo) [=P(z) vV =M (z, z)] [por (5)]
{{-P(z), ~M(z,2)}}

—(3x)[B(z) A N(x)]

(Va)=(B(z) A N(z)) [por (9)]
(Va)[=B(z) V ~N(z)] [por (5)]

{{=B(z), ~N(x)}}

Solucion del apartado 3:Para demostrar que “algin delantero europeo jug6 cors bida-
cas” se calcula una forma clausal de su negacion:

—(3x)[D(x) A B(z)]
(Va)=(D(z) A B(z))
(Va)[=D(x) V —B(z)]
{{-D(z), ~B(z)}}

[por (9)]
[por (5)]

Una refutacion por resolucion de las clausulas obtengda

DO —

0~ O O = W

9
10
11
12
13
14
15

{=P(x),N(x), D(f(x))}
{=P(z), N(z), M(f(z),r)}
{P(a)}

{B(a)}

{=M(y,a), B(y)}
{=P(x),~M(z,z)}
{=B(z),~N(z)}
{=D(z), ~B(x)}
{=D(z),~M(z,a)}
{=D(f(a)),~P(a), N(a)}
{=D(f(a)), N(a)}
{=P(a), N(a)}

{N(a)}

{=B(a)}

0

Resolvente d8y 5 cono = [y/x]

Resolvente d8y 2 conb, = [z/y]ly o = [y/a,x/ f(a)]
Resolvente de0 y 3

Resolvente dély 1

Resolvente deé2y 3

Resolvente de3y 7

Resolvente de4 y 4

Ejercicio 13 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideremos el lenguaje de primer ordan= { P, f} y las rmulas deL;:
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Fy = (Va)(3y) Pz, fy), Fo = (Fy) (V) Px, f(y) Yy Fs - By) (Vo) Pz, y).
(a) Hallese unal; estructuraZ, tal queZ = F; peroZ [~ Fs.
(b) Hallese unal; estructuraZ’, tal queZ’ |= F; peroZ’ [~ Fs.

2. Consideremos ahora el lengudie = {a, b, P, Q} y la formula, F, siguiente:

(Vo) (Fy)[P(z, y) A ~Q(z, a)].
Hallese un modelo de Herbrand dé

Solucion:

Solucion del apartado (1a):SeaZ = (U, I) conU = {1,2}, f = {(1,1),(2,2)} (es decir,
la identidad erV) y PT = {(1,1),(2,2)} (es decir, la igualdad efi). EntoncesZ = F; pero
T - .

Solucion del apartado (1b): SeaZ’ = (U’,I') conU’ = {1,2}, fI' = {(1,2),(2,2)} (es
decir, la constante 2 efi) y P! = {(1,2),(2,2)} (es decir, la relacion menor o igual &f.
EntoncesZ’ |= F; peroZ’ |~ Fs.

Solucion del apartado (2a):El universo de Herbrand di, es UH= {a,b}. Un modelo de
Herbrand d&" esI = {P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}.
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Ejercicio 14 SeanA: - — s A —wu,B: (rVs) A (u— r)yU el conjunto dedrmulas:

U={qVvrVvsr—qVt,q— —-pt— uu— s p}
(a) Pruébese, mediante tableros samicos qued y B son bgicamente equivalentes.
(b) Hallense, razonadamente, todos los modelo&§ dgEsU consistente?
(c) Pruébese, mediante resolaailineal, que labrmula A es consecuenci@tjica deU.

(d) Deddase razonadamente si larfnula—B es, 0 no, consecuenciadica del.

Solucion:
Solucion del apartado (a): El tablero seméantico de(A < B) es

~(~r = s A-w) = (PV ) Afu—1)

T

1 2

Subtablero 1 Subtablero 2
donde el subtablero 1 se muestra en la Figura 2 (pagiha 3U$ybeablero 2 en la Figura 3

(pagin&3b)

—((=r = sA-u) = ((rvs)A(u—r)))
|

- — sA-u,=((rvs)A(u—r))

- — s A —wu,(rVs) —r — s A -wu,(u— )

‘_W“HS/\_\U,—\’/’,_'S‘ ‘_\THS/\_'U,U,_'T‘

-, r, s ‘5/\ U, T, —|5‘ ‘_‘_‘T,U, _‘T‘ S/\_‘U,U, -r
| | | |

Cerada Cerada
| |

Cerrada Cerrada

Figura 2: Subtablero 1
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(((rvs)A(u—r))— (-r—sA-u))
|
(rvs)AN(u—r),=(-r—sA-u)
|
rVs,u—r,(-r— s A -u)

rV s, u—r,or, (s A )

r Vs, ou, o, (s A ) rV s, r,or, (s A )
Cer|rada
T, o, =, (s A ) s,y =, (s A )
Cer|rada

|5, ~u, -1, 2s| [ s, —u, o,

Cerrada Cerrada

Figura 3: Subtablero 2
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Al tener todas sus hojas cerraddsy B son equivalentes.

Solucion del apartado (b): Consideremos las formulas de

Fi: gvrvs
F: r—qVt
Fs: q——p

Fi: t—u
Fs: u— —s
Fs: p
Seav un modelo dd/. Por Fg, se tiene
v(p) =1
Por (1) y£3,
v(g) =0
Por (2) yF1,
v(irvs)=1
Por (3), se distingue dos casos. En el primer caso,
v(r)=1
Por (4) 2y (2),
v(t) =1
Por (5) yFy,
v(u) =1
Por (6) y£5,
v(s) =0
Por tanto, hemos encontrado un modgldal que
v1(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = L,v1(s) = 0,v1(t) = L,v1(u) =1

En el segundo caso,
v(r)=0
Por (4) y (3),
v(s) =1
Por (5") y F5,
v(u) =0
Por (6") y Fy,
v(t) =0

(1)

(2)

3)

(4)

()

(6)

(7)

4)

()

(6)

(7’)
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Por tanto, hemos encontrado otro modegldal que
1}2(p) = 1702((]) = 07U2(T) = 07U2(S) = 171}2(75) = 07U2(u) =0
Puesto qué/ tiene modelos, es consistente.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales de lasutas
deU y de la formula-A:

Fi:qVrvVvs ={{q, 7 s}}

F:r—qVvt =-rVqVt [por (2)]
={-rqt}}

F3:q—-p =-qV-p [por (2)]
= {{~¢, —p}}

Fy:t—u =-tVu [por (2)]
= {{~t,u}}

Fs:u— —s =-uV-s [por (2)]
= {{-u, =s}}

Fg:p = {r}}

=(==r V(s A ) [por (2)]
=(rv(sA-w))  [por(5)]
—r A =(s A —u)) [por (4)]
—r A (nsV-—u))  [por (3)]
= A (msVu)) [por (5)]

{=r}} {78, u}

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es

1 {q,r, s}
{-r.q.t}
{~a,—p}
{_'ta u}
{_'uv _'5}
{r}
{-r}
{_'Sv u}
9 {q,r,u} Resolventedéy 8
10 {q,r,—s} Resolventedéy5
11 {q,r} Resolvente dé0 y 1

—A:=(or — s A )

CO 1 O U = W N

12 {q} Resolvente dély 7
13 {-p} Resolvente de2y 3
14 O Resolvente de3 y 6

Solucion del apartado (d): Puesto que los modelos @k calculados en el apartado (b), son
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las valoraciones; y v, tales que
vi(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = 1,v1(s) = 0,v1(t) = 1,01 (u) =1 - ;
ara determinar sk B
va(p) = 1,05(q) = 0, v5(r) = 0, v(s) = 1, va(t) = 0,v5(u)) =0 P
es consecuencia débasta calcular el valor deB en dichas valoraciones.
vi(=((rvs)A(u—r))) =H(n(rVs)Au—r))
Hy(vi(r V s),v1(u —1)))

H-(

H-(Hn(Hy(v1(r), v1(s)), Ho (vi(u), v1(r))))
H-(HA(Hy(1,0), H.(1,1)))
H-(HA(1
H-(

0

H/\ ’ ))
1)

Por tanto,~B no es consecuencia de
Notese que el calculo anterior puede simplificarse (par&tbdo de Quine) en

S ((rvis ) A (u = 1)
0 110 1 1 11

Ejercicio 15 Consideremos el lenguaje de primer orden= {a, P, @} (siendoa un smbolo
de constante Y y (Q predicados de aridad 1). Sdala formula deL

(Vo)[P(z) — (Q(z) V Q(a))] — ((3z)P(z) — (F2)[Q(z) v Q(a)])
(a) Obgnganse formas clausales pafay —F'.
(b) Pruébese, utilizando resolui basica, quef’ es bgicamente &lida.

(c) Descibase un modelo de Herbrand dé

Solucion:
Solucion del apartado (a): Calculo de una forma clausal d&
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Solucion del apartado (c): A la vista de la forma clausal d€ del apartado (a), se observa

gue un modelo de Herbrand d&es el conjunto vacio (es decir, ningln elemento veriftoai

ninguno verificaw).
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Ejercicio 16 Consideremos el LPQ, = {a,b, P,Q, R, T}. Esciibanse drmulas deL que
expresen las siguientes afirmaciones:

1. Pilar dirigi6 algin drama pero no dirigh ninguna comedia.
2. Pedro dirigb una comedia de mayor dur@ci que cualquiera de las dirigidas por Pilar.
3. Pedro no dirigb comedias salvo que Pilar dirigiera alg drama.
4. Pilar dirigi6 todo drama que no dirigi Pedro.
P(z) expresaé que “r es una comedia”()(z) que “z es un drama”,R(z,y) expresaé que

“z dirigio y’y T'(z,y) que “z es de mayor durabn que y”. Las constantesy b denotaén,
respectivamente, a Pedro y a Pilar.

Solucion:
1. Pilar dirigi6 algn drama pero no dirigio ninguna catize
(3y)[Qy) A R(b,y)] A =(32)[P(2) A R(b,y)]

2. Pedro dirigid una comedia de mayor duracion que cuatgude las dirigidas por Pilar.
(32)[P(z) A R(a,z) A (Yy)[P(y) A R(b,y) — T(z,y)]]

3. Pedro no dirigid comedias salvo que Pilar dirigieraialgrama.
(3x)[P(x) A R(a, z)] — (Fy)[Q(y) A R(b,y)]

4. Pilar dirigio todo drama que no dirigio Pedro.
(V2)[Q(z) A =R(a, x) — R(b, z)]

Ejercicio 17 Consideremos la®fmulas del LPOL = {P,Q}
F : (32)[P(z) A Q(x)].
Fy 2 (3z)P(x) A (Br)Q(x),
Fy = (32)(3y)[P(x) A Q(y)]
(a) Hallese unal estructuraZ tal queZ |~ F, peroZ ~ F;.

(b) Pruéebese que todo modelo dg es modelo dés.

(c) Pruébese qués, y F3 son bgicamente equivalentes.
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Solucion:
Solucion del apartado (a): Vamos a buscar formas clausalesidey —F) y saturar por reso-
lucion el conjunto de las clausulas obtenidas para haflanodelo de Herbrand de,, —F} }.

[P
(V)= (P(z) AQ(x))  [por (9)]
(Vo)[=P(z) v -Q(z)]  [por (5)]
{-P(z), ~Q(z )}}

Las clausulas obtenidas son

1 {P(a)}
2 {Q(b)}
3 {=P(x),~Q(x)}
Veamos el proceso de saturacion, por resolucion:
Al resolver 1 con 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 1y 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 1, 2y 3 se obtiene
4{-Q(a)} (resolvente de 3y 1)
5{—=P(b)} (resolvente de 3y 2)
Al resolver 4 con 1, 2, 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 1, 2, 3, 4y 5 no se obtiene resolvente.

Fy:  (Jz)P(z) A (Fx)Q(x)
= (Fz)P(z) A (3y)Q(y) [rectificacion]
= (I)3)[P(x) A Q(y)] [por (11)—(18)]
=t Pla)NQ(b) [por Skolem]
= {{P@@)}{Q®)}}
—F s o(3n)[P(x )) Q(x)]

)V

A la vista del saturado, un modelo€s= (U, I) conU = {a, b}, P! = {a}, Q" = {b}.

Solucion del apartado (b): Probar que todo modelo d& es modelo def,, equivale a
probar que; = F» que, a su vez, equivale a probar qug, —F»} es inconsistente. Probaremos
la Gltima condicion por resolucion. Para ello, empezamalculando unas formas clausales de
Fi Yy —F5.

By (B2)[P(z) A
=sat ( )/\Q<
= {P(a)}{

Q(x)]

) [por Skolem]
Q(a)}}
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~Fy s =((F2) Px) A (32)Q(x))
= —(3)(3y)[P(x) AQ(y)]  [por apartado (a)]
= (Vo)(Vy)~(P(z) AQ(y)) [por(9)]
= (Vo)(Vy)[=P(x) V-Q(y)] [por (5)]
= {-P),-QW)}}
La resolucion es
1 {P(a)}
2 {Q(a)}
3 {~P(x), ~Qy)}
4 {-Q(y)} Resolvente déy 3
5 0O Resolvente dd y 2

Solucion del apartado (c): Para probar qué’, y I3 son légicamente equivalentes, basta
probar queF, = F3y F3 = F,. Lo haremos por resolucion. Para ello, necesitaremosa®rm
clausales déy, —F5, F3y —F5.

Fy: (3z)P(x) A (32)Q(x)
—.. {{P@}{QM)}  [poranterior]

—Fy: o((3z)P(z) A (32)Q())
= {{=P(z),-Q(y)}} [por anterior]
Fy o (3z)(3y)[P(z) AQ(y)]
=t Plc)NQ(d) [por Skolem]
= {PO}{Q)}}
—Fy 0 =(32)(3y)[P(z) A QY)]
= (Vo) (Vy)=(P(x) AQ(y))  [por (9)]
= (va)(%)[-P(x) V=Q(y)] [por (5)]
= (v0)(%)[-P(x) V=Q(y)] [por (5)]
= {~P@).~Qw)})

Demostracion, por resolucion, dg = Fi:
1 {P(a)}
2 {Q()}
3 {~P(z),~Q(y)}
4 {-Q(y)} Resolvente de y 3
5 0O Resolvente de y 2

Demostracion, por resolucion, dg = Fy:



Examen de Septiembre de 2002

43

1L {P(c)}

2 {Q(d)}

3 {=P(x), ~Q(y)}

4 {-Qy)} Resolvente dé y 3
5 O Resolvente dé y 2
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Ejercicio 18 Consideremos los conjuntos derhulas:

S={p—=qq=rNs,~sAr—q,q}
T={qVr,—qV-r}

1. Pruébese, mediante tableros samticos, queS es consistente.
Obg&nganse, razonadamente, todos los modelds. de

Pruebese, mediante resoldai lineal, queS U T' es inconsistente.

p WD

Teniendo en cuenta los apartados anterioreseépfase unadrmula F', formada exclusi-
vamente por las variablegy r, tal que: FF ¢ TAUT y S = F.

Solucion:
Solucion del apartado 1:Un tablero semantico de es

[P =g Ns,ms AT —q,~q|

P —aqq—rAsrAs— g8\ —q,q|

‘ﬁp,qﬂr/\s,r/\é’*)q,ﬁs/\r—>q7ﬂq‘ |q,...,ﬁq|
|
Cerrada
eyl e
|
Cerrada

‘ﬂp,ﬂ(r/\s),ﬂs/\rﬂq,—'q‘ ‘ﬁp,r/\s,—\(r/\s),—'s/\rHq,—'q‘
|

Cerrada
‘ —p, 2(r A s),=(ns AT), g ‘ ‘ —p,~(r As),q,7q ‘
|
Cerrada
‘ —|p, —|’]"7 —\(—\5 /\ 7'), —|q ‘ ‘ —|p, —|57 —\(—\5 /\ 7'), —|q ‘
| P, T, S, g | | P, T, g | | —p, =8, S, ¢ | | —p, T8, T, q |

: | |
Abierta Cerrada Abierta
|
Abierta
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Al tener hojas abiertas, el conjuntoes consistente.

Solucion del apartado 2:La hojas abiertas son
Sl = {_'p7 g, T, S}
52 = {_'p7 —q, _'T}
S3 = {_'p7 g, T, _'S}
Por tanto, los modelos deson las valoracionestales ques(p) = v(q) = v(r) = 0.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, tenemos que calcular las formas clausaléessd
formulas deS U 7.

pP—q =-pVyq [por (2)]
= {{-» q}}

georAs =(q@—=1rAS)AN(rAs—q) [por (1)]
= (g V (rAs))A(=(rAs)Va) [por (2)]
= (g V (rAs))A((=rV=s)Va) [por (3)]
= ((mgVr)A(=gVs)) A((=rV=s)Vg) [por(6)]
= {{—~q, 7}, {~q,s},{~r, —s,q}}

“sAT—q =-(sAT)Vq [por (2)]
= (——sV-r)Vg [por (3)]
=(sVvV-r)Vg [por (5)]
= {{s,r,q}}

—q = {{—q}}

qVr ={{a¢,7}}

—qV-r  ={{~q r}}

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es
L {-p,q}
2 {~q,r}
3 {~q,s}
4 {-r,—s,q}
5 {s,—rq}
6 {—g}
7 {q,r}
8 {~q,—r}
9 {s,q} Resolvente d&y 5

10 {q,—r} Resolvente dé y 4

11 {q} Resolvente de0y 7

12 O Resolvente dély 6

Solucion del apartado 4: Puesto que en cualquier modelale S se verifica quei(q) =
v(r) = 0, entonces la formulaqg A —r es una consecuencia no tautologicesde
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Ejercicio 19 Supongamos conocidos los siguientes hechos acercaidedm de aprobados de
dos asignaturas Ay B:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entonaksstaprueban la asignatura B.
2. Sialdin delegado de la clase aprueba Ay B, entonces todos los akiaprueban A.

3. Sinadie aprueba B, entonces nimgdelegado aprueba A.

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.

Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje @@ orden usando los siguien-
tes $mbolos de predicaddd(x): “ = es un delegado’Ap(z, y): “ x aprueba la asignatura

y”. Las constantes, b, m denotaén la asignatura A, la asignatura B y a Manuel, respec-
tivamente.

(b) Obtener una forma clausal para el conjunto denfiulas del apartado anterior.

(c) Probar, mediante resoluan, que si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A,
entonces todos los alumnos aprueban las asignaturas Ay B.

Solucion:
Solucion del apartado (a)Formalizacion:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entondes &prueban la asignatura B.
(Vo) Ap(z, a) — (Vy)Ap(y, b).

2. Sialgun delegado de la clase aprueba Ay B, entonces toslalumnos aprueban A.
(3z)[D(z) A Ap(z, a) N Ap(x,b)] — (Vy)Ap(y, ).

3. Sinadie aprueba B, entonces ningln delegado aprueba A.
~(3z)Ap(z,b) — ~(3y)[D(y) A Ap(y, a)].

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
—Ap(m,b) — —(3z)Ap(x,b).

Solucion del apartado (b) Formas clausales:

1 {~Ap(c,a), Ap(y,b)}

2 {_'D(x)v —\Ap(:E, a)v —\Ap(:E, b)v Ap(yv a)}
3 {Ap(d,b),~D(y), ~Ap(y,a)}

4 {Ap(m,b),~Ap(x,b)}

dondec, d y e son constantes de Skolem.

Solucion del apartado (c)Resolucion:
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Antes de hacer la resolucion se formaliza la negacion dmfelusion (Si Manuel es un
delegado y aprueba la asignatura A, entonces todos los atiapmueban las asignaturas Ay B):

~(D(m) A Ap(m, a) — (V)[Ap(z, a) N Ap(z, b)])
y se calcula las clausulas correspondientes:
5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}
7 {—~Ap(e,a),~Ap(e,b)}

La resolucion es
1 {—Ap(c,a), Ap(y,b)}

2 {=D(x), ~Ap(z, a), ~Ap(z,b), Ap(y, a)}

3 {Ap(d,b), ~D(y), ~Ap(y, a)}

4 {Ap(m, b)v ﬁAp(:E, b)}

5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}

7 {=Ap(e,a), ~Ap(e, )}

8 {Ap(d,b),~Ap(m,a)} Resolvente de 5.1y 3.2

9 {Ap(d,b)} Resolvente de 8.2y 6.1
10 {Ap(m,b)} Resolvente de 9.1y 4.2
11 {=D(m),—~Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 10.1y 2.3
12 {=Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 11.1y 5.1
13 {Ap(y,a)} Resolvente de 12.1y 6.1
14 {Ap(y,b)} Resolvente de 13.1y 1.1
15 {=Ap(e,b)} Resolvente de 7.1y 13.1
16 O Resolvente de 15.1y 14.1

Ejercicio 20 El ejercicio tiene dos apartados.
1. Consideramos el lenguaja = {P, f,a,b, c} y el conjunto dedrmulas:
S ={P(c,a) — (V2)P(z,0), (Vz)[P(f (), x) — (V2)P(z,z)], ~P(b,c)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §uyé P(f(a),a) vV =P(f(b),b).
2. Consideramos el lenguaje, = {a, b, P}. Seal’ la formula
—P(x,a) N —P(x,b) A (3y)(32)P(y, 2)

Pruéebese qué’ es consistente y que NO tiene nimgnodelo de Herbrand (en el lenguaje
L»). ¢ Contradice esto el teorema de Herbrand? Gteese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1):Las formas clausales de las formulas del problema son:
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deP(c,a) — (V2)P(z,b), S, = {{-P(c,a), P(z,b)}};

de (V) [P(f(x),z) = (V2)P(z,2)], S2 = {{=P(f(2), ), P(z,2) } };

de=P(b,c), S3 = {{=P(b,c)}};

= de—(P(f(a),a)V —P(f(b),0)), Ss = {{=P(f(a),a)},{P(f(b),b)}}.

Vamos a calcular la saturacion, por resolucion y factmiian, deS; U S, U S3 U Sy. Las
clausulas iniciales son
1 {=P(c,a),P(z,b)
2 {ﬁP(f(x),x),P(z,x)}
3 {=P(bc)}
4 {=P(f(a).a)}
5 {P(f(b).b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4, 5y 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4,5, 1y 2 se obtiene
6 {P(z,b)} (resolventede 2y 5)y
7{=P(f(c),c)} (resolvente de 2y 3)
La clausula 6 subsume alalyalab
Al resolver 6 con 3, 4, 2 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 7 con 3, 4, 2, 6 y 7 no se obtiene resolvente.

Por tanto, el saturado es
{ﬁP(f(l‘),[E),P(Z,l‘)}
{=P(b,c)}
{=P(f(a),a)}
{P(z,b)}
{=P(f(c),0)}

Eluniverso de Herbrand é5H = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),... ¢, f(c), f(f(c)),...}
y un modelo de Herbrand ds= {P(z,b) : z € UH}.

[\]

O e W

Solucion del apartado (2):Para demostrar quE es consistente basta mostrar una estructura
7 deL, y una asignacionl enZ tales queZ, = F. Seal = (U, I) conU = {1,2},a! = 1,V =
1y P ={(1,2)}. Sead tal queA(z) = 1. EntoncesZ, = F (ya que

IA(F) =TZa(=P(z,a) N=P(x,b) A (Jy)(Iz)P(y, 2))
= gA(ﬁP(% a)) A Za(=P(x,0)) NTa((By)(32) Py, 2))
puesto que -
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Za(=P(x,a)) =-P'(A(x),a’)
= ~PI(1,1)
— —F
—V

Zs(—P(z,b)) :ﬁPI(A(:c),bI)
— ~PI(1,1)
——F
—V
Za((3y)(32)P(y, z)) = V porque
Zawz2(Py,2)) = \1;1(1,2) )

Veamos qué no tiene ningn modelo de Herbrand (en el lenguaje El universo de Her-
brand del, es UH= {q, b}, la base de Herbrand es BH {P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}.
Las interpretaciones de Herbrandidgeson los 16 subconjuntos de BH. Seana interpretacion
de Herbrand dé.,. Demostraremos que}~ F' distinguiendo tres casos:

» Caso 17 = (). Entonces] (£~ F (ya qued = (3y)(32)P(y, 2)).
» Caso 2:P(a,a) € I 6 P(b,a) € I. Entonces] [~ F (ya quel (= —P(z,a)).
» Caso 3:P(a,b) € I 0 P(b,b) € I. Entonces/ [~ F (ya quel = —P(z,b)).

El que F' sea consistente y no tenga modelo de Herbrand no contrddieerema de Her-
brand, ya qué" no esta en forma clausal (tiene un cuantificador existgncia
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Ejercicio 21 Dadas lasérmulasA: (s — p) V (t — ¢)y B: (s — q) V (t — p), se pide:
1. Pruébese quel = B:

(a) Mediante tableros sefnticos.

(b) Mediante resoluéin por entradas.

2. Descibanse, razonadamente, todos los modelod gea continuadn, priebese nueva-
mente qued = B, utilizando la definiddn de consecuenciadica.

3. ¢Es~B — —A unatautologa? Rabnese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):El tablero semantico dgA, -B} es

(s=p)V(E—q,~((s=9gV(IE—=p)
(s —=p)V(t— Q)aL(S — ), ~(t = p)
(s—=p V(- q|>757_‘q7_‘(t — D)
(s—=p)V(t —|> 1), 8,7, t,

|s —p,s,—q,t,p] [t — q,5,-q,t,p]
|=s,8, 24,8, =p| [p,s,~q,t,—p| | Sts,og,tp| g8, 0.t p)
|
Cerrada Cerrada Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerraddss= B.

Solucion del apartado (1.b):En primer lugar, calculamos la forma clausal4le

(s—=p)V(t—q) =(=sVp)V(atVyg) [por(2)]
={{—s,p,t,q}}

y la forma clausal de:B
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“((=sVq)V(=tvp))  [por(2)]
=(ms V) A=(=tVp) [por (4)]
(78 A=g) A (==t A=p)  [por (4)]
(s A=g) A (tA—p) [por (5)]

= {{s} {~a}. {t}. {-p}}
Una resolucion por entradas de las clausulas obtenidas es
{_'57 p, -, Q}

{s}

{~a}

{t}

{-p}}

{p,—t,q} Resolvente de y 2
{-t,q} Resolvente dé y 5
{q} Resolvente dé y 4
O Resolvente d8y 3

~((s = @)V (t—=p)

© 00 ~J O T = W N+

Solucion del apartado 2:Para calcular los modelos deconstruimos el tablero dé:

(s—=p)V(t—q)

m

/\ {\
4]

_ | | |
Abierta Abierta Abierta Abierta

Los modelos del son las cuatro interpretaciongstales quely (s) = 0, Io(p) = 1, I3(t) =0
0 I4(q) = 0. Como las cuatro son modelos Bese tiene quel [~ B.

Solucion del apartado 3:En el apartado anterior encontramos una interpretakital que
I'(A) =1y I'(B) = 0. Para dicha interpretacion,
I'(=B — =A) = H_(I'(=B),I'(~A))
H_(H-(I'(B)), H-(I'(A)))
H_(H.(0), H-(1))
0

Por tanto,-B — —A no es una tautologia.

Ejercicio 22 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Hallar las formas prenexa, de Skolem y clausal détaiula:
—(32)(V2)[P(z) — =Q(2)] V ((32)Aly, 2) — (Fu) B(y, u))
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2. Consideremos el lenguajg = {P, f,a, b} y el conjunto dedrmulas:
S = {(v2)[P(a,2) — P(b, f(@))], (v2)[P(f (&), 2) = (V2)P(=,)], Pla, f(@)) A
P(f(b),b)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §jué (3z)[P(x,a) A P(f(x),b)].

Solucion:
Solucion del apartado 1:
1.— Forma prenexa:

=(32)(V2)[P(x) — —Q(2)] V ((32)A(y, z) — (Fu)B(y, u))
= ~(3)(V)[P(z) — ~Q(2)] V ((Fv)A(y,v) — (Fu)B(y,u))  [por(2)]
= (3z)(V2)[2P(2) V-Q(2)] V (=(3v)Aly, v) V (u)B(y,u))  [por (4)]
= (Vz)(32)~(=P(z) V-Q(2)) V ((Yo)=A(y,v) V (3u)B(y,u)) [por (8)y (9)]
= (Vo)(3) [ P(z) A =Q(2)] V (V) =A(y, v) V (3u)B(y, u)) [por (5)]
= (Vo)(3)[P(2) AQ(2)] V ((Vv)=A(y,v) V (3u) B(y, u)) [por (7)]
= (Fu)(V2)(32)(Vo)[(P(z) A Q(2)) V (—A(y,v) V B(y, u))] [por (11)—(18)]
2.— Forma de Skolem:
(Fu) (Vo) (32) (Vo) [(P(x) A Q(2)) V (mA(y,v) V B(y,u))]
=t (Fy)(Fu) (V) (32) (Vo) [(P(x) AQ(2)) V (—A(y,v) V B(y,u))] [cierre existencial]
=t (Fu)(V2)(32)(Vo)[(P(x) AQ(2)) V (=A(c,v) V B(c,u))] [c constante de Skolem]
=t (V2)(32)(Y0)[(P(z) A Q(2)) V (mA(c,v) V Bl(c,d))] [d constante de Skolem]
=t (Y2)(Y0)[(P(x) A Q(f(x))) V (=A(c,v) V Ble,d))] [/ funcion de Skolem]

3.— Forma clausual:

(V) (Vo)[(P(z) A Q(f(x))) V (=A(c,v) V B(c, d))]
(V) (Vo)[(P(z) v =A(c,v) V B(e, d)) A[(Q(f(x)) V —A(c,v) V B(c,d))] - [por (20)]

{{(P(x)v _'A<Cv U)v B(C7 d)}7 {Q(f<x>>7 _'A<Cv U)? B<Cv d>}}

Solucion del apartado 2:Las formas clausales de las féormulas del problema son:

= de(¥r)[P(a,x) — P(b. f(x))], $1 = {{~P(a.2), P(b, f(x))}};

= de(V2)[P(f(2).2) — (V2)P(2.b)], S2 = {{~P(f(x),). P(z, )}
= deP(a. f(a) A P(f(b).b), Sy = {{P(a. f(a)}. {P(F(B).D)}}:

= de~(31)[P(x,a) A P(f(x),b), Ss = {{~P(x.0).~P(f(x),b)}}.

Vamos a calcular la saturacion, por resolucion y factmiian, deS; U S, U S3 U Sy. Las
clausulas iniciales son
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{P(a, f(a))}
{P(f(b),b)}
{_'P(x7 a’)v _'P<f(x% b>}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4y 1 se obtiene
6 {P(b, f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3,4, 1, 6y 2 se obtiene
7{P(z,b)} (resolventede 2y 4)y
8{—P(f(x),z), P(b, f(b))} (resolvente de 2y 1).
La clausula 7 subsume ala2yala4.
Al resolver 7 con 3, 1, 6y 7 se obtiene
9{P(b, f(b))} (resolventede 7y 1)
La clausula 9 subsume ala 8
Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver5con 3, 1, 6, 7,9y 5 se obtiene
10{=P(x,a)} (resolvente de 5y Ma clausula 10 subsume ala 5

W N =

ot

Por tanto, el saturado es
{=P(a,x), P(b, f(2))}
{P(a, f(a)}

{P(b, f(f(a)}
{P(z,0)}

{P(b, f(b)}
{=P(z,a)}

El universo de Herbrand €$H = {a, f(a), f(f(a)),. f(b), f(f(b)),...}yunmodelo
de Herbrand es = {P(a. f(a). P(b, /(/(a))). P(b, (b)), ( b):z € UH}

—_

S O 0O W

1

Ejercicio 23 Consideremos los siguientes hechos acerca de la sucdsilos integrantes de la
monarqua inglesa:

1. El primogenito de un rey hereda la corona de dicho rey.

2. Sialguien derrota a un rey entonces hereda su corona.

3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se coneartey.
4. Enrique VIII era el primognito de Enrique VII.

5. Ricardo lll erarey y Enrique VIl derr@ta Ricardo Ill.
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Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguajer@@r orden usando losisbolos
de predicado:D(zx,y): x derrota ay, H(x,y): « hereda la corona dg, R(z): x es rey,
P(z,y): x es el primo@nito dey. Las constantes, b, c denotaén, respectivamente, a
Ricardo IIl, Enrique VIl y Enrique VIII.

(b) A partir de la informaadbn anterior, probar, mediante resoluui, que Enrique VIII fue rey.

Solucion:
Solucion del apartado (a)La formalizacion del problema es:

1. El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey:
(V) (Vy)[R(y) A P(z,y) — H(z,y)].

2. Sialguien derrota a un rey entonces hereda su corona:
(Ve (vy)[D(z,y) A R(y) — H(z,y)].

3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se congrerssy :
(Va)[(3y)[R(y) A H(x,y)] — R(z)].

4. Enrigue VIl era el primogénito de Enrique VII:
P(c,b).

5. Ricardo Il erareyy Enrique VIl derrotd a Ricardo IlI:
R(a) A D(b, a).

Solucion del apartado (b) Resolucion:
Para realizar la refutacion tenemos que formalizar laciégale la conclusion y obtener las
correspondientes formas clausales.
La formalizacion de la negacion de la conclusion-égc).
Las clausulas correspondientes a los hechos y a la negadeila conclusion son
{~R(y), ~P(z,y), H(z,y)}
{—~D(z,y), ~R(y), H(z,y)}
{~R(y), ~H (z,y), R(x)}
{P(c,b)}
{R(a)}
{D(b,a)}
{=R(c)}

Una refutacion es

S T W N~

J
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1L {=R(y), ~P(z,y), H(z,y)}

2 {~D(z,y),~R(y), H(z,y)}

3 {~R(y), ~H(z,y), R(z)}

4 {P(c,b)}

5 {R(a)}

6 {D(b,a)}

7 {~R(0)}

8 {-R(y),~H(c,y)} Resolvente 7.1y 3.3

9 {-=R(y),~P(c,y)} Resolvente 8.2y 1.3
10 {=R(b)} Resolvente 9.2y 4.1
11 {=R(y),~H(b,y)} Resolvente 10.1y 3.3
12 {—=H(b,a)} Resolvente 11.1y 5.1
13 {=D(b,a),~R(a)} Resolvente 12.1y 2.3
14 {-=R(a)} Resolvente 13.1y 6.1

15 [ Resolvente 14.1y 5.1
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Ejercicio 24 SeanF'y G las siguientesdrmulas:

F:p=gAN((r—-t)A(g—T))
G: (=t = (ot Ap)) — =(p — —t)

1. Pruébese mediante un tablero semtico queF' — (p — —t) es una tautolo@.
2. Utilizando una forma normal, p&bese qué' es satisfactible.

3. Pruébese mediante resolaci que{F, G} = r — p.

Solucion:
Solucion del apartado 1:El tablero semantico de(F — (p — —it)) es

~(p =)A= )N (g—7)) = (p— t))

A
|
A

(=N ——t)AN(qg—1),=(p— —t)

|
p—>q,(rﬂ—|t)/\(qar>,—\(p—>—\t)
|

p—q,r— —t,g—r,(p— i)

p—qr— —t,qg—rp —t]

|
p—qr— lg—rpl

p—q,-r,q—rpt

p—q,~tqg—rpt
|

Cerrada

—p, T, q — TPyt
|

Cerrada

q,r,q — 1r,p,t

q,r, g, p,t| |q,—r,r,p,t

Cerrada Cerrada
Al ser todas las hojas cerradds,— (p — —t) es una tautologia.

Solucion del apartado 2:Demostraremos la satisfacibilidad @ecalculando una FND (for-
ma normal disyuntiva) d&':
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=(—t e (-t Ap)) — —(p — i)

(ot — (=t Ap)) AN((=t Ap) — =t)) — =(p — —t)  [por (1)]
(==t V (=t Ap)) A (=(=t Ap) vV =t)) V =(=pV=t) [por(2)]

4]

= ((tV (=t Ap) A(=(=t Ap) VvV —t)) V =(=pV t) [por (5)]
=((tV (mtAp) A((==tV —p) vV —t)) V (m=p A =t) [por (3) y (4)]
=((EV(tAp) AV =p)V—t)V(pAL) [por (5)]
=((tVv(atAp)AV)V(pAL)

=tV (-tAp)V(pAL)

Por tanto,G es satisfacible y tiene dos modelos principalgstal quewv(t) = 1y v, tal que
va(t) =0y va(p) = 1.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, calculamos las formas clausales:

(p—=gA((r—=t)A(g—))

= (pV @) A((mrV=t) A(=gVr)) [por(2)]

= {{-p, ¢}, {-r —t} {-q,7}}

(ot = (5t Ap)) — ~(p — )

(tV(atAp))V(pAL) [por el apartado anterior]
(EV=t) A(EVP)V (pAL) [por (6)]
(VA(EVD))V(pAL)

(tvp)V(pAt)

EVpVp) AV pVi) [por (6)]

= {{t.p}}

—|(7" — p)

= —(=rVp) [por (2)]
= ~r Ap [por (4)]
=rA-p [por (5)]
={{r}, {-»}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

{-p,q}

{_'Tv _'t}

{~a.7}}

{t,p}

{r}

{-p}

{-t} Resolvente dey 5
{p} Resolvente déy 4
O Resolvente d8y 6

© 00 ~J O Tl W N

Ejercicio 25 Consideremos el lenguaje de primer orden= {a, f, P,Q, R} y el conjunto de
formulas del
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1. Defnase razonadamente un modé&lde S cuyo universo sedl = {1,2,3,4,5}.
2. Pruébese utilizando un modelo de Herbrand gug (Vz)[R(z) — Q(z)].

3. Pruébese mediante resoléci queS = (V)| R(z) — R(f(x))].

Solucion:
Solucion del apartado 1: Tenemos que encontrar una estructéira= (U, ) de L, con
U ={1,2,3,4,5}, que sea modelo de las 6 formulas&le

Pz (Va)[@(z) — R(x)],
Fy: (Va)(Vy)[P(z,y) — Py, v)],
Fy: (Vx)=P(z,x),
Fy: (Vo) [P(f (z),2) — Q(f ()],
Fy: (Vo)[R(z) < P(z, f(2))],
Fs - Q(f(a))
Calculamos las consecuencias basicas de las formulasaas con sus argumentos limitados a
los 5 primeros elementos del universo de Herbrand;des decir,

af(a).f(f (@) f () f (U (a)))y FOFCF((f(a)))))

I
(
)

Fr: R(f(a)) [de F5 y F1]
Fy: P(f(a), f(f(a))) [de Fr y F5]
Fy: P(f(f(a)), f(a)) [de Fyy F5]
Fio: Q(f(f(a))) [de Fyy Fy]
Fi: R(f(f(a))) [de Fioy F1]
Fiar P(f(f(a)), F(f(f(a)))) [de Fiy y Fi]
Pz P(f(f(f(a))), f(f(a))) [de Fio y Fy)
Py QUf(f(f(a)))) [de Fi3y F4]
Fis . R(f(f(f(a)))) [de Fi, y Fi]
Fig: P(f(f(f(a), F(f(f(f(a))))) [de Fi5 y F3]
Py P(f(f(f(f(a)))), f(f(f(a)))) [de Fig y F3)
Fig: QUf(f(f(f(a))))) [de Fi7 y Fi]
Fio: R(f(f(f(f(a))))) [de Figy Fi]
oo P(f(F(f(f(@), fF(F(f(f(f(a)))))) [deFigy F3]
Fy o P(F(F(FUF(f(@), F(f(f(f(a)))) [delxy Fy]
Py QUF(f(f(f(f(a)))))) [de Fy y Fi]
o R(f(f(f(f(f(a)))))) [de Fy y Fi]
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Las consecuencias anteriores, ordenadas, son:

P(f(a), f(f(a)))
e

JIIIH DOOOL I TVITVTY
R E TR e

H TR TR TR TR TR TR TR TR TR T SR TR SR SR s
AN AN AN AN TN N N N N N N N S S S S

ThIR TS

Un modelo de las consecuencias es

al =1,

fI = {(172)7 (27 1)7 (37 1)7 (47 1)7 (57 1)}7
Pr={(1,2),(2, )},

QI = {172}7

R' =1{1,2}

gue puede comprobase facilmente que es un modefo de

Solucion del apartado 2: El universo de Herbrand dé es UH = {a, f(a), f(f(a)),...}.
Un modelo de Herbrand dg¢en el que no se cumple la formuler)[R(x) — Q(x)] es

I={P(a, f(2)), P(f(x),2), Q(f(x)), R(x) : = € UH}.

Vamos a comprobarlo,
» [ | (V2)[Q(z) — R(x)], ya queR se cumple para todos los elementos de UH.
w [ | (Va)(Vy)[P(z,y) — P(y,x)], ya que enP es simétrica ed.

» | = (Vz)-P(z,x), ya que todas las ocurrencias fleen I tiene sus dos argumentos
distintos.

= [ |= (Vo)[P(f(z),2) — Q(f(x))], yaque para tode € UH, Q(f(x)) € I.
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s [ E (Vo)[R(z) < Pz, f(x)), yaqueR(x)y P(x, f(z)) se verifican en/ para todo
x € UH.

= I = Q(f(a)), yaqueQ(f(a)) € UH.
w [ £ (Vo)[R(x) — Q(x)], ya queR(a) € UH peroQ(a) ¢ UH.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, calculamos las formas clausales de lasutas
de Sy de la negacion d&vx)[R(z) — R(f(z))]:

p (Va)[Q(z) — R(x)]
(V2)[=Q(z) V R(z)] [por (2)]
{-Q(x), R(x)}}

t (Vo) (Vy)[P(z,y) — Py, z)]
(Va)(Vy) [P (z,y) V P(y, z)] [por (2)]
{{~P(z,y), P(y,2)}}

o (Va)=P(z,x)
{{~P(z,2)}}

2 (Va)[P(f(x), 2) — Q(f(2))]
(Vo) [=P(f(x),2) vV Q(f(x))] [por (2)]
{=P(f(z),2),Q(f(x))}}

0 (Va)[R(z) < P, f(z))]
(W)[(R( ) P(z, f(x))) A (P(x, f(z)) — R(z))]  [por (1)]

z))) x, f(z)) vV R(x))] [por (2)]

{{ﬁR( ) (1’ [z ))} {=P(z, f(z)), R(2)}}

: Q(f(a))
{Q(f(a
—(Vx)[R
—(Va)[-R(x

(32)~(=R(2)
(32)(—R(z)

= =

I

=

1 =

=

R(f(x))] [por (2)]
R(f(x))) [por (8)]
~R(f(x))) [por (6)]
) [por (7)]
sat R(D) N =R(f(D)) [b constante de Skolem]
w {{RO)L{=R(F0)}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es
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1 {-Q(z), R(x)}

2 {~P(z,y), P(y,r)}

3 {=P(z,z)}

4 {=P(f(2),2),Q(f(x))}

5 {-R(x), P(z, f(z))}

6 {~P(x, f(z)), R(z)}

7 {R(b)}

8 {-R(f(b))}

9 {=Q(f(b)} Resolvente déy 1
10 {P(b, f(b))} Resolvente d& y 5
11 {P(f(b),b)} Resolvente de0 y 2
12 {Q(f(b))} Resolvente dely 4
13 O Resolvente dé2y 9

Ejercicio 26 Hallense formas prenexa, de Skolem y clausal de la siguiénteia:

(V2)[(32) P(2) — Q(z)] — (V2)A(y, 2) — (u)B(y, u))

Solucion:
1.— Forma prenexa:
(v2)[(32) P(2) — Q(w)] = ((¥2)A(y, =) — (Fu) By, w)) -
= (Va)[(32)P(2) — Q(z)] — (Vv)A(y,v) — (Fu)B(y,u)) [por rectificacion]
= ~(Vo)[=(F2)P(2) V Q)] V (=(V0)A(y,v) V (Fu) B(y,u))  [por (2)]
= (J2)[=(=(32)P(2) V Q(2))] V ((3v)~A(y,v) V (Ju) B(y, u)) [por (8)]
= (J2)[=(32)P(2) A —Q(x)] V ((3v)A(y,v) V (Fu)B(y, u)) [por (6)]
= (32)[(32)P(2) A =Q(x)] V ((Fv)=A(y,v) V (3u)B(y,u))  [por (7)]
= (J2)(32)(F)F)[(P(2) A =Q(z)) V (mA(y,v) V B(y,u))]  [por (11)—(18)]
2.— Forma de Skolem:
(V2)[(F2)P(2) — Q(2)] — ((V2)A(y, 2) — (Su)B(y, u))
=t (Fy)|[(V2)[(32)P(2) — Q(x)] — ((V2)A(y, z) — (3u)B(y,u))] [cierre existencial]
= (Fy(Ex)(F2) () F)[(P(2) A =Q(z)) V (mA(y,v) V B(y,u))] [por anterior]
= (P(e)A—Q(b) V (mA(a,d) V B(a,e)) [constantes de Skolem]

3.— Forma clausal
(V2)[(32) P(2)
sat ( ( ) _'Q( ))
(P(c) V (-A(a,
{{(P(c), ~Ala,

B(a,e)}}

[anterior]

(ﬁA(a d)V B(a,e))) [por (20)]
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Ejercicio 27 Probar(EV F) - GE (F— G)N(F — Q)
(a) Mediante deducon natural.

(b) Por resolucon.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Demostracion por deduccion natural:

1 (EVF)—dG premisa
2 K supuesto
3 EVF v 2

4 G E—1,3
5 E—-G l—2—4
6 F supuesto
7 EVF IV 6

8 @ E—1,7
9 F—-G |— 6 —8

10 (E—G)A(F—G) IA5,9

Solucion del apartado (b): Demostracion por resolucion: En primer lugar se tramséota
premisa a forma clausal:

(EVF)—d
= ~(EVF)VG [por (2)]
= (REN-F)VG [por (4)]
= (REVG)A(—-FVQ) [por (7)]

{{_'E7 G}7 {_'F7 G}}
A continuacion, se transforma la negacion de la concfuaiforma clausal:
(B = G)ANF —G))

= (mEVG)A(-FVG@Q)) [por (2)]
= =(mEVG)V-(-FVGQ) [por (3)]
= (mEAN-G)V (—F A-G) [por (4)]
= (EANG)V(FA-G) [por (5)]
= (EAN-G)VF)AN(EAN-G)V-G) [por (6)]
= (EVF)AN(GVE)AN({(EV-G)A(—GV-Q)) [por (7)]

{{E7 F}7 {_'G7 F}7 {E7 _'G}7 {_'G}}
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Finalmente, se construye una refutacion de las clausbl@nidas:

{_'Ev G}

{_'F7 G}

{E, F}

{_'G7 F}

{Ev _‘G}

(=G}

{—-E} Resolvente dé y 6
{=F} Resolvente de y 6
{F'} Resolvente dg8y 7
O Resolvente d8y 9

O O© 00 O U Wi+~

—_

Ejercicio 28 El ejercicio tiene tres apartados.
(a) Pruébese qué’ — (F — G) |~ (F — F) — G mediante tableros sémticos.
(b) Descibanse todos los modelos de— (£ — &) que no son modelos d& — F) — G.

(c) La formulaF — (FF — G) — (E — F) — @G, ¢es una tautoldg? Rabnese la
respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Demostracion por tableros semanticos:
E— (F—G),~((E—~F) > G)

|
FE— (F—-G),E—F-G

‘—|E,E—>F,—|G‘ ‘F—>G,E—>F,—|G‘

|-E.-G| |-E,F,-G)|
| | [~F,E — F,~G| |G,E — F,~G|
Abierto Abierto

Cerrado

|~F,~E,~G| |-F,F,~G]

Abierto Cerrado
Solucion del apartado (b): Los modelos d&& — (F' — ) que no son modelos de la
formula (E — F) — G son los modelos de las hojas abiertas del arbol anteriodees,
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cualquier interpretacion tal quel/(E) =0y I(G) = 0.

Solucion del apartado (c¢): La formulal — (F — G) — (E — F) — G no es una
tautologia, porque si lo fuera se tendria due- (F — G) = (E — F') — G en contradiccion
con el apartado (a).

Ejercicio 29 Seal un lenguaje de primer orden con uimgolo de predicaday, (de aridad
2) y un $mbolo de fun@n, f, (de aridad 1). Se considera la estructufadada por: Universo:
{a,b}, QT = {(a,b), (b,a)}, fi(a) = ay f1(b) = a. Decidir clales de las siguientesimulas
se satisfacen en la estructura:

L (Vo)[Q(f(x),2) — Q(x,z)]
2. (3)[Q(f (), ) — Q(z, )]

Solucion:
Solucion para la primera férmula:

(Vo) [Q(f (z), ) — Q(z,x)]) =V & L/ (Q(f(2),2) = Q(z,2)) = VY
(Q(f (), z) = Q(

Por tantoZ((Vz)[Q(f(z),z) — Q(x,x)]) =F

Solucion para la segunda érmula:

Z(E)[Q(f(x),2) = Qz, 2)]) =V & L/ (Q(f(z), 2)
Lioe)(QUS (), )

Ty (Q(f(2),2) = Q(z,2)) =V
Por tantoZ((32)[Q(f (), z) — Q(z,z)]) =V

Ejercicio 30 Sabemos que
1. Cualquiera que estudie lo suficiente aprueba todas lagnasuras.

2. Cuando alguien que celebra su cumgiea en julio ha aprobado todas las asignaturas, se
le obsequia con un regalo.
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3. Quien recibe un regalo sin estudiar lo suficiente, nuncalsequiado con un owvil.

4. Pablo es un alumno que, a pesar de no estudiar lo suficieti®jo un novil como regalo.
Se pide:
(a) Formalizar los conocimientos anteriores teniendo earnta que los predicados del texto
se representan &sC'(x) = “ = celebra su cumpld®s en julio”; A(z) = *“ x ha aprobado

todas las asignaturas”S(z) = “ x estudia lo suficiente”;R(z,y) = “ x recibe el regalo
y”. Y las constanteg y b representan respectivamente a Pablo y awih

(b) Obtener el conjunto dea@lisulas de lasdrmulas anteriores y probar que es inconsistente
dando un subconjunto de su extémsde Herbrand que lo sea.

(c) Probar, mediante resoluan, que el enunciado “Si Pablo recibe uroml como regalo,
entonces ha aprobado todas las asignaturas” es consecadédgica de los enunciados 1

y 3.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Formalizacion del discurso:
Fy: (V2)[S(z) — A(z)]
Fy: (Vo)[Cx) A Alx) — (Fy)R(z,y)]
(V)[(Fy) R(z, y) A S (x) — —R(x,b)]
Fy: =S(a) N R(a,b)

Solucion del apartado (b.1):Calculo del conjunto de clausulas de las formulas antesi

e

Fi: (V2)[S(z) — A(z)]

= (Vo)[=S(x) vV A(z)] [por (4)]

= {{=5@) A(=)}}  [por(4)]

Fy: (Vo)[Cx) A A(z) — (Fy)R(z, )]

= (Vo)[~(C(x) N A(z)) V (Fy)R(z,y)]  [por (4)]

= (V2)[(=C(z) v =A(z)) vV (Jy)R(x,y)] [por (5)]

= (Vo)(I)[-C(z) v -A(z) V R(z,y)]  [por (18)]

=t (V2)[-C(2) V -A(x) V R(z, f(x))] [f funcibn de Skolem]
=  {{-C(),~A(z), R(z, f(z))}}

Fy: (Vo)[(3y)R(z,y) A ~S(z) — —R(z,b)]

= (Vo)[~((Fy)R(z,y) A=S(x)) V ~R(z,b)]  [por (4)]
= (Vo)[(=(Fy)R(z,y) v ==5(x)) V =R(z,b)] [por (5)]
= (Vo)) R(z,y) vV S(x)) V - R(x,b)] [por (7)]
= (Vo)l((Vy)-R(z,y) v S(x)) vV —R(x,b)]  [por(9)]
= (V2)[(Vy)[-R(z,y) vV S(x)] V ~R(z,b)] [por (12)]
= (Va)(Vy)[-R(z,y) v S(z) V ~R(z,b)] [por (12)]
= {{~R(z,y),5(x), ~R(z,b)}}
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Fy: =S(a) A R(a,b)
= H{=S(a)}, {R(a,b)}}

Solucion del apartado (b.2):Demostracion de la inconsistencia del conjunto de classu

{=5(x), A()}

{~C(x),~A(2), Rz, f(x))}

{~R(z,y), S(z), ~R(z,b)}

{~5(a))

{£(a,b)}

{S(a)} Resolvente d8y 5 conoy = [z/a,y/b]
O Resolvente déy 4 conoy = ¢

S T k= W N+~

J

Por tanto, un subconjunto de su extension de Herbrand sstente es el formado por
Cs01 = {—R(a,b),S(a)}
Cs01 = {R(a,b)}
Cyoz = {=5(a)}
Solucion del apartado (c):La formalizacion de la conclusion es
R(a,b) — A(a)
La forma clausal de su negacion es

{{R(a,0)}, {—A(a)}}

La demostracion por resolucion es
1 {=5(x), A(x)}

2 {=R(x,y),5(x), ~R(z,b)}

3 {R(a,b)}

4 {~A(a)}

5 {S(a)} Resolvente d8y 5 cono = [z/a,y/b]
6 {A(a)} Resolvente déy 1 cono = [z/a]

6 O Resolvente dé y 4 conoy = ¢
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Ejercicio 31 En un texto de Lewis Carroll, eld Jorge y el to Jaime discuten acerca de la
barbefia del pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Beni@arlos. Los dosibs aceptan
las siguientes premisas:

1. Si Carlos no esten la barbera, entonces ocurré que si tampoco estAlberto, Benito
tendd que estar para atender el establecimiento.

2. Si Alberto no est, tampoco estar Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar syserentras que eid Jaime
afirma que 6lo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estagrges a la vez. Decidir
con el nétodo de los tableros sémticos cil de los dos tiene ram.

Solucion:
En la representacion del problema usaremos los siguisimdmlos proposicionales
a representa que Alberto esta en la barberia
b representa que Benito esta en la barberia
¢ representa que Carlos esta en la barberia
Luego,
—a representa que Alberto esta ausente
—b representa que Benito esta ausente
—c¢ representa que Carlos esta ausente
Con dicha notacion, la representacion de la primera ma@es
-c — (—a —b)
y la de la segunda es
—a — —b
La representacion de la conclusion del tio Jorge-es Por tanto, el tio Jorge tiene razon si
{=¢ = (ma — b),~a — —b} E ——c
o0, equivalentemente, $i-¢c — (—a — b),7a — —b,~——c} es inconsistente. Puesto que el
tablero del tio Jorge (figuid 4) no es cerrado, el conjypto — (—a — b),~a — —b,~c} es
consistente (por ejemplo, es posible que Alberto esté barlzeria y Carlos no esté). Por tanto,
el tio Jorge no tiene razon.
La representacion de la conclusion del tio Jaime(es: A —a). Por tanto, el tio Jaime tiene
razon si
{=¢ = (ma — b),~a — —b} E =(—c A —a)
0, equivalentemente, §t-c — (-a — b), 7a — —b, ~—(—c A —a)} es inconsistente. Puesto que
el tablero del tio Jaime (figufa 5) es cerrado, el conjyrte — (—a — b), ~a — —b, == (—c A
—a)} es inconsistente. Por tanto, el tio Jaime tiene razoén.

Ejercicio 32 Probar que labrmula(E — (FAG)) — (E — F)V(E — G) es una tautolom

(a) Mediante deduc6n natural.
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—C — (—|CL — b)7 -qQ — —|b7 ——C
|
—c — (—a — b), —a — —b, —c
‘—|—|C’—|a,—)—\b’—|c‘ ‘ﬁa—)b’ﬁa—)—\b’ﬁc‘
|
Cerrada
‘ —|—|(L7 - — —|b7 —|C‘ b7 —1a — —|b7 —|C‘
‘a, —a — b, ﬁc‘ b, - —a, —|c‘ b, b, —|c‘
| |

[a,=b,=c| [ba,~c|  Cerrada

| |
a, ¢ Abierta Abierta
|
Abierta
Figura 4: Tablero del tio Jorge
—C — (—|a — b)’ -qQ — —|b’ —\—\(—\C /\ —\a)
|
—C — (—|a — b)’—\a, — —|b’ —\C/\ —qQ
|
—C — (—\a — b), —-qQ — —|b’ —\C’ —Q
—|—|C7 a4 — —|b7 —|C7 —|CL‘ ‘ —aqQ — b’ a4 — —|b7 —|C7 —Q ‘

Cerrada

‘ —|—|(L7 a4 — —|b7 —|C7 —a ‘ b’ —qQ — —|b7 —|C7 —Q ‘

Cerrada

b, =—a, —c, —a ‘ b, b, —c, —a ‘

Cerrada Cerrada

Figura 5: Tablero del tio Jaime
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(b) Usando formas normales.

(c) Por tableros se@nticos.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Deduccion natural:

1 (F—(FAG) supuesto
2 K supuesto
3 FAG E—1,2

4 F EA3

5 E—F |—2—4
6 (F—F)V(E—G) IV 5

7 (E—=(FANG)—(FE—-F)V(E—-G) I-1-6

Solucion del apartado (b): Forma normal conjuntiva:

(E— (FANG))— (FE—F)V(E—G)
-(~EV(FAG))V(-EVF)V(-EVQG) [por (2)]
(——EAN-(FANG))V(mEVEF)V(-EVG) [por (4)]
(EN(-FV-G)V(mEVF)V(-EVGQG) [por (3) y (5)]
(EN(-FV-G))V(-EVFVG)
(EV(-EVFEVG)A((-FV-G)V(=-EVFVG)) [por(7)]
(EV-EVFEFVG)A(-FV-GV-EVFVGQG)

Puesto que en cada una de las dos conjunciones hay un paerdé&efitcomplementarios, la
formula es una tautologia.
Solucion del apartado (c): Tablero semantico
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~((E—-(FAG) - (E=F)V(E—G)
E—>(F/\G),ﬂ((E|HF)v(EHG))
E— (F/\G),ﬁ(E|HF),ﬂ(E—>G)
E—>(F/\G),E|,ﬂF,ﬁ(EHG)

|
E— (FAG),E,~F,—-G

|~E,E,~F,-G| |FAG,E,~F,~G|

Cerrada |F.G.E,~F,~G|
|

Cerrada

Ejercicio 33 Probar la inconsistencia del conjunto derinulas:
U={-E—-FVG, E—-FVG G—F F—E E—-F}

(a) Demostrando que no tiene modelos.

(b) Por resolucbn

Solucion:
Solucion del apartado (a): Calculo de modelos dé

FIG|-F—-FVG|F—-FVG|G—=F|F—-FEF|E——F

&

Ol == OO =
= OO = O
)

0

OO OO F

010 0
Puesto que cada una de las 8 interpretaciones falsificaaf@amula del/, el conjuntoU no
tiene modelos.

Solucion del apartado (b): Las formas clausales de las formulasi@deon

-F— FVG

-—EV FVG [por(2)]
EVFVG [por (5)]
{{£,F,G}}
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E—FvVvQd
= ~EVFVG [por(2)]
= {{-FE,F,G}}
G—F
= GVF [por (2)]
= {=G, F}}
F—FE
= -FVE [por (2)]
= {{-~FE}}
E — -F
= ~EV-F [por (2)]
= {{~E-F}}
Una refutacion dé/ por resolucion es
1 {E,F G}
2 {-E,F,G}
3 {-G,F}
4 {-F E}
5 {~E,-F}
6 {—-F} Resolvente de 4y 5
7 {—-G} Resolvente de 6y 3
8 {E,G} Resolvente de 1y 6
9 {E} Resolvente de 8y 7
10 {F, G} Resolvente de 2y 10
11 {G} Resolvente de 10y 6
12 O Resolvente de 11y 7

Ejercicio 34 Seal un lenguaje de primer orden con uimgbolo de predicadd@ de aridad 2.

(a) Probar que las6rmulas(Vz)(3y)P(z,y) y (3z)(Vy)P(z,y) no son equivalentes dando
una estructura que sea modelo de la primera pero no de la skgun

(b) En la estructuraM cuyo universo esM| = {a,b,c} y PM = {(a,a),(a,b), (a,c)},
¢ clales de las siguientedifimulas se satisfacen y @les no?
1. (Vo)(Jy) Pz, y) — (F2)(Vy) P(z, y)
2. (3r)(Vy)P(z,y) — (Vo)(Ty) P(z, y)
3. —[(Vx)(3y) Pz, y) A () (Vy) P(z,y)]

T
T

Solucion:
Solucion del apartado (a):Basta encontrar un modelo de Herbrand de

S ={(vz)3y) P(z,y), ~(Fx)(Vy) P(x, y)}
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Para ello calculamos una forma clausal del conjunto amterio
(Va)(Fy) P(z,y)

sat  (VZ)P(z, f(x)) [f funcion de Skolem]
{{P(x, f()}}
—(3z)(Vy) P(z,y)

(V) (Jy)~P(x,y)
sat (V)= P(z,g(x)) [gfuncion de Skolem]
)

{{~P(z,9(x)}}

Una forma clausal d8 es{{P(z, f(x)},{—P(x, g(z)}}.

El universo de Herbrand d& es UHS) = {a, f(a), f(f(a)),..., g(a),g(g(a)),...}.

modelo de Herbrand d€ esZ = {P(z, f(x)) : x € UH(S)}.

Solucion del apartado (b.1):
M((Va)(3y) Pz, y) — (Fz)(Vy) P(z,y)) =
H_ (M((V)(Fy) P(x, ), M((32)(Vy) P(x, 1))

C 0o < <<«
< <

M[$/b]((3y)P(x7 y)) =V — M[:v/b,y/a}((

el
IS

T

<< < I Il |

Miappysa(P(z,y)) = PM(b,a) = F
Maspym (P(2,y)) = PM(b,0) = F
Mizpya(P(x,y)) = PM(b,c) = F

De (3), (4), (5) y (6) se tiene
Mz ((3y)P(z,y)) = F

De (7) y (2) se tiene
M((Vz)(Fy)P(z,y)) = F

De (8) y (1) se tiene
M((V)(3y) Pz, y) — (F)(Vy) Pz, y)) =V

un

1)

(@)

3)

(4)
()
(6)

(7)

(8)
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Solucion del apartado (b.2):

M((F)(vy) P(z,y) — (Vo)(3y) P(z,y)) = )
H_ (M((Bz)(Yy) P(x,y)), M((Y2)By) P(x, y)))

M(Be)(Vy)P(r,y)) =V = Mpu((Vy)P(z,y)

o o

(10)

Mpsa(V9)P(2,9)) =V = Mijaya

<K <<K<<L

(11)

<< < I 11

Mefaysa)(P(z,y)) = PY(a,a) =V (12)
Mz jays(P(2,y)) = PM(a,b) =V (13)
Mz sayse(P(x,y)) = PY(a,c) =V (14)

De (11), (12), (13) y (14) se tiene

Mo (Vy) P(2,y)) = V (15)
De (10) y (15) se tiene
M((Fx)(Vy) P(z,y)) =V (16)

De (9), (16) y (8) se tiene
M((Bx)(Vy) Pz, y) — (Va)(Ty)P(z,y)) = Ho(V,F) =

Solucion del apartado (b.3):
M<<Vx><ay> (x y)A(%)(\fy)P(x,

HA(F,V)) [por (8) y (16)]

I (T |
i

Ejercicio 35 Decidir cuales de las siguientes afirmaciones se cumplen. Para elloyda
prueba por resolu@n y otra por deducéin natural de cada una de lasikdas y calcular un
modelo de Herbrand de las que no lo son.

L (Vo) P(z) v (V2)Q(z) = (Vo)[P(r) V Q(x)]
2. (Va)[P(x) V Q)] = (Vo) P(x) V (Vo)Q(x)
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3. (30)[P(x) A Q)] = (Fr) P(x) A (Fr)Q(x)

Solucion:

Solucion del apartado (1): Para decidir s{Vx)P(z) V (V2)Q(x) = (Vz)[P(z) V Q(x)],
basta comprobar § = {(Vz)P(z) V (V2)Q(z), ~(Vz)[P(z) V Q(z)]} es inconsistente. Com-
probaremos la inconsistencia 8gpor resolucion. Para ello, comenzamos calculando unaaform
clausal des.

(V) P(z) Vv (V2)Q(x)
= (Vo)P(z) vV (Vy)Q(y)
= (Va)(vy)[P(z) vV Q(y)]
=  {{P),Q)}}

—(Vz)[P(z) V Q)]
= (J2)~(P(z) vV Q(x))
= (F)[P) A Q)]
=t —Pla) N =Q(a

{=P(a)}, {=Q(a)}}

Una demostramon por resolucion 8ees

1 {P(z),Qy)}

2 {~P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 0O Resolvente de 3y 4

La demostracion por deduccion natural se muestra en leaf /).

Solucion del apartado (2): Para decidir siVz)[P(z) V Q(z)] E (Vx)P(z) V (V2)Q(z)
basta comprobar §i = {(Vz)[P(z) V Q(z)], ~((Vz) P(z) V (Vz)Q(z))} es inconsistente. Com-
probaremos la inconsistencia 8gpor resolucion. Para ello, comenzamos calculando unaaform
clausal des.

(V2)[P(z) V Q(x)]
= {P(2),Qz)}}

(Vo) P(x) v (V2)Q(x))
~((Vr) P(x) v (Vy)Qy))
~(Vz) P(x) A =(Vy)Q(y)
(3z)=P(x) A (3y)=Q(y)
(393)(? y)[=P(x) A=Q(y)]

st " P(a) A =Q(D) [a y b constantes de Skolem]

{=P(a)}, {~Q(b)}}

Las clausulas de la forma clausal fison:

1 {P(z),Q(x)}

YV
i

T
T
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1 (Vo)P(z)V (Vz)Q(x) premisa
2 VzP(z) supuesto
3 actualz supuesto
4 P() EV 2,3

5  P(i) VQ(>i) v 4

6 (Vo)[P(x)V Qx)] V3 -5
7 VzQ(z) supuesto
8 actualy supuesto
9 P() EV 7,8
10 P VA>Y) V9

11 (Vz)[P(z) V Q(x)] V7 —10
12 (Vz)[P(z) V Q(x)] EV1,2—-6,7—11

Figura 6: Deduccion natural del ejercicio 5.1

Veamos el proceso de saturacion por resolucion:
Al resolver 2 con 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 2 y 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 2, 3y 1 se obtiene
4{Q(a)} (resolvente de 1y 2)
5{P(b)} (resolvente de 1y 3)
Al resolver 4 con 2, 3, 1y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 2, 3, 1, 4y 5 no se obtiene resolvente.

Al no obtenerse la clausula vacia, se tiene §uss consistente y, por tanto,

(Va)[P(x) V Q(z)] ~ (Vo) P(z) V (Vo)Q(x).
Ademas, un modelo de Herbrand lesZ = (U, I) conU = {a, b}, P = {b} y Q' = {a}.

Solucibn del apartado (3):Para decidir s{3z)[P(z) AQ(z)] &= (Jz)P(z) A (Jx)Q(x) basta
comprobar sb = {(3z)[P(z) AQ(x)], =((3x) P(x) A (3x)Q(x)) es inconsistente. Comprobare-
mos la inconsistencia de por resolucion. Para ello, comenzamos calculando unaefatausal
des.
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~((Bz)P(x) A (F2)Q(2))
( ( Q(y))

= ((F2)P(x) A (3y)Q(y

= (3r)P(z) v -(Fy)Q(y)
= (Vz)-P(z) Vv (Vy)ﬂQ(y)
= (Vo)(Vy)[-P(z) V =Q(y)]

{~P(2), ~Q(y )}}

Una demostracion por resolucion 8ees

1 {P(a)}

2 {Q(a)}

3 {~P(x), ~Qy)}

4 {=Qy)} Resolventede 1y 3
5 0O Resolvente de 2y 4

Demostracion por deduccion natural:

1 (Fz)[P(z) N Q(x)] premisa

2 actuali, P(i) ANQ(i)  supuestos
3 P(i) EA 2

4  (dz)P(z) 133

5 Qi) EA 2

6 (Ir)Q(x) 135

7 (Fz)P(x) A (Fx)Q(z) IN4,6

8 (dx)P(x)A(Fx)Q(z) E3IL,2-7
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Examen de Abril de 2005 (primer parcial)

Examen de Abril de 2005 (primer parcial del Grupo 1)

Ejercicio 36 SeaF la formulap Vv ¢ < —r. Calcular una forma normal conjuntiva dé y, a
partir de ella, determinar los contramodelos dey decidir siF’ es una tautolota.

Solucion:
Calculo de la forma normal conjuntiva:

pVqe
= (pVg— -r)A(-r—pVyq) [por (1)]
= (=(pVg@V-r)A(=rVpVg) [por (2)]
= ((rpA=g)V—r)A(rVpVaq) [por (3) y (5)]
= ((rpV—r)A(=gV-r))A(rVpVg) [por(7)]

Los contramodelos dE& son
plq|r

111 1
I, 111
I3 10 0

~

Por tanto,/' no es una tautologia.

Ejercicio 37 Decidir, mediante deduogn natural, si{p — r,7 — ¢} = =(p A q).

Solucion:

1 p—r premisa
2 r——q premisa
3 pAg supuesto
4 p EA3

5 ¢ EA3

6 r E— 1,4
7 q E— 2,6
8 L E-7.5
9 —=(pAg) -3 —8
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Ejercicio 38 Decidir, mediante tableros sémticos, s{p — r,q = r} =EpVvqg—r.

Solucion:
El problema se reduce a decidir{gi — r,¢ — r,~(p V ¢ — r)} es inconsistente; es decir,
si tiene un tablero completo cerrado.
p—r
q—r
~((pVva) —r)
pVaq(3)
- (3)

Cu o=

6.—p (1) 7.7 (1)
Cerrada
8.-¢ (2) 9.7 (2)
Cerrada
10.p(4) 11.q (4)
Cerrada Cerrada

Como el tablero completo es cerrado, la relacion de coeseta se verifica.

Ejercicio 39 ¢Es cierto que si' — Gy F' son satisfacibles, entoncéses satisfacible? Si es
cierto, dar una explicad@n. Si no es cierto, dar un contraejemplo.

Solucion:
Es falso. Un contraejemplo consiste Bn=py G := p A =p ya que entonces' — Gy F
son satisfacibles (con el modeldal que!(p) = 0) peroG es insatisfacible.
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Examen de Abril de 2005 (laboratorio de los grupos 1Ay 1B)

Ejercicio 40 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. pVg,~qVrEpVvr.

2. (p—q)— ((=p—q) —q).

Solucion:
Solucion del apartado 1.pV ¢,—~gVrtpVr

1 »pVyg premisa
2 —pVr premisa
3 p supuesto
4 pVr v 3
5 ¢ supuesto
6 —q supuesto
7 L E-6,5
8 »pvVr EL7
9 r supuesto
10 pVvr vV 9
11 pvVvr EV26—-8,9—-10
12 pvr EVv1,3—-4,5—-11

Solucion del apartado 2.t (p — q) — ((—p — ¢) — q)

2

1 p—gq supuesto
2 —p—yq supuesto
3 —q supuesto
4 —p MT1,3

5 ¢ E— 24

6 L E-3,5

7 q RAA3 — 6
8 (p—4q) —gq |—2 -7
9

p—q —((-p—q—q I—-1-8
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Examen de Abril de 2005 (laboratorio del Grupo 1C)

Ejercicio 41 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. (pV(g—p)Aatp.

2. 2(pA—q)Fp—q.

Solucion:
Solucion del apartado 1.(pV (¢ — p)) Agkp

1 (pV(g—p)Agq premisa
2 pVig—p) EA
13 p supuesto
4 q—p supuesto
5 ¢ EA1
6 p E—4,5
7 EV2,3—34—6

Solucion del apartado 2.-(p A —¢) F p — ¢

1 =(pA-q) premisa

2 p supuesto
3 —q supuesto
4 pA—q IN2,3

5 1 E-1,4

6 ¢ RAA3 — 5
7 p—yq l—2—6
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Examen de Abril de 2005 (primer parcial del Grupo 2)

Ejercicio 42 Calcular una forma normal conjuntiva de larimula F' sabiendo que e&tcom-
puesta con las tres variables ¢ y r y que, para toda interpretagn /, se tiene que

I(F) = 1, sil(p)=1(—qVT)
0, en caso contrario

Solucibn:
La formulaF es equivalente p < —¢ V r. Por tanto, el calculo de una FNC dees

1T 1
/‘\/‘\/]\/\/‘\
hS
<
J
S
<
2
>

Una FNC def' es(—pV =gV r)A(qV p) A (—rV p).

Ejercicio 43 Calcular una forma normal disyuntiva dé y una forma normal conjuntiva de
—A siendoA la formula cuya tabla de verdad es

O — O = O = O =
o e S e Nl e Bl e B S 0 Y

OO OO R
OO = = O O K

Solucion:
» FND(A)=((pAqgAr)V(-pAgA-r)
» FNC(=A) = (—-pV—-qV-r)A(pV-gqgVr)

Ejercicio 44 Decidir, mediante deduo@n natural, si
p—=a)Ap—r)Ep—(qAT)

Solucion:
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1 p—=g9Ap—r) premisa
2 p supuesto
3 p—yq EAT

4 gq E— 3,2
5 p—or EA1

6 r E— 5,3
7 qgAr IN4,6

8 p—(qAnr) |—3—7

Ejercicio 45 Decidir, mediante tableros sémticos, Si
P—=9Vp—=r)Ep—1(gAr)

Solucion:
El problema se reduce a decidi{gp — ¢) V (p — r),~(p — (¢ A 1))} es inconsistente.

p—=qVp—r)
=(p— (gAT))
p(2)

—(gAr)(2)

0 o =

5.7 (2) 6. (2)

T

7.(p—q) (1) 8.(p—r)(2)

9.-p (8) 10.r (8)
Cerrada Abierta
b, ~q, 7]
Por tanto,(p — ¢q) V (p — r) = p — (¢ A7)y un contramodelo es la interpretacibnal
quel(p)=1,1(q) =0y I(r) = 1.
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Examen de Abril de 2005 (laboratorio de los grupos 2A 'y 2B)

Ejercicio 46 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. (pl — p2) A (¢l — ¢2) - (pl A gl — p2 A q2)

2. =2(=pVq)FpAg

Solucion:

Solucion del apartado 1.(pl — p2) A (¢l — ¢2) F (pL A ql — p2 A ¢2)

1 (pl = p2)A (gl — q2) premisa

2 plAgql supuesto

3 pl EA 2

4  pl —p2 EAn1

5 p2 E—4,3

6 ¢l EA2

7 ql —q2 EA1

8 q2 E—7,6

9 p2Ag2 IN5,8

10 plAql —p2ANq2 —2—-9
Solucion del apartado 2.—(—p V =q) F p A q

1 =(=pV-q) premisa

2 supuesto

3 —pV-—g v 2

4 1 E-1,3

5 p RAA2 — 4

6 —q supuesto

7 —pV-q (AVAG

8 L E-1,7

9 ¢ RAAG — 8

10 pAg IN5,9
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Examen de Abril de 2005 (laboratorio de los Grupos 2C y 2D)

Ejercicio 47 Demostrar por deducdn natural con Jape

L((p—=qVp—r)—@—=qVr).

2. ((kpV —=q) = (7pAT))FE =gV (pVr).

Solucion:

Solucion del apartado 1.t (p — ¢q) V(p —r) = (p —q V)

Solucion del apartado

I (p—=qVp—r) supuesto
2 p supuesto
3 p—yg supuesto
4 q E—3,2
5 qVr IV 4

6 p—or supuesto
ror E— 6,2
8 qVr v 7

9 qVr EV1,3—5,6—38
10 p—gVr l—2-9
11 p—qVp—r)—=(p—qVr) 1—-1-10
2.(-pV =q) = (-pAT)E =gV (p V)

1 (-pV-q)— (-pAr) premisa

2 pV-p LEM

3. p supuesto

4 pVr v 3

5 —qV(pVr) IV 4

6 supuesto

7 TPV g IV 6

8 AT E— 1,7

9 r EA 8

10 pvr IV 9

11 —qV(pVr) IV 10

12 —qV(pVvr) Ev2,3—-56—11
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Examen de Junio de 2005 (segundo parcial)

Examen de Junio de 2005 (segundo parcial del Grupo 1)

Ejercicio 48 Decidir, mediante deduo@n natural, si

{(va)[R(z) — Q(2)], Fr)[P(2) A =Q(2)]} | (32)[P(x) A ~R(x)].

Ejercicio 49 Decidir, mediante resoluén, si

{(V2) P(z)) = ((V2)Q())} = (V2)[P(z) — Q()]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Ejercicio 50 Decidir, mediante resoluén, si la siguientedrmula es @alida
~(Va)(Vy) (32)[R(z,y) A (R(y, 2) = —R(2,2))]
Obtener, a partir de la resoludon, un contramodelo en el caso de que no sdala.

Ejercicio 51 Decidir, mediante tableros sémticos, si
~(3z)P(x) = (Vy)[((32)P(2)) — P(y)].
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Examen de Junio de 2005 (laboratorio de los Grupos 1Ay 1B)

Ejercicio 52 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. 3z.(p(z) A q(x)), Vy.(p(y) — r(y)) b Fz.(r(z) A g(x))

2. Veor(z,x), Ve Ny Nz.(-r(x,y) A —r(y, z) — —r(z, 2)) E Ve Vy.(r(z,y) V r(y, x))
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Examen de Junio de 2005 (laboratorio del Grupo 1C)

Ejercicio 53 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. Jz.3y.(R(z,y) V R(y,z)) F Jz.3y.R(z,y)

2. Va.(p(x) — Jy.q(y)), actuali - V. 3y.(p(x) — q(y))
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Examen de Junio de 2005 (segundo parcial del Grupo 2)

Ejercicio 54 Decidir, mediante deduo@n natural, si
{(Vz)[P(x) — ~C(z)], (F0)[C(z) A B(z)]} |= (37)[B(x) A =P(x)]

Ejercicio 55 Decidir, mediante resoluon, si

= (32)3Ey)[P(z.y) — (Vo) (Vy) Pz, y)].
Obtener un contramodelo en el caso de que no séida.

Ejercicio 56 Decidir, mediante resoluén, si

{(V2)[P(z) = Q(@)], Fr) P(2)} = (Vo)Q(x).

Obtener un contramodelo en el caso de que no séida.

Ejercicio 57 Decidir, mediante tableros sémticos, Si

{B2)P(z) = (V2)Q(2)} = (V2)[P(z) — Q(z)].
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Examen de Junio de 2005 (laboratorio de los Grupos 2A 'y 2B)

Ejercicio 58 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. V. 3y.(p(x) — q(y)) F Va.(p(z) — Jy.q(y))
2. ~Va.(p(x) — q(a)) - Jz.p(z) A —q(a)
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Examen de Junio de 2005 (laboratorio de los Grupos 2C y 2D)

Ejercicio 59 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. Va.p(z),Ve.(p(z) — q(z) V r(x)),3z.~q(x) - Jz.r(x)

2. Ve Ny.(r(z,y) — r(y,z)), YeVy.(r(z,y) V r(y, x))
Ve Vy Ve (—r(z,y) A —r(y, z) — —r(x, 2))
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Examen de Junio de 2005

Ejercicio 60 Decidir, mediante tablero semtico, si

{p—(gnr)}EFq—rp

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gat tablero.

Solucion:
El tablero semantico correspondiente a la relacibn deemrencia es

—p—(gAT),~(q¢ —p)
|
-p—(qAr),q,-p

=, q, 7P| |qAT,q, TP

Cerrada

|
Abierta

A partir de la hoja abiertér, ¢, —p} se tiene que la interpretacidrtal que

](p)zo,](q):1,](7“):1

es un contramodelo de la relacién y, por tanto,

{p—(gnr)}FEq—rp

Ejercicio 61 Decidir, mediante resoluon, si

() (IR (z,y) v P(z,y)) — (V2)(Vw)[R(z, w) A Q(z, w)]]
es consecuenciagica de

~(32)(F)[Q(z,y) — P(z,y)]
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:
En primer lugar se calcula la forma clausal de la premisa:

—(32)(3)[Q(z,y) — P(x,y)]
(V) (Vy)=(Q(z,y) — P(x,y))
(V) (Vy)[Q(z, y) A =P (x,y)]
{{Q(z, )}, {~P(z,y)}}
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En segundo lugar se calcula la forma clausal de la negaeitenabnclusion:

~(32) FY)|(R(x,y) Vv P(x,y)) — (V2)(Yw)[R(z, w) A Q(z, w)]]

= (Vo)(vy)-((B(z,y) vV Pz,y)) — (V2)(Vw)[R(z, w) A Q(z,w)])

= (Va)(vy)[(R(z,y) v P(z,y)) A ~(Vz) (Vw) [R(z, w) A Q(z, w)]]

= (Va)(vy)(R(x,y) v Pz,y)) A (32) Fw)~(B(z, w) A Q(z,w))]

= (V) (Vy)[R(z,y) v P(z,y)] A (32) Bw)[~R(z,w) V ~Q(z, w)]]

= (Vo)(Vy)[R(z,y) V P(z,y)] A (V2)(Vy)(F2) Gw)[-R(z, w) v ﬂQ( yw)]

=t (V2)(VY)[R(z,y) V P(z,y)] A (Vo) (Vy) (Bw)[=R(f (2, y), w) V =Q(f (2, y), w)]
=t (V2)(Vy)[R(z,y) V P, y)] A (Vo) (V) [ R(f (2, ), 9(x,9)) V =Q(f (x,y), 9(x, y))]
= (Ya)(W[(R(x,5) V P(x,1) A (R(f(5,9),9(2,9) V ~QUf (2, 1), 9(x,9)))]

{R(x.v). Ple,p)}}. (~R(f(2.). g(2. ). ~QU (@, v). 9(z.y)}}

El problema de decidir si se verifica la relaciobn de consecias se reduce al de decidir
si el conjuntoS de las clausulas obtenidas es inconsistente. Este Ufiftotdema se reduce a
determinar si se puede obtener la clausula vacia pomueéala partir des.

Veamos como puede obtenerse la clausula vacia por os@ola partir deS. Los elementos
deS son

Cr ={Q(z,y)}

Cy =A{~P(z,y)}

Cs =A{R(x,y), Pz, y)}

C4 = {_'R( ( ) (I,y)),—'Q(f(x,y),g(x,y))}

Por resolucion d€’; y C5 se obtiene

Cs = {R(z,y)}
Por resolucion d€’; y C;, aplicando &; el renombramientéz/2’,y/y'} y usando el unificador
{2'/f(z,y),y'/g(x,y)} Se obtiene

06 = {_'Q(f(xa y)7 g([[’, y))}
Por resolucion d€’s y ¢ aplicando &, el renombramientdz/z’, y/y'} y usando el unificador
{«'/f(z,y).y'/g(x,y)} se obtiene

C7 =0

Ejercicio 62 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. SiF" es unadrmula satisfacible, entonces todas las $ubfulas del' son satisfacibles.

2. Existen®rmulas \alidas tales que todas sus sa@bhulas son &lidas.

Solucion:

Solucion del apartado 1: La proposicion es falsa. Un contraejemplo es la formidla=
—(p A —p). La formulaF’ es satisfacible (de hechd,es valida) y la subformulaA —p de F' no
es satisfacible.
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Solucion del apartado 2:La proposicion es falsa ya que toda formula tiene algubsonu-
la atbmica y para cada férmula atbmica existe algunapnééacion en la que no se verifica.

Ejercicio 63 Se sabe que:
= Sitodo el que estudia aprueba, entonces todo el que esteciizerun regalo.
= Hay quien estudia y no recibe niag regalo.
= No es verdad que todo el que estudia aprueba.

Formalizar los conocimientos anteriores y probar que eljoato de brmulas obtenidas es con-
sistente, proporcionando una estructura que sea model@ada ana de lasdrmulas.

Solucion:
Para la formalizacion, usaremos el siguiente lenguaje:

E(z) : “xestudia”
A(x) : “x aprueba”
R(z) : “xrecibe un regalo”

Las formulas correspondientes a los conocimientos dél@noa son:

(Vo)[E(z) — A(z)] — (Vy)[E(y) — R(y)]

(32)[E(z) A ~R(x)]
~(Vo)[E(z) — A(x)]

Buscaremos el modelo mediante el método de los tablerosrgmos:

0 3 O &=~
SScs
—~

Q
~— —
>
=y
—~
S
~—
—~
[\
~—

9. ~(E(b)
10. E(b) (9)
11 —A(b) (9)

La rama izquierda es una rama completa y abierta. Por tanfmjexde extraer un modelo a
partir de dicha rama. El universo &s= {a, b} y la interpretacion de las relacionesd%’) =
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{a,b}, I(A) = 0, I(R) = (. Ademas, al no distinguirsede a en las interpretaciones puede
identificarse coru dando lugar a un nuevo modelo con univetso= {a} e interpretaciones
I'(E) ={a}, I'(A) =0, I'(R) = 0.

Ejercicio 64 Probar mediante deduaan natural:
LpA-(g—=r)E(Ag AT
2. =(Vz)P(x) F (3z)-P(x)
3. {(v2)(Vy)[((32)R(y, 2)) — R(z,y)], Cx)(Fy)R(x,y)} = (Va)(Vy)R(z,y)

Solucion:
Solucion del apartado 1:p A =(q — ) F (p A q) A —r

1 pA=(g—r) premisa

2 p EA1

3 —q supuesto

4 —=(q—r) En1

5 ¢ supuesto

6 - supuesto

7 L E-5,3

8 r RAAG -7
9 qg—r |—5—8
10 L E-4,9

11 ¢ RAA 3 — 10
12 pAgq IN2,11

13 r supuesto
14 —(q—r) En1

15 ¢ supuesto
16 r hipotesis 13
17 g—r |— 15— 16
18 L E- 14,17
19 - [-13 — 18
20 (pAg) AT IN 12,19
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Solucion del apartado 2:

—(Vx)P(z) F (3x)-P(x)

1 —(Vx)P(x) premisa

2 —(3x)-P(x) supuesto

3 actualz supuesto

4  —P(1) supuesto

5 (Jz)-P(x) 134,3

6 L E-2.5

7 P(i) RAA 4 —6
8 (Vz)P(x) V3—7

9 1 E-1,8

10 (Jz)-P(x) RAA2 -9

Solucion del apartado 3:

{(ve)(V)[((32) R(y, 2)) — R(x,y)], Bx)3Fy)R(z,y)} B (Vo) (Vy)R(z,y)

1 (V) (¥y)[((32)R(y, 2)) — R(z,y)] premisa

2 (3)3Fy)R(z,y) supuesto

3 actuala supuesto

4 actual b supuesto

5 actual ¢, (Fy)R(c,y) supuestos

6 actual d, R(c,d) supuestos

7 (V)l((32)R(y, 2)) — Rla,y)] EV 1,3

8 ((F2)R(b,2)) — R(a,b) EV 7,4

9 (v )[((HZ)R(Z/,Z)) — R(b,y)] EV 1,4

10 ((F2)R(c,z)) — R(b, )] EV9,5,1

11 R(b,c) E—10,5,2
12 (3z)R(b, 2) 311,51

13 R(a,b) E— 8,12

14 R(a,b) E352.6— 13
15 R(a,b) E32,5— 14
16 (Yy)R(a,y) V4 —15

17 (Vz)(Vy)R(z,y) V3 —16
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Ejercicio 65 Decidir, mediante tablero seantico, si
L{r—==pA-q), (p—7)—=(cg=r) AT} g

2. F(p—q) —r)—=(q—r)

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gal tablero.

Solucion:
Apartado 1. El tablero correpondiente al primer apartado es

L — =(pA—q)
2.((p—r) = (g r)) Aor
3. -q
4.(p—r)—(mqg <) (2)
5. —r (2)
6.0 1) (4) 7o (4
8.p (6)
9. —r (6)
10. = (1) 11.=(p A —q) (1)
Abierta
{p,—~q,—r}

Puesto que el tablero tiene una rama abierta, resulta que
{r—-A-q), (p—71)=(nger)Ar}Eg
Un contramodelo es la valoraciortal quev(p) = 1, v(q) = 0y v(r) = 0.
Apartado 2. El tablero correpondiente al segundo apartado es
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L =((p—q)—1r)—=(g—1))
2. p—q) —r (1)
3. =(g—r) (1)
4. q (3)
5. —r (3)
6. =(p—q) (2) o (2)
8. p (6) Cerrada
9. —q (6) (Gy7)
Cerrada
(4y9)

Puesto que el tablero es cerrado, resulta que

Flp—q —r)—(@—r)

Ejercicio 66 Decidir, mediante resoluén, si

= (3x)(vy)(V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(z) — Q(x)))]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:
La formula

(32)(Vy) (V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(z) — Q(x)))]

es valida syss

{=(32)(vy)(V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x)))]}

es inconsistente. Para decidir su consistencia, empezattgando su forma clausular.

—(3z) (Vy) (V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x)))]
(V) (Jy)(32)[~((P(y) — Q(2)) — (P(z) — Q(x)))]
(V) (Jy)(32)[(P(y) — Q(2)) A ~(P(x) — Q(x))]
(Va)(Jy) (32)[(=P(y) V Q(2)) A (P(z) A =Q(x))]

sat (VO)[(2P(f(2)) V Qg(x))) A (P(x) A =Q(x))]
{~P(f(z)), Qg(2))}, {P(2)},{~Q(x)}}

Una demostracion por resolucion es

1 {=P(f(z)),Q(g(x))} Hipotesis
2 {P(x)} Hipotesis
3 {-Q(x)} Hipotesis
1 {Q(y())} Resolvente de 1y 2 cah = [z/xs] y o = [12/ (x)]
5 O Resolvente de 3y 4 cah = [¢/x3]y 0 = [x3/g(x)]
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Al obtenerse la clausula vacia por resolucion a partiaderma clausular de

{=(32)(vy)(V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(x) — Q(x)))]}

resulta que el conjunto es inconsistente y, por tanto,

= (Bx)(vy)(V2)[(P(y) — Q(2)) — (P(z) — Q(x)))]

Ejercicio 67 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Paratodo conjunto défmulaS y para toda érmulaf’ se verifica que s$ [~ F entonces
S E —F.

2. ParatodadrmulaF se tiene que sir es una forma de Skolem dieentonces= F — G.

Solucion:

Solucion del apartado 1.El apartado 1 es falso. Un ejemplo que lo refuta consisterearto
comos el conjunto)) y comoF' la formulap, ya que) = p (un contramodelo es la valoracion
tal quev(p) = 0) y 0 = —p (un contramodelo es la valoracioral quev(p) = 1).

Solucion del apartado 2.El apartado 2 es falso. Un ejemplo que lo refuta consisteraarto
como £ la formula(3z)P(x) y comoG la formula P(a), ya quel= (3x)P(z) < P(a) (un
contramodelo es la interpretacin= (U, I) conU = {1,2},a! =1y Pf = {2}).

Ejercicio 68 En una pecera nadan una serie de peces. Se observa que:

1. Hay aldin pezx que para cualquier peg, si el pezr no se come al pezentonces existe
un pez: tal quez es un tibubn o bienz protege al pez.

2. No hay ningn pez que se coma a todos los dsm
3. Ningdin pez protege a nirign otro.

Decidir, utilizando el retodo de resoludin, si de las observaciones se deduce que existamalg
tiburdn en la pecera.

(NoTA: En la formalizacbn, usar el siguiente glosari®'(z, y) significa que “ se come &”,
P(z,y) significa que “ protege ay” y T'(z) significa que “ es un tibubn”.)

Solucion:
La formalizacion de las observaciones y de la negacita derclusion es:

1. Hay algin pez que para cualquier peg si el pezr no se come al pez entonces existe
un pezz tal quez es un tiburdn o bien protege al pez.

(Fz)(Vy)[=C(x,y) — (F2)[T(2) V P(z,y)]]-

2. No hay ningln pez que se coma a todos los demas.
~(32)(Vy)C(,y).
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3. Ningln pez protege a ningln otro.
~(32)(3y) Pz, y).

4. No existe ningln tiburbn en la pecera.
—(3x)T(x).

Para aplicar la resolucion, se necesita calcular las fegtaasulares de las férmulas anterio-
res.

(32)(Vy)[~C(x, y) — (32)[T(2) V P(z,y)]]
= (F)(Vy)[Clz,y) v (32)[T(2) V P(z,y)]]
= (F)(W)[C(x,y) v (3E2)[T(2) V Pz y)l]
= (F)(Vy)GEa)[Clz,y) VT(2) V P(z,y)]
=t (Vy)(32)[C(a,y) VT (z)V P(z,9)] a constante de Skolem
=t (V)[Cla.y) vV T(f() V P(f(y). )] f funcion de Skolem
= HCla,y), T(F (W), P(f(y)v)}}

=(32)(Vy)C (2, y)
= (Va)(Jy)-C(z,y)
=t (Vz)-C(z,9(z)) ¢ funcion de Skolem
= {0 9(x))}}

—(32)(3y) P(z,

Y)
(V) (Vy)—~P(z,y)
H=P(z,y)}}

—(32)T(x)
= (Vo)-T(z)
= {{-T()}} _ _ _
Una demostracion por resolucion a partir de las clagsamderiores es
1 {C(a,y), T(f(y)), P(f(y),y)} Hipdtesis
2 {=C(z,g(x))} Hipotesis
3 {—=P(x,y)} Hipotesis
4 {-T(x)} Hipotesis
5 {Cla,y), P(f(y),y)} Resolvente de 4y 1 con= [z/f(y)]
6 {P(f(g(a)),g(a))} Resolvente de 5y 2 caon= [z/a,y/g(a)]
7 O Resolvente de 6y 3 can= [z/g(a),y/g(a)]

Por tanto, de las observaciones se deduce que existe &gtanten la pecera.
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Ejercicio 69 Probar mediante deduan natural:
F((p—(gn—r))—p)—p

)

2, 356( () A =Q(x)) — Vy.(P(y) — R(y)),
Ja.(P(x) A ( ),
V. (P(r) — ~R(x))

= 32.(5(x) A Q(2))

3. F =3z Vy.(P(y,z) < ~P(y,y))

Solucion:
Solucion del apartado 1:F ((p — (g A=) — p) — p

1 pVv-p LEM
2 p supuesto
3 (p—(gn-r)) —p supuesto
4 p hyp2
5 (p—=(@A-r)—p)—p 1-3-4
6 -p supuesto
7 (p— (A1) —p supuesto
8 —(p—(gN-1)) MTG6, 7
9 »p supuesto
10 L E-9,6
11 gA-r EL 10
12 p—(¢gA-r) l—9—11
13 L E-12,8
14 p EL 13
15 ((p—=(gA-r)—p —p 1714
16 (p—(¢gn-1))—p —p EVI2-56-15
Solucion del apartado 2: Jz.(P(x) A =Q(z)) — Yy.(P(y) — R(y))
Jz.(P(z) N S(x)),
(P(z) = =R(x))
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1 (@0)[P() A-Q)] — (W)[Py) — R(y)]  premisa
2 (F)[P(x) A S(x)] premisa

3 (Vz)[P(x) — —R(x)] premisa

4 actual i, P(i) A S(i) supuesto

5  S(i) En4

6 Qi) supuesto

7 P() EA4

8 P(i) N—Q(7) INT,6

9 (I)[P(x) A Q)] 37,6

10 (Vy)[P(y) — R(y)] E—1,9

11 P(i) — R(i) EY 10, 4

12 P(i) — —R(i) EV 3,4

13 R(i) E— 11,7
14 —R(i) E—12,7
15 1 E- 13,14
16 Q(i) RAA 6 — 15
17 S3) A Q1) IN 5,16

18 (Jx)[S(z) N Q(x)] 1317,4

19 (Fz)[S(z) A Q(x)] E32,4-18
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Solucion del apartado 3:+ —3z.Vy.(P(y,z) < = P(y,v))

1 (J2)(Vy) [Py, z) < ~P(y,y)] supuesto

2 actual i, (Vy)[P(y,i) < —P(y,y)] supuestos

3 P(i,i) < ~P(i,i) EV 2

4  P(i,i) vV —P(i,1) LEM

5  P(i,i) supuesto

6 P(i,i) — —P(i,1) E—3

7 —P(i,1) E— 6,5

8 L E-5,7

9 —P(i,1) supuesto

10 —P(i,i) — P(i,1) E—3

11 P(i,4) E— 10,9
12 1 E-11,9

13 1 EV4,5-89—12
14 1 E31,2-13
15 =(3x)(Vy)[P(y,2) < =P(y,y)] E-1-14
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Ejercicio 70 Probar mediante deduaan natural (usando Jape si lo deseas)

1L.F(p—=—g9Np—-r)—(p—-(qgVvr))

2. Vz.(Jy.R(x,y) — Jy.(Vz.R(y, 2) A R(z,y))), Jz.Ty.R(z,y) F JoVy.R(z,y)

3. Va.(P(z) = Yy.(Q(y) — R(z,y))), Jz.(P(z) A Jy.—R(x,y)) - =Vz.Q(z)

Solucion:

Solucion del apartado 1:+ (p — —¢) A (p — —r) — (p — (g V 1))

L (=g N(p——r) supuesto
2 p supuesto
3 qVr supuesto
4 q supuesto
5 p—q EA1

6 g E— 5,2
[t E-4,6

8 r supuesto
9 p—w EA1

10 —r E— 9,8
11 L E-28,10
12 1 Ev34—78—11
13 =(qVvr) -3 —12
14 p——(qVvr) |—2—13
5 p—==g¢ANp—-1)—(pP—-(qVr) I-1-14

Solucion del apartado 2:

Vr.(Jy.R(z,y) — Jy.(V2.R(y, 2) A R(z,y))), Jz.3y.R(z,y) F Jx.Vy.R(z,y)
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1 Va.(Jy.R(z,y) — Jy.(Vz.R(y,2) A R(x,y))) premisa

2 Jr.3dy.R(z,y) premisa

3 actual 7, 3y.R(j,y) supuesto

4  Jy.R(j,y) — Jy.(Vz.R(y,2) N R(7,9)) EV1,21

5  Jy.(Vz.R(y,z) N R(j,v)) E— 4,22
6 actual k,Vz.R(k,z) A R(j, k) supuesto

7 Vz.R(k,z) EA 6,2

8 dxNy.R(x,y) 37

9 dxVy.R(x,y) EJ6—8
10 Jz.Vy.R(z,y) E32,3-9

Solucion del apartado 3:
Va.(P(x) — Vy.(Q(y) — R(z,y))), x.(P(z) A Jy.—R(x,y)) F Vr.Q(x)

1 Va.(P(x) — Vy(Qy) — R(x,y))) premisa

2 Jz.(P(x) A3Jy.—R(z,y)) premisa

3 Vr.Q(x) supuesto

4  actual i, P(i) A Jy.—R(1,y) supuesto

5 Jy.-R(i,y) EAn4

6 actual j,~R(3, ) supuesto

7 P(i) = Vy.(Qy) — R(i,y)) Ev1.41

8 P(i) EA 4,2

9 Vy.(Qy) — R(i,y)) E—17.8

10 Q(j) — R(i,j) EV9,6,1

11 Q) EV 3.6,1
12 R(i,7) E— 10,11
13 1 E-52, 12
14 1 E35.6—13
15 1 E32,4— 14

—
()]
J
<
=

=

&

[-3—-15
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Ejercicio 71 Mediante tableros seamticos, determinar cales de las siguientegifmulas son
tautologas y calcular una forma normal conjuntiva de las que no losea

1L ((p—=q)V(~g—r1))— (-r—(pVQq)

2. ((rp—=q@)V(g—r1)) = (=pV~-q) —r)

Solucion:
Solucion del apartado 1:El arbol semantico correspondiente a la negacion dertadla es

~(((p—= @) V(mg = 1)) = (r = (pVa)))
(op— @) V(g — L’), ~(=r = (V)
(=p—q) V(g L r), -, ~(p V)
(=p —q) V(g L r), 7T, P

|p — ¢, 7, 7p, | | g — r, 7,2, g

B IR N I e e

Cerrada Cerrada Cerrada Cerrada

Como todas las ramas son cerradas, la formula dada es uoktha.
Solucion del apartado 2:El arbol semantico correspondiente a la negacion derfaila es
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—(((kp—=q) V(g —1)) = ((7pV ~q) — 1))
|
(p—=q@)V(~g—r1),~((=pV—q) —r)
|
(7p—q) V(=g —7),7pV g, -r

—|q—>7’,—|p\/—|q7—|7*‘

|—p — q,—pV —~q, 7]

‘—|—|p7 —|p\/—|q7 —|7" q, —|p\/—|q7 —|7»‘ ‘_|_|q, —|p|\/ —q, —|7*‘ T, _|p\/ —q, _|T"
|
o T I T A i 0. 7p Y 4, 7| Cerrada
P D /\

| |
0.~p.—r] [p.~q,-r] Abierta  Cerrada |4 P 7] \q,ﬂi],ﬂ“\

Cer|rada Abi|erta Abierta  Cerrada

Como hay ramas abiertas, la forma dada no es tautologia.
A partir del tablero podemos calcula una forma normal caiyarde la formula dad&'. La

formula inicial del tablero es F' y las hojas abiertas sdip, —¢, -7} y {q, —p, —r}. Por tanto,
“F=(pAN-gAN-r)V(gA-pA-r)

Por consiguiente,
= F=((pA—g A1) V(g A—pA-r))

F=(-pVqVr)A(-qVpVr))

Una forma normal conjuntiva de la formule-p — ¢) V (-¢ — 1)) — ((-pV ~q) — 1) €s
(=pVgVr)A(=gVpVr))

Ejercicio 72 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Sean#; una forma normal disyuntiva d&; y (G; una forma normal disyuntiva dEg,. Si
Iy y F5 son equivalentes, entonc@s y GG, son brmulas iguales.

2. ParatodadrmulaF’ se tiene que gi/; es una forma normal conjuntiva dey GG, es una
forma normal normal disyuntiva d&, entoncesr; y GG, son brmulas distintas.
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Solucion:

Solucion del apartado 1:La proposicion es falsa. Para obterner un contraejemptorsei-
deranF; como la formulap, F, como la formulap, G; como la formulg y G, como la formula
pV qV —q. EntoncesF; y F; son equivalente€;, es una forma normal diyuntiva dg, G5 es
una forma normal diyuntiva dg, y GG; no es igual qués.

Solucion del apartado 1:La proposicion es falsa. Para obterner un contraejemptorsei-
deran comad”, G; y G, la formulap. Entonces(s; es una forma normal conjuntiva d& G, es
una forma normal normal disyuntiva déy G es igual quess.

Ejercicio 73 Consideremos los dos siguientes enunciados en castellano
= F;: Algunos robots 8lo obedecen a los amigos del programador jefe.
= F,: Todos los robots obedecen a los amigos del programadar jefe

y las cuatro brmulas que siguen
= [y (Vo) (Vy)[P(z) A S(y, ¢) — R(z,y)]

= Fy: (3z)[P(z) A (Vy)[R(z, y) — Sy, c)]]

Fy: (Yy)[S(y, ¢) — =(3r)[P(x) A =~R(x,y)]]

Fy: (3a)(Vy)[P(x) A =(R(z,y) A=S(y, c))]

1. Enunainterpretadin adecuada, dos de lasrmulas formalizar; y las otras dos forma-
lizan F,. Explicar clal es la interpretadn y cuales son lasdrmulas que corresponden a
cada uno de los dos enunciados.

2. Demostrar, calculando sus forma clausales, que las doslilas correspondientes /&,
son bgicamente equivalentes. Hacer lo mismo con las dostdlas correspondientes a
Es.

3. Consideremos ahora los nuevos enunciados:

= Fj5: Alvaro es amigo del programador jefe, pero Benito no le awed

= F,: Benito no es un robot.

Demostrar, mediante resol@n, queF, es consecuencia dg, y Es.

Solucion:
Solucion del apartado 1:La interpretacion adecuada de los simbolos de las f@smes
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P(x) . x es un robot

,y) :xobedece g
S(z,y) :xesamigo de

c : el programador jefe

Las formulast; y F3 representan el enunciadg y las formulasF; y F, representan el enun-
ciadoF;.

Solucion del apartado 2: Para probar la equivalencia de las formulas que repres@hta
enunciadars,, calculamos una forma clausal de

(V) (Vy)[P(z) A S(y, ¢) — R(z,y)]
(V) (Vy) [(P(x) A S(y, ¢) V Rz, y)]
(V) (Vy)[(=P(x) V =5(y, ) V RB(z,y)]
{{=P(z),=5(y,¢), R(x,y)}}

y una forma clausal dé;
(Vy)[S(y, c) = ~(F0)[P(z) A =R(z,y)]]

= (Vy)[=S(y,c) vV =(Iz)[P(z) A —R(z,y)]]
= (Vy)[=S(y,c) vV (Vo) [=(P(x) A ~R(z,y))]]
= (W)[=S(y,¢) v (Vo) [~P(z) V - R(z, y)]]
= (W)[=S(y,c) vV (Vo) [=P(z) vV R(z,y)]]
= (Vy)(Vz)[=S(y, ) V (-P(z) V R(z,y))]
= {{~S(y.c),~Plx), R(x,y))}}

Puesto que

{{=P(x),=5(y,¢), R(z,y)}} = {{=5(y, ¢), ~P(x), R(x,y))} }

las formulasFy y F3 son equivalentes.
Para probar la equivalencia de las formulas que represeh&munciadd’;, calculamos una
forma clausal dé,

(Fz)[P(x) A (Vy)[R(z,y) — S(y, 0]
= o) (W)[P(x) A (R(z,y) — S(y, c))]
= (30)(W)[P) A (~R(z,y) V S(y, )]
=t (VY)[P(a1) A (2 R(ar,y) V S(y, )]

{{P(ar)}, {~R(a1,y), 5(y,¢)}}

y una forma clausal d&;

(32)(Vy)[P(x) A =(R(2,y) A =S5(y, ¢))]
(32)(Vy)[P(z) A (=R (z,y) V ==5(y, ¢))]
(32)(Vy)[P(x) A (=R(z,y) V S(y, ¢))]
sat (VY)[Par) A (=R(ay,y) V 5(y, c))]
{{P(ar)}, {~R(a1,9), 5(y,c)}}

Puesto que

{P(a1)}, {=R(a1,9), S(y, 0)}} = {{P(ar)}, {~R(a1,9), S(y, )} }
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las formulasFy y F3 son equivalentes.
Solucion del apartado 3: Para la formalizacibn ampliamos el vocabulario del aplarth
introduciendo la constantepara representar a Alvaro y la constalpara representar a Benito.
La formalizacion del enunciadb; es

S(a,c) N —R(b,a)

y su forma clausal es
{{S(a, )}, {=R(b,a)}}
Para demostrak, por resolucion consideramos la formalizacion de su négac
—=P(b)
y calculamos su forma clausal
{{r®)}}
Para demostrar mediante resolucion, dijees consecuencia dé, y F5, basta demostrar

gue el conjunto formado por las formas clausale&'gleF; y la negacion dé’, es inconsistente.
Una demostracion por resolucion lineal es

1 {=P(z),S(y,c), R(xz,y)} HipobtesisE,

2 {S(a,c)} HipotesisEs

3 {—=R(b,a)} HipotesisFEs

4 {P(b)} Negacion der,

5 {=P(b),~S(a,c)} Resolvente de 3y 1 con= {z/b,y/a}
6 {—-S(a,c)} Resolvente de 5y 4

7 O Resolvente de 6y 2

Ejercicio 74 Se considera el siguiente argumento:

Todo deprimido que estima a un submarinista es listo.
Cualquiera que se estime ammismo es listo.

Ningun deprimido se estima & giismo.

Por tanto, ningin deprimido estima a un submarinista.

Decidir, utilizando el retodo de resoluéin, si el argumento esalido. Si no es &lido encontrar
una interpretaddn en la que las premisas sean todas verdaderas y la conalgsa falsa.
(NoTA: En la formalizacdn, usar el siguiente vocabulario(z) significa quer esé deprimido,
S(z) significa quer es submarinistal.(x) significa quer es listo yFE(z,y) significa quex
estima ay.)

Solucion:
La formalizacion défodo deprimido que estima a un submarinista es kEsto

(V2)[D(x) A 3y)[S(y) A E(z,y)] — L(x)]
El calculo de su forma clausal es
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(Va)[D(x) A (By)[S(y) A E(z,y)] — L(2)]
= (Vo)[~(D(x) A Fy)[S(y) A E(z,y)]) V L(2)]
= (Vo)[(=D(z) V ~By)[S(y) A E(z,y)]) V L(x)]
= (Vo)[(=D(z) V (Vy)=(S(y) A E(z,y))) V L(z)]
= (Vo)[(=D(z) V (Vy)(=5(y) v ~E(z,9))) V L(x)]
= (Vo) (Vy)[(=D(x) v (=5(y) v ~E(z,y))) V L(x)]
= {=D),~5(y), ~E(x,y), L(z)}}

La formalizacion deCualquiera que se estime araismo es list@s

(Vo)[E(z,z) — L(z)]
El calculo de su forma clausal es
(Vo)[E(z,z) — L(z)]
(Va)[-E(x,2z) V L(z)]
{{-E(z,z), L(x)}}
La formalizacion deNingln deprimido se estima a siismoes
—(3x)[D(x) AN E(z, )]
El calculo de su forma clausal es
—(3x)[D(x) A E(z, )]
(Vx)~(D(x) A E(x,x))
(Vx)[=D(z) V —E(x, x)]
{{-D(z), ~E(x,z)}}
La formalizacion deNingln deprimido estima a un submarinisa
~(3x)(3Y)[D(x) A S(y) A E(z, y)]
El calculo de la forma clausal de su negacion es
—=(3z)(3y)[D(x) A S(y) A E(z,y)]

(32)(FY)[D(z) A S(y) A E(z,y)]
st D(a) NS(b) A E(a,b)

{D(a)}, {5(0)}, {E(a, b)}}

El argumento es valido syss el conjunto formado por lasstlias anteriores es inconsistente.

Lo haremos por resolucion. En principio, las clausulabies son

{=D(x),~5(y), ~E(x,y), L(x)}
{~E(z,z), L(r)}

{~D(x), E(z,x)}

4 {D(a)}

5 {5(0)}

{E(a,b)}

y no hay ninguna clausula usada.

W DN =

(=}

En el paso 1 elegimos la clausula mas ligera de las usébkesy al hacer resolucion con las
usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sa? 3, 5 y 6. La usada es la 4.

En el paso 2 elegimos la clausula mas ligera de las usébesy al hacer resolucion con las
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usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sa?, [ay1 6. Las usadas sonla 4y 5.

En el paso 3 elegimos la clausula mas ligera de las usdbsy al hacer resolucion con las
usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sahya81Las usadas sonla 4,5y 6.

En el paso 4 elegimos la clausula mas ligera de las usébl2sy al hacer resolucion con las
usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sgrBla_as usadas sonla2,4,5y 6.

En el paso 5 elegimos la clausula mas ligera de las usébl&sy al hacer resolucion con las
usadas se obtiene la resolvente

7 {—-FE(a,a)} Resolventede 3y4caon= {z/a}
Las usablessonlaly7.lLasusadassonlaZ2, 3,4,5y6.

En el paso 6 elegimos la clausula mas ligera de las usdblésy al hacer resolucion con las
usadas no se obtiene ninguna resolvente. Las usables sdralsUsadas sonla2,4,5,6y 7.

En el paso 7 elegimos la clausula mas ligera de las usaddlesy al hacer resolucion con las
usadas se obtienen las resolventes
8 {-S(y),—~E(a,y),L(a)} Resolventedely4caon= {z/a}
9 {—=D(x),~E(x,b), L(z)} Resolventede 1y5can= {y/b}
10 {=D(a),~S(b), L(a)} Resolvente de 1y 6 con= {z/a,y/b}
Las usablessonla 8,9y 10. Lasusadassonlal,2,3,4,5,6y7.

En el paso 8 elegimos la clausula mas ligera de las usdal&8, y al hacer resolucion con
las usadas se obtienen las resolventes
11 {=S(b),L(a)} Resolventede 10y 4
12 {-=D(a),L(a)} Resolventede 10y 5

La clausula 11 subsume a la 10. Las usables son la 8, 9, 11lyad21sadas sonla 1, 2, 3, 4, 5,
6y7.

En el paso 9 elegimos la clausula mas ligera de las usadhl&s, y al hacer resolucion con
las usadas se obtienen la resolvente

13 {L(a)} Resolventede 11y5

La clausula 13 subsume ala 8, 11y 12. Las usables son la 9yadBisadas sonla 1, 2, 3, 4, 5,
6y7.

En el paso 10 elegimos la clausula mas ligera de las usdl€3, y al hacer resolucion con
las usadas no se obtienen resolventes. Las usable es lasddes sonlal, 2,3,4,5,6, 7y 13.

En el paso 11 elegimos la clausula mas ligera de las usaddl@sy al hacer resolucion con
las usadas no se obtienen resolventes. No queda niguna usabusadas sonlal, 2, 3, 4, 5, 6,
7,9y 13.

Al haber agotado el conjunto de clausulas usables sin éracda clausula vacia, el conjunto
es consistente y el argumento no es valido. A partir de Esscllas usadas
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—

9 {~D(x),~E(x,b), L(x)}
13 {L(a)}
Se construye una interpretacion en la que las premisadag@asverdaderas y la conclusion sea
falsa; en efecto, la interpretacin= (U, I) con dominioU = {a,b}y D! = {a}, ST = {b},
L' ={a}y E' = {(a,b)} cumple las condiciones exigidas.



118 Examen de Diciembre de 2005




Curso 2005-06

119



120 Examen de Abril de 2006 (primer parcial)

Examen de Abril de 2006 (primer parcial)

Examen de Abril de 2006 (primer parcial del Grupo 1)

Ejercicio 75 Decidir, mediante tableros sémticos, si la drmula

pA(gVs)—=(peq)Viper)
es una tautolotp, En el caso de que no lo sea, construir un contramodelo arpel tablero.

Solucion:
Para decidirsh A (¢V s) — (p < q) V (p < r) es una tautologia, vamos a intentar construir
un tablero completo cerrado de su negacion.

“(pA(qVs)—=(pe=qV(per))
pA(qVs) (1)
“((pe=q@Vper)) (1)
p (2)
qVs (2)
=(p < q) (3)
(p ) (3)

OOt WD

8.q (5) 9.5 (5)

10. —(p —q) (6) 11.-(q — p) (6)
12. p (10)
13. —q (10)

4. =(p—r) (7) 15.=(r — p) (7)
16. p (14)
17. —r (14)

Abierta: {p, -q, —r, s}

Al tener una rama completa abierta, la formula original saea tautologia y un contramo-
delo de ella es la interpretaciortal quev(p) = 1, v(q) = 0, v(r) =0y v(s) = 1.

Ejercicio 76 Decidir, mediante resoluén, si
{C—-AG—-D,~(BNCNG— E)}=AANBAD.
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En el caso que no lo sea, construir un contramodelo a partiadesolucon.

Solucion:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de lagdss y de la negacion de la con-
clusion.

C—-A =-CVA

={{-C, A}}

G—D =-GVvVD

={{-G.D}}

-(BANCANG — E) “(=(BANCANG)VE)
-—~(BACANG)AN—-E
BANCANGA-E

= {BH{C}{G}{-E}}
—AV-BV-D
{{_'A7 B, _'D}}

-(AANBAD)

Una refutacion por resolucion del conjunto de las cléasabtenidas es

1. {—~C, A}

2. {-G,D}

3. {B}

4. {C}

5. {G}

6. {—~E}

7. {-A,-B,-D}

8. {A} Resolvente de 1y 4

9. {D} Resolvente de 2y 5
10. {-B,-D} Resolvente de 7y 8
11. {=D} Resolvente de 3y 10
12. O Resolvente de 9y 11

Por tanto, el conjunto de clausulas es inconsistente yriiecada relacion de consecuencia.

Ejercicio 77 Juan esh matriculado en tres asignaturaélgebra, Llogica y Dibujo. Juan comen-
ta que

Me gusta al menos una de las tres asignaturas. Si me gustiseleta pero no
el Dibujo, me gustaria la Logica. O me gusta el Dibujo y &ica, o bien ninguna
de las dos. Si me gustase el Dibujo, entonces me gustakigedira.

Los comentarios de Juan pueden formalizarse por
{AVDVL (AN-D)— L (DANL)V(-DA-L),D — A}
Decidir, mediante resoluén, si los comentarios de Juan son consistentes y, en suaasolar
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sus modelos a partir de la resoldei. ¢ Q& asignaturas le gustan a Juan?

Solucion:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de los otames.

AVDVL ={{AD,L}}

(AN-D)—L =—-(AN-D)VL
(nAV-=D)VL
(mAV D)V L

= {{ﬁA,D,L}}

(DANL)V (=D A-L) (DV (=D A=L))A(LV (=D A=L))
(DV=D)AN(DV-L)AN(LV-D)AN(LV-L))
(DV =L)AN(LV~—D)

{{D7 _'L}7 {L7 _'D}}

D—>A E—|D\/A

={{-D, 4}}
Vamos a demostrar que el conjunto de clausulas obtenidas redutable por resolucion.

x 1. {A,D,L}

* 2. {—|A, D, L}

x 3. {D,-L}

x 4. {L,~D}

x 5. {-D,A}

x 6. {D,L} Resolvente de 1y 2. Subsume a ly 2.
7. {L} Resolvente de 6y 3. Subsume a6y 3.
8. {D} Resolvente de 7 y 4. Subsume a 4.
9. {A} Resolvente de 8 y 5. Subsume a 5.

En este momento, las Unicas clausulas no subsumidas 8p8 Y9 con las que no se pueden
formar ninguna resolvente. Por tanto, el conjunto de cliasses consistente, los comentarios de
Juan son consistentes, un modelo es la interpretadiéiquev(A) = 1, v(D) =1y v(L) =1
y a Juan le gustan las tres asignaturas.

Ejercicio 78 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Existe un conjunto défmulasS y una brmulaF talqueS = FyS = —F.

2. Existe un conjunto défmulasS y una brmulaF tal queS [~ F'y S |~ —F.

Solucion:
Solucion del apartado 1:La proposicion es cierta. Seah= {p A —=p} y F la formulap.
Entonces

» S = F(yaque{pA—-pll=py
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= S ~F (yaque{p A —p} = -p).
Solucion del apartado 2:La proposicion es cierta. Sedh= {p} y F' la féormulag. Entonces

» S £ F (yaque{p} [~ q puesto que la interpretacidip tal quel;(p) = 1y I1(q) = 0 es
un contramodelo) y

» S £ —F (yaque{p} [~ —q puesto que la interpretacidn tal quels(p) = 1y Ir(q) = 1
es un contramodelo).
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Examen de Abril de 2006 (laboratorio de los Grupos 1Ay 1B)

Ejercicio 79 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. (pVgA(p—r)EpVr.

2. F(p—q9—((p—q9—0q.
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Examen de Abril de 2006 (laboratorio del Grupo 1C)

Ejercicio 80 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. ~(=gAp)Fp—q

2. pV(r—q)F-qg—-(pAr).
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Examen de Abril de 2006 (primer parcial del Grupo 2)

Ejercicio 81 Decidir, mediante tableros sémticos, si la drmula

(p—¢q) — ((g— —r) — —q)
es una tautolo@, En el caso de que no lo sea, calcular a partir de un tableempleto sus
contramodelos y una forma normal disyuntiva.

Solucion:
Para calcular los contramodelos @ge— ¢) — ((¢ — —r) — —¢) vamos a construir un
tablero completo de su negacion.

L =((p—q)— ((g——-r) = q)

2. p—yq (1)

3. =((q = —-r)— —q) (1)

4. q— -r (3)

5. =g (3)

6. ¢ (5)
7.-q (4) 8.—r (4)

Cerrada
6y7)  9.-p (2) 10.q (2)
Abierta Abierta
{-w,q,~r} {q,—r}

Al tener ramas abiertas, la formula original no es una tagia y sus contramodelos son:
s [ tal que]l(p) =0, Il(q): 1yIl(T’):O,
LI tal quelg(q) = ].ylg(?“) =0,

El segundo incluye al primero.

SeaF la formula dada (es decifp — ¢) — ((¢ — —r) — =g)). Una forma normal
disyuntiva de-F esqg A —r. Por tanto-F' = ¢ A —r de donde se sigue queé= —¢ V r. Luego,
una forma normal disyuntiva dé es—q V r.

Ejercicio 82 Decidir, mediante resoluon, si

{p—=q¢-wp—rqvr—s}tEs.
En el caso que no lo sea, construir un contramodelo a partiladesolucbn.

Solucion:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de lagdss y de la negacion de la con-
clusion.
p—q ="pVgq

= {{-»q}}
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-p—=1r =-pVr
=pVr
={{p.r}}
gVr—s ==(qVr)Vs
=(-gN-r)Vs
= (—qVs)A(-rVs)
= {{_'Q7 8}7 {_'T7 S}}
—s = {{-s}}
Una refutacion por resolucion del conjunto de las cléasaobtenidas es
L {-p,q}
2. {p,r}
3. {—q,s}
4. {-r, s}
5. {=s}
6. {—¢q} Resolventede3y5
7. {-r}  Resolventede4y5
8. {-p} Resolventedely6
9. {r} Resolvente de 2y 8
10. O Resolventede 7y 9

Por tanto, el conjunto de clausulas es inconsistente yrifecada relacion de consecuencia.

Ejercicio 83 Decidir, mediante resoludn, sir es consecuenciégica de
{p—=q-p—r,msN—-t—q,sANt}.
En el caso que no lo sea, construir un contramodelo a partiadesolucon.

Solucion:
En primer lugar, calculamos las formas clausales de lagdss y de la negacion de la con-

clusion.
peqg =(pP—q9AN(g—0p)

(—=pVa)A(—qVp)

{{-p,q},{~a,p}}

pVor

pVvVr

= {{p,7}}

—(ms A —t) Vg

(sVt)Vyq

{{a.s.1}}

—|p—)7”

—|S/\—|t—>q
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—sAt ={{-s},{t}}
= ()

Vamos a demostrar que el conjunto de clausulas obtenidas redutable por resolucion.

{-p,q}

{=q,p}

{p,r}

{q,s,1}

{—s}

{t} Subsume a 4.

{-r}

{p} Resolvente de 3y 7. Subsume a2y 3.
{q} Resolvente de 1y 8. Subsume a 1.

* % % %
NSO W=

©w

En este momento, las Gnicas clausulas no subsumidas 5p6,l&@, 8 y 9 con las que no se
pueden formar ninguna resolvente. Por tanto, el conjuntdaesulas es consistente, la relacion
de consecuencia no se verifica y un contramodelo es la ietagidn/ tal quel(p) =1, I(q) =
L,I(r)=0,1(s) =0y I(t) =1.

Ejercicio 84 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. SiS; y Ss son dos conjuntos consistentes defulas, entonceS; U S; es consistente.

2. SiS; y S, son dos conjuntos inconsistentes derfulas, entonceS; N .S, es inconsistente.

Solucion:
Solucion del apartado 1:La proposicion es falsa. Se&h = {p} y S; = {—p}. Entonces

= S; es consistente (ya que la interpretacipron /;(p) = 1 es un modelo dé)).
= Sy es consistente (ya que la interpretacigion I5(p) = 0 es un modelo dé5).
= 53 US, ={p,p} esinconsistente.

Solucion del apartado 2:La proposicion es falsa. Seah = {p, —p,q} y So = {q, ~q,7}.
Entonces

= 5] es inconsistente (ya que contieng a—p).
= S5 es inconsistente (ya que contieng@ya—q).

= 51 NSy = {q} es consistente (ya que la interpretaciooon /(¢) = 1 es un modelo de
S1MSy).
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Examen de Abril de 2006 (laboratorio de los Grupos 2A 'y 2B)

Ejercicio 85 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. ~(pAg)Fp— g

2. (pV—q) = pArE-—qV(-pVr).
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Examen de Abril de 2006 (laboratorio de los Grupos 2C y 2D)

Ejercicio 86 Demostrar por deducdn natural con Jape
L. (p= @) A((-rVg) = s)F=(pAns).

2. F(=(sV(p—q)) — (pA=gA-s).
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Examen de Junio de 2006 (segundo parcial)

Examen de Junio de 2006 (segundo parcial del Grupo 1)

Ejercicio 87 Decidir, mediante resoluén, si

= Go)[(vy)[P(x,y) v ~Qy)] — (Vo) (Vy)[Q(y) — P(z,y)]]

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:
En primer lugar se calcula una forma clausal de la nega@da tbrmula.

=(30)[(vy)[P(2,y) V =Q(y)] — (V2)(Vy)[Q(y) — P(z,y)]]
=(30)[(Vy)[P(2,y) V =Q(y)] — (Vu)(V0)[Q(v) — P(u, v)]]
2)2[(vy)[P(z,y) V ~Q(y)] — (Vu)(V)[Q(v) — P(u,v)]]
2)[(Vy)[P(z, y) v ﬁQ( A =(Vu) (v0)[Q(v) — P(u, v)]]
2)[(Vy)[P(x,y) V ~Q(y)] A (Fu)(Fv)~[Q(v) — P(u,v)]]
D))[P(x.y) v ~Q(y)] A (F)(F)Q(v) A ~Plu,v)]
2)(3u)B0) (V) [(P(z,y) V =Q(y)) A (Q(v) A =P (u,v))]

wt (92) (W) [(Pla.5) v ~Q()) A (Q(g(2)) A ~P(f (@), g(x)))]
x 9

X

\
\
(
(
(

{{P(z,y), ~Qy)}, {Qg(x))}, {—P(f(x),9(x))}}
La demostracion por resolucion es
2 {Qg(x))}
3 {-P(f(x), 9(x))}
4 {P(z,9(2))} Res.de 1y /2] cono = [y/g(2)]
5 O Res. de 8 /u]y 4 cono = [z/f(u), z/ul

Ejercicio 88 Decidir, mediante tableros sémticos, Si

{(vV2)[(FY)[P(z,y) V Py, 2)] — Pz, z)], (I2)3Fy)P(z,y)} = (Jz)P(z, z)
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gal tablero.
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Solucion:
1. (V2)[(3y)[P(z,y) vV Py, v)] — P(z, )]
2. (3z)(Fy)P(z,y)
3. =(dz)P(x,x)
4. (Fy)P(a,y) (2)
5. P(a,b) (4)
N>HP(& a) (1)
7. 2(3y)[P(a,y) vV P(y,a)] (6) 8. P(a,a) (6)
9. —(P(a,b)V P(b,a)) (7) 12. =P(a,a) (3)
10. —=P(a,b) Cerrada (8-12)

P( (9)
11. =P(b,a) (9)
Cerrada (5-10)

Como las ramas son cerradas, se tiene que
{(v2)[(Fy)[P(z,y) vV P(y,z)] — P(z,x)], (3r)(3y)P(z,y)} = (Jr)P(z, z)

Ejercicio 89 Se considera el siguiente conjunto demulas
T ={ (Vy)P(0,y,y),
(Va o ))(vy)(VzM (z,y,2) = P(s(x),y,s(2))],
(V) [Q(z) — Q(s(s(x)))] }

Demostrar por resoluén lineal que
T |= (32)(3y) [Pz, s(y), s(s(0))) A Q(s())]

y, a partir de la demostradn encontrar todos lotminost; y t, tales que
T |= P(t,5(t2), 5(s(0))) A Q(s(t1))

Solucion:

En primer lugar se calcula las formas clausales de las fasmer:
(Vy)P(0,y,y)
{{P0,y.9)}}
(V) (Vy)(V2)[P(x,y,2) — P(s(x),y, 5(2))]
(V) (Vy)(V2) [~ P(z,y,2) V P(s(),y, 5(2))]
{{-P(x,y,2), P(s(x),y,5(2)) } }

Q(0)
{{Q(0)}}
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(V) [Q(z) — Q(s(s(x)))]
(V) [-Q(x) V Q(s(s(x)))]
{-Q(),Q(s(s(x)))}}

y de la negacibn de la conclusion

=(32)(3Y)[P(w, s(y), 5(5(0))) A Q(s(x))]
= (Vo) (vy)~(P(z, 5(y), 5(s(0))) A Q(s()))
= (Vo) (Vy)[=P(z, 5(y), 5(s(0))) V ~Q(s(2)))
= {=P(,5(y),5(5(0)), ~Q(s(x)) } }

La base de conocimiento es
¢ ={{rO,y.y)}
CQ = {—|P(ZL‘, Y, Z)v P(S(l‘), Y, S(Z))}
Co ={Q(0)}
Cy ={-Q(z),Q(s(s(x)))}

y el objetivo es

(=P (. 5(y). 5(5(0))). ~Q(s(@)})

El grafo de resolucion se muestra en la figdra 7 (pdgnh. 134)

La solucion correspondiente a la segunda rama es

t) = x010903 = s(1)0203 = 5(0)o3 = s(0)
ty = yo10903 = Yooz = 0oz =0

Ejercicio 90 Decidir, mediante resoluon, si

= (Vz)(Vy)[R(z, y) — (F2)[R(z,2) A R(z,y)]]
En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:

En primer lugar se calcula una forma clausal de la nega@da tbrmula.

sat

(V) (vy)[R(z,y) — (32)[R(z, 2) A R(z,y)]]
= (B2)By)~(R(z,y) — (32)[R(z, 2) A R(2,9)])
= (G2)By)[R(x,y) A-(G2)[R(z, 2) A R(z,y)]]
= (Go)@y)[BR(x,y) A (V2)~(R(z, 2) A R(z,9))]
= (Go)By)[R(x,y) A (V2)[2R(z,2) V ~R(z,y)]]
= Eﬂx)(ﬂy)( )Z)[ (z,y) A (2R(z,2) V = R(z,9))]

Vz)[R(a,b (—|R(a, z) \/ﬁR(z
{{R(a,b)}, {~R(a,z), ~R(z,0)}}

La saturacion por resolucion es

b))]
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1 {-P(x,s(y).s(s(0))), -Q(s(x))}

C1l: {P(O,y1,yl)} C2: {-P(x1,y1,z1), P(s(x1),y1,s(z1))}
s1=[x/0, y1/s(s(0)), y/s(0)] s1=[x/s(x1), y1/s(y), z1/s(0)]

2 {-Q(s(0))} 3 {-P(x1s(y),s(0)), -Q(s(s(x1)))}

C1: {P(0,y2,y2)} C2: {-P(x2,y2,22), P(s(x2),y2,s(z2))}
s2=[x1/0, y2/s(0), y/0] s2=[x1/s(x2), y2/s(y), z2/0]

4 {-Q(s(s(0)))} 7 {-P(x2,5(y).0), -Q(s(s(s(x2))))}

C4: {-Q(x3), Q(s(s(x3)))}

$3=[x3/0]
5 {-Q(0)} Fallo
lCB: {Q(0)}
6 {}
R1

Figura 7: Grafo de resolucion
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1 {R(a,b)}

2 {-R(a,z),~R(zb)}

3 {-R(bb)} Res.de 1.1y 2.1 com = [z/b]
4 {-R(a,a)} Res.de 1.1y 2.2 com = [z/a]

Por tanto, el conjunto de clausulas es consistente, taufiarinicial no es valida y un contramo-
delo de Herbrand €4/, /) dondeU = {a,b}, I(R) = {(a,b)}.
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Examen de Junio de 2006 (laboratorio de los Grupos 1Ay 1B)

Ejercicio 91 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. 3z.(p(z) A q(x)), Vy.(p(y) — r(y)) b Fz.(r(z) A g(x))

2. Veor(z,x), Ve Ny Nz.(-r(x,y) A —r(y, z) — —r(z, 2)) E Ve Vy.(r(z,y) V r(y, x))




Examen de Junio de 2006 (segundo parcial)

137

Examen de Junio de 2006 (laboratorio del Grupo 1C)

Ejercicio 92 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. Jz.3y.(R(z,y) V R(y,z)) F Jz.3y.R(z,y)

2. Va.(p(x) — Jy.q(y)), actuali - V. 3y.(p(x) — q(y))
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Examen de Junio de 2005 (segundo parcial del Grupo 2)

Ejercicio 93 Decidir, mediante resoluén, si

(V) (Vy)[(V2)[P(z,2) = P(z,y)] = Qx,y)] = (V2)Q(z, z)

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:
En primer lugar calculamos la forma clausal de la hipotesis

vz)(vy)[(V2)[P(2,2) — P(z,y)] = Q(z,y)]

(
= (Va)(Vy)[~(V2)[P(z,2) — P(z,y)] V Q(z,y)]
= (Vo)(Vy)[(32)~(P(z,2) = P(z,9)) V Q(z, y)]
= (Vo)(V)[(E2)[P(z,2) A —P(z,y)] V Q(z,y)]
= (Vo)(Vy)(3)(P(z,2) A =P(z,y)) vV Q(z, y)]
= (Vo)(Vy)F)(P(z,2) vV Q(z,y)) A (=P (z,y) V Q(,y))]
=t (Vo) (VW)[(P(f(z,y),2) vV Q(z,y)) A (~P(f(z,y),y) V Q(z,y))]
= {P(f(2,9),2),Qx,y)}. {-P(f(2,9).y), Rz, y)}}
y de la negacibn de la conclusion
ﬂ(Vx)Q(x,:c)
= (Fx)-Q(z, )
=sat _'Q(ava')
= {Q@a}}
La demostracion por resolucion es
1L {P(f(z,y),2),Qz,y)}
2 {=P(f(z,y),y),Qz,y)}
3 {-Q(a,a)}
4 {P(f(a,a),a)} Res.de 1y 3con = [z/a,y/al
5 {=P(f(a,a),a)} Res.de 2y 3 con = [x/a,y/al
6 O Res.de4y5

Ejercicio 94 Decidir, mediante tableros sé&mticos, si

(V) (Vy)[(V2)[P(z,2) = P(z,y)] — Qz,y)] = (V2)Q(z, z)

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gat tablero.
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Solucion:

L (Vo) (Vy)[(V2)[P(z,2) — P(z,y)] = Q(z,y)]
2. =(Vr)Q(z, )
3. =Q(a,a) (2)
4. (Vy)l(V2)[P(z,a) = P(z,9)] — Qa,y)] (1)
5. (V2)[P(z,a) — P(z,a)] — Q(a,a) (4)

6. =(V2)[P(z,a) = P(z,a)] (5) 7. Qa,a) (5)

8. (P ba)—>P(b a)) (6) Cerrada (7-3)

9. P(ba) (8)

10. —P(b,a) (8)

Cerrada (9-10)

Como las ramas son cerradas, se tiene que

(Vo) (Vy)[(V2)[P(z,2) = P(z,y)] = Qz,y)] = (V2)Q(z, z)

Ejercicio 95 Se considera el siguiente conjunto demulas
T ={ (Vz)(Vz) R(z, p(z, 2)),
(V) (Vy) (V2)[R(z, 2) — R(z,p(y, 2))|}
Demostrar por resoluén lineal que

T | (32)R(x,p(a, p(b, nil)))
y, a partir de la demostradn encontrar todos lotminost tales que

T k= R(t, p(a, p(b,nil)))

Solucion:

En primer lugar se calcula las formas clausales de las fasmer
(Va)(Vz)R(x, p(z, 2))
{{R(z,p(z,2))}}
(V) (Vy)(V2)[R(z, z) — R(z,p(y, 2))]
(Vo) (Vy)(Vz)[-R(z, 2) V R(z, p(y, 2))]
{{=R(z,2), R(z, p(y, 2))}}
y de la negacién de la conclusion
—(3x)R(z, p(a, p(b,nil)))
(Vx)=R(x, p(a, p(b, ml)})%

{H{~R(x, p(a, p(b,nil)))
La base de conocimiento es
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Cl - {R(I’,p(l’,Z))}
02 - {_‘R(ZC, z ,R(l’,p(y, Z))}
y el objetivo es
{=R(z, p(a,p(b,nil)))}
El grafo de resolucion se muestra en la figdra 8 (pdgink 148)soluciones correspondientes

1 {-R(x,p(a,p(b,nil))}

Cl: {R(x1,p(x1,z1))} C2: {-R(x1,z1), R(x1,p(y1,z1))}
sl=[x1/a, x/a, yl/p(b,nil)]\ sl1=[x1/x, ul/a, yl/p(b,nil)]

2{} 3 {-R(x,p(b,nil)}

Cl: {R(x2,p(x2,z2))} \ C2: {-R(x2,z2), R(x2,p(y2,z2))}
s2=[x2/b, x/b, y2/nil] s2=[x2/x, u2/b, y2/nil]

R1 4{} 5{}
R2 Fallo

Figura 8: Grafo de resolucion

a las dos primeras ramas son

t=x01 =a
t = 20109 = 205 = b

Ejercicio 96 Decidir, mediante resoluon, si

= (32)[P(z) = Q(z)] — ((Fr) P(z) — (Fr)Q())

En el caso de que no se verifique, obtener un contramodelota gara resolucon.

Solucion:
En primer lugar calculamos la forma clausal de la negacgiadormmula.
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~((E)[P(z) = Q(x)] — ((Fz)P(x) — (32)Q(x)))
= ((@2)[P(z) — Qz)] — ((Fy)P(y) — (F2)Q(2)))
= (@o)[P(z) = Qx)] A=((3y)P(y) — (32)Q(2))
= (Go)[-P(x) VR A (Cy)P(y) A—(32)Q(2))
= (Go)[-P) V@) A (By)P(y) A (V2)=Q(z))
= () Fy)(V2)[(=P(x) V Q(x)) A (P(y) A =Q(2))]
=t (V2)[(=P(a) vV Q(a)) A (P(b) A =Q(z))]
= {{=P(0),Qa)}, {P(0)},{-Q(2)}}
Las clausulas obtenidas son
Cy: {=P(a),Q(a)}
Co: {P(b)}
Cy: {=Q(2)}
Al saturar por resolucion la Gnica clausula que se obtesn
Cy: {=P(a)}

que es la resolvente d&, y C; con el unificador{z/a]. Por tanto, el conjunto de clausulas
es consistente, la formula inicial no es valida y un cantrdelo de Herbrand €4/, ) donde

U= {a,b}, I(P) = {b} eI(Q) = 0.
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Examen de Junio de 2006 (laboratorio de los Grupos 2A'y 2B)

Ejercicio 97 Demostrar por deducdn natural con Jape

1. V. 3y.(p(x) — q(y)) F Va.(p(z) — Jy.q(y))
2. ~Va.(p(x) — q(a)) - Jz.p(z) A —q(a)
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Examen de Junio de 2006 (laboratorio de los Grupos 2C y 2D)

Ejercicio 98 Demostrar por deducdn natural con Jape
1. Va.p(z),Ve.(p(z) — q(z) V r(x)),3z.~q(x) - Jz.r(x)

2. Ve Ny.(r(z,y) — r(y,z)), YeVy.(r(z,y) V r(y, x))
Ve Vy Ve (—r(z,y) A —r(y, z) — —r(x, 2))
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Examen de Junio de 2006

Ejercicio 99 Seal' la formula(p — q) — —(qV r) A —p.
1. Decidir, mediante tablero sémtico, siF' es una tautolo@.

2. SiF' no es una tautoldg, calcular, a partir de su tablero seéntico, los contramodelos
de F', una forma normal disyuntiva def’ y una forma normal conjuntiva dé.

Solucion:
Apartado 1: Decidiremos la validez dé' construyendo el tablero semantico-a&.

L =((p—q) — ~(gVr)A-p)
2. p—q (1)
3. =(=(gvr)An-p) (1)

4. ==(gvr) (3) 4. =p (3)
6. gVvr (4) 13. p (5)

14.-p (2) 15.q (2)

7.-p (2) 8.q (2) Cerrada  Abierta

13-14 {p,q}
9.q (6) 10.7 (6) 11.¢ (6) 12.r (6)
Abierta Abierta Abierta Abierta
{-p,at  {-p.r} {q¢} {g,7}

Puesto que el tablero deF' tiene ramas abiertas, la formuld” tiene modelos y, por tanto,
F' no es una tautologia.

Notese que para decidir gué no es una tautologia bastaba desarrollar hasta encoatrar |
primera rama abierta. Hemos desarrollado el tablero campbga encontrar los contramodelos
de F' que se piden en el siguiente apartado.

Apartado 2: Los contramodelos d& son los modelos de F' y se obtienen a partir de las ramas
abiertas del tablero deF'. Los contramodelos son

[p la|r
L1101 ]—
L0 |—|1
]3 — 11 —
Iy —|1 |1
L1 1 [—

Puesto qués esta contenido eh, 1, y I, los contramodelos se reducéry I3. Por tanto,
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-F=(-pAr)Vyq
y una forma normal disyuntiva deF’ es

(-pAT)Vq
Ademas,
F ——F

~((mpAT)Va)
—(=pAT)A g
(pV—r)A—q

y una forma normal conjuntiva dé es

(pV-r)A—g.

Ejercicio 100 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Si{F — G, F'} es consistente, entoncgS} es consistente.

2. SiS es un conjunto inconsistente d&rulas, entonces el tablero samico cerrado de
S obtenido aplicando las reglas antes que las reglas tiene menos nodos que el tablero
senantico cerrado de5 obtenido aplicando las reglas antes que las reglas.

Solucion:

Apartado 1: La proposicion es cierta. En efecto, supongamos{que~ G, F'} es consis-
tente, entonces existe un modeldel conjunto. Por tantay(F" — G) = 1y v(F) = 1. Por la
definicion del valor de verdad del condicional(=) = 1. Por consiguiente,G} es consistente.

Apartado 2: La proposicion es falsa. Como contraejemplo considerezhosnjunto

S =A{p1 A(p2 Aps),qVr,—q-rh
El tablero semantico cerrado deobtenido aplicando las reglasantes que las reglases

L. p1 A (p2 A ps)

2. gVr

3. —q

4. —r

6. paAps (1)
7. py (6)

8. p3 (6)

9.q (2) 10.7 (2)
Cerrada Cerrada
9-3 10-4
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y el tablero semantico cerrado deobtenido aplicando las regl@santes que las reglases

L. pi A (p2 A ps)

2. gVr

3. -q

4. —r

5.q (2) 6.r (2)

Cerrada Cerrada
5-3 6-4

El nUmero de nodos del primer tablero es mayor que el nGoeeremdos del segundo tablero.

Ejercicio 101 Se consideran las siguientésiinulas:

Fy = (Vo) (321)(Vy) (3y1) (V2) 321) P, 21, 4, 1, 2, 21)

Fy = (3x)(Va1)(3y) (V) (32) Fu) Pz, @, 21, 5, 41, 1)

Fy = (32)(Va1)(Fy) (Fyn) (V2) (F20) P, 21,9, 91, 2, 21)
Decidir, por resoluadn, las siguientes relaciones. Para las que no se verifigd@nun contra-
modelo.

1. Fi B
2. I3 F
Solucion:

Apartado 1: Decidir F; |= F; se reduce a decidir §i}, - F, } es inconsistente. Lo haremos por
resolucion. En primer lugar calculamos una forma clauedi;d

(Vo) (J21)(Vy) (Fy1) (V2) (321) Pz, 21, y, 11, 2, 21)

= (V2)(Vy)(Tp1)(V2)(321) Pz, fi(@), y, 51,2, 21)
= (V2)(Vy)(V2)(321) P(z, fi(2), y, fo(2,9), 2, 21)
=sat (Vx)(Vy)(‘v’ ) (:L‘ fl( ) y,fQ(:E,y),z,fg(x,y,z))
{P(z, filz),y, foz,y). 2, [3(2,y,2)) }}
y una forma clausal de F;

—(32) (Va1 ) (Jy) (V1) (32) (Fu) Pz, 2, 21, Y, Y1, u)

(Vo) (J21)(Vy) (Fy1) (V2) (Vo) = P(z, 2, 21, ¥, 41, u)
st (V@) (V) (Ty1) (V2) (Vu)=P(z, 2, fo(x), y, y1, u)
st (Vo) (Vy)(Vz)(Vu)=P(z, 2, fa(z),y, f5(z,y),u)

HP(z, 2, fa(2),y, f5(7,y),u) }}

Las clausulas obtenidas son

{P(:C, fl('r)vyuf2<x7y)7z7 f3(x7y72))}
02: {_'P(Zaxa f4(x),y,f5(x,y),u)}

Para calcular una resolvente dey C, separamos las variables aplicandole;ael renombra-
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mientod = [x/x1,y/v1, 2/ 21 con lo que se obtiene

Ci0 = {P(%, fl(xl)ayla f2($1,yl),2’1> f3($1,?/17 21))}
y calculamos un unificador de maxima generalidadde,, fi(x1), y1, fo(z1,11), 21, f3(T1, Y1, 21))
yP(Z,ZL', f4(x)7y7 fS(xay)au)

Unif((P(SL’l,fl(.l’l),yhf2<1’1,y1),Zl,f3(371,y1721)) = P(Z,ZL’, f4(l’),y,f5<l’,y),U)),

€)
= unif((fl =z, fl(l'l) =T,y = f4(l‘),f2(l‘1,y1) =Y,z = f5($,y),f3(x1,y1,21) = u))?
= U“if(Ef}(l’]l)) =x,y1 = fa(x), fo(x1, 1) = v, 21 = fs(2,y), fs(x1, 91, 21) = u)),

= unif((y1 = fu(fi(z1)), folzr,11) =y, 21 = [5(f1(21),y), fs(@1, 91, 21) = w)),
[2/21, 2/ fi(21)])

= unif((fa(z1, fu(fi(21))) =y, 21 = [5(f1(21),y), fs(@1, fa(f1(21)), 21) = w),)
[z/21, 2/ fr(@1), 1/ fa(fr(21))])

= unif((z1 = f5(f1(21), fo(1, fa(f1(21)))), f3(21, fa(f1(21)), 21) = ),
[2/x1, 2/ fr(z), y1/ fa(fi(), y/ fo(z, fa(fi(21)))])
= unif((fs(z1, fu(f1(21)), f5(f1(20), fo(, fa(fi(21))))) = u)),
2/, 2/ fr(zn), y1/ fa(fi(20), y/ fon, fa(fi(@0)))s 20/ fs(fi(@n), falza, fa(fi(21))))])

= unif(()),
2/, ) fi(z), y1/ fa(fi(z0))s y/ fo(@n, fa(fi(0)))s 20/ f5(fr(2), falzn, fa(fi(21)))),
u/ fs(z1, fa(fi(x1)), fs(fi(@n), fo(zr, fa(fi(21)))))])
= [z/zr, ) fi(zr), v/ fa(fi(21), 9/ fa(n, fa(fi(@0)), 21/ f5(fi(n), folm, fa(fi(21)))),
u/ f3(w1, fa(fi(21)), f5(fr(m1), fa(mr, fa(fi(21)))))]

Por tanto, la resolvente dg y C, es la clausula vacia. De lo que se sigue big - F»} es in-
consistente ¥ = F.

Apartado 2: Decidir F3 = F; se reduce a decidir $iF5, = F»} es inconsistente. Lo haremos por
resolucion. En primer lugar calculamos una forma clausdisd

(J2) (V1) (3y) (3y1) (V2) (321) P2, 21, ¥, Y1, 2, 21)
=t (V21)(Fy)(3y1)(V2)(F21) Pla, 21,9, v1, 2, 21)
=t (Y21)(Fn)(V2)(321) P(a, z1, fs(z1), 1, 2, 21)
=sat  (V21)(V2)(321) P(a, 21, fo(x1), fr(21), 2, 21)
=t (V21)(V2)P(a, 21, fo(1), fr(21), 2, fs(1, 2))
= {Pla, 2, fo(21), fr(z1), 2, fs(z1,2)) }}

Las clausulas deF, y F3 son
C2 : {ﬁP(Z’,LE, f4(a:),y,f5(a:,y),u)}
CB : {P(CL, xlvffi(xl)vf7(x1)7zv f8<x172>>}

Para calcular una resolvente @ey C5 calculamos un unificador de maxima generalidad de los
IiteraleSP<Z7 €z, f4(.§l]), Y, f5(37, y)? U) y P(a’v L1, f6('r1)7 f7(£171), 2, f8(x17 Z))
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unif(()P(z,:c, fa(x),y, f5(x,y),u) = P(a, z1, fo(x1), fr(x1), 2, fs(21, 2)),
= unif((z = a,z = 21, fu(x) = fo(x1),y = fr(21), f5(x,9) = 2,u = fs(z1,2)),

= umf((x =1, f4(37) = f6<x1)7y = f?('rl)v f5(x,y) =& U= f8(x17z))7

@)

[
~—

[2/d])

= unif((fa(z1) = fo(z1),y = fr(x1), f5(2,9) = 2,u = fs(21, 2)),
[2/a, z/z1])

= unif((fa(z1) = fo(z1),y = fr(x1), f5(2,9) = z,u = fs(21, 2)),
[2/a, z/z1])

= “No unificable”

Por tanto,Cs y C5 no tienen resolventes. De lo que se sigue §Hg —F,} es consistente y
F3 = F5. Un contramodelo de Herbrand se obtiene haciendo

I(P) = {P(a,t, fs(t1), f2(t1), t, fs(t1,1)) : t, 11 € UH },
dondeU H representa el universo de Herbrand definido recursivanpamte

s g c UH,
= Sit € UH, entonces (1), fo(t), f-(t) e UH

n Sj ti,t9 € UH entonceg%(tl,tg),fg(tl,tg) cUH.

Ejercicio 102 Se considera el conjunt® = {(Vz)[P(x,y) — —Q(z)], P(z,v), (Ju)Q(u)}
1. Probar queS es consistente.

2. Decidir siS tiene o no un modelo, justificando la respuesta.

Solucion:
Apartado 1: Probar que5 es consistente se reduce a probar que

S1 =A{(32)(3y)(32) () [(Vz) [P(z,y) = ~Q(2)] A Pz, v) A (Fu)Q(u)]
lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculanddonma clausal dé&;

(32)(3y)(32)(F) (Vo) [P(x, y) — —Q(2)] A P(z,v) A (Fu)Q(u)]

(32)(3y)(32)(30)[(Var )[P(21,y) — =Q(2)] A P(z,v) A (Fu)Q(u)]

(32) By) (32) (3v) (Fu) (Var )[(= P (a1, y) V =Q(2)) A Pz, v) A Qu)]
sat (V1) [(2P(21,0) V =Q(c)) A Pla, d) A Q(e)]

{=P(21,0), Q(c)}, {P(a,d)},{Q(e)}}

Las clausulas obtenidas son
Cr: {=P(x1,b),-Q(c)}
Cy: {P(a,d)}
Cs3: {Q(e)}
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Entre las clausulas no hay resolventes. Por tasita@s consistente y un modelo de Herbrand
de S; es{P(a,d),Q(e)}. Es decir, el universo €8 = {a,b,c,d, e}, la interpretacion dé” es
I(P) =A{(a,d)} yladeQ esI(Q) = {e}. Ademas(U, I) con la asignacion! tal queA(z) = a,
A(y) =b, A(z) = cy A(v) = d verifica el conjuntas. En efecto,

{(vV2)[P(z,y) — =Q(2)], P(x,v), Fu)Q(u)}
1 1 11¢ 1 ad 1le 1 e

Apartado 2: Decidir siS tiene modelo se reduce a decidir si

Sy = {(Vx)(Vy)(V2) (Vo)[(V2)[P(z,y) — ~Q(2)] A P(z,v) A (Fu)Q(u)]
lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculanddounma clausal dé€;
(V) (Vy) (V2) (Vo) [(V2) [Pz, y) — —Q(2)] A P(x,v) A (3u)Q(u)]
(V) (Vy) (V2) (Vo) [(Va1 ) [P(21,y) — —Q(2)] A P(x,v) A (3u)Q(u)]
(Va:)(vy)(Vzggvggﬂu)(vm)[(ﬂP(azl, y) VvV =Q(2)) A P(x,v) AQ(u)]
Q(z

sat (V) (Vy) (V2 Vo) [(=P(z1,y) V —Q(2)) A P(z,v) AQ(f(2,y, 2,v))]
{{_'P(xh ) )}7{P(x7v)}7{Q(f(x7y7zuv))}}
Las clausulas obtenidas son
Cr: {=P(z1,y), ~Q(2)}
CQ : {P({E,U)}
Cz: {Q(f(z,y,2,v))}

Una refutacion es

1 {=P(21,y), ~Q(2)}

2 {P(x,0)}

3 {Q(f(z,y,20))}

4 {-Q(2)} Res.dely2con = [z/x1,v/y]

5 O Res.de &/z|y 3 cono = [z1/f(z,y, z,v)]

Por tanto,S; es inconsistente § no tiene modelos.

Ejercicio 103 Se considera el siguiente argumento:

Algunas personas admiran a los que tienen bigote. Algunasmas no simpa-
tizan con nadie que admire a los que tienen bigote. Luegmatgpersonas no son
simpaticas a todos.

1. Formalizar el argumento utilizando lo&sbolosB(x): x tiene bigote A(z, y): = admira
y, S(z,y): = simpatiza cory.

2. Dedidir, mediante cualquiera de losetodos de demostram estudiados en el curso, la
validez del argumento.

Solucion:
Apartado 1: La formalizacion es la siguiente
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= Algunas personas admiran a los que tienen bigote:

Fy 2 (32)(Vy)[B(y) — Az, y)]
= Algunas personas no simpatizan con nadie que admire a lageqea bigote:
Fy = (F0)(vy)[(v2)[B(2) — Aly, 2)] = =5(2,y)]

= Algunas personas no son simpaticas a todos:

Apartado 2: Vamos a decidir por resolucion §F}, F»} = F3. En primer lugar calculamos una

Fs : (32)~(Vy)S(z,y)

forma clausal dé";

sat

(32)(Vy)[B(y) — A(z,y)]
(32)(Vy)[-B(y) Vv A(z, y)]
(Vy)[=B(y) v A(a,y)]
{{-B(y), Ala,y)}}

una forma clausal d&,

sat

sat

(32)(Vy) [~ (V2)[B(2) — Ay, 2)] vV =S(2,y)]
(32)(Vy)[(F2)~(B(2) — A(y,2)) V =S(x,y)]
(F2)(Vy)[(32)[B(2) A =A(y, 2)] V =S (2, y)]
(32)(Vy)(32)[(B(2) A =A(y, 2)) V =S(2,y)]
(Vy)(32)[(B(2) A =A(y, 2)) V =S(b, y)]

(YY) [(B(f(y)) A=Ay, f(y))) V =S(b,y)]
(YYI(B(f(y) vV =S(b,y)) A (=A(y, f(y)) vV =S(b,y))]

y una forma clausal de F;
—(3z)=(Vy)S(z,y)
(Vo)== (Vy)S(z,y)
(Vz)(Vy)S(z, y)
{{S(z,y)}}

Una refutacion es

{=B(y), Ala,y)}

N O T W N -~

oo

{B(f(y),~S(by)}

{=A(y, f(y)),~S(b,y)}

{S(x,y)}

{=A(y, f(y))} Res. de 4y 3 con = [z/b]
{B(f(v))} Res.de 4y 2 con = [z/b)

{A(a, f(y))} Res.de 6y [ly/y:] cono = [y1/f(y)]
O Res.de 7y 5 con = [y/a]

Por tanto{ F1, F», ~F3} es inconsistente Y, F»} = Fs.
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Ejercicio 104 Probar mediante deduacmn natural:

LE((Ag—=(rVs)—(p—1)Vig—s))

Solucion:
Apartado 1: |= ((pAq) — (rVs)) = ((p — 1) V(g —9))
La solucion se muestra en la figlila 9 (padind 152).
Apartado 2: {(Vz)[Q(z) — —R(x)],
(Vz)[P(z) — Q(z) V S(z)],

(3x)[P(z) A R(x)]}

= (3z)[P(x) A S(z)]
La solucion se muestra en la figlird 10 (pagind 153).
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1 (pAq)— (rvs) Supuesto
2 pV-p LEM
3 p Supuesto
4 qV—q LEM
5 ¢ Supuesto
6 pAgq IN3,5
7 rVs E— 1,6
8 r Supuesto
9 Supuesto
10 » Hyp
11 p—r |—9—10
12 (p—r)V(g—s) v 11
13 s Supuesto
14 ¢ Supuesto
15 s Hyp
16 ¢g—s l— 14— 15
17 (p—r)V(g—s) v 16
18 (p—r)Vig—s) EvV7,8—-12,13-17
19 —q Supuesto
20 ¢ Supuesto
21 L E- 19,20
22 s ELl 21
23 qg—s [— 20 — 22
24 (p—r)V(g—s) v 23
25 (p—=r)V(g—s) Ev4,5—-18,19—-24
26 —p Supuesto
27 p Supuesto
28 | E- 26,27
29 r EL 28
30 p—r |— 27— 29
31 (p—r)V(g—s) v 30
32 (p—r)V(g—s) Ev 2,3 —2526—31
33 ((pAg)—=(rVs)—=(p—r)Vig—s)) I—1-32

Figura 9: Apartado 1
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1 (Vo)[Q(z) — —R(x)] Supuesto
2 (Va)[P(x) — Q(x) vV S(z)] Supuesto
3 (3x)[P(x) A R(x)] Supuesto
4 actual Supuesto
5 P(i) \NR(7) Supuesto
6 P(i) — Qi) vV S(4) EV 2

7 P(i) EAD

8 Q)VS(») E—6,7
9 Q1) Supuesto
10 Qi) — —R(i) EV 1,4
11 —R(i) E— 10,9
12 R(i) EA 5

13 1 E- 11,12
14 S(i) EL 13

15 P(i) A S(i) INT,14
16 (3x)[P(z) A S(x)] 13 15,4
17 S(7) Supuesto
18 P(i) N S(i) INT7,17
19 (3x)[P(z) A S(x)] 13 18,4
20 (3z)[P(z) A S(z)] EV8,9— 16,17 — 19
21 (Fx)[P(x) A S(2)] E33,4—-20

Figura 10: Apartado 2
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Ejercicio 105 Seaf’ la formula

(pVa) = =(Vae)V(=pVa)—~((gAr)——p) A ——(qVp)))
Decidir, mediante tablero seimtico, siF' es satisfacible. En el caso de que lo sea, calcular un
modelo/ de F' a partir del tablero y comprobar qué es modelo dé-.

Solucion:
La formulaF es satisfacible si el tablero semanticofdéene una rama abierta. En la figura
[[7 se muestra una rama abierta del tablero semanti¢o Ber tanto /" es safisfacible.

L((pVaqg) < =pVag)V(((mpVaq) ——((gAnr)—=p)A(r—=(qgVp)))

2.(pVq) = -pVve (1) 3. ((-pVg) —-((ghr)——p)Ar—-=(gVp) (1)
4, (=pVaq) = =((gAr) —-p) (3)
5. r—=(qVp) (3)

-(-pVaq) (4) 7. a((gAT) ——p) (4)
-—p (6)

e L X o

11.=r (5) 12.=(qVvp) (5)
Abierta
{p,~q,—r}

Figura 11: Rama abierta del tablero semantico

La interpretacion tal quel(p) =1, 1(¢) = 0y I(r) = 1 es un modelo dé'. Efectivamente,

I(((pVaq) = =(Vva)V((=pVaq)— =((ghnr) = =p) A(r— =(qVDp))))
1 0 0 1

0 0 1
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Ejercicio 106 Decidir si el siguiente conjunto déifmulas es consistente

Si S es consistente, obtener razonadamente un modeto de

Solucion:

Vamos a decidir la consistencia deusando resolucion, Para ello, comenzamos calculando

una forma clausal dg.

P —

[ SIS N )
AN AN AN N

S N N N

=R

3 3
D @
M1

==

N

r /A

> [

—_

Z)

yaZ

= . =3
~=_ = CQH
So="=_.>0=
FR IS 2>
DD_|/I\(DD y\%/ M
r MR T =T
T r>RT= 0
o> D = ©
ENY \}Zv _|
MGINDIRSRY
> - = D =
SP 32T 3320
Lo —->0+FFx&
11223 L7
T ~m>>"1

— Y Y S S —
AN AN AN N N N N~

S
o R R R R T T e

—

La forma de clausal d& es el conjunto cuyas clausulas son
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C1 = {A(x)}

Cy ={B(f(x)),C(z, f(x))}
Cy = {A(a)}

CY4 :{_'C(Zv b>}

Cs ={B(9(y)),C(y,2),~B(y)}

Ce = {_'A(Z)v C(?/a Z)v _‘B(y)}

Para decidir la consistencia dguede ignorarse la clausula = { A(a)}, ya que esta subsumi-
da por laC; = {A(x)}. Vamos a calcular la saturacion gepor resolucion.

En el primer paso, elegimos la clausdla= { A(x)} que no genera ninguna resolvente con
las clausulas elegidas.

En el segundo paso, elegimos la clausija= {—~C(z, b)} que no genera ninguna resolvente
con las clausulas elegidas.

En el tercer paso, elegimos la clausGla= {B(f(x)), C(x, f(x))} que no genera ninguna
resolvente con las clausulas elegidas.

En el cuarto paso, elegimos la claustla = {—A(z),C(y, z), ~B(y)} que genera las si-
guientes resolventes:

» laresolvente d€'s = {—A(z),C(y, 2),~B(y)}y Ci = {A(z)} con unificado{z/z} es
Cr ={C(y, 2),~B(y)}

= |laresolvente d€s = {-A(2),C(y,2),~B(y)} y Cy = {—-C(z,b)} aplicandole & la
sustitucion{z/z} y unificando con{z/y,z/b} es{—-A(b),~B(y)} que al simplificarse
con( se transforma en

Cs = {-B(y)}

= laresolvente d€/s = {~A(z), C(y, 2), 7B(y)} y C> = {B(f(z)), C(x, f(x))} con unifi-
cador{y/f(x)} es{-A(z),C(f(z ) z),C(z, f(z))} que al simplificarse cof; se trans-
forma en

Co ={C(f(x),2),C(x, f(x))}

La clausulaCys subsume a las clausulés, Cs y Cs.
En el quinto paso, elegimos la claustla= {—B(y)} que genera co@y = { B(f(z)),C(z, f(x))}
y unificador{y/ f(x) la resolvente

Co ={C(x, f(z))}
gue subsume las clausul@sy C.
En el sexto paso, elegimos la claustla = {C(z, f(x))} que no genera ninguna resolvente.
Se ha terminado la saturacion sin encontrar la clausuliavRor tantoS es consistente.

Para obtener un modelo nos fijamos en las clausulas quemdedpués de la saturacion:
Cy = {A(x)}, Cy = {=C(z,b)}, Cs = {=B(y)} y C9 = {C(z, f(x))}. El universo de Her-
brand esU = {b, f(b), f(f(b)),...}. SeaZ la interpretacion de Herbrand tal qué = U,
Bl =0y C! = {(z, f(x)) : * € U}. Facilmente se comprueba géiees un modelo de las
clausulas anteriores y del conjurfio
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Un modelo finito esZ’ = (U',I') conU’ = {0,1}, 0" = 1, fI' = {(0,0),(1,0)}, A" =
{0,1}, B" =0y C" = {(0,0), (1,0)}.

Ejercicio 107 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. ParatodadrmulaF, toda subbrmulaG de F'y toda variable librer deG, se tiene que
es una variable libre dé".

2. ParatodadérmulafF'y toda brmulaG, se tieng3z)[F A G] = (3x)F A (F2)G.

3. Para ningunaérmula 7'y ninguna érmulaG, se tieng3x)[F A G] = (3x)F A (32)G.

Solucion:

Apartado 1 Es falso como se observa tomando comta formula(Vz)P(x) y comoG la
formula P(x). Entonces(z es una subformula dé y = es una variable libre d& que no es una
variable libre def'.

Apartado 2 Es falso como se observa tomando cafhla formulaP(z) y comod la formula
Q(z). Entoncesgdx)[F AG] # (3x)F A (Jz)G ya que hay interpretaciones en las que se verifica
(Fz)P(z) A (3x)Q(z) y no se verifica3z)[P(x) A Q(x)]. Por ejemploZ = (U,I) conU =
{0,1}, P = {0}y Q' = {1}.

Apartado 2 Es falso como se observa tomando cag GG la misma férmula. Otro contra-
ejemplo consiste en tomar conidd G una formula en la que no ocurra la variable

Ejercicio 108 Decidir, por resoluadn, si la brmula
(Vz)(3y)(V2)[P(z,y) < ~P(z, )]

es consecuenci@gica de la dbrmula
(y) (Vz)[P(z,y) < Pz, z)].

Solucion:
Lo decidiremos por resolucion. Para ello calculamos lasés clausales de la hipbtesisy de
la negacion de Is conclusion.

(Fy)(V2)[P(2,y) < Pz, )]

(Fy) (V) (37 y) — P(z,z)) A (P(z,2) — P(z,y)]
(Fy) (V) [(=P(2,y) V P(z,2)) A (~P(2,2) V P(z,y)]
(Va)[(=P(x,a) V P(xz,x)) A (=P(z,x)V P(x,a)]
{~P(z.a), P(x,2)}, {=P(z,z), P(z,a)} }

~— T

sat
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(V) (Jy) (V2)[P(2,y) < ~P(z, )]
= (V2)(3y)(V2)[(P(2,y) — ~P(z,2)) A (=P(z,2) — P(2,y))]
= (Vo)(3y)(V2)[(=P(2,y) V ~P(z,2)) A (-=P(2,2) V P(2,y))]
= (3)(Yy)(32)[~((=P(z,9) V=P (2,2)) A (P(z,7) V P(z,y)))]
= (F)(Vy)(3F2)[~(=P(2,y) VP(z,2)) V= (P(2,2) V P(2,y))]
= (F)(Vy)(3F)[(==P(2,y) A==P(z,2)) V (= P(2,2) A =P(2,y))]
= (30)(Yy)3F)(P(z,y) A P(z,2)) V (=P(z,2) A =P(2,y))]
= (30)(Yy)3)(P(z,y) V (=P (z,2) AN=P(2,y))) A (P(z,2) V (=P(2,2) A =P(z,y)))]
= (30)(Yy)3F)(P(z,y) V-P(z,2)) AN(P(z,y) V Pz, y))A
(P(z,2) V=P(z,2)) A(P(2,2) V =P(2,y))]
=t (VY)(32)[(P(z,9) V =P(2,0)) A (P(z,y) V = P(z, y))/\
(P(2,0) V =P (z,b)) A (P(2,b) V =P(z,9))]
=t (YO(P(f(W), ) V=P(f(y),0) ANP(f(y),y) vV =P(f(y),y)A
(P(f(y),b) vV =P(f(y), b)) A (P(f(y),b) vV ~P(f(y),y))]
= {P(f(),y),~P(f(),0)},{P(f(y),y),~P(f(v),v)},
{P(f(y),b),=P(f(y),0)}, {P(f(y),b), ~P(f(y),y)}}

La conclusion es consecuencia de la hipotesis syss alminy formado por las clausulas
obtenidas es inconsistente. Las clausulas obtenidas son
C; ={-P(x,a),P(x,x)}
02 - {_‘P(IE,I‘),P(I‘,Q)}

Cs ={P(f(y),y),~P(f(y),b)}
Cy ={P(f(),v),~P(f(y),y)}
C5 = {P(f<y>7b)7ﬁp<f(y)7b>}

Cs ={P(f(y),0),~P(f(y),y)}

Para decidir la consistencia depueden ignorarse las clausul@s y C; porque son tau-
tologicas. Vamos a calcular la saturaciondpor resolucion.

En el primer paso, elegimos la clausdla = {—P(x,a), P(xz,x)} que no genera ninguna
resolvente no—tautolbgica con las clausulas elegidas.

En el segundo paso, elegimos la clausija= {—P(z, z), P(x,a)} que no genera ninguna
resolvente no—tautolégica con las clausulas elegidas.

En el tercer paso, elegimos la clausGla= {P(f(y),y), = P(f(y),b)}. La Gnica resolvente
no—tautologica d€’s con las clausulas elegidas es

Cr ={=P(f(a),b), P(f(a), f(a))}
resolvente d€’; conCy = {—=P(z,a), P(z, x)} usando el unificadofy /a, z/ f(a)}.
En el cuarto paso, elegimos la claustta= { P(f(y),b), ~P(f(y),y)}. La Unica resolvente
no—tautologica d€’s con las clausulas elegidas es
Cs = {P(f(a),b),~P(f(a), f(a))}
resolvente d€’s conCy = {—=P(z, x), P(x,a)} usando el unificadofy /a, z/ f(a)}.
En el quinto paso, elegimos la clausala= {—P(f(a),b), P(f(a), f(a))}. Las resolventes
no—tautologicas d€'; con las clausulas elegidas son

= {P(f(a), f(a)),~P(f(a),a)} resolvente de&&7 y Cs = {P(f(y).b),~P(f(y),y)} con
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unificador{y/a}. La resolvente esta subsumida@n= {-P(x,a), P(x,x)}y se elimina.

s {=P(f(a),b), P(f(a),a)} resolvente d&'; y Cy = {—P(x,z), P(z,a)} con unificador
{z/f(a)}. Laresolvente esta subsumida@n= {P(f(y),vy), ~P(f(y),b)} y se elimina.

En el sexto paso, elegimos la claustla= {P(f(a),b), ~P(f(a), f(a))}. Las resolventes
no—tautologicas dé'; con las clausulas elegidas son

= {=P(f(a), f(a)), P(f(a),a)} resolvente d&¥s y Cs = {P(f(y),y), ~P(f(y),b)} con
unificador{y/a}. La resolvente esta subsumida@n= {—P(x,x), P(x,a)} y se elimina.

» {P(f(a),b),mP(f(a),a)} resolvente d&¥s y C; = {—P(x,a), P(x,x)} con unificador
{z/f(a)}. Laresolvente esta subsumida@n= {P(f(y),b),~P(f(y),y)}y se elimina.

Se ha terminado la saturacion sin encontrar la claus@iayvRor tantoS es consistente y se
verifica que(3y)(¥x)[P(z,y) < P(z,)] I (¥2)(3y)(V2)[P(z,y) < ~P(z,2)]

Para obtener un contramodelo nos fijamos en las clausutagupdan después de la satura-
cion:

Cy ={-P(z,a), P(x,x)}

Cy ={-P(x,z),P(x,a)}

Cs ={P(f(y),y),~P(f(y),b)}
Co ={P(f(y),0),~P(f(y),y)}
C; ={=P(f(a),b), P(f(a), f(a))}
Cs ={P(f(a),b),~P(f(a), f(a))}

Un modelo de las clausulas ante
{(0,0)} y P! = 0. Se tiene que
I | (3y)(Va)[P(z,y) < Pz, x)]
I [ (Vo) (Jy)(V2)[P(z,y) < ~P(z, )]

=

ioresZes (U,I) conU = {0}, al = 0,0 =0, fI =

Ejercicio 109 Probar mediante deduacmn natural:

1L.(p—=r)V(g—s)E@PANg — (rVs)
2. {(Vx)[P(x) — (R(x) — S(x))], (32)[P(x)V -R(z)]} & (3z)[R(z) — S(z)]

Solucion:
Apartado 1: (p — )V (¢ — s) = (pAq) — (rV s)
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1 (p—r)V(g—s) Premisa

2 pAgq Supuesto
3 p—or Supuesto
4 p EA 2

5 r E— 3,4
6 rvs V5

7 q—s Supuesto
8 ¢ EA2

9 s E— 3,4
10 rVs V5

11 rvs EvV1,3—-6,7—10
12 (pAqg) — (rVs) I1—=2-11

Apartado 2: {(¥z)[P(z) — (R(z) — S(z))], (32)[P(z)V -R(@)]} & (32)[R(z) — S(z)]

1 (Vz)[P(x) — (R(x) — S(x))] Premisa

2 (Fo)[P(x) VvV -R(x)] Premisa

3 actual i, P(i) V = R(1) Supuesto

4  P(1) Supuesto

5 P(i) — (R(i) — S(7)) EV 1

6 R(i) — S(>) E— 5,4

7 —R(i) Supuesto

8 R(i) Supuesto

9 1 E-7,8

10 S(i) EL9

11 R() — S() I8 — 10
12 R() — S(i) EV3,4—6,7— 11
13 (Fz)[R(z) — S(v)] 312

14 (Fz)[R(z) — S(x)] E32,3—13
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