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Capitulo 1

Conjuntos y clases

1.1 El lenguaje de la teoria de conjuntos

1.1.1 Determinar las variables libres de la férmula (Vz)[z € y — (3y)[y =
z]].
1.1.2 Demostrar que —(Jy)(Vz)[x € y < —=(Iz)[xr € 2 A z € x].

1.1.3 Escribir las formulas representadas por las siguientes expresiones:

L Wz :e(2)} € U{z: ¢(2)}
2. {z:px)} CV

3. V es una clase propia.

1.1.4 Demostrar que para cualquier clase A, A C V.

1.1.5 Demostrar que {z : =(3z)[x € z A z € x|} es una clase propia.

1.2 Axiomas de Zermelo—Fraenkel (I)

1.2.1 Probar que para cada conjunto z, existe algtin y tal que y & x.

1.2.2 Demostrar que el axioma del conjunto vacio es consecuencia del
axioma de separacion.

1.2.3 Demostrar que si en el axioma de separacion se permite que la
variable y ocurra libre en ¢(x), entonces (Va)[x = (]

1.2.4 Demostrar que si A # (), entonces [ A es un conjunto.



1.2.5 Demostrar que (0 = V.

1.2.6 Demostrar que el axioma del par es consecuencia de los axiomas de
la unién y de las partes.

1.2.7 Sedefinen 0=0,1=0U{0},2=1U{1},3=2U{2},4=3U{3}.
Probar que 0,1,2,3 y 4 son conjuntos.

1.2.8 Expresar el conjunto 4 usando sélo los simbolos {, }, 0, ,.

1.2.9 Simplificar las siguientes expresiones:

1. U1
2. U{{0,1,2},{0,4,5}, {1,611,
3. N{{0,1,2},{0,4,5}, {1,6}}.

1.2.10 Sea x = {{2,5},4,{4}}. Calcular N (Uz — 4).
1.2.11 Sea x = {{{1,2},{1}},{2}}. Calcular:

Uz UUs e AN AU= UNe
1.2.12 Sea x = {{1,2},{0,2},{1,3}}. Calcular:
Ue.  UUs e NNe AU UNe

1.2.13 Encontrar dos conjuntos a y b tales que a # by |Ja = |Jb.
1.2.14 Demostrar:

1. b€a—Na CbC Ua.
2. a Cb— Ua C Ub.

3. (Veea)cCb — UaCb.
1.2.15 Sea x = {1,2}. Calcular:
UU=  NN= (NU=)uUU--UN=). UU=-N)

1.2.16 Dar un ejemplo de dos conjuntos a y b tales que

anb£0 y  (Na)n()b) #[(@nb)



1.2.17 (EsaU (Jb) = J{aUc:

¢ € bl?7. Sino, jqué condiciones se
, &4

necesitan para que se verifique la igualdad?.

1.2.18 Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢

aUa=a

aUb=bUa

aU((bUc)=(aUb)Uc

anN(aUb)=a

an(bUc)=(anb)U(aNc)
(

afNa=a

anNnb=bNa
an(ne)=(andb)Ne
aU(anb)=a

(
aU((bne)=(aUb)n(aUc)
(

c—(anb)=(c—a)U(c=b) c—(aUb)=(c—a)N(c—0b)

1.2.19 Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢

lL.a—(b—c)=(a—0b)U(anc)
2. (aUb)—c=(a—c)U(b—rc)
3.

(a—b)—c=a—(bUc)

1.2.20 Sean a y b dos conjuntos. Se define la diferencia simétrica de a y b

CcOo1mo

alAb=(a—b)U(b—a)

Probar que:

1.

10.
11.

a/A\b es un conjunto

. alb = (aUd) — (anb)
. alb = bAa

. aD(bAC) = (aAb)Ac

. an (bAc) = (aNb)Alane)

.al\) =a
alNa =)
aAb=cAN\b = a=c

alAb=0) = a=b

(aUc)A(bUc) = (alb) — ¢

aUc=bUc = alAbCec

[Conmutativa]
[Asociatival
[Distributival
[Elemento neutro]
[Elementos simétricos|

[Cancelativa]



12. (Va)(Vb)(Tle)[zLe = b
13. a, b disjuntos = aUb=al\b
14. aUb=aAbA(aNb)

1.2.21 Demostrar que J(a Ub) = (Ja) U (IJb).
1.2.22 Demostrar que si a y b son no vacios, entonces [(aUb) = ([a) N

(Mb).

1.2.23 Sea x # (). Demostrar:
I. M {zUy:zeax}t=yU(Nx)
2. Hzny:zeazt=yn(Jx)

1.2.24 Sean a, b y ¢ conjuntos tales que aUb =aUcy anb=anec.
Demostrar que b = c.

1.2.25 Sea a un conjunto no vacio. Probar que las siguientes clases son
propias:

L{z:(3ylycanz gy}

2. {z:Fy)(F:)ycanzeynz &z}
1.2.26 Probar que para cualesquiera conjuntos a, b y ¢ se tiene que:

1. a Ca.
2.aCbAbVCa — a=0b.
3.aCbAbC e =— aCec

4. f C a.

1.2.27 Probar que para cualesquiera conjuntos a y b las condiciones sigu-
ientes son equivalentes:

1. a Cb.

2. aUb=hb.
3.anNb=a.
4. a—b=10.



1.2.28 Sean a y b subconjuntos de un conjunto c. Se llama complementario
de a en c¢ al conjunto ¢ — a y se representa por a’.

1. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) a Cb.
(b) ¥ Cd.
(c) and = 0.

2. (aUb) =dNV.
3. (anb) =d UV.

4. (a=b) =buUd.
1.2.29 Sea a un conjunto. Se definen las clases:

a*={b—c:bce€a}
a” ={bUc:bcea}
a"={bnc:b,cea}
a® = {bAc:b,c€a}

A

1. Demostrar que a*, a”, a"' y a* son conjuntos.

2. Determinar cuéales de las siguientes relaciones son validas:

a* g (a*)*’ (a*)* Z CL*, CLA g (aA)A’ CLU g (au)u7 am g (am)ﬂ'

1.2.30 Calcular:

1. P(0), P(P(0)), P(P(P(0))).
2. P(1), P(P(1)).
3. P(2), P(P(2)).
4. OUPE) -2).
5. ({PQ), P(P(1)),P(P(P(1)))}
1.2.31 Sea z = {1,{1}}. Calcular Uz, P(z), P(Uz), UP(x).

1.2.32 Encontrar dos conjuntos a y b tales que a € by P(a) & P(b).
1.2.33 Demostrar que | JP(a) C a.



1.2.34 Demostrar que a C P(|Ja). ;(Cudndo se da la igualdad?.
1.2.35 Demostrar que si a € b, entonces P(a) € P(P(Ub)).
1.2.36 Demostrar que 2 € P(P(P(a))), para cualquier conjunto a.
1.2.37 Demostrar que P(a) =P(b) = a=0.
1.2.38 Demostrar que si a # ), entonces P((a) = ({P(c¢): ¢ € a}.
1.2.39 Demostrar que [J{P(¢) : ¢ € a} € P(Ua). ;Cuédndo se da la
igualdad?
1.2.40 Demostrar que no existe ningtin conjunto a tal que P(a) C a.
1.2.41 Sean a y b conjuntos. Demostrar que las siguientes clases son
conjuntos:

L. {{{c}} :c€au b}

2. {aUc:ceb}

3. {P(c) : c€a}

4. {cUd:ceandeb}

1.2.42

Demostrar, sin usar el axioma del par, que si a es un conjunto,

entonces {a} también lo es.



Capitulo 2

Relaciones y funciones

2.1 Par ordenado y conjunto cartesiano

2.1.1 Calcular (0,1) N (1,0).
2.1.2 Hallar \(N{(a,)}.
2.1.3 Sean a y b conjuntos. Probar que:

1. NN(a.b) = a.

2. a£b = N(Uab) —N{a,b)) =0b.

3. (NU(a, b)) u(UU(a,b) = UN(a, b)) =0.

4 (NU(a, b)) U (UU(a,b) = MNU(a, b)) = aUb.

2.1.4 Determinar cudles de las siguientes propuestas pueden servir como
definicién de par ordenado (es decir, para cudles se verifica (a, ), = (¢, d), <
a=cNANb=d)

DN

(a,b)
(a,b)
- {a,b)3 = {{a, 0}, {b, {0} }}
(a,b)
(a,b)
(a,b)

w

> ot
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2.1.5 Demostrar que {z : (3z)(Jy)[z = (z,y)]} es una clase propia.
2.1.6 Probar que {{0}} es un par ordenado.

2.1.7 Comprobar que la siguiente definicién de terna ordenada es incor-

recta:
(z,y,2)" = {{a} {z, v} {z,y, 2}}

(es decir, dar un ejemplo en el que (x,y, 2) = (u,v,w)’, pero x # uVy #
vV z# w.

2.1.8 Hallar a, b, ¢ tales que ({(a,b),c) # {(a, (b, c))
2.1.9 Demostrar:
1.ax (bUc) = (axb)U(axc)
2.ax(b—c)=(axb)—(axc)

3.ax (bNe)=(axb)N(axc)
2.1.10 Dar ejemplos de conjuntos tales que

l.axb#bxa
2. ax(bxc)#(axb)xc
3. aU((bxc)# (aUb) x (aUc)

4. a® = a x a?
2.1.11 Sea a # (). Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1.bCec.
2.axbCaxc.

3. bxaCecxa.

2.1.12 Demostrar que si 22 = y2, entonces z = v.
2.1.13 Demostrar que siz x y =x X 2z y x # (), entonces y = 2.
2.1.14 Hallar un conjunto z tal que 2 = x.

2.1.15 Demostrar que si z e y son conjuntos, entonces {{z} x y : z € x}
es un conjunto.

11



2.2 Relaciones

2.2.1 Demostrar que si x es un conjunto, entonces {r : 7 es una relacién en z}
es un conjunto.

2.2.2 Escribir todas las relaciones en el conjunto 1.
2.2.3 Probar que:

1. (aUub)yt=atUb™

2. (anb)t=atnd!

3. (a=b)t=at-07"

2.2.4 Demostrar que si x e y son conjuntos, entonces = | y también lo es.

2.2.5 Probar que (ros) ™! =s1tor.

2.2.6 Sea r = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}. Calcular ror, r |
{1, =t {1 r {1, r L

2.2.7 Calcular todos los pares ordenados de P(2).

2.2.8 Calcular P(2)"1o (P(2) | 1)

2.2.9 Demostrar:

L. r [z =rnN(z X rango(r))

2.r(Uce)=(rTbU(rlc

2.3 Aplicaciones

2.3.1 Demostrar:

L. f1a v flz] vy f!z] son conjuntos.

2. 81 fey®yge Y entonces go f € 2",

2.3.2 Demostrar que A = {f : f es una aplicacién} es una clase propia.

2.3.3 Demostrar que si z es un conjunto, entonces A = {dom(f) : f € x}
es un conjunto.

2.3.4 Sea f = {(0,2),(1,0)}.
1. Demostrar que f es una aplicacion.

12



2. Calcular f(0), f[0], f[1], fF~Y fFI11yUUF.

2.3.5 Sean a y b conjuntos y F' una funcién. Probar que:

1. F~ua) = U{F ] : c € a}.
2.a#0 = F'na={F"]:cea}.

3. Fla—b = F'[a] — F-'[y].

2.3.6 Determinar los siguientes conjuntos: 22, 21, 29 0°, 02.

13



Capitulo 3

Clases bien ordenadas

3.0.7 Determinar si las siguientes relaciones son érdenes parciales, 6rdenes
totales o buenos 6rdenes en A.

1. A=w, zRy<—x<y.

2. A=7Z, zRy< x<uy.

3. A=w, xRy« (zdivide ay) Az #£y.

4. A=0, R=0.

5. A=w, R=0.

6. A=2°, fRgo (3new)f(n)<gn)A(¥m <n)[f(m) = g(m)].

3.0.8 Sean Ay B conjuntos y
Fn(A,B) ={f:(f es una funcién ) A dom(f) C A Arang(f) C B}
1. Demostrar que F'n(A, B) es un conjunto.

2. jEs C un orden parcial en F'n(A, B)?, jes total?, jes buen orden?.

3.0.9 En el conjunto P(w) definimos la relacién R por:
a<dbe— (Inew)nNa=nNbAne€ann¢b

.Es R un orden parcial en P(w)?, jes total?, jes buen orden?.

3.0.10 Sea < el orden usual de w. Para cada n € w, sea f(n) el nimero
de divisores primos de n. Sea R la relacion definida en w por:

mBn — f(m) < f(n)V (f(m) = f(n) Am < n)

14



1. Representar la relacién R.
2. (Es R un orden parcial en w?, jes total?, jes buen orden?.

3. Demostrar que (w, <) & (w, R).
3.0.11 Sea A un conjunto y R C A x A. Demostrar o refutar:

1. Si R es un orden parcial en A, entonces R~! es un orden parcial en A.
2. Si R es un orden total en A, entonces R~! es un orden total en A.

3. Si R es un buen orden en A, entonces R~! es un buen orden en A.
3.0.12 Sea A un conjunto, R C Ax Ay B C A. Demostrar o refutar:

1. Si R es un orden parcial en A, entonces R N (B x B) es un orden
parcial en B.

2. Si R es un orden total en A, entonces RN (B x B) es un orden total
en B.

3. Si R es un buen orden en A, entonces RN (B x B) es un buen orden
en B.

3.0.13 Sean Ay B conjuntos, S C B x B, FF': A — B inyectiva y S la
relacién definida en A por: xRy < F(x)SF(y). Demostrar o refutar:

1. Si S es un orden parcial en B, entonces R es un orden parcial en A
2. Si S es un orden total en B, entonces R es un orden total en A

3. Si S es un buen orden en B, entonces R es un buen orden en A

3.0.14 Sean (A,R) y (B,S) dos conjuntos parcialmente ordenados y
supongamos que ANB =(. SeaT=RUSU (A X B).

1. Demostrar que 7" es un orden parcial en AU B.
2. Si Ry S son totales, jes T total?.

3. Si Ry S son buenos érdenes, jes T un buen orden?.

3.0.15 Sean (A, R)y (B,S) dos conjuntos parcialmente ordenados y 7" la
relacién sobre A x B definida por: (a,b)T'(a’,V') < (aRa’)V (a = a’ ANbSY').
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1. Demostrar que 7" es un orden parcial en A x B.
2. Si Ry S son totales, jes T total?.

3. Si Ry S son buenos érdenes, jes T un buen orden?.

3.0.16 Secan (A, R), (B, S) conjuntos totalmente ordenados y F': A — B.
Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F es un homomorfismo (i.e. (Vz,y € A)[xRy — F(x)SF(y)])
2. F es creciente (i.e. (Vz,y € A)[xrRy < F(x)SF(y)])

3. F es una inmersion (i.e. F' es inyectiva y creciente).

3.0.17 Sean (A, R), (B, S) conjuntos parcialmente ordenadosy F' : A — B.
Demostrar o refutar:

1. Si F' es un homomorfismo, entonces F' es inyectiva.

2. Si F' es un homomorfismo, entonces F' es creciente.

3.0.18 Sea (z,<) un conjunto parcialmente ordenado. Probar que existe
un y C P(x) tal que (x,<) = (y,C).

3.0.19 Sea (z,<) un conjunto totalmente ordenado y A = {s C =z :
s segmento de x}. Probar que:

l.s,5§d € A = sCs Vs Cs.
2.abcaxha#b = ((FsecAlaesNnbgs)V(iagsAbes)

3.aCA = UacA.

4. aCA = zxzN(Na)€ A

3.0.20 Sea B C P(A) tal que:

(Vs,s' € B)[s C s’ Vs C s
Ve,ye A)fr #y — (FseB)[(zreshy¢s)V(rgshy € s)

1. Probar que existe una unica relacién de orden total, <, sobre A tal

que:
(Vs € B)[s es un segmento de (A, <)]

16



2.

3.

Si ademas se verifican:

(a) CCB—-UCEBRB
(b CCB—-AN(NC)eB

Probar que, si < es la relacién de orden total sobre A considerada en
el apartado (1), entonces

A = {s: s es un segmento de (A, <)}

Buscar ejemplos que prueben que las condiciones (2.a) y (2.b) son
necesarias para la igualdad anterior.

3.0.21 Para cada una de las siguientes condiciones, buscar un conjunto
totalmente ordenado (A, <) que la verifique.

1.

2.

3.
4.

A tiene un segmento inicial B tal que A # B y B no es una seccién
inicial de A.

Existe una F': A — B creciente tal que F(z) < x para algun x € A.
Existe un = € A tal que (4, <) = (A,, <).

Existe un F': (A4, <) = (A, <) tal que F' # I4.

3.0.22 Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado. ;Es vélida la siguiente
condicién?:

(Vo,y € A)[A, = A, -z =1y]

3.0.23 Sea (A, <) una clase bien ordenada y B C A. Demostrar que

A= BV (e A)B = A

3.0.24 Demostrar:

1. Si a x a es un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.

2. Si P(a) es un conjunto bien ordenable, entonces a también lo es.

17



Capitulo 4

La clase de los ordinales

4.1 Conjuntos transitivos

4.1.1 Dar conjuntos a, b, ¢, d, e tales que {{1}},a,b} y {{{1}}},¢,d, e} sean
conjuntos transitivos.

4.1.2 Dado a = (0, 1), hallar un conjunto transitivo b; tal que a C b; y un
conjunto transitivo by tal que b € by.

4.1.3 Sea a un conjunto.

1. Demostrar que si a es transitivo, entonces | Ja también lo es.
2. (Es cierto el reciproco?.
3. Demostrar que si a es transitivo, entonces P(a) también lo es.

4. Es cierto el reciproco?.

4.1.4 Sea a un conjunto. Demostrar que las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. a es transitivo.

2. Jat =a.

4.2 La clase de los numeros ordinales

4.2.1 Dar ejemplos de:

18



1. conjuntos transitivos que no sean ordinales.

2. conjuntos bien ordenados por la relacién de pertenencia que no sean
ordinales.

4.2.2 Demostrar que si a es un conjunto, entonces son equivalentes:

1. a es un ordinal.
2. €,esunbuenordenenay (Ve €a)lr ={y €a:y € x}].
3. Existe un buen orden R en a tal que (Vz € a)[z = {y € a : yRx}].

4. Co={{x,y) €a®: 2 Cy} es un buen orden en a y (Vx € a)[z = {y €
a:y Cuaz}]

4.3 Ordenacion de los ordinales

4.3.1 Demostrar que si a < 3, entonces o™ < G+,

4.3.2 Sean a y b dos conjuntos de ordinales. Demostrar que si
(Va € a)(30 € b)[a < f],

entonces (Ja € |Jb 6 Ja =Jb.
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Capitulo 5

Clases bien ordenadas y
ordinales

5.1 El axioma de reemplazamiento

5.1.1 Sean a y b conjuntos. Demostrar, usando el axioma de reemplaza-
miento, que las siguientes clases son conjuntos:

—_

A{{c}} :c€eaud}

AaUc:ceb}

\G)

w

. AP(c):c€a}

=~

AcUud:ceandeb}

5.1.2 Demostrar que si F' es una aplicacion, entonces F' es un conjunto
syss dom(F') es un conjunto.

5.1.3 Sea F una aplicacién. Demostrar o refutar:

1. Si z es un conjunto, entonces F'~'[z] es un conjunto.

2. Si x es un conjunto y F es inyectiva, entonces F~![z] es un conjunto.
5.1.4 Demostrar la existencia del producto cartesiano a xb de dos conjuntos

a y b sin usar el axioma del conjunto de las partes y usando el axioma de
reemplazamiento.

20



5.2 Clases bien ordenadas y ordinales

5.2.1 Demostrar que si (a,<) es un conjunto bien ordenado y a # 0,
entonces

t.o.((a,z)) = {t.o.({(a,, <)) : x € a}

5.2.2 Sea a = {z,y,2z} y < el orden definido por z < y < z. Calcular,
aplicando el ejercicio anterior, el tipo ordinal de (a, <).

5.2.3 Sea R la relacién definida en Z por
aRy < |z| < |yl V (lz| = [yl Ax <y)
1. Demostrar que R es un buen orden en Z.

2. Calcular t.0.((Zs, R)).

3. Calcular t.0.((Z,, R)).
5.2.4 Sea R la relacién definida en Z x N por
(z, )Rz Yy —r+y<2'+y V(e+y=2"+y Nz <2)
1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.
2. Calcular t.0.((N x Ny 9y, R)).
3. Calcular t.0.((N x Nz .y, R)).
5.2.5 Sea R la relacién definida en Z x N por
mazx(z,y) < maz(z',y')
(x,y)R{x,) )y < E/max(:v, y) = max(z',y') Nx < z’)
V

(max(z,y) = max(z’,y) Nz =2" Ny <y)

1. Demostrar que R es un buen orden en N x N.

\)

. Calcular t.0.((N x N 9), R)).
3. Calcular t.0.((N x Ny, R)).
4. Calcular t.o.((N x Ny 4, R)).
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Capitulo 6

Ordinales finitos

6.1 Ordinales sucesores y limites

6.1.1 Sea (a, <) un conujunto bien ordenado no vacio y o = t.o.({a, <)).
Demostrar:

1. Si a no tiene elemento maxiomal, entonces « es limite.

2. iEs cierto el reciproco?.
6.1.2 Sea a un conjunto no vacio de ordinales. Demostrar o refutar:

1. Si los elementos de a son limites, entonces | Ja es limite.

2. Si los elementos de a son sucesores, entonces | a es sucesor.

6.1.3 Demostrar que si « es limite y § < «, existe > tal que [ <>>< a.
6.1.4 Demostrar que

0, sia=0;

Ua: G, sia=p+1;

a, sia es limite.

6.2 El axioma del infinito

6.2.1 Sea a un conjunto inductivo. Demostrar que los siguientes conjuntos
son inductivos:
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1. {z € a: z transitivo}
2. {z € a: x transitivo Az & =}
3. {r €a:x=0V (x sucesor)}

6.2.2 Sea o un ordinal. Demostrar que « es limite syss a es inductivo.

6.2.3 Sea a un conjunto no vacio. Demostrar que si los elementos de a son
inductivos, entonces [ a es inductivo.

6.2.4 Demostrar que si a es inductivo, entonces a N Ord es inductivo.

6.3 Propiedades de los nimeros naturales

6.3.1 Demostrar que P(w) no es un ordinal.
6.3.2 ;Es cierto que si a es inductivo, entonces P(a) es inductivo?.

6.3.3 Sean Ry S las relaciones sobre 2 x w definidas por

(v, ) R{z",y) o x+y<a'+y V@+y=2"+y Nz <2)
(x,y)S(@',y) <2’ V(=2 Ny <y)

Demostrar:
1. to(2xw,R)) =w

2. t.0.((2 X w,S)) es un ordinal limite.

3. t.o.((2 X w,S)) > w.

6.3.4 Demostrar que si a C w es no vacio y acotado superiormente, entonces
a tiene un elemento maximo.

6.3.5 Demostrar que un ordinal o es un niimero natural syss todo subcon-
junto no vacio de « tiene maximo.

23



Capitulo 7

Teoremas de induccién y
recursion

7.1 Teoremas de induccion

7.1.1 Demostrar que si a es un conjuntoy G : V x V' — V' entonces existe
una unica f :w — V tal que

f(0)=a
(Vn)[f(n+1) = G(f(n),n)]

7.2 Teoremas de recursion

7.2.1 Demostrar que si a es un conjunto y G, H : V — V| entonces existe
una unica F': Ord — V tal que

si o = 0;

a?
Fla) =49 GF(B)), sia=pF+1;
H(F(«)), siaeslimite

7.2.2 Demostrar que si G : V x V — V| entonces existe una tnica F' :
V x Ord — V tal que

(Ya)(Va)[F(a) = G(a, Fy | )],

donde F, : V — V estd definida por F,(b) = F(a,b).

7.2.3 Dar un ejemplo de un conjunto inductivo que no sea un ordinal.
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7.2.4 Sea a un conjunto, G :V — V y f:w — V definida por

f(0)=a

(Vr)[f(n+1) = G(f(n))]
Demostrar que si G es inyectiva y a ¢ rango(G), entonces f es inyectiva.
7.2.5 Demostrar que si a es un conjunto y G : V' — V', entonces existe una

unica f:w — V tal que

f0) = a
(Vn)[f(n +1) = G(f(n))]

7.2.6 Demostrar quesi H:V -V yG:V xV xV — V entonces existe
una unica F': V x w — V tal que

(Va)[F(a,0) = H(a)]
(Va)(Vn)[F(a,n+ 1) = G(a, F(a,n),n)]

7.2.7 Demostrar quesi h:a — by g:a xbx w — bentonces existe una
Unica F':a X w — b tal que

(Vo € a)[f(z,0) = h(z)]
(vx € a)(vn)[f(x>n + 1) = g(x,f(a:,n),n)}

7.2.8 Demostrar que existe una unica + : w X w — w tal que

(Vm)[+(m,0) = m]
(Vm)(¥Yn)[+(m,n+ 1) = +(m,n) + 1]

7.2.9 Demostrar que existe una unica - : w X w — w tal que

(Vm)[-(m,0) = 0]
(Vm)(¥Yn)[-(m,n+ 1) = -(m,n) + m]

7.2.10 (La funcién factorial) Demostrar que existe una tnica f : w — w
tal que

f(0)=1

(vn)[f(n+1) = (n+1)f(n)]

7.2.11 (La funcién de Fibonacci) Demostrar que existe una unica f :
w — w tal que

f(0)=1

() =1

(Vn)[f(n+2) = f(n) + f(n+1)]

7.2.12 Demostrar que las siguientes clases son conjuntos:
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L {0, {0}, {{0}},.. .}
2. {0,P0),P(P()),...}

3. {0,1,2,...,w,wt wtt ..

3
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Capitulo 8

Aritmética ordinal

8.1 Funciones normales

8.1.1 Determinar cuéles de las siguientes funciones F; : Ord — Ord son
normales:

1. Fi(a)=a+1

a, sla<w;
2. FQ(a)Z{w siw > w.

a+ 1, siano es limite;
3. Fy(a) = { a, si a es limite.
4. F4(Oé> == Ua

8.1.2 Demostrar que si F es una funcién normal, entonces {« : F(a) = a}
es una clase propia.

8.1.3 Demostrar que la clase {« : « es limite} es una clase propia.

8.2 Adicion de ordinales

8.2.1 Simplificar la expresién (w + 1) + w.
8.2.2 Demostrar que si a + 3 =, entonces a < vy 3 <.
8.2.3 Existe algun ordinal « tal que a + w = a*?.

8.2.4 Determinar los ordinales a + 3 + v cuando {«, 3,7} = {1,2,w}.
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8.2.5 En cada caso, dar tres ordinales «, # y v de modo que al formar
todas las posibles sumas o + ' + ' con {o/, 3,7} = {«, 3,7} nos dé
exactamente 1, 2, 3, 4 6 5 valores distintos.

8.2.6 Calcular todas las sumas oy + ag + a3 + a4 siendo {ay, ag, ag, oy} =
{1,2,4,5,w}.

8.2.7 Dar ejemplos de ordinales a < (3 tales que
l.a+0< B+«
2. fta<a+f

8.2.8 Determinar una permutacién de los ordinales 1,2, w tal que su suma
sea:

1. w
2. w+1
3. w+2

4. w+3

8.2.9 Sea Ord~” = |J{Ord" : n € w}, donde Ord" es el conjunto de las
aplicaciones de n en Ord.

1. Demostrar que Ord=“ es una clase propia.

2. Sobre Ord<“ definimos la siguiente relacién, <. Sea s,t € Ord<*

[ sup(rang(s)) < sup(rang(t))

V

(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) < dom(t))
§4t V
(sup(rang(s)) = sup(rang(t)) A dom(s) = dom(t)
A
(Fk € dom(s))[s | k=1t ] kA s(k) <t(k)])

\
Probar que:
(a) Para todo t € Ord=*, {s € Ord™" : s <t} es un conjunto.

(b) < es un buen orden sobre Ord=*.

(c) Existe un tnico isomorfismo F : Ord — Ord**.
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(d) Calcular F(0), F(w) y F(w+ w).

8.2.10 Encontrar un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de (A4, <g)
sea:

1. w+1
2. w+mn,conn >0

3. wHw

8.2.11 Sea n < w. Calcular el menor « tal que n + a = « (es decir, el
menor punto fijo de F,(§) = n + &).

8.2.12 Probar que para cada « existe un tnico ordinal # y un tinico n € w
tales que a=0F+ny =006 [ es limite.

8.2.13 Sean «, 3 € Ord con 3 # 0. Demostrar que o + (3 es limite syss (3
es limite.

8.2.14 Demostrar que si « es limite y n € w, entonces n + a = a.

8.3 Multiplicacién de ordinales

8.3.1 Determinar una permutacion de los ordinales w,w+1y w.2+ 1 tales
que su suma sea:

1. w4

2. wad+1.
8.3.2 Simplificar:

1. 2.w

2. (w3+2)+ (w+1).

8.3.3 Calcular todas las sumas posibles de los siguientes ordinales (in-
cluyendo en cada caso todos los sumandos):

1. w2,w2+1

2. w2,w2+1,w4
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3. lw,w.2

8.3.4 Demostrar que si m > 0, entonces n + w.m = w.m.

8.3.5 Demostrar que para todo a, a +1+a =1+ a.2.

8.3.6 Sea n € w. Calcular el menor « tal que n.a = a.

8.3.7 Encontrar un conjunto A C Q tal que el tipo ordinal de (A4, <q) sea:
1. w2
2. w3

3. w.w

8.3.8 Determinar si la funcién F' : Ord — Ord definida por F(«a) = «.2
es creciente, continua o normal.

8.3.9 Demostrar que si m > 0, entonces n + w.m = w.m.
8.3.10 Sean m,ni,ny € w. Calcular:
1. (w.ng +ng)m
2. m(w.ny + ny)
3. (w.ny + ng)w
4. w(w.nl -+ ’TLQ)
8.3.11 Demostrar que a.f =0syssa=06 3 =0.
8.3.12 Demostrar que si a« < 3y v es sucesor, entonces ay < (3.

8.3.13 Demostrar que si a > 1y > 1, entonces a + 3 < af.
8.3.14 Demostrar que aff = sup{ay+ o : v < (}.

8.4 Sustraccién y division de ordinales

8.4.1 En cada caso, hallar el cociente y el resto de dividir a por 3:

l.a=w+4,0=w
2. a=w3+2,0=w+1

3. a=w’,f=w
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4. a=wr4+wbh+3,8=w?+1

5. a=w’+ w4+ w3 +2,80=uwd

6. a=w?,B=w’+wd+w3+2

8.4.2 Para cada n € w, se definen

Demostrar:

4

. Sin=0,
. Sin #0,
. Sin=0,
. Sin#0,

A, ={a:n+a=a} A ={a:na=a}

entonces A,, = Ord.
entonces A,, = Ord — w.
entonces A = 1.

entonces A = {w.B: 3 > 0}.

8.4.3 Demostrar que si « es limite y m # 0, entonces m(a+n) = o+ mn

8.4.4 Demostrar que si a > 0y [ es limite, entonces (o + 1)5 = af.

8.5 Exponenciacion ordinal

8.5.1 Determinar todos los ordinales «v.3.y tales que {a, 3,7} = {3,w,w.2}.

8.5.2 Determinar si las siguientes funciones F; : Ord — Ord son continuas
o crecientes:

1. Fi(a) =a?

2. Fy(a)=w*4w

8.5.3 Demostrar que si n > 1, entonces n* = w.

8.5.4 Demostrar o refutar:

L (Va)(VB)(¥7)[a” = a7 — B =1]
2. (Va)(VB)(Vy)[a < B — ¥ < 37]

8.5.5 Demostrar:
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1. Si > 1y f3es limite, entonces a” es limite.
2. Si « es limite y 5 > 0, entonces o es limite.

8.5.6 Demostrar que si a > 1, entonces 3 < o”.

8.5.7 Sean a y ( dos ordinales tales que a < (3. Demostrar:
1. w* +wf = wh.

2. Si m > 0, entonces w*n + w’m = wlm.
8.5.8 Simplificar:

1. w+ (W +1)
2. (W+w2+2)+ (w+1)

3. (W + W+ w24+ w10+ 3) + (W + w22+ 2)

8.5.9 Determinar una permutacién de los ordinales w, w.2 + 1, w.5 y w?
tal que su suma sea:

1 w?+wb
2. w4 wlo+1
3. wrtwb+1
4. w4+ wll+1
5 w4+ w9

6. w2+ w.11

8.5.10 Calcular todas las sumas a + 3 + v + 0, siendo {a,3,7,0} =
{w+2,w2+1,w4,w?}

8.5.11 Probar que:

1. Sin > 0, entonces (w* +w)n = wn + w

2. (WP +ww=w!

8.5.12 Encontrar:
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1. el menor « tal que w + a = «;

2. el menor o > w tal que (V3 < a)[f + a =

8.5.13 Dadas las funciones

F:0rd — Ord tal que F(a)
G :0Ord — Ord tal que G(«)

«
2a

1. Determinar si son continuas, crecientes o normales.

2. Calcular el menor punto fijo de cada una.

8.6 Forma normal de Cantor

8.6.1 Seank € w,Vo,..., 7 € Ordyng,...,n, € wtalesqueyy > ... > Y
y (Vi < k)[n; > 0]. Demostrar:

1. Sin > 0, entonces (w°ng+- - -+wn)n = Wnen+w’nin - - -Fwrlkng
2. Si 7y > 0, entonces (W°ng + - - - + wWhng)w? = WY

8.6.2 Hallar tres ordinales tales que al formar los productos de todas sus
permutaciones se obtengan 6 valores distintos.

8.6.3 Expresar los siguientes ordinales en la forma normal de Cantor:

1. (w+1)?

2. (w+1)(w?+1)

3. (w+1)(w+1)

4. (WP +w)®

5. (w® + w?)3

6. (w34 +wr5+2)2+w’+3

8.6.4 Demostrar o refutar:

1. (Va)la < w? — a+w? =w?|.

2. (Va)la<w?+1—a+w?+1=w?+1].
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8.6.5 Encontrar:

1. el menor a tal que wa = a;

2. el menor o > w tal que (VG < a)[fa = o

8.6.6 Demostrar que dados tres ordinales cualesquiera, el nimero de sumas
de todas sus permutaciones es menor que 6.

8.6.7 Determinar todos los ordinales « tales que w < a < W? y o = 3?
para algtin (3.

8.6.8 Sea (A, <) una clase bien ordenada. Una funcién inyectiva F' :
A x A — A es monotona sobre A si:

a<a — (Vbe A)|(F(a,b) < F(d',b)]
b<l — (Yae A)|(F(a,b) < F(a,V)]

1. Sea f:w X w — w la aplicacién definida por:

f(n,m)z(njL;n_l—l ) +n

Probar que:

(a) f es biyectiva.

(b) f es monétona sobre w.

2. Probar que no existe ninguna aplicacién mondétona sobre w.2.

2

3. Definir una aplicacién monétona sobre w®. (Usar la aplicacion del

apartado (1)).

4. Sea F una funciéon monoétona sobre Ord. Diremos que > es un punto
critico para F' si F[y x 7] C 7. Probar que si v es un punto critico
para I, entonces existe ¢ tal que v = w®.

5. Probar que existe una funcién mondétona sobre Ord tal que todo or-
dinal de la forma w® es un punto critico.

8.6.9 Sea f:w X w — w la aplicacién definida por:

fln.m) = <n+g%+1 ) +n, si(n,m) # (0,0).



. Probar que f es biyectiva.

. Probar que existen aplicaciones suprayectivas g, h : w — w tales que:
(a) f(g(n),h(n)) =n.

(b) g(n) < n.
(c) h(n) <n

. Sea w< = | J{w" : n € w}. Definimos por recursién F : w — w<¥

n)

F(0) = id,

F(n+1):w"? — w es la aplicacién definida por

Fin+1)(g) =4 [E@NgT (41,90 +1), si Fn): Wt = w
g 0, en caso contrario

Probar que para todo n > 0, F/(n) es una aplicacién biyectiva de w™*!

en w.

. Definimos F’' : w"! x w1 — W™ como sigue: Si g,h € w"t!,

entonces F'(g, h) es la aplicacién de n + 1 en w definida por
F'(g, h)(m) = f(g(m), h(m)).
Probar que F’ es biyectiva.

. Definimos F* : w* x w* — w* como sigue: Si g,h € w*, F*(g,h) es la
aplicacion de w en w definida por:

F*(g, h)(m) = f(g(m), h(m)).
Probar que F* es biyectiva.

. Definimos G : w<“ — {0} — w como sigue: Si g € w<* — {0} (por
tanto, (g € w™™) para algiin n € w), entonces

G(g) = f(n, F(n)(g))-
Probar que G es biyectiva.

. Sea ' : w<¥ — w la aplicacién definida por:

/ ; sig=10
G(g):{ G(g)+1, sig#0

Probar que G’ es biyectiva.



8. Definimos F” : w¥ — (w*)¥ como sigue: Si g € w*, entonces F"(g) :
w — w* estd definida por:

F"(g)(n)(m) = g(f(n,m))

Probar que F” es biyectiva.

8.6.10 Sea F' : Ord — Ord la aplicacién definida por F(a) = w.a'y
A={a: F(a)=a}.

1. Calcular |J A y demostrar que A es una clase propia.
2. Demostrar que existe un unico isomorfismo G : (Ord, €) = (A, €).

3. Calcular G(0), G(1), G(2) y G(w).

8.7 Aritmética ordinal y conjuntos bien or-
denados

8.7.1 Sean «, 3 € Ord. Consideremos el conjunto
a=(ax {0})U(Ex{1})
y la relaciéon R en a definida por
(71,01)R{y2,09) <> 01 < da V (01 = 0 A1 < 72)

Demostrar:

1. {(a, R) es un conjunto bien ordenado.
2. to.({a,R)) = a+ (.
8.7.2 Sean a, 8 € Ord. Consideremos el conjunto
a=axf
y la relaciéon R en a definida por
(71,01)R{y2,09) <> 01 < da V (01 = 0 A1 < 72)

Demostrar:
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1. (a, R) es un conjunto bien ordenado.

2. t.o.({a,R)) = af.
8.7.3 Sea

a={f:(f:w—w)A{n€w: f(n)# 0} es finito) }
y la relacién R en a definida por
fRg < f#gn[fn) <g(n),

donde n = sup{m : f(m) # g(m)}. Demostrar:

1. (w, R) es un conjunto bien ordenado.

2. Sea f € a la aplicacién definida por

1, sin=2;

f(”):{o, sin 2.

Calcular el tipo de orden de la seccién determinada por f.

3. Calcular el tipo de orden de (a, R).

8.7.4 Sean «, 8 € Ord. Consideremos el conjunto

a={f:(f:B—=a)AN({0€F:f(d)#0} es finito)}

y la relaciéon R en a definida por

fRg = (37)[y = sup{d € B: f(0) # g(0)} A f(7) < g(7)]

Demostrar:

1. {(a, R) es un conjunto bien ordenado.

2. t.o.({a,R)) = a”.
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Capitulo 9

El teorema del buen orden y el
axioma de eleccion

9.0.5 Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccidn.

2. Para cada familia (a;);c; de conjuntos no vacios, el producto cartesiano

H a; es no vacio.
i€l

9.0.6 Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccidn.

2. Para cada conjunto a de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos, existe
un conjunto b que tiene uno y sélo un elemento en comin con cada
elemento de a.

9.0.7 Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.

2. Toda relacion binaria contiene una aplicacién con el mismo dominio.
9.0.8 Demostrar que son equivalentes:

1. El axioma de eleccion.
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2. (Lema de Zorn) Si (z,<) es un conjunto parcialmente ordenado tal
que

(Vy C x)[(y, <) totalmente ordenado = vy tiene cota superior]

entonces z tiene un elemento maximal.
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Capitulo 10

Conjuntos finitos y numerables

10.1 Conjuntos finitos

10.1.1 Demostrar que si x ~ y, entonces P(z) ~ P(y).

10.1.2 Demostrar o refutar

YCrxANzCxAYy~z—>x—Yy~o— 2.

10.1.3 Demostrar que si a es un conjunto finito, entonces existe una funcién
de eleccion sobre a.

10.2 Conjuntos numerables

10.2.1 Demostrar que la aplicaciin f : w X w — w definida por

(m—+n)(m+n+1)
2

f(mvn) =

es biyectiva y, por tanto, w X w es numerable.

10.2.2 Demostrar, usando el AE, que la unién de un conjunto numerable
cuyos elementos son conjuntos numerables es un conjunto numerable.

10.3 Conjuntos no—numerables

10.3.1 Demostrar, definiendo una biyeccién, que son equipotentes:

40



1. [0,1] y (0,1).
2. [0,1] v [0,1).
3.[0,1) v (0,1].

10.3.2 Demostrar que los intervalos [0, 1], (0,1),[0,1) y (0, 1] son equipo-
tentes.

10.3.3 Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que los intervalos [a, b],
(a,b),[a,b) y (a,b] son equipotentes.

10.3.4 Sean a,b,c,d € R tales que a < by ¢ < d. Demostrar que [a, b] ~
e, d].

10.3.5 Demostrar, definiendo biyecciones que transformen racionales en
racionales e irracionales en irracionales, que:

1. [0,1) ~ [0, +00).

2. (—=1,0] ~ (—o0,0].

3. (=1,1) ~R.

10.3.6 Sean a,b € R tales que a < b. Demostrar que [a,b] ~ R.

10.3.7 Demostrar que (0,1) ~ “2.

10.3.8 Definir una aplicacién biyectiva de [0,1)% en [0, 1).

10.3.9 Demostrar que R? ~ R.

10.3.10 Sea a C R?. Demostrar que si a es numerable, entonces R?—a ~ R.

10.3.11 Sea a C R. Demostrar que si a es numerable, entonces R —a ~ R.

41



