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6.1 Cláusulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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10.2 Resolución y cláusulas de Horn . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
10.3 Resolución SLD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

11 Sintaxis de la lógica de primer orden 40
11.1 El lenguaje de la lógica de primer orden . . . . . . . . . . . . 40
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Cadenas

1.1.1 Definición Sea Σ un conjunto no vaćıo.

1. Una cadena de longitud n en Σ es una aplicación u : n → Σ.

2. La longitud de la cadena u se representa por |u|.
3. El conjunto de las cadenas de longitud n en Σ se representa por Σn.

4. Σ∗ =
⋃

n≥0 Σn.

5. Las cadenas en Σ son los elementos de Σ∗.

6. La cadena vaćıa es el único elemento de Σ0 y se representa por Λ.

7. Si u ∈ Σ∗ y 0 < i ≤ |u|, entonces ui = u(i− 1).

8. Si u ∈ Σn, la cadena u se representa por u1 . . . un.

1.1.2 Definición Dadas dos cadenas u ∈ Σm y v ∈ Σn, su concatenación
(representada por u.v ó uv) es la cadena w ∈ Σm+n definida por

w(i) =

{
u(i), si 0 ≤ i < m;
v(i−m), si m ≤ i < m + n.

1.1.3 Lema

1. Λ es elemento neutro para la concatenación.

2. La concatenación es asociativa.

3. La concatenación no es conmutativa.

1.1.4 Nota Para disminuir el número de paréntesis se usará el convenio de
asociar por la derecha. Por ejemplo, se escribirá uvw en lugar de u.(v.w).
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Cap. 1. Preliminares 2

1.1.5 Definición Sean u, v ∈ Σ∗.

1. Se dice que u es un prefijo de v (ó v es un sufijo de u), y se representa
por u ≤ v, si existe w ∈ Σ∗ tal que v = uw.

2. Se dice que u es un prefijo propio de v (ó v es un sufijo propio de
u), y se representa por u < v, si u ≤ v y u 6= v.

1.2 Inducción y recursión

1.2.1 Nota En esta sección usaremos la siguiente notación:

1. A es un conjunto no vaćıo.

2. F es un conjunto de operaciones en A; es decir, para cada f ∈ F , existe
un n > 0 tal que f : An → A.

3. α es una aplicación de F en N tal que para cada f ∈ F , f : Aα(f) → A.
Se dice que α(f) es la aridad de f .

4. X es un subconjunto no vaćıo de A.

1.2.2 Definición Sea Y ⊆ A.

1. Y es cerrado bajo F si para todo f ∈ F y todo y1, . . . , yα(f) ∈ Y , se
tiene que f(y1, . . . , yα(f)) ∈ Y .

2. Y es inductivo sobre X si X ⊆ Y e Y es cerrado bajo F .

1.2.3 Definición La clausura transitiva de X es

X+ =
⋂
{Y ⊆ A : Y es inductivo sobre X}.

1.2.4 Lema X+ es el menor subconjunto inductivo de A que contiene a X
y es cerrado bajo F .

1.2.5 Definición

1. La sucesión (Xi)i≥0 está definida recursivamente por:

X0 = X
Xi+1 = Xi ∪ {f(x1, . . . , xn) : f ∈ F, n = α(f), (x1, . . . , xn) ∈ Xn

i }

2. El conjunto engendrado por X mediante F es

X+ =
⋃
i≥0

Xi

1.2.6 Lema X+ = X+

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Cap. 1. Preliminares 3

1.2.7 Teorema (Principio de inducción para X+)
Si Y ⊆ X+ es inductivo sobre X, entonces Y = X+.

1.2.8 Definición Se dice que X+ está libremente generado por X me-
diante F si se verifican las siguientes condiciones:

1. Para toda f ∈ F , la restricción de f a X
α(f)
+ es inyectiva.

2. Para toda f, g ∈ F , si f 6= g entonces rang(f) ∩ rang(g) = ∅.
3. Para toda f ∈ F , rang(f) ∩X = ∅.

1.2.9 Nota En lo que sigue, X−1 = ∅.

1.2.10 Lema Si X+ está libremente generado por X mediante F , entonces
para todo i ≥ 0, se verifican:

1. Si f ∈ F , n = α(f) y (x1, . . . , xn) ∈ Xn
i −Xn

i−1, entonces
f(x1, . . . , xn) /∈ Xi.

2. Xi−1 6= Xi.

1.2.11 Teorema (de recursión)
Sea B un conjunto no vaćıo, G un conjunto de operaciones en B, β : G → N
y d : F → G tales que

1. para toda g ∈ G, g es una aplicación de Bβ(g) en B.

2. para toda f ∈ F , β(d(f)) = α(f).

Si X+ está generado libremente por X mediante F , entonces para cada
aplicación h : X → B existe una única aplicación ĥ : X+ → B tal que:

1. Para todo x ∈ X, ĥ(x) = h(x).

2. Para todo f ∈ F , (x1, . . . , xn) ∈ Xn
+,

ĥ(x)(f(x1, . . . , xn)) = g(ĥ(x1), . . . , ĥ(xn)),

donde n = α(f) y g = d(f).

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 2

Sintaxis de la lógica
proposicional

2.1 El lenguaje de la lógica proposicional

2.1.1 Definición El alfabeto proposicional Σ0 consta de:

1. Un conjunto numerable SP de śımbolos proposicionales: p0, p1, . . ..

2. Las conectivas lógicas: ¬ (negación) y ∨ (disyunción).

3. Śımbolos auxiliares: “(” y “)”.

2.1.2 Definición El conjunto PROP de las fórmulas (proposicionales)
es el conjunto engendrado por SP mediante las aplicaciones C¬ : Σ∗

0 → Σ∗
0 y

C∨ : Σ∗
0 × Σ∗

0 → Σ∗
0 definidas por:

C¬(F ) = ¬F
C∨(F, G) = (F ∨G)

2.1.3 Lema (Principio de inducción para fórmulas)
Sea S ⊆ PROP tal que:

1. SP ⊆ S;

2. si F ∈ S, entonces ¬F ∈ S;

3. si F,G ∈ S, entonces (F ∨G) ∈ S.

Entonces S = PROP .

4



Cap. 2. Sintaxis de la lógica proposicional 5

2.1.4 Ejemplo El conjunto PROP es el menor subconjunto de Σ∗
0 tal que:

1. SP ⊆ S

2. Si F ∈ S, entonces ¬F ∈ S.

3. Si F, G ∈ S, entonces (F ∨G) ∈ S.

2.1.5 Ejemplo

1. Las siguientes cadenas son fórmulas:

p1, (p1 ∨ ¬p0), ¬(p1 ∨ p1)

2. Las siguientes cadenas no son fórmulas:

(p1), p1 ∨ ¬p0

2.1.6 Nota

1. Los śımbolos p, q, r, . . . representarán śımbolos proposicionales.

2. Los śımbolos F, G,H, . . . representarán fórmulas.

2.1.7 Nota Se usarán las siguientes abreviaturas:

1. (F ∧G) en lugar de ¬(¬F ∨ ¬G).

2. (F → G) en lugar de (¬F ∨G).

3. (F ↔ G) en lugar de ((F → G) ∧ (G → F )).

4.

(
n∨

i=1

Fi

)
en lugar de (F1 ∨ (F2 ∨ . . . ∨ (Fn−1 ∨ Fn) . . .)).

5.

(
n∧

i=1

Fi

)
en lugar de (F1 ∧ (F2 ∧ . . . ∧ (Fn−1 ∧ Fn) . . .)).

2.2 Libre generación del conjunto de las fórmulas

2.2.1 Lema

1. Todas las fórmulas tienen el mismo número de paréntesis izquierdos
que derechos.

2. Si F ′ es un prefijo propio de una fórmula F , entonces F ′ es la cadena
vaćıa, una cadena no vaćıa de śımbolos de negación o contiene un exceso
de paréntesis izquierdos.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Cap. 2. Sintaxis de la lógica proposicional 6

3. Ningún prefijo propio de una fórmula es una fórmula.

2.2.2 Teorema El conjunto PROP de las fórmulas proposicionales está
libremente generado por el conjunto de los śımbolos proposicionales y las
conectivas lógicas.

2.2.3 Corolario (recursión sobre fórmulas)
Sea X un conjunto no vaćıo, f : X → X y g : X2 → X. Para cada función
h : SP → X, existe una única función ĥ : PROP → X tal que:

1. Para todo pi ∈ SP , ĥ(pi) = h(pi).

2. Para toda F ∈ PROP , ĥ(¬F ) = f(ĥ(F )).

3. Para toda F, G ∈ PROP , ĥ((F ∨G)) = g(ĥ(F ), ĥ(G)).

2.2.4 Definición El conjunto Subf(F ) de las subfórmulas de una fórmula
F se define recursivamente por:

Subf(F ) =




{F}, si F es una variable proposicional;
{F} ∪ Subf(G), si F = ¬G;
{F} ∪ Subf(G) ∪ Subf(H), si F = G ∨H;

2.2.5 Nota Para disminuir el número de paréntesis, se introducen los si-
guientes convenios:

1. Pueden eliminarse los paréntesis externos.

2. Las conectivas tienen una precedencia de asociación. De mayor a
menor, están ordenadas por: ¬,∧,∨,→,↔.

3. Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

2.2.6 Ejemplo

1. F ∧G → ¬F ∨G es una abreviatura de ((F ∧G) → (¬F ∨G))

2. F ∨G ∨H es una abreviatura de (F ∨ (G ∨H))

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 3

Semántica de la lógica
proposicional

3.1 La semántica de las proposiciones

3.1.1 Definición Los elementos del conjunto 2 = {0, 1} se llaman valores
de verdad. Se dice que 0 es el valor falso y el 1 es el valor verdadero.

3.1.2 Definición

1. La función de verdad de la negación es H¬ : 2 → 2 definida por:

H¬(i) =

{
1, si i = 0;
0, si i = 1.

2. La función de verdad de la disyunción es H∨ : 2 × 2 → 2 definida
por:

H∨(i, j) =

{
0, si i = j = 0;
1, en otro caso.

3.1.3 Definición Una valoración de verdad es una aplicación v : SP → 2.

3.1.4 Lema Para cada valoración de verdad v existe una única aplicación
v̂ : PROP → 2 tal que:

1. Para todo pi ∈ SP , v̂(pi) = v(pi).

2. Para toda F ∈ PROP , v̂(¬F ) = H¬(v̂(F )).

3. Para toda F, G ∈ PROP , v̂((F ∨G)) = H∨(v̂(F ), v̂(G)).

Se dice que v̂(F ) es el valor de verdad de F respecto de v.

3.1.5 Lema Sea F una fórmula y v, v′ dos valoraciones. Si v(p) = v′(p) para
todos los śımbolos proposicionales de F , entonces v̂(F ) = v̂′(F ).

7
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3.1.6 Definición

1. La función de verdad de la conjnción es H∧ : 2×2 → 2 definida por:

H∧(i, j) =

{
1, si i = j = 1;
0, en otro caso.

2. La función de verdad del condicional es H→ : 2×2 → 2 definida por:

H→(i, j) =

{
0, si i = 1, j = 0;
1, en otro caso.

3. La función de verdad del bicondicional es H↔ : 2 × 2 → 2 definida
por:

H↔(i, j) =

{
1, si i = j;
0, en otro caso.

3.1.7 Lema Sea v una valoración de verdad.

1. v̂((F ∧G)) = H∧(v̂(F ), v̂(G)).

2. v̂((F → G)) = H→(v̂(F ), v̂(G)).

3. v̂((F ↔ G)) = H↔(v̂(F ), v̂(G)).

3.1.8 Ejemplo Sea F = p ∨ q → p y v una valoración de verdad tal que
v(p) = 0 y v(q) = 1. Entonces v̂(F ) = 0.

3.2 Tautoloǵıas

3.2.1 Definición Sea F una fórmula, Γ un conjunto de fórmulas y v una
valoración de verdad.

1. La valoración v satisface a F (o es un modelo de F ), y se representa
por v |= F , si v̂(F ) = 1. En caso contrario, se dice que v falsifica a F
y se representa por v 6|= F .

2. La valoración v satisface a Γ (o es un modelo de Γ), y se representa
por v |= Γ, si v̂(F ) = 1 para toda F ∈ Γ. En caso contrario, se dice
que v falsifica a Γ y se representa por v 6|= Γ.

3.2.2 Definición Sea F una fórmula y Γ un conjunto de fórmulas.

1. F (resp. Γ) es consistente (o satisfacible) si tiene modelos. En caso
contrario, es inconsistente (o insatisfacible).

2. F es una tautoloǵıa, y se representa por |= F , si v̂(F ) = 1 para todas
las valoraciones de verdad.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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3. F es consecuencia taulógica de Γ, y se representa por Γ |= F , si
v̂(F ) = 1 para todos los modelos de Γ.

3.2.3 Nota Si Γ = {F1, . . . , Fn}, se escribirá F1, . . . , Fn |= G en lugar de
{F1, . . . , Fn} |= G.

3.2.4 Ejemplo

1. p ∨ q y {p, q} son consistentes.

2. p ∧ ¬p y {p, p → q,¬q} son inconsistentes.

3. p → p es una tautoloǵıa y p → q no lo es.

4. p, p → q |= q.

3.2.5 Nota

1. El problema de la consistencia (o de la satisfacibilidad) consiste en
dada una fórmula determinar si es consistente.

2. El problema de la tautoloǵıa consiste en dada una fórmula deter-
minar si es una tautoloǵıa.

3.2.6 Lema Una fórmula F es una tautoloǵıa syss ¬F es inconsistente.

3.2.7 Lema Dadas las fórmulas F1, . . . , Fn, G, son equivalentes:

1. F1, . . . , Fn |= G.

2. |=
n∧

i=1

Fi → G.

3. {F1, . . . , Fn,¬G} es inconsistente.

3.2.8 Lema Γ |= F syss Γ ∪ {¬F} es inconsistente.

3.3 Métodos de verificación de tautoloǵıas

3.3.1 Definición Sea F una fórmula y pi1 , . . . , pin los śımbolos proposi-
cionales que ocurren en F con i1 < . . . < in. La función de verdad de
F es la aplicación HF : 2n → 2 definida por:

HF (j1, . . . , jn) = v̂(F ),

donde v es una valoración de verdad tal que v(pik) = jk para k ∈ {1, . . . , n}.

3.3.2 Definición La tabla de verdad de una fórmula F es el grafo de su
función de verdad.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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3.3.3 Ejemplo La tabla de verdad de la fórmula

F = (p1 ∧ ¬p2) ∨ (p2 ∧ ¬p1)

es

p1 p2 F
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

3.3.4 Nota Para facilitar los cálculos, suelen añadirse columnas para sub-
fórmulas de F .

3.3.5 Nota (Método de las tablas de verdad)

1. Una fórmula F es consistente syss 1 ∈ rang(HF ) (i.e., en la columna
de F aparece algún 1).

2. Una fórmula F es una tautoloǵıa syss {1} = rang(HF ) (i.e., en la
columna de F sólo aparecen 1).

3.3.6 Ejemplo Comprobar que p ∧ (p → q) → q es una tautoloǵıa.

3.3.7 Nota (Método de reducción)
Se supone que en una valoración de verdad desconocida, el valor de verdad
de F es 0. Entonces, F es una tautoloǵıa syss de este supuesto se sigue una
contradicción.

Los valores supuestos o deducidos para F y sus subfórmulas se colocan
debajo de sus conectivas principales.

3.3.8 Nota

1. El método de las tablas de verdad es exponencial, en el sentido de que
la verificación de una fórmula con n śımbolos proposicionales puede
requerir la evaluación de 2n valoraciones para F .

2. El problema de la consistencia es NP-completo.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 4

Completitud funcional y
compacidad

4.1 Completitud funcional

4.1.1 Definición Una función de verdad n–aria es una aplicación de 2n

en 2.

4.1.2 Teorema (de completitud funcional)
Para cada función de verdad n–aria g existe una fórmula F tal que HF = g
y las únicas conectivas de F están en {¬,∨,∧}.

4.1.3 Corolario Existen procedimientos de forma que para cada función de
verdad g encuentran una fórmula F tal que HF = g y las únicas conectivas
de F están en {¬,∨,∧}.

4.1.4 Ejemplo Sea g la función de verdad definida por

i1 i2 g
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 1

Calcular una fórmula F tal que HF = g.

4.2 Compacidad

4.2.1 Definición Un conjunto de fórmulas Γ es finitamente consistente
si cualquier subconjunto finito de Γ es consistente.

4.2.2 Lema Si Γ es finitamente consistente, entonces Γ ∪ {F} ó Γ ∪ {¬F}
es finitamente consistente.

11



Cap. 4. Completitud funcional y compacidad 12

4.2.3 Definición Un conjunto de fórmulas Γ es completo si para cualquier
fórmula F se tiene F ∈ Γ ó ¬F ∈ Γ.

4.2.4 Lema Si Γ es un conjunto finitamente consistente, entonces existe un
conjunto finitamente consistente y completo que contiene a Γ.

4.2.5 Teorema (de compacidad)
Si un conjunto de fórmula es finitamente consistente, entonces es consistente.

4.2.6 Corolario Un conjunto de fórmulas es consistente syss es finitamente
consistente.

4.2.7 Corolario Si Γ |= F , entonces existe un conjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal
que Γ0 |= F .

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 5

Equivalencia y formas normales

5.1 Equivalencia

5.1.1 Definición Dos fórmulas F y G son equivalentes, y se representa por
F ≡ G, si v̂(F ) = v̂(G) para toda valoración v.

5.1.2 Lema

1. F ≡ G syss |= F ↔ G.

2. La relación ≡ es de equivalencia en PROP .

5.1.3 Lema

1. Si F ≡ F ′, entonces ¬F ≡ ¬F ′.

2. Si F ≡ F ′, G ≡ G′ y ∗ ∈ {∨,∧,→,↔}, entonces F ∗ G ≡ F ′ ∗ G′.

5.1.4 Teorema (de sustitución)
Sea G una subfórmula de F y F ′ la fórmula obtenida sustituyendo una
ocurrencia de G en F por G′. Si G ≡ G′, entonces F ≡ F ′.

5.1.5 Lema Las siguientes equivalencias se verifican para todas las fórmulas:

1. Idempotencia:
F ∨ F ≡ F F ∧ F ≡ F

2. Conmutatividad:

F ∨G ≡ G ∨ F F ∧G ≡ G ∧ F

3. Asociatividad:

F ∨ (G ∨H) ≡ (F ∨G) ∨H F ∧ (G ∧H) ≡ (F ∧G) ∧H

4. Absorción:
F ∧ (G ∨H) ≡ F F ∨ (G ∧H) ≡ F

13
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5. Distributividad:

F ∧ (G∨H) ≡ (F ∧G)∨ (F ∧H) F ∨ (G∧H) ≡ (F ∨G)∧ (F ∨H)

6. Doble negación:
¬¬F ≡ F

7. Leyes de de Morgan:

¬(F ∧G) ≡ ¬F ∨ ¬G ¬(F ∨G) ≡ ¬F ∧ ¬G

8. Leyes de tautoloǵıas: Si F es una tautoloǵıa, entonces

F ∧G ≡ G F ∨G ≡ F

9. Leyes de inconsistentes: Si F es inconsistente, entonces

F ∧G ≡ F F ∨G ≡ G

5.1.6 Ejemplo Usar las anteriores equivalencias y el teorema de sustitución
para demostrar que

(F ∨ (G ∨H)) ∧ (H ∨ ¬F ) ≡ (G ∧ ¬F ) ∨H.

5.1.7 Lema

1. Leyes de de Morgan:

¬
(

n∧
i=1

Fi

)
≡

n∨
i=1

¬Fi ¬
(

n∨
i=1

Fi

)
≡

n∧
i=1

¬Fi

2. Distributividad:
(

m∨
i=1

Fi

)
∧

(
n∨

j=1

Gj

)
≡

m∨
i=1

(
n∨

j=1

(Fi ∧Gj)

)

(
m∧

i=1

Fi

)
∨

(
n∧

j=1

Gj

)
≡

m∧
i=1

(
n∧

j=1

(Fi ∨Gj)

)

5.2 Formas normales

5.2.1 Definición

1. Un literal es un śımbolo proposicional o su negación.

2. Un literal es positivo si es un śımbolo proposicional y negativo, en
caso contrario.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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3. Usaremos la letra L (posiblemente con ı́ndices) para representar litera-
les.

4. El complementario de un literal L es

L =

{ ¬p si L = p;
p si L = ¬p;

5. Los literales L y L′ son complementarios si L′ = L.

6. Una cláusula conjuntiva (ó ∧–cláusula) C es una conjunción de un

conjunto finito de literales; i.e., C =
n∧

i=1

Li

7. Una cláusula disjuntiva (ó ∨–cláusula) D es una disyunción de un

conjunto finito de literales; i.e., D =
n∨

i=1

Li

8. Una fórmula F está en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjunción de un conjunto de cláusulas disjuntivas; i.e.,

F =
n∧

i=1

(
mi∨
j=1

Li,j

)

9. Una fórmula F está en forma normal disjuntiva (FND) si es una
disyunción de un conjunto de cláusulas conjuntivas; i.e.,

F =
n∨

i=1

(
mi∧
j=1

Li,j

)

10. F es una forma normal conjuntiva de G si F está en forma normal
conjuntiva y F ≡ G.

11. F es una forma normal disjuntiva de G si F está en forma normal
disjuntiva y F ≡ G.

5.2.2 Teorema Para cada fórmula F existe una fórmula G1 y una fórmula
G2 tal que G1 es una forma normal conjuntiva de F y G2 es una forma normal
disyuntiva de F .

5.2.3 Nota (Algoritmo de normalización)
Entrada: Una fórmula F .
Salida: Una forma normal conjuntiva de F , G.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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Procedimiento: Sustituir en F , mientras sea posible, las subfórmulas:

(G ↔ H) por ((G → H) ∧ (H → G))
(G → H) por (¬G ∨H)
¬¬G por G
¬(G ∨H) por (¬G ∧ ¬H)
¬(G ∧H) por (¬G ∨ ¬H)
(G1 ∨ (G2 ∧G3)) por ((G1 ∨G2) ∧ (G1 ∨G3))
((G1 ∧G2) ∨G3)) por ((G1 ∨G3) ∧ (G2 ∨G3))

5.2.4 Nota Intercambiando el papel de las conectivas ∨ y ∧ en el algoritmo
anterior se obtiene una forma normal disyuntiva de la fórmula.

5.2.5 Nota A partir de la demostración del teorema de completitud fun-
cional, puede diseñarse otro algoritmo para el cálculo de las formas normales.

5.3 Formas normales y validez

5.3.1 Lema Sean L1, . . . , Ln literales. Son equivalentes:

1.
n∨

i=1

Li es una tautoloǵıa.

2.
n∧

i=1

Li es inconsistente

3. {L1, . . . , Ln} contiene un par de literales complementarios.

5.3.2 Teorema

1. Una fórmula en forma normal conjuntiva es una tautoloǵıa syss cada
una de sus cláusulas disjuntivas es una tautoloǵıa.

2. Una fórmula en forma normal disjuntiva es inconsistente syss cada una
de sus cláusulas conjuntivas es inconsistente.

5.3.3 Algoritmo (de inconsistencia mediante FND)
Entrada: Una fórmula F .
Salida: Consistente, si F es consistente; Inconsistente, en caso con-

trario.
Procedimiento:

Sean G una forma normal disjuntiva de F
G1, . . . , Gn las ∧–cláusulas de G

Desde i = 1 hasta n
si en Gi no ocurren literales complementarios,

entonces devolver Consistente y parar.
Devolver Inconsistente y parar.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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5.3.4 Algoritmo (de validez mediante FNC)
Entrada: Una fórmula F
Salida: Tautologia, si F es una tautoloǵıa; No-tautologia, en caso

contrario.
Procedimiento:

Sean G una forma normal conjuntiva de F
G1, . . . , Gn las ∨–cláusulas de G

Desde i = 1 hasta n
si en Gi ocurren literales complementarios,

entonces devolver No-tautologia y parar.
Devolver Tautologia y parar.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 6

Cláusulas proposicionales

6.1 Cláusulas

6.1.1 Definición

1. Una cláusula es un conjunto finito de literales.

2. La cláusula vaćıa es el conjunto vaćıo y se representa por ¤.

6.1.2 Nota Usaremos las siguientes variables sintácticas:

1. L para literales.

2. C, D para cláusulas.

3. S para conjuntos de cláusulas.

6.1.3 Definición Sea C una cláusula.

1. El conjunto de los literales positivos de C es

C+ = C ∩ SP

2. El conjunto de los literales negativos de C es

C− = C − C+

6.1.4 Definición Sea v una valoración de verdad.

1. Para cada literal L,

v′(L) =

{
v(p), si L = p;
1− v(p), si L = ¬p.

2. Para cada cláusula C,

v′′(C) = 1 syss existe un L ∈ C tal que v′(L) = 1

18
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3. Para cada conjunto de cláusulas S,

v′′′(S) = 1 syss para todo C ∈ S, v′′(C) = 1

6.1.5 Lema Sea v una valoración.

1. v′′(¤) = 0.

2. v′′′(∅) = 1.

6.1.6 Nota En lo que sigue, escribiremos v(L), v(C) ó v(S) en lugar de
v′(L), v′′(C) ó v′′′(S)

6.1.7 Definición Sea v una valoración.

1. v es un modelo de C (ó C es válida en v), v |= C, si v(C) = 1.

2. v es un modelo de S (ó S es válida en v), v |= S, si v(S) = 1.

6.1.8 Definición

1. C (resp. S) es consistente si tiene un modelo. En caso contrario, es
inconsistente.

2. C es una tautoloǵıa, |= C, si v(C) = 1 para toda valoración v.

3. C es consecuencia de S, S |= C, si v(C) = 1 para todos los modelos
v de S.

6.1.9 Lema C es una tautoloǵıa syss contiene un par de literales comple-
mentarios.

6.1.10 Nota

1. Si S ⊆ S ′ y S ′ es consistente, entonces S es consistente.

2. Si ¤ ∈ S, entonces S es inconsistente.

6.2 Cláusulas y fórmulas

6.2.1 Definición

1. El conjunto de fórmulas correspondiente a la cláusula C 6= ¤ es

Form(C) =

{
n∨

i=1

Li : C = {L1, . . . , Ln}
}

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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2. El conjunto de fórmulas correspondiente al conjunto de cláusulas C 6= ∅
es

Form(S) =

{
n∧

i=1

Fi : S = {C1, . . . , Cn}, Fi ∈ Form(Ci)

}

6.2.2 Lema

1. Si F, G ∈ Form(C), entonces F ≡ G.

2. Si F, G ∈ Form(S), entonces F ≡ G.

6.2.3 Definición

1. C y F son equivalentes, C ≡ F , si v′′(C) = v̂(F ) para toda valoración
v.

2. S y F son equivalentes, S ≡ F , si v′′′(S) = v̂(F ) para toda valoración
v.

3. S y S ′ son equivalentes, S ≡ S ′, si v′′′(S) = v′′′(S ′) para toda valora-
ción v.

6.2.4 Lema

1. Si F ∈ Form(C), entonces C ≡ F .

2. Si F ∈ Form(S), entonces S ≡ F .

6.2.5 Teorema Para cada fórmula F existe un conjunto de cláusulas S tal
que S ≡ F .

6.2.6 Definición Un conjunto de cláusulas S es una forma clausal de la
fórmula F si S ≡ F .

6.2.7 Nota Existe un algoritmo que para cada fórmula F devuelve una
forma clausal de F .

6.2.8 Teorema (de compacidad para conjuntos de cláusulas)
Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss existe S ′ ⊆ S finito e incon-
sistente.
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Caṕıtulo 7

El algoritmo de Davis–Putnam

7.1 Las reglas de Davis–Putnam

7.1.1 Teorema (Regla de tautoloǵıa)
Si C ∈ S es una tautoloǵıa, entonces S es consistente syss S − {C} es
consistente.

7.1.2 Definición

1. SL+ = {C ∈ S : L ∈ C}
2. SL− = {C ∈ S : L ∈ C}
3. SL0 = {C ∈ S : L 6∈ C, L 6∈ C}.
4. SL=0 = SL0 ∪ {C − {L} : C ∈ SL+}
5. SL=1 = SL0 ∪ {

C − {L} : C ∈ SL−
}

7.1.3 Nota

1. S = SL+ ∪ SL− ∪ SL0

2. SL− = S
L

+

3. SL=1 = SL=0

7.1.4 Lema Sea v una valoración.

1. Si v(L) = 0, entonces v(S) = v (SL=0)

2. Si v(L) = 1, entonces v(S) = v (SL=1)

7.1.5 Teorema (Regla de bifurcación)
S es consistente syss SL=0 ó SL=1 es consistente.

7.1.6 Definición L es un literal puro de S si L ∈ ⋃
S y L 6∈ ⋃

S.
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7.1.7 Teorema (Regla de los literales puros)
Si L es un literal puro de S, entonces S es consistente syss SL0 es consistente.

7.1.8 Definición Una cláusula unitaria es una cláusula con un elemento.

7.1.9 Teorema (Regla de las cláusulas unitarias)
Si {L} ∈ S, entonces S es consistente syss SL=1 es consistente.

7.2 El algoritmo de Davis–Putnam

7.2.1 Algoritmo (de Davis–Putnam)
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-

trario.
Procedimiento DP(S)

DP-AUX(S − {C : C es una tautologia}, ∅)
Procedimiento DP–AUX(S,T)

si S = ∅
entonces devolver Consistente

e.o.c. si ¤ ∈ S
entonces si T = ∅

entonces devolver Inconsistente

e.o.c. DP–AUX(primero(T ), resto(T ))
e.o.c. si L es un literal puro de S

entonces DP–AUX(SL0 , T )
e.o.c. si {L} es una clausula unitaria de S

entonces DP–AUX(SL1 , T )
e.o.c. sea L un literal en S

DP–AUX(SL=0, cons(SL=1, T ))

7.2.2 Ejemplo Utilizar el algoritmo anterior para comprobar que:

1. {{¬p, q}, {p}, {¬q}} es consistente.

2. {{p, q,¬r, s}, {¬q,¬p,¬r, s}, {¬q,¬p,¬r}} es consistente.

3. {{¬q, p}, {r, p}, {¬p,¬q}, {¬p, s}, {q,¬r}, {q,¬s}} es inconsistente.

7.2.3 Teorema El algoritmo anterior es correcto.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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7.3 Inconsistencia minimal y subsunción

7.3.1 Definición La cláusula C subsume a la cláusula D si C ⊂ D.

7.3.2 Teorema (Regla de subsunción)
Sean C, D ∈ S. Si C subsume a D, entonces S es consistente syss S − {D}
es consistente.

7.3.3 Nota El algoritmo de Davis–Putnam puede modificarse para utilizar
la regla de subsunción.

7.3.4 Definición Un conjunto finito de cláusulas S es inconsistente mi-
nimal si S es inconsistente y todo S ′ ⊂ S es consistente.

7.3.5 Lema Si S es inconsistente, entonces existe un S ′ ⊆ S inconsistente
minimal.

7.3.6 Lema Si S es inconsistente minimal, entonces

1. no existen C,D ∈ S tales que C ⊂ D.

2. S no contiene literales puros.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)



Caṕıtulo 8

Resolución proposicional

8.1 Sistema de resolución

8.1.1 Definición Sean C, D dos cláusulas y L ∈ C1 tal que L ∈ C2, la
resolvente de C y D respecto de L es

resL(C, D) = (C − {L}) ∪ (D − {L})
El conjunto de resolventes de C1 y C2 es

Res(C1, C2) = {resL(C1, C2) : L ∈ C1, L ∈ C2}
8.1.2 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por resolución a par-
tir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck).

2. La cláusula C es deducible por resolución a partir de S, S ` C, si
existe una deducción por resolución a partir de S, (C1, . . . , Cn), tal que
Cn = C.

3. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una refutación por resolución de S si es
una deducción por resolución a partir de S y Cn = ¤.

4. S es refutable si S ` ¤.

8.1.3 Nota La refutabilidad de un conjunto de cláusulas puede ilustrarse
mediante grafos de refutación.

8.1.4 Definición Sean C, D dos cláusulas. El conjunto de resolventes
de C y D es

Res(C,D) = {resL(C, D) : L ∈ C, L ∈ D}
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8.1.5 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. Res(S) = S ∪ (
⋃{Res(C1, C2) : C1, C2 ∈ S}).

2. La sucesión (Resn(S))n≥0 está definida por:

Res0(S) = S
Resn+1 = Res(Resn(S))

3. Res∗(S) =
⋃
n≥0

Resn(S)

8.1.6 Lema S ` C syss C ∈ Res∗(S).

8.2 Correción y completitud de la resolución

8.2.1 Lema (de resolución)
Si R es una resolvente de C1 y C2, entonces los conjuntos {C1, C2} y {C1, C2, R}
son equivalentes.

8.2.2 Corolario S ≡ Res∗(S).

8.2.3 Teorema (de corrección)
Si S ` ¤, entonces S es inconsistente.

8.2.4 Teorema (de completitud)
Si S es inconsistente, entonces S ` ¤.

8.2.5 Corolario S es inconsistente syss S ` ¤.

8.3 Estrategias de resolución

8.3.1 Algoritmo (de resolución por saturación)
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-

trario.
Procedimiento:

Hacer S ′ := ∅
mientras que (¤ 6∈ S) y (S 6= S ′)

hacer S ′ := S
S := Res(S)

si (¤ ∈ S)
entonces devolver Inconsistente

e.o.c devolver Consistente
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8.3.2 Teorema El algoritmo anterior es correcto.

8.3.3 Ejemplo Aplicar el algoritmo anterior al conjunto

S = {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}}

8.3.4 Definición El simplificado de un conjunto finito de cláusulas S es
el conjunto obtenido de S suprimiendo las tautoloǵıas y las cláusulas sub-
sumidas por otras; es decir,

Simp(S) = S−{C ∈ S : (C es una tautoloǵıa) ó (existe D ∈ S tal que D ⊂ C)}

8.3.5 Algoritmo (de resolución por saturación con simplificación)
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-

trario.
Procedimiento:

Hacer S ′ := ∅
mientras que (¤ 6∈ S) y (S 6= S ′)

hacer S ′ := S
S := Simp(Res(S))

si (¤ ∈ S)
entonces devolver Inconsistente

e.o.c devolver Consistente

8.3.6 Teorema El algoritmo anterior es correcto.
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Refinamientos de resolución

9.1 Resolución semántica

9.1.1 Definición Una interpretación I es un conjunto de śımbolos proposi-
cionales.

9.1.2 Definición La valoración correspondiente a la interpretación I
está definida por

vI(p) =

{
1, si p ∈ I;
0, si p 6∈ I;

9.1.3 Definición Sea I una interpretación.

1. I es un modelo de una cláusula C, I |= C, si vI(C) = 1.

2. I es un modelo de un conjunto de cláusulas S, I |= S, si vI(S) = 1.

9.1.4 Definición Sea S un conjunto de cláusulas e I una interpretación.

1. El conjunto de las cláusulas de S verdaderas en I es

ST (I) = {C ∈ S : I |= C}.

2. El conjunto de las cláusulas de S falsas en I es

SF (I) = S − ST (I).

9.1.5 Definición Sea S un conjunto de cláusulas e I una interpretación.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por I–resolución a par-
tir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck pertenece a ST (I) y la otra a SF (I).
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2. La cláusula C es deducible por I–resolución a partir de S, S `I C,
si existe una deducción por I–resolución a partir de S, (C1, . . . , Cn),
tal que Cn = C.

9.1.6 Definición Sea S un conjunto de cláusulas e I una interpretación.

1. El conjunto de las resolventes de S respecto de I es

ResI(S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 ∈ ST (I), C2 ∈ SF (I)}
)

2. La sucesión (Resn
I (S))n≥0 está definida por:

Res0
I(S) = S

Resn+1
I = ResI(Resn

I (S))

3. Res∗I(S) =
⋃
n≥0

Resn
I (S)

9.1.7 Lema S `I C syss C ∈ Res∗I(S).

9.1.8 Ejemplo Sea S = {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}} e I = {p}. En-
tonces

({p, q}, {¬p, q}, {q}, {p,¬q}, {p}, {¬p,¬q}, {¬q},¤)

es una I–resolución a partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama en el que se han encuadrado los elementos de ST (I).
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9.1.9 Teorema (de corrección y completitud de la resolución se-
mántica)
Sea I una interpretación. Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss
S `I ¤.

9.2 Resolución P1 y N1

9.2.1 Definición Una cláusula es positiva si todos sus literales son positi-
vos.
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9.2.2 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por P1–resolución a par-
tir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck es positiva.

2. La cláusula C es deducible por P1–resolución a partir de S, S `P C,
si existe una deducción por P1–resolución a partir de S, (C1, . . . , Cn),
tal que Cn = C.

9.2.3 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. SP = {C : C es positiva}
2. El conjunto de las P1 resolventes de S es

ResP (S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 ∈ SP ó C2 ∈ SP}
)

3. La sucesión (Resn
P (S))n≥0 está definida por:

Res0
P (S) = S

Resn+1
P = ResP (Resn

P (S))

4. Res∗P (S) =
⋃
n≥0

Resn
P (S)

9.2.4 Lema S `P C syss C ∈ Res∗P (S).

9.2.5 Teorema (de corrección y completitud de la P1–resolución)
Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss S `P ¤.

9.2.6 Definición Una cláusula es negativa si todos sus literales son nega-
tivos.
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9.2.7 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por N1–resolución a par-
tir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck es negativa.

2. La cláusula C es deducible por N1–resolución a partir de S, S `N C,
si existe una deducción por N1–resolución a partir de S, (C1, . . . , Cn),
tal que Cn = C.

9.2.8 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. SN = {C : C es negativa}
2. El conjunto de las N1 resolventes de S es

ResN(S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 ∈ SN ó C2 ∈ SN}
)

3. La sucesión (Resn
N(S))n≥0 está definida por:

Res0
N(S) = S

Resn+1
N = ResN(Resn

N(S))

4. Res∗N(S) =
⋃
n≥0

Resn
N(S)

9.2.9 Lema S `N C syss C ∈ Res∗N(S).

9.2.10 Teorema (de corrección y completitud de la N1–resolución)
Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss S `N ¤.
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9.3 Resolución lineal

9.3.1 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C0, C1, . . . , Cn) es una resolución lineal a partir de S si
se cumplen las siguientes condiciones:

(a) C0 ∈ S;

(b) para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe un B ∈ S∪{C0, . . . , Ci−1} tal que
Ci ∈ Res(Ci−1, B).

La cláusula C0 se llama cláusula base, las Ci se llaman cláusulas
centrales y las B se llaman cláusulas laterales.

2. La cláusula C es deducible por resolución lineal a partir de S,
S `L C, si existe una deducción por resolución lineal a partir de S,
(C0, . . . , Cn), tal que Cn = C.

9.3.2 Ejemplo Sea S = {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}}. Entonces

({p, q}, {p}, {q},¤)

es una resolución lineal a partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama.
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9.3.3 Teorema (de corrección y completitud de la resolución lineal)
Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss S `L ¤.

9.4 Resolución con soporte

9.4.1 Definición Sea S un conjunto de cláusulas y T ⊆ S tal que S − T es
consistente.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por resolución con so-
porte T a partir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck no pertenece a S − T .

2. La cláusula C es deducible por resolución con soporte T a partir
de S, S `T C, si existe una deducción por resolución con soporte T a
partir de S, (C1, . . . , Cn), tal que Cn = C.
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9.4.2 Definición Sea S un conjunto de cláusulas y T ⊆ S tal que S − T es
consistente,

1. El conjunto de las resolventes de S con soporte en T es

ResT (S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 6∈ S − T ó C2 6∈ S − T}
)

2. La sucesión (Resn
T (S))n≥0 está definida por:

Res0
T (S) = S

Resn+1
T = ResT (Resn

T (S))

3. Res∗T (S) =
⋃
n≥0

Resn
T (S)

9.4.3 Lema S `T C syss C ∈ Res∗T (S).

9.4.4 Teorema (de corrección y completitud de la resolución con
soporte)
Sea S un conjunto de cláusulas y T ⊆ S tal que S−T es consistente. Entonces
S es inconsistente syss S `T ¤.

9.5 Resolución unidad y por entradas

9.5.1 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por resolución unidad
a partir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck es una cláusula unitaria.

2. La cláusula C es deducible por resolución unitaria a partir de S,
S `U C, si existe una deducción por resolución unidad a partir de S,
(C1, . . . , Cn), tal que Cn = C.

9.5.2 Lema (Corrección de la resolución unidad)
Si S `U ¤, entonces S es inconsistente.

9.5.3 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. El conjunto de las resolventes unidad de S es

ResU(S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 ó C2 es una cláusula unitaria}
)
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2. La sucesión (Resn
U(S))n≥0 está definida por:

Res0
U(S) = S

Resn+1
U = ResU(Resn

U(S))

3. Res∗U(S) =
⋃
n≥0

Resn
U(S)

9.5.4 Lema S `U C syss C ∈ Res∗U(S).

9.5.5 Ejemplo Si S = {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}}, entonces
Res∗U(S) = S.

9.5.6 Nota (Incompletitud de la resolución unidad)
Existen conjuntos inconsistentes S para los cuales S 6`U ¤.

9.5.7 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por resolución por en-
tradas a partir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck) y una de las cláusulas
Cj, Ck pertenece a S.

2. La cláusula C es deducible por resolución por entradas a partir
de S, S `E C, si existe una deducción por resolución por entradas a
partir de S, (C1, . . . , Cn), tal que Cn = C.

9.5.8 Lema (Corrección de la resolución por entradas)
Si S `E ¤, entonces S es inconsistente.
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9.5.9 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. El conjunto de las resolventes por entradas de S es

ResE(S) = S ∪
(⋃

{Res(C1, C2) : C1 ∈ S ó C2 ∈ S}
)

2. La sucesión (Resn
E(S))n≥0 está definida por:

Res0
E(S) = S

Resn+1
E = ResE(Resn

E(S))

3. Res∗E(S) =
⋃
n≥0

Resn
E(S)

9.5.10 Lema S `E C syss C ∈ Res∗E(S).

9.5.11 Ejemplo Si S = {{p, q}, {p,¬q}, {¬p, q}, {¬p,¬q}}, entonces Res∗E(S) =
S ∪ {{p}, {q}, {¬p}, {¬q}}.

9.5.12 Nota (Incompletitud de la resolución por entrada)
Existen conjuntos inconsistentes S para los cuales S 6`E ¤.

9.5.13 Teorema S `U ¤ syss S `E ¤.
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Cláusulas de Horn

10.1 Cláusulas de Horn

10.1.1 Definición Una cláusula C es una cláusula de Horn si contiene
como máximo un literal positivo.

10.1.2 Definición

1. Las cláusulas de Horn se clasifican en negativas (si tiene todos sus
literales negativos) y definidas (si tiene un literal positivo).

2. Las cláusulas definidas se clasifican en hechos (si son unitarias) y re-
glas.

10.1.3 Lema

1. {¬p1, . . . ,¬pn, q} ≡
n∧

i=1

pi → q

2. {¬p1, . . . ,¬pn} ≡ ¬
(

n∧
i=1

pi

)

10.1.4 Lema Sea S un conjunto de cláusulas de Horn tal que ¤ 6∈ S.

1. Si S no contiene cláusulas negativas, entonces S es consistente.

2. Si S no contiene hechos, entonces S es consistente.

10.2 Resolución y cláusulas de Horn

10.2.1 Teorema (completitud de la resolución unidad para cláusulas
de Horn)
Sea S un conjunto de cláusulas de Horn. Si S es inconsistente, entonces
S `U ¤.
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10.2.2 Corolario (completitud de la resolución por entradas para
cláusulas de Horn)
Sea S un conjunto de cláusulas de Horn. Si S es inconsistente, entonces
S `E ¤.

10.2.3 Algoritmo
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas de Horn, S.
Salida: Consistente, si S es consistente; Inconsistente, en caso con-

trario.
Procedimiento:

Hacer S1 := {C ∈ S : C es un hecho}
S2 := S − S1

mientras que S1 6= ∅ y (¤ 6∈ S2)
hacer C1 := primero(S1)

L ∈ C1

si L 6∈ ⋃
S2

entonces S1 := S1 − {C1}
e.o.c. C2 := primero({C ∈ S2 : L ∈ C})

S2 := S2 − {C2}
C3 := res(C1, C2)
si C3 es un hecho

entonces S1 := S1 ∪ {C3}
e.o.c. S2 := S2 ∪ {C3}

si S = ∅
entonces devolver Consistente

e.o.c devolver Inconsistente

10.2.4 Teorema El algoritmo anterior es correcto y su complejidad es de
orden n2, donde n =

∑
C∈S |C|.

10.3 Resolución SLD

10.3.1 Definición Sea S un conjunto de cláusulas de Horn.

1. La sucesión (C0, C1, . . . , Cn) es una resolución SLD a partir de S si
se cumplen las siguientes condiciones:

(a) C0 ∈ S es una cláusula negativa;

(b) para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe una cláusula no negativa B ∈ S
tal que Ci ∈ Res(Ci−1, B).

La cláusula C0 se llama cláusula base, las Ci se llaman cláusulas
centrales y las B se llaman cláusulas laterales.
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2. La cláusula C es deducible por resolución SLD a partir de S,
S `SLD C, si existe una deducción por resolución SLD a partir de
S, (C0, . . . , Cn), tal que Cn = C.

10.3.2 Nota El nombre de SLD viene de “Linear resolution whit Selection
function for Definite clauses”.

10.3.3 Ejemplo Sea

S = {{p3}, {p4}, {¬p1,¬p2}, {¬p3,¬p4, p1}, {¬p3, p2}, {¬p1,¬p2}}.

Entonces

({¬p1,¬p2}, {¬p3,¬p4,¬p2}, {¬p4,¬p2}, {¬p2}, {¬p3}, ¤})

es una resolución SLD partir de S. Puede ilustrarse mediante el siguiente
diagrama.

{¬p1,¬p2}

{¬p3,¬p4,¬p2}

{¬p4,¬p2}

{¬p2}

{¬p3}

¤

{¬p3,¬p4, p1}

{p3}

{p4}

{¬p3, p2}

{p3}

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���
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���
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���
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���
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10.3.4 Teorema (de corrección y completitud de la resolución SLD)
Un conjunto de cláusulas de Horn S es inconsistente syss S `SLD ¤.
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Caṕıtulo 11

Sintaxis de la lógica de primer
orden

11.1 El lenguaje de la lógica de primer orden

11.1.1 Definición El alfabeto de un lenguaje de primer orden L consta
de:

1. Un conjunto numerable de variables: V = {x0, x1, . . .}.
2. Las conectivas lógicas: ¬ (negación) y ∨ (disyunción).

3. El cuantificador existencial: ∃ (existe).

4. Śımbolos auxiliares: “(” y “)”.

5. Un conjunto finito o numerable (posiblemente vaćıo) de śımbolos de
función SF = {f0, f1, . . .} y una función rango ó aridad, r, que
asigna a cada f ∈ SF un entero no negativo, r(f), llamado el rango
del śımbolo de función f .

6. Un conjunto finito o numerable (posiblemente vaćıo) de śımbolos de
predicados SP = {p0, p1, . . .} y una función rango ó aridad, r, que
asigna a cada p ∈ SP un entero no negativo, r(p), llamado el rango del
śımbolo de predicado p.

Los conjuntos V, SF y SP son disjuntos.

11.1.2 Nota

1. Los śımbolos de función de aridad 0 se llaman constantes.

2. El conjunto de las constantes se representa por SC.

3. Los śımbolos de predicado de aridad 0 son śımbolos proposicionales.
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11.1.3 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y Γ = V ∪SF . Para
cada f ∈ SF − SC de rango n se define la aplicación Cf : (Γ∗)n → Γ∗ por:

Cf (t1, . . . , tn) = ft1 . . . fn

El conjunto TERML de los términos de L es el conjunto engendrado
por V ∪ SC mediante las aplicaciones Cf .

11.1.4 Nota Más informalmente, los términos de L se definen por:

1. Las variables y las constantes de L son términos de L.

2. Si t1, . . . , tn son términos de L y f es un śımbolo de función de L de
aridad n, entonces ft1 . . . tn es un término de L.

11.1.5 Lema (Principio de inducción para términos)
Sea S ⊆ TERM tal que:

1. V ∪ SC ⊆ S;

2. si f es un śımbolo de función de aridad n > 0 y (t1, . . . , tn) ∈ Sn,
entonces ft1 . . . tn ∈ S.

Entonces S = TERM .

11.1.6 Definición Las fórmulas atómicas de un lenguaje de primer or-
den L son las expresiones de la forma pt1 . . . tn, donde p es un śımbolo de
predicado de aridad n y t1, . . . , tn son términos.

11.1.7 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y

Σ = V ∪ SF ∪ SP ∪ {¬,∨, ∃, (, )}

Se definen las aplicaciones

C¬ : Σ∗ → Σ∗

C∨ : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗

Ei : Σ∗ → Σ∗

por:
C¬(F ) = ¬F
C∨(F, G) = (F ∨G)
Ei(F ) = ∃xiF

El conjunto FORML de las fórmulas de L es el conjunto engendrado
por el conjunto de las fórmulas atómicas de L mediante las aplicaciones
C¬, C∨, Ei.
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11.1.8 Nota Más informalmente, las fórmulas de L se definen por:

1. Las fórmulas atómicas de L son fórmulas de L.

2. Si F y G son fórmulas de L, entonces ¬F y (F ∨G) también lo son.

3. Si xi es una variable y F es una fórmula de L, entonces ∃xiF también
lo es.

11.1.9 Lema (Principio de inducción para fórmulas)
Sea S ⊆ FORM tal que:

1. si F es una fórmula atómica, entonces F ∈ S;

2. si F ∈ S, entonces ¬F ∈ S;

3. si F,G ∈ S, entonces (F ∨G) ∈ S;

4. si F ∈ S, entonces ∃xiF ∈ S.

Entonces S = FORM .

11.1.10 Nota

1. Los śımbolos x, y, z, . . . representarán variables.

2. Los śımbolos a, b, c, . . . representarán constantes.

3. Los śımbolos f, g, h, . . . representarán śımbolos de funciones.

4. Los śımbolos p, q, r, . . . representarán śımbolos de predicados.

5. Los śımbolos t1, t2, . . . representarán términos.

6. Los śımbolos F, G,H, . . . representarán fórmulas.

11.1.11 Nota Se usarán las siguientes abreviaturas:

1. (F ∧G) en lugar de ¬(¬F ∨ ¬G).

2. (F → G) en lugar de (¬F ∨G).

3. (F ↔ G) en lugar de ((F → G) ∧ (G → F )).

4.

(
n∨

i=1

Fi

)
en lugar de (F1 ∨ (F2 ∨ . . . ∨ (Fn−1 ∨ Fn) . . .)).

5.

(
n∧

i=1

Fi

)
en lugar de (F1 ∧ (F2 ∧ . . . ∧ (Fn−1 ∧ Fn) . . .)).

6. ∀xiF en lugar de ¬∃xi¬F .
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11.2 Libre generación de términos y fórmulas

11.2.1 Lema Sea Γ = V ∪ SF y K : Γ∗ → N definida por:

K(w) =





1, si w es una variable;
1− n, si w es un śımbolo de función de aridad n;
K(w1) + . . . + K(wn), si w = w1 . . . wn ∈ Γ∗ − Γ

Entonces K(t) = 1 para todo término t.

11.2.2 Lema Si t′ es un sufijo propio no vaćıo de un término t, entonces t′

es una concatenación de uno o más términos.

11.2.3 Lema Ningún prefijo propio de un término es un término.

11.2.4 Teorema El conjunto TERM de los términos está libremente gene-
rado por las variables, las constantes y las aplicaciones Cf .

11.2.5 Lema Sea L un lenguaje de primer orden,

Σ = V ∪ SF ∪ SP ∪ {¬,∨, ∃, (, )}
y K : Σ∗ → N definida por:

K(w) =





1, si w es una variable;
0, si w = ¬
−1, si w = ∨
−1, si w = ∃
−1, si w = (
1, si w =)
1− n, si w es un śımbolo de función de aridad n;
1− n, si w es un śımbolo de predicado de aridad n;
K(w1) + . . . + K(wn), si w = w1 . . . wn ∈ Σ∗ − Σ

1. Si F es una fórmula, entonces K(F ) = 1.

2. Si w es un prefijo propio de una fórmula, entonces K(w) ≤ 0.

11.2.6 Lema Ningún prefijo propio de una fórmula es una fórmula.

11.2.7 Teorema El conjunto FORM de las fórmulas está libremente gene-
rado por las fórmulas atómicas y las aplicaciones C¬, C∨ y Ei.

11.2.8 Nota

1. Para disminuir el número de paréntesis se usan los mismos convenios
que en el caso proposicional.

2. A veces, escribiremos:

f(t1, . . . , tn) en lugar de ft1 . . . tn
p(t1, . . . , tn) en lugar de pt1 . . . tn
(∃xi)[F ] en lugar de ∃xiF
(∀xi)[F ] en lugar de ∀xiF
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11.3 Variables libres y ligadas

11.3.1 Definición El conjunto Libre(t) de las variables libres de un término
t se define recursivamente por:

Libre(t) =

{ {x}, si t = x es una variable;
Libre(t1) ∪ . . . ∪ Libre(tn), si t = ft1 . . . tn

11.3.2 Definición El conjunto Libre(F ) de las variables libres de una
fórmula F se define recursivamente por:

Libre(F ) =





Libre(t1) ∪ . . . ∪ Libre(tn), si t = pt1 . . . tn
Libre(G) si F = ¬G;
Libre(G) ∪ Libre(H) si F = (G ∨H);
Libre(G)− {xi} si F = ∃xiG;

11.3.3 Definición

1. Un término t es cerrado si Libre(t) = ∅.
2. Una fórmula F es cerrada si Libre(F ) = ∅.
3. Una sentencia es una fórmula cerrada.

4. Una fórmula es abierta si no contiene cuantificadores.

11.3.4 Definición El conjunto Ligada(F ) de las variables ligadas de una
fórmula F se define recursivamente por:

Ligada(F ) =





Ligada(t1) ∪ . . . ∪ Ligada(tn), si t = pt1 . . . tn
Ligada(G) si F = ¬G;
Ligada(G) ∪ Ligada(H) si F = (G ∨H);
Ligada(G) ∪ {xi} si F = ∃xiG;

11.3.5 Nota En general, Libre(F ) ∩ Ligada(F ) 6= ∅.

11.4 Sustituciones

11.4.1 Definición

1. Una sustitución θ es una aplicación del conjunto V de las variables
en el conjunto TERM de los términos.

2. El dominio de una sustitución θ es

D(θ) = {x ∈ V : θ(x) 6= x}

3. Una sustitución θ es finita si D(θ) es finito.
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11.4.2 Nota En lo que sigue, sólo consideraremos sustituciones finitas y
omitiremos el adjetivo.

11.4.3 Nota Por {(x1, t1), . . . , (xn, tn)} representaremos la sustitución θ de-
finida por

θ(x) =

{
ti, si x = xi;
x, si x ∈ V − {x1, . . . , xn}

11.4.4 Teorema Para cada sustitución θ existe una única aplicación θ̂ de
TERM en TERM definida por:

θ̂(t) =

{
θ(t), si t es una variable;

f θ̂(t1) . . . θ̂(tn), si t = ft1 . . . tn

En lo sucesivo, escribiremos θ(t) en lugar de θ̂(t).

11.4.5 Definición Sean s y t dos términos. El término resultante de susti-
tuir en s la variable x por el término t es

s[x/t] = θ(s),

donde θ = {(x, t)}.

11.4.6 Definición Sean F una fórmula y t un término. La fórmula resul-
tante de sustituir en F la variable x por el término t se define recursivamente
por:

F [x/t] =





pt1[x/t] . . . tn[x/t], si F = pt1 . . . tn;
¬F [x/t], si F = ¬G;
G[x/t] ∨H[x/t], si F = G ∨H:
∃yG[x/t], si F = ∃yG y x 6= y;
∃xG, si F = ∃xG;

11.4.7 Definición Una variable x de F es sustituible por el término t si
se cumple una de las siguientes condiciones:

1. F es atómica;

2. F = ¬G y x es sustituible por t en G;

3. F = G ∨H y x es sustituible por t en G y en H;

4. F = ∃xG;

5. F = ∃yG, x 6= y, y 6∈ Libre(t) y x es sustituible por t en G.

11.4.8 Nota

1. En lo sucesivo, al escribir F [x/t], supondremos que x es sustituible por
t en F .
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2. Si una fórmula F contiene una variable libre x, escribiremos F como
F (x) y abreviaremos F [x/t] por F (t).

11.4.9 Definición El conjunto Subf(F ) de las subfórmulas de una fórmula
F se define recursivamente por:

Subf(F ) =





{F}, si F es atómica;
{F} ∪ Subf(G), si F = ¬G;
{F} ∪ Subf(G) ∪ Subf(H), si F = G ∨H;
{F} ∪ (

⋃{Subf(G[x/t]) : t es un término}), si F = ∃xG;
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Semántica de la lógica de
primer orden

12.1 Semántica de los términos y las fórmulas

12.1.1 Definición Sea L un lenguaje de primer orden. Una L–estructura
(o, simplemente, estructura) es un par M = (M, I) donde M es un con-
junto no vaćıo llamado el universo (o dominio) de la estructura e I es una
aplicación llamada la interpretación de la estructura tal que:

1. Para cada constante c, I(c) ∈ M .

2. Para cada śımbolo de función de aridad n > 0, I(f) : Mn → M .

3. Para cada śımbolo de predicado de aridad 0, I(p) ∈ 2.

4. Para cada śımbolo de predicado de aridad n > 0, I(p) : Mn → 2.

A veces, escribiremos cM, fM ó pM en lugar de I(c), I(f) ó I(p), respectiva-
mente.

12.1.2 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y M una L–estructura.
Una asignación σ es una aplicación del conjunto de las variables de L en el
universo de M. El conjunto de las asignaciones se representa por MV .

12.1.3 Teorema Sea M una L–estructura. Para cada asignación σ existe
una única aplicación σ̂ de TERM en M definida por:

σ̂(t) =

{
σ(t), si t es una variable;
fM(σ̂(t1), . . . , σ̂(tn)), si t = ft1 . . . tn

En lo sucesivo, escribiremos σ(t) ó tM en lugar de σ̂(t).

12.1.4 Definición Sea M una L–estructura, m ∈ M y σ ∈ V M . Se repre-
senta por σ[x/m] la asignación σ′ definida por:

σ′(y) =

{
σ(y), si y 6= x;
m, si y = x.
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Cap. 12. Semántica de la lógica de primer orden 48

12.1.5 Definición La aplicación H∃ : P(2) → 2 está definida por

H∃(X) =

{
1, si 1 ∈ X;
0, en caso contrario

12.1.6 Teorema Sea M una L–estructura. Para cada asignación σ existe
una única aplicación σ̂ de FORM en 2 definida por:

σ̂(F ) =





pM(σ(t1), . . . , σ(tn)), si F = pt1 . . . tn;
H¬(G), si F = ¬G;
H∨(G,H), si F = G ∨H;

H∃({σ̂[x/m](G) : m ∈ M}), si F = ∃xG;

En lo sucesivo, escribiremos σ(F ) ó FM en lugar de σ̂(t).

12.1.7 Lema Sea M una L–estructura y σ una asignación.

1. σ(F ∧G) = H∧(σ(F ), σ(G)).

2. σ(F → G) = H→(σ(F ), σ(G)).

3. σ(F ↔ G) = H↔(σ(F ), σ(G)).

4. σ(∀xF ) = 1 syss σ[x/m](F ) = 1 para todo m ∈ M .

5. σ(∃xF ) = 1 syss σ[x/m](F ) = 1 para algún m ∈ M .

12.2 Consistencia, validez y modelos

12.2.1 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y F una fórmula.

1. F es válida en la L–estructura M respecto de la asignación σ,
M |=σ F , si σ(F ) = 1.

2. F es válida en la L–estructura M, M |= F , si σ(F ) = 1 para todas
las asignaciones σ. En este caso, se dice que M es un modelo de F .

3. F es válida, |= F , si es válida en todas las L–estructuras.

4. F es consistente (o satisfacible) si tiene algún modelo.

12.2.2 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y Γ un conjunto de
fórmulas.

1. Γ es válido en la L–estructura M respecto de la asignación σ,
M |=σ Γ, si σ(F ) = 1 para toda F ∈ Γ.

2. Γ es válido en la L–estructura M, M |= Γ, si M |=σ Γ para todas las
asignaciones σ. En este caso, se dice que M es un modelo de Γ.

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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3. Γ es válido, |= Γ, si es válido en todas las L–estructuras.

4. Γ es consistente (o satisfacible) si tiene algún modelo.

12.2.3 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y Γ, Γ′ dos conjuntos
de fórmulas.

1. Γ′ es consecuencia semántica de Γ, Γ |= Γ′, si todos los modelos de
Γ también son modelos de Γ′.

2. La fórmula F es consecuencia semántica de Γ, Γ |= F , si todos los
modelos de Γ también son modelos de F .

12.2.4 Nota Se escribirá F1, . . . , Fn |= G en lugar de {F1, . . . , Fn} |= G.

12.2.5 Lema Sea M una L–estructura, F una fórmula y σ1, σ2 dos asigna-
ciones. Si σ1(x) = σ2(x) para toda x ∈ Libre(F ), entonces σ1(F ) = σ2(F ).

12.2.6 Corolario Si M es una L–estructura y F es una fórmula cerrada,
entonces M |= F ó M |= ¬F .

12.2.7 Lema Sea Γ = {F1, . . . , Fn} un conjunto de fórmulas cerradas y G
una fórmula cerrada.

1. M |= Γ syss M |=
n∧

i=1

Fi.

2. Γ |= F syss |=
n∧

i=1

Fi → G.

12.2.8 Lema Sea Γ un conjunto de fórmulas cerradas y F una fórmula ce-
rrada. Entonces Γ |= F syss Γ ∪ {¬F} es inconsistente.

12.2.9 Corolario Una fórmula cerrada F es válida syss ¬F es inconsistente.

12.2.10 Nota

1. El problema de la consistencia (o de la satisfacibilidad) consiste en
dada una fórmula determinar si es consistente.

2. El problema de la validez consiste en dada una fórmula determinar
si es válida.
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12.3 Semántica mediante extensiones de lengua-

jes

12.3.1 Definición Sea M una L–estructura. El lenguaje extendido L(M)
se obtiene añadiéndole al conjunto de constantes de L una nueva constante,
m, por cada elemento m ∈ M . La interpretación I de la estructura M se
extiende definiendo I(m) = m para las nuevas constantes.

12.3.2 Lema Sea M una L–estructura, σ una asignación, x una variable,
m ∈ M y σ′ = σ[x/m].

1. σ′(t) = σ(t[x/m]) para todo término t de L.

2. σ′(F ) = σ(F [x/m]) para todo fórmula F de L.

12.4 Fórmulas válidas

12.4.1 Teorema Sea F una fórmula proposicional y G una fórmula obtenida
sustituyendo las variables proposicionales de F por fórmulas del lenguaje de
primer orden L. Si F es una tautoloǵıa, entonces G es válida.

12.4.2 Definición Sea F una fórmula y x1, . . . , xn las variable libres de F .

1. El cierre universal de F , ∀(F ), es la fórmula ∀x1 . . . ∀xnF .

2. El cierre existencial de F , ∃(F ), es la fórmula ∃x1 . . . ∃xnF .

12.4.3 Lema

1. F es válida syss ∀(F ) es válida.

2. F es consistente syss ∃(F ) es consistente .

12.4.4 Definición La fórmula F ′ es una instancia de la fórmula F si existe
una sustitución σ tal que σ(F ) = F ′.

12.4.5 Lema Sea F ′ una instancia de la fórmula F .

1. Si |= ∀(F ), entonces |= F ′.

2. Si |= F ′, entonces |= ∃(F ).

12.4.6 Definición Dos fórmulas F y G son equivalentes, y se representa
por F ≡ G, si |= F ↔ G.

12.4.7 Lema La relación ≡ es de equivalencia en FORM .
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12.4.8 Lema

1. Si F ≡ F ′, entonces ¬F ≡ ¬F ′.

2. Si F ≡ F ′, G ≡ G′ y ∗ ∈ {∨,∧,→,↔}, entonces F ∗ G ≡ F ′ ∗ G′.

3. Si F ≡ F ′ y Q ∈ {∀,∃}, entonces QxF ≡ QxF ′.

12.4.9 Teorema (de sustitución)
Sea G una subfórmula de F y F ′ la fórmula obtenida sustituyendo una
ocurrencia de G en F por G′. Si G ≡ G′, entonces F ≡ F ′.

12.4.10 Lema Las siguientes equivalencias se verifican para todas las fórmulas:

1. Idempotencia:
F ∨ F ≡ F F ∧ F ≡ F

2. Conmutatividad:

F ∨G ≡ G ∨ F F ∧G ≡ G ∧ F

3. Asociatividad:

F ∨ (G ∨H) ≡ (F ∨G) ∨H F ∧ (G ∧H) ≡ (F ∧G) ∧H

4. Absorción:
F ∧ (G ∨H) ≡ F F ∨ (G ∧H) ≡ F

5. Distributividad:

F ∧ (G∨H) ≡ (F ∧G)∨ (F ∧H) F ∨ (G∧H) ≡ (F ∨G)∧ (F ∨H)

6. Doble negación:
¬¬F ≡ F

7. Leyes de de Morgan:

¬(F ∧G) ≡ ¬F ∨ ¬G ¬(F ∨G) ≡ ¬F ∧ ¬G

12.4.11 Lema

1. Leyes de de Morgan:

¬
(

n∧
i=1

Fi

)
≡

n∨
i=1

¬Fi ¬
(

n∨
i=1

Fi

)
≡

n∧
i=1

¬Fi

José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)
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2. Distributividad:
(

m∨
i=1

Fi

)
∧

(
n∨

j=1

Gj

)
≡

m∨
i=1

(
n∨

j=1

(Fi ∧Gj)

)

(
m∧

i=1

Fi

)
∨

(
n∧

j=1

Gj

)
≡

m∧
i=1

(
n∧

j=1

(Fi ∨Gj)

)

12.4.12 Lema (propiedades de los cuantificadores)

1. Reglas de dualidad:

¬∀xF ≡ ∃x¬F ¬∃xF ≡ ∀x¬F

2. Reglas de distribución condicional:

∀x(F ∧G) ≡ ∀xF ∧ ∀xG ∃x(F ∨G) ≡ ∃xF ∨ ∃xG

3. Reglas de distribución: Si x no ocurre libre en G, entonces

∀x(F ∧G) ≡ ∀xF ∧G
∀x(F ∨G) ≡ ∀xF ∨G
∃x(F ∧G) ≡ ∃xF ∧G
∃x(F ∨G) ≡ ∃xF ∨G

4. Reglas de intercambio de cuantificadores:

∀x∀yF ≡ ∀y∀xF ∃x∃yF ≡ ∃y∃xF

12.4.13 Nota En general,

∀x(F ∨G) 6≡ ∀xF ∨ ∀xG, ∃x(F ∧G) 6≡ ∃xF ∧ ∀xG

12.4.14 Lema (cambio de variables ligadas)
Si y es una variable sustituible por x en F y no ocurre libre en F , entonces

∀xF ≡ ∀yF [x/y] ∃xF ≡ ∃yF [x/y]

12.4.15 Definición Una fórmula F es rectificada si todos los cuantifica-
dores se aplican a variables distintas y Libre(F ) ∩ Ligada(F ) = ∅

12.4.16 Lema Para cada fórmula F existe una fórmula rectificada F ′ tal
que F ≡ F ′.
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Formas normales y cláusulas

13.1 Formas prenexas

13.1.1 Definición Una fórmula F está en forma prenexa si es de la forma

Q1x1 . . . QnxnG

donde Qi ∈ {∀,∃}, xi son variables distintas y G es una fórmula abierta.
Se dice que Q1x1 . . . Qn es el prefijo de F y que G es la matriz de F .

13.1.2 Teorema Para cada fórmula F existe una fórmula equivalente F ′ en
forma prenexa.

13.1.3 Nota Existen algoritmos que para cada fórmula F devuelven una
fórmula equivalente F ′ en forma prenexa.

13.1.4 Corolario Para cada fórmula F existe una fórmula equivalente F ′ en
forma prenexa con su matriz en forma normal conjuntiva (resp. disyuntiva).

13.2 Formas de Skolem

13.2.1 Definición Para cada fórmula F , definimos su forma de Skolem,
Skolem(F ), como el resultado del siguiente “algoritmo”:

• Sea F1 una fórmula en forma normal equivalente a ∃(F ).

• Si F1 no contiene cuantificadores existenciales, entonces Skolem(F ) es
F1.

• Si F1 es de la forma ∀x1 . . . ∀xn∃yG, entonces

Skolem(F ) = Skolem(∀x1 . . . ∀xnG[y/fx1 . . . xn]

donde f es un śımbolo de función de aridad n que no ocurre en F . En
este caso, se dice que f es una función de Skolem.
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13.2.2 Ejemplo

1. La forma de Skolem de

(∃x1)(∀x2)(∃x3)(∃x4)[p(x1, x2) → q(x3, x4)]

es
(∀x2)[p(a, x2) → q(f1(x2), f2(x2))]

2. La forma de Skolem de

(∃x1)(∀x2)(∃x3)(∀x4)(∃x5)[p(x1, x2, x3, x4, x5)]

es
(∀x2)(∀x4)[p(a, x2, f1(x2), x4, f2(x2, x4))]

13.2.3 Lema |= Skolem(F ) → F .

13.2.4 Teorema Una fórmula F es inconsistente syss su forma de Skolem
es inconsistente.

13.2.5 Nota

1. Una forma de Skolem es una forma prenexa cuyo prefijo no contiene
cuantificadores existenciales.

2. A veces, se suprime el prefijo de las formas de Skolem (sobrentendiéndose
que todas las variables que aparecen en la matriz están universalmente
cuantificadas).

13.3 Formas clausales

13.3.1 Definición Una forma clausal es una forma de Skolem cuya matriz
está en forma normal conjuntiva.

13.3.2 Lema Para cada forma de Skolem existe una forma clausal equiva-
lente.

13.3.3 Nota Existe un algoritmo que para cada fórmula F devuelve una
fórmula F ′ en forma clausal tal que F es consistente syss F ′ es consistente.
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Cláusulas de primer orden

14.1 Cláusulas

14.1.1 Definición Sea L un lenguaje de primer orden.

1. Un átomo es una fórmula atómica de L.

2. Un literal es un átomo o su negación.

3. Un literal es positivo si es un átomo y negativo, en caso contrario.

4. El complementario de un literal L es

L =

{ ¬pt1 . . . tn si L = pt1 . . . tn;
pt1 . . . tn si L = ¬pt1 . . . tn;

5. Los literales L y L′ son complementarios si L′ = L.

6. Una cláusula es un conjunto de literales.

7. La cláusula vaćıa es el conjunto vaćıo y se representa por ¤.

14.1.2 Nota Usaremos las siguientes variables sintácticas:

1. A,B,C para átomos.

2. L para literales.

3. C, D para cláusulas.

4. S, P para conjuntos de cláusulas.

14.1.3 Definición Sea M una L–estructura y θ una sustitución

1. Para cada literal L,

θ(L) =

{
pθ(t1) . . . θ(tn), si L = pt1 . . . tn;
¬pθ(t1) . . . θ(tn), si L = ¬pt1 . . . tn;
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2. Para cada cláusula C,

θ(C) = {θ(L) : L ∈ C}

3. Para cada conjunto de cláusulas S,

θ(S) = {θ(C) : C ∈ S}

14.1.4 Definición Sea M una L–estructura y σ una asignación.

1. Para cada literal L,

σ′(L) =

{
pM(σ(t1), . . . , σ(tn)), si L = pt1 . . . tn;
1− pM(σ(t1), . . . , σ(tn)), si L = ¬pt1 . . . tn;

2. Para cada cláusula C,

σ′′(C) = 1 syss existe un L ∈ C tal que σ′(L) = 1

3. Para cada conjunto de cláusulas S,

σ′′′(S) = 1 syss para todo C ∈ S, σ′′(C) = 1

14.1.5 Lema Sea M una L–estructura y σ una asignación.

1. σ′′(¤) = 0.

2. σ′′′(∅) = 1.

14.1.6 Nota En lo que sigue, escribiremos σ(L), σ(C) ó σ(S) en lugar de
σ′(L), σ′′(C) ó σ′′′(S)

14.1.7 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y C una cláusula.

1. C es válida en la L–estructura M respecto de la asignación σ,
M |=σ C, si σ(C) = 1.

2. C es válida en la L–estructura M, M |= C, si σ(C) = 1 para todas
las asignaciones σ. En este caso, se dice que M es un modelo de C.

3. C es válida, |= C, si es válida en todas las L–estructuras.

4. C es consistente (o satisfacible) si tiene algún modelo.

14.1.8 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y S un conjunto de
cláusulas.

1. S es válido en la L–estructura M respecto de la asignación σ,
M |=σ S, si σ(F ) = 1 para toda F ∈ S.
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2. S es válido en la L–estructura M, M |= S, si M |=σ S para todas las
asignaciones σ. En este caso, se dice que M es un modelo de S.

3. S es válido, |= S, si es válido en todas las L–estructuras.

4. S es consistente (o satisfacible) si tiene algún modelo.

14.1.9 Definición Sea L un lenguaje de primer orden y S, S ′ dos conjuntos
de cláusulas.

1. S ′ es consecuencia semántica de S, S |= S ′, si todos los modelos de
S también son modelos de S ′.

2. La cláusula C es consecuencia semántica de S, S |= C, si todos los
modelos de S también son modelos de C.

14.1.10 Nota

1. Si S ⊆ S ′ y S ′ es consistente, entonces S es consistente.

2. Si ¤ ∈ S, entonces S es inconsistente.

14.2 Cláusulas y fórmulas

14.2.1 Definición

1. El conjunto de fórmulas correspondiente a la cláusula C 6= ¤ es

Form(C) =

{
∀

(
n∨

i=1

Li

)
: C = {L1, . . . , Ln}

}

2. El conjunto de fórmulas correspondiente al conjunto de cláusulas C 6= ∅
es

Form(S) =

{
n∧

i=1

Fi : S = {C1, . . . , Cn}, Fi ∈ Form(Ci)

}

14.2.2 Lema

1. Si F, G ∈ Form(C), entonces F ≡ G.

2. Si F, G ∈ Form(S), entonces F ≡ G.

14.2.3 Definición Un conjunto de cláusulas S es una forma clausal de
la fórmula F si son equiconsistentes (es decir, F es consistente syss S es
consistente).
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14.2.4 Lema Una forma clausal de la fórmula cerrada

∀x1 . . . ∀xk

n∧
i=1

(
mi∨
j=1

Li,j

)

es
{{Li,j : 1 ≤ j ≤ mi} : 1 ≤ i ≤ n}

14.2.5 Algoritmo
Entrada: Un conjunto finito de fórmulas cerradas, Γ, y una fórmula ce-

rrada, G.
Salida: Un conjunto de cláusulas, S, tal que S es consistente syss Γ |= G.
Procedimiento:

• Sea Γ1 = Γ ∪ {¬G}.
• Sea Γ2 el conjunto de las formas prenexas de las fórmulas de Γ1.

• Sea Γ3 el conjunto de las formas de Skolem de las fórmulas de Γ2.

• Sea Γ4 el conjunto de las formas normales de las fórmulas de Γ3.

• Sea S1 el conjunto de las formas clausales de las fórmulas de Γ4.

• Devolver S =
⋃

S1.

14.2.6 Ejemplo Sea

Γ = {(∀x)[p(x) → (∃y)[r(y) ∧ q(x, y)]], (∃x)p(x)}
y G = (∃x)(∃y)q(x, y). Entonces,

Γ1 = { (∀x)[p(x) → (∃y)[r(y) ∧ q(x, y)]],
(∃x)p(x),
¬(∃x)(∃y)q(x, y)}

Γ2 = { (∀x)(∃y)[¬p(x) ∨ (r(y) ∧ q(x, y))],
(∃x)p(x),
(∀x)(∀y)¬q(x, y)}

Γ3 = { (∀x)[¬p(x) ∨ (r(f(x)) ∧ q(x, f(x)))],
p(a),
¬q(x, y)}

Γ4 = { (∀x)[(¬p(x) ∨ r(f(x))) ∧ (¬p(x) ∨ q(x, f(x)))],
p(a),
¬q(x, y)}

S1 = { {{¬p(x), r(f(x))}, {¬p(x), q(x, f(x))}},
{{p(a)}},
{{¬q(x, y)}}}

S = { {¬p(x), r(f(x))},
{¬p(x), q(x, f(x))},
{p(a)},
{¬q(x, y)}}
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Caṕıtulo 15

Teorema de Herbrand

15.1 Modelos de Herbrand

15.1.1 Nota En lo que sigue, L es un lenguaje de primer orden cuyo con-
junto de constantes es no vaćıo (en caso contrario, se le añade una constante,
a).

15.1.2 Definición

1. El universo de Herbrand U(L) de L es el conjunto de los términos
cerrados de L.

2. La base de Herbrand de L, B(L), es el conjunto de los átomos ce-
rrados de L.

15.1.3 Definición Una L estructura M es una estructura de Herbrand
de L si:

1. El universo de M es el universo de Herbrand de L; es decir,

M = U(L)

2. Para toda constante c de L,

cM = c

3. Para todo śımbolo de función f de aridad n > 0, y todo t1, . . . , tn ∈ U(L),

fM(t1, . . . , tn) = ft1 . . . tn

15.1.4 Definición Una interpretación de Herbrand de L es un subcon-
junto de la base de Herbrand de L.

15.1.5 Nota Usaremos los śımbolos I, I1, I2, . . . para representar interpreta-
ciones de Herbrand.
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15.1.6 Lema Sea M el conjunto de las estructuras de Herbrand de L e I el
conjunto de las interpretaciones de Herbrand de L. Las aplicaciones

Φ : M ∈M 7→ Φ(M) = {A ∈ BL : M |= A} ∈ I
Ψ : I ∈ I 7→ Ψ(I) = M ∈M,

donde M es la L–estructura de Herbrand tal que para todo śımbolo de pred-
icado de aridad n y para todo t1, . . . , tn ∈ U(L),

pM(t1, . . . , tn) = 1 syss pt1 . . . tn ∈ I,

son biyectivas. Además, Φ−1 = Ψ.

15.1.7 Nota En lo sucesivo, identificaremos las estructuras de Herbrand de
L y sus interpretaciones de Herbrand.

15.1.8 Definición Un modelo de Herbrand de un conjunto Γ de fórmulas
de L es una estructura de Herbrand de L que es un modelo de Γ.

15.1.9 Nota Los conceptos de universo, base, estructuras, interpretaciones
y modelos de Herbrand definidos anteriormente para el lenguaje L se apli-
can a fórmulas, conjuntos de fórmulas, cláusulas y conjuntos de cláusulas,
considerando en cada caso el lenguaje formado a partir de sus śımbolos de
funciones y predicados.

15.1.10 Lema Sea I una interpretación de Herbrand y

C = {A1, . . . , An,¬B1, . . . ,¬Bm}
una cláusula. Son equivalentes:

1. I |= C

2. Para toda sustitución θ : V → U(C),

{θ(B1), . . . , θ(Bm)} ⊆ I =⇒ {θ(A1), . . . , θ(Am)} ∩ I 6= ∅

15.1.11 Lema Sea M una L–estructura de Herbrand y θ una asignación.
Entonces,

θ(F [x/t]) = θ[x/t](F )

15.1.12 Teorema Si un conjunto de cláusulas S es consistente, entonces
tiene un modelo de Herbrand.

15.1.13 Corolario Un conjunto de cláusulas S es inconsistente syss no tiene
modelos de Herbrand.

15.1.14 Corolario (Löwenheim–Skolem)
Si Γ es un conjunto de fórmulas consistente, entonces tiene un modelo nu-
merable (i.e. su universo es un conjunto numerable).
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15.2 Teorema de Herbrand

15.2.1 Definición Sea S un conjunto finito de cláusulas.

1. La sustitución θ es básica si rang(θ) ⊆ U(S).

2. La cláusula C ′ es una instancia básica de la cláusula C ∈ S si existe
una sustitución básica, θ, tal que C ′ = θ(C).

3. La extensión de Herbrand de S; E(S), es el conjunto de las instan-
cias básicas de las cláusulas de S.

15.2.2 Nota Mediante la expansión de Herbrand asociamos a un conjunto
finito de cláusulas de primer orden un conjunto (posiblemente infinito) de
cláusulas del cálculo proposicional.

15.2.3 Teorema (de Skolem–Herbrand–Gdel)
Sea S un conjunto finito de cláusulas. Entonces S es consistente syss E(S)
es consistente (en el sentido de la lógica proposicional).

15.2.4 Teorema (de Herbrand)
Sea S un conjunto finito de cláusulas. Entonces S es inconsistente syss
E(S) contiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido de la lógica
proposicional).

15.3 Métodos de deducción basados directa-

mente en el teorema de Herbrand

15.3.1 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (Ui(S))i≥0 está definida por:

U0(S) =

{
el conjunto de constantes de S, si tiene alguna;
{a}, en caso contrario.

Ui+1(S) = Ui(S) ∪ {ft1 . . . tn : f ∈ SF ; r(f) = n; t1, . . . , tn ∈ Ui(S)}

2. Para cada i ≥ 0,

Si = {θ(C) : C ∈ S y θ es una sustitución tal que rang(θ) ⊆ Ui(S)}

15.3.2 Lema Sea S un conjunto de cláusulas.

1. U(L) =
⋃
i≥0

Ui(S).

2. S es inconsistente syss existe un i ≥ 0 tal que Si es inconsistente.
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15.3.3 Algoritmo
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.
Procedimiento:

Hacer i := 0
mientras que Si es consistente (en el sentido proposicional)

hacer i := i + 1
devolver Inconsistente

15.3.4 Nota Para determinar la consistencia de los conjuntos Si se utilizan
los algoritmos estudiados para la lógica proposicional; en particular, el algo-
ritmo de Davis–Putnam.

15.3.5 Ejemplo Para el conjunto

S = {{q(x),¬p(x)}, {p(f(x))}, {¬q(f(x))}}

se obtiene

S0 = {{q(a),¬p(a)}, {p(f(a))}, {¬q(f(a))}} es consistente,
S1 = S0 ∪ {{q(f(a)),¬p(f(a))}, {p(f(f(a)))}, {¬q(f(f(a)))}} es inconsistente;

por tanto, S es inconsistente.

15.3.6 Teorema Dado un conjunto finito de cláusulas, S, el algoritmo an-
terior termina tras un número finito de pasos syss S es inconsistente.

15.3.7 Corolario Los problemas de consistencia y validez para la lógica de
primer orden son semidecidibles.

15.4 Resolución básica

15.4.1 Algoritmo (de resolución básica)
Entrada: Un conjunto finito de cláusulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.
Procedimiento:

Hacer i := 0
mientras que ¤ 6∈ Res∗(Si)

hacer i := i + 1
devolver Inconsistente

15.4.2 Teorema Dado un conjunto finito de cláusulas, S, el algoritmo an-
terior termina tras un número finito de pasos syss S es inconsistente.
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15.4.3 Nota Los algoritmos anteriores requieren la generación de los con-
juntos Si que pueden crecer exponencialmente. Por ejemplo, si

S = {{p(x, g(x), y, h(x, y), z, k(x, y, z))}, {¬p(u, v, e(v), w, f(v, w), x)}},

entonces |U0(S)| = 1, |U1(S)| = 6, ..., y |S0| = 2, |S1| = 4825,.... El primer
conjunto Si inconsistente es S5 que tiene del orden de 10256 elementos.
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Caṕıtulo 16

Sustitución y unificación

16.1 Comparación de términos

16.1.1 Nota En lo que sigue, L es un lenguaje de primer orden y T es el
conjunto de sus términos.

16.1.2 Definición En T se define la relación ≤ por

t1 ≤ t2 syss existe una sustitución θ tal que θ(t1) = t2.

Si t1 ≤ t2 se dice que t1 es menos particular que t2; o bien, que t2 es una
instancia de t1.

16.1.3 Ejemplo

x ≤ f(x, y) ≤ f(g(y), y) ≤ f(g(x), x) ≤ f(g(a), a).

16.1.4 Lema La relación ≤ es un preorden en T (i.e. es reflexiva y transitiva
en T ).

16.1.5 Definición En T se define la relación ≡ por

t1 ≡ t2 syss t1 ≤ t2 ∧ t2 ≤ t1

Si t1 ≡ t2 se dice que t1 y t2 son equivalentes.

16.1.6 Ejemplo f(g(x, a), y) ≡ f(g(x, a), z).

16.1.7 Definición Una permutación es una aplicación ξ : V → V biyec-
tiva.

16.1.8 Lema Para cada permutación ξ existe una única aplicación ξ̂ : T → T
definida por:

ξ̂(t) =

{
ξ(t), si t es una variable;

f ξ̂(t1), . . . , ξ̂(tn), si t = ft1 . . . tn

En lo sucesivo, escribiremos ξ(t) en lugar de ξ̂(t).
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16.1.9 Lema t1 ≡ t2 syss existe una permutación ξ tal que ξ(t1) = t2.

16.1.10 Nota Si t1 ≡ t2 se dice que t2 es una variante de t1.

16.1.11 Lema La relación ≡ es de equivalencia en T .

16.1.12 Definición

1. Para cada témino t, representaremos por [t] su clase de equivalencia;
i.e.

[t] = {t′ ∈ T : t′ ≡ t}
2. Representaremos por T el conjunto cociente de T respecto de ≡; i.e.

T = {[t] : t ∈ T}

16.1.13 Definición En T se define la relación

[t] ≤ [t′] syss t ≤ t′

16.1.14 Lema La relación ≤ es un orden parcial en T.

16.1.15 Nota El menor elemento de T es el conjunto de las variables.

16.1.16 Definición

1. El conjunto de variables de un término t se representa por var(t).

2. El número de variables distintas de un término t se representa por ν(t).

3. El tamaño del término t se define por:

|t| =





0, si t es una variable;

1 +
n∑

i=1

|ti|, si t = t1 . . . tn

4. La aplicación µ : T → T está definida por:

µ(t) = |t| − ν(t)

16.1.17 Definición

1. En T se define la relación

t1 < t2 ⇐⇒ (t1 ≤ t2) ∧ ¬(t2 ≤ t1)

2. En T se define la relación

[t1] < [t2] ⇐⇒ t1 < t2
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16.1.18 Lema Si t1 < t2, entonces µ(t1) < µ(t2).

16.1.19 Lema

1. La relación < está bien fundamentada en T ; i.e. no existen sucesiones
infinitas decrecientes.

2. La relación < es un buen orden (estricto) en T.

16.1.20 Definición Sea ϕ una biyección entre T × T y V . Definimos la
operación binaria ∩ en T por

t ∩ t′ =
{

f(t1 ∩ t′1, . . . tn ∩ t′n), si t = f(t1, . . . tn) y t′ = f(t′1, . . . t
′
n)

ϕ(t, t′), en caso contrario

16.1.21 Lema

1. t ∩ t′ ≤ t y t ∩ t′ ≤ t′

2. t′′ ≤ t ∧ t′′ ≤ t′ =⇒ t′′ ∩ t ≤ t′

16.1.22 Definición En T se define la operación

[t] ∩ [t′] = [t ∩ t′]

16.1.23 Ejemplo [f(g(x, a), h(b))] ∩ [f(g(y, c), d)] = [f(g(u, v), w)]

16.1.24 Lema En (T, <), [t] ∩ [t′] es el ı́nfimo de t y t′.

16.1.25 Nota Representaremos por T el conjunto obtenido añadiéndole a
T un mayor elemento >.

16.1.26 Teorema (T , <) es un ret́ıculo completo.

16.1.27 Corolario Si dos términos t y t′ tiene una cota superior (i.e. una
instancia común θ(t) = θ′(t′)), entonces tienen un supremo, que se representa
por t ∪ t′ y es único módulo ≡.

16.1.28 Ejemplo f(a, x1, x2) ∪ f(x3, x3, x4) ≡ f(a, a, x5)

16.2 Comparación de sustituciones

16.2.1 Definición En el conjunto de las sustituciones se define la relación

θ ≤ θ′ syss existe una sustitución θ′′ tal que θ′′θ = θ′.

Si θ ≤ θ′ se dice que θ es menos particular que θ′.

16.2.2 Lema La relación ≤ es reflexiva y transitiva en el conjunto de las
sustituciones.
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16.2.3 Lema Si L tiene śımbolos de funciones, entonces

θ ≤ θ′ syss para todo término t, θ(t) ≤ θ′(t).

16.2.4 Definición En el conjunto de las sustituciones se define la relación

θ ≡ θ′ ⇐⇒ θ ≤ θ′ ∧ θ′ ≤ θ

Si θ ≡ θ′ se dice que θ es equivalente a θ′.

16.2.5 Lema θ ≡ θ′ syss existe una permutación ξ tal que ξθ = θ′.

16.2.6 Lema La relación ≡ es de equivalencia en el conjunto de las susti-
tuciones.

16.2.7 Lema Si L tiene śımbolos de funciones, entonces

θ ≡ θ′ syss para todo término t, θ(t) ≡ θ′(t).

16.3 Unificación

16.3.1 Definición Sean t1, t2 dos términos.

1. Una sustitución θ es un unificador de t1 y t2 si θ(t1) = θ(t1).

2. Representaremos por u(t1, t2) el conjunto de los unificadores de t1 y t2.

3. t1 y t2 son unificables si u(t1, t2) 6= ∅.
4. θ es un unificador de máxima generalidad de t1 y t2 si θ ∈ u(t1, t2)

y para todo θ′ ∈ u(t1, t2), θ′ ≤ θ.

5. Representaremos por umg(t1, t2) el conjunto de los unificadores de t1 y
t2 de máxima generalidad.

16.3.2 Ejemplo

1. Los términos t1 = f(g(a), h(x)) y t2 = f(y, y) no son unificables.

2. Los términos t1 = f(x, x) y t2 = f(y, g(y)) no son unificables.

3. t1 = f(x, g(y)) y t2 = f(a, z), entonces

(a) θ1 = {(x, a), (z, g(b))} ∈ u(t1, t2)− umg(t1, t2).

(b) θ2 = {(x, a), (z, g(y))} ∈ umg(t1, t2).

(c) θ3 = {(x, a), (y, u), (z, g(u))} ∈ umg(t1, t2)− {θ2}

16.3.3 Lema

1. Si θ ∈ u(t1, t2), entonces t1 ∪ t2 ≤ θ(t1).
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2. Si θ ∈ umg(t1, t2), entonces t1 ∪ t2 ≡ θ(t1).

16.3.4 Lema

1. Si θ1 ∈ u(t1, t2) y θ1 ≤ θ2, entonces θ2 ∈ u(t1, t2).

2. Si θ, θ′ ∈ umg(t1, t2), entonces θ ≡ θ′.

16.3.5 Definición Sea N = {t1, . . . , tn} un conjunto finito de términos.

1. Una sustitución θ es un unificador de N si θ(t1) = . . . = θ(tn).

2. Representaremos por u(N) el conjunto de los unificadores de N .

3. N es unificable si u(N) 6= ∅.
4. θ es un unificador de máxima generalidad de N si θ ∈ u(N) y para

todo θ′ ∈ u(N), θ′ ≤ θ.

5. Representaremos por umg(N) el conjunto de los unificadores de N de
máxima generalidad.

16.3.6 Definición

1. Una ecuación en T es un par ordenado de términos.

2. Utilizaremos los śımbolos E,E1, E2, . . . para representar conjuntos fini-
tos de ecuaciones.

16.3.7 Definición Sea E = {(ti, t′i) : 1 ≤ i ≤ n} un conjunto finito de
ecuaciones.

1. La sustitución θ es una solución de E si θ(ti) = θ(t′i) para 1 ≤ i ≤ n.

2. El conjunto de las soluciones de E se representa por s(E).

3. La sustitución θ es una solución de máxima generalidad de E si es
una solución de E y para cualquier solución θ′ de E, θ′ ≤ θ.

4. El conjunto de las soluciones de E de máxima generalidad se representa
por smg(E).

16.3.8 Lema

1. u(t1, t2) = s({(t1, t2)})
2. umg(t1, t2) = smg({(t1, t2)})
3. u({t1, . . . , tn}) = s({(t1, t2), . . . , (t1, tn)})
4. umg({t1, . . . , tn}) = smg({(t1, t2), . . . , (t1, tn)})
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16.3.9 Definición Sea E un conjunto finito de ecuaciones y θ una susti-
tución. Entonces,

θ(E) = {(θ(t), θ(t′)) : (t, t′) ∈ E}

16.3.10 Algoritmo (de simplificación)
Entrada: Un conjunto finito de ecuaciones, E, y una sustitución, θ.
Salida: Sin solucion, si θ(E) no tiene solución; una solución de θ(E)

de máxima generalidad, en caso contrario.
Procedimiento: Simpl(E, θ)

si E = ∅ entonces devolver θ y parar
si E 6= ∅ entonces

hacer (t, t′) = car(E)
E := E − {(t, t′)}

si t = ft1 . . . tn y t′ = ft′1 . . . t′n,
entonces Simpl(E ∪ {(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}, θ)

si t = ft1 . . . tn, t′ = gt′1 . . . t′m y f 6= g
entonces devolver Sin solucion y parar

si t = x y t′ = x,
entonces Simpl(E, θ)

si t no es una variable y t′ es una variable,
entonces Simpl(E ∪ {(t′, t)}, θ)

si t = x, x ∈ var(t′) y t′ 6= x
entonces devolver Sin solucion y parar

si t = x y x 6∈ var(t′)
entonces Simpl({(x, t)}(E), {(x, t)}θ)

16.3.11 Algoritmo (de unificación)
Entrada: Un conjunto finito de términos, N = {t1, . . . , tn}.
Salida: No unificable, si N no es unificable; θ ∈ umg(N), en caso

contrario.
Procedimiento:

Hacer E := {(t1, t2) . . . (t1, tn)}
θ := Simpl(E, ∅)

si θ = Sin solucion devolver No unificable

e.o.c devolver θ

16.3.12 Teorema El algoritmo de unificación siempre termina y es correcto.

16.4 Unificación para fórmulas atómicas

16.4.1 Definición Sean A1, A2 dos fórmulas atómicas.

1. Una sustitución θ es un unificador de A1 y A2 si θ(A1) = θ(A1).
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2. Representaremos por u(A1, A2) el conjunto de los unificadores de A1 y
A2.

3. A1 y A2 son unificables si u(A1, A2) 6= ∅.
4. θ es un unificador de máxima generalidad de A1 y A2 si θ ∈ u(A1, A2)

y para todo θ′ ∈ u(A1, A2), θ′ ≤ θ.

5. Representaremos por umg(A1, A2) el conjunto de los unificadores de
A1 y A2 de máxima generalidad.

16.4.2 Lema Sean A1 = pt1 . . . tn y A2 = qt′1 . . . t′m dos fórmulas atómicas.
Entonces,

1. u(A1, A2) =

{ ∅, si p 6= q;
u({(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}), en otro caso

2. umg(A1, A2) =

{ ∅, si p 6= q;
umg({(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}), en otro caso

16.4.3 Definición Sea N = {A1, . . . , An} un conjunto finito de fórmulas
atómicas.

1. Una sustitución θ es un unificador de N si θ(A1) = . . . = θ(An).

2. Representaremos por u(N) el conjunto de los unificadores de N .

3. N es unificable si u(N) 6= ∅.
4. θ es un unificador de máxima generalidad de N si θ ∈ u(N) y para

todo θ′ ∈ u(N), θ′ ≤ θ.

5. Representaremos por umg(N) el conjunto de los unificadores de N de
máxima generalidad.

16.4.4 Algoritmo (de unificación para dos átomos)
Entrada: Dos átomos A1 = pt1 . . . tn y A2 = qt1 . . . tm.
Salida: No unificables, si A1 y A2 no son unificables; θ ∈ umg(A1, A2),

en caso contrario.
Procedimiento: Unif(A1, A2)

si p 6= q entonces devolver No unificables

e.o.c. hacer θ = Simpl({(t1, t′1), . . . , (tn, t′n)}, ∅)
si θ = Sin solucion entonces devolver No unificables

e.o.c. devolver θ
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16.4.5 Algoritmo (de unificación para conjuntos de átomos)
Entrada: Un conjunto finito de átomos, N = {A1, . . . , An})
Salida: No unificable, si N no es unificable; θ ∈ umg(N), en caso

contrario.
Procedimiento: Unif(N)

si n ≤ 1 entonces devolver ∅
e.o.c. hacer θ1 = Unif(A1, A2)

si θ1 = No unificables entonces devolver No unificable

e.o.c. hacer θ2 = Unif({θ1(A3), . . . , θ1(An)})
si θ2 = No unificable entonces devolver No unificable

e.o.c. devolver θ2θ1
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Caṕıtulo 17

Resolución en lógica de primer
orden

17.1 Sistema de resolución

17.1.1 Definición Sea C una cláusula.

1. La complementaria de C es

C = {L : L ∈ C}

2. La parte positiva de C es

C+ = {L ∈ C : L es positivo}

3. La parte negativa de C es

C− = {L ∈ C : L es negativo}

4. La forma positiva de C es

‖C‖ = C+ ∪ C−

17.1.2 Definición

1. Representaremos por var(C) el conjunto de las variables de la cláusula
C; es decir,

var(C) = {var(A) : A ∈ ‖C‖}
2. Las cláusulas C1 y C2 están separadas si var(C1) ∩ var(C2) = ∅.
3. Las permutaciones ξ1 y ξ2 separan las cláusulas C1 y C2 si ξ1(C1) y

ξ2(C2) están separadas.

17.1.3 Definición La cláusula C es una resolvente de las cláusulas C1 y
C2 si se verifican las siguientes condiciones:
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1. Existen dos permutaciones ξ1, ξ2 que separan a las cláusulas C1 y C2.

2. Existen D1 ⊆ ξ1(C1) y D2 ⊆ ξ2(C2) no vaćıos tales que ‖D1 ∪ D2‖ es
unificable. Sea θ ∈ umg(‖D1 ∪D2‖)

3. C es de la forma:

C = θ((ξ1(C1)−D1) ∪ (ξ2(C2)−D2))

17.1.4 Ejemplo La cláusula {p(a, f(a))} es una resolvente de las cláusulas
{p(z, f(z)), p(z, a)} y {¬p(z, z),¬p(z, x),¬p(x, z)}.

17.1.5 Definición Representaremos por Res(C1, C2) el conjunto de las re-
solventes de C1 y C2.

17.1.6 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una deducción por resolución a par-
tir de S si para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) Ci ∈ S.

(b) existen j, k < i tales que Ci ∈ Res(Cj, Ck).

2. La cláusula C es deducible por resolución a partir de S, S ` C, si
existe una deducción por resolución a partir de S, (C1, . . . , Cn), tal que
Cn = C.

3. La sucesión (C1, . . . , Cn) es una refutación por resolución de S si es
una deducción por resolución a partir de S y Cn = ¤.

4. S es refutable si S ` ¤.

17.1.7 Definición Sea S un conjunto de cláusulas.

1. Res(S) = S ∪ (
⋃{Res(C1, C2) : C1, C2 ∈ S}).

2. La sucesión (Resn(S))n≥0 está definida por:

Res0(S) = S
Resn+1 = Res(Resn(S))

3. Res∗(S) =
⋃
n≥0

Resn(S)

17.1.8 Lema S ` C syss C ∈ Res∗(S).
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17.2 Corrección y completitud de la resolución

17.2.1 Lema Si C ∈ Res(C1, C2), entonces {C1, C2} |= C.

17.2.2 Teorema (de corrección)
Si S ` ¤, entonces S es inconsistente.

17.2.3 Lema (del ascenso)
Si C ′

1 y C ′
2 son instancias básicas de C1 y C2, respectivamente, y C ′ una

resolvente de C ′
1 y C ′

2 (en el sentido proposicional). Entonces, existe una
C ∈ Res(C1, C2) tal que C ′ es una instancia de C.

17.2.4 Teorema (de completitud)
Si S es inconsistente, entonces S ` ¤.

17.2.5 Corolario S es inconsistente syss S ` ¤.

17.3 Reglas de simplificación

17.3.1 Definición Una clásula C es una tautoloǵıa si existe una instancia
C ′ de C tal que C ′

+ ∩ C ′
− 6= ∅.

17.3.2 Teorema (Regla de tautoloǵıa)
Si C ∈ S es una tautoloǵıa, entoces S es consistente syss S − {C} es consis-
tente.

17.3.3 Definición L es un literal puro de S si L ∈ ⋃
S y para toda

sustitución θ, L 6∈ θ(
⋃

S).

17.3.4 Teorema (Regla de los literales puros)
Si L es un literal puro de S, entonces S es consistente syss el conjunto
S − {C ∈ S : L ∈ C} es consistente.

17.3.5 Definición La cláusula C subsume a la cláusula D si existe una
sustitución θ tal que θ(C) ⊂ D.

17.3.6 Teorema (Regla de subsunción)
Sean C, D ∈ S. Si C subsume a D, entonces S es consistente syss S − {D}
es consistente.

17.4 Refinamientos de resolución

17.4.1 Nota Los refinamientos de resolución estudiados para el caso propo-
sicional son aplicables al caso de primer orden.
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Caṕıtulo 18

Programas lógicos: semántica
declarativa

18.1 Programas lógicos

18.1.1 Definición Una cláusula definida es una cláusula C que tiene
exactamente un literal positivo; es decir, |C+| = 1.

18.1.2 Definición Sea C = {A,¬B1, . . . ,¬Bn} una cláusula definida.

1. Si n = 0, se dice que C es un hecho y se representa por

A ←

2. Si n > 0, se dice que C es un regla y se representa por

A ← B1, . . . , Bn

3. La cabeza de C es A y su cuerpo es B1, . . . , Bn.

18.1.3 Definición Sea C una cláusula y F una fórmula cerrada. Se dice
que C y F son equivalentes, C ≡ F , si C y F tienen los mismos modelos.

18.1.4 Lema A ← B1, . . . , Bn ≡ ∀(B1 ∧ . . . ∧Bn → A)

18.1.5 Definición Un programa lógico (o, simplemente, programa) es
un conjunto finito de cláusulas definidas.

18.1.6 Ejemplo El siguiente conjunto es un programa lógico (definiendo la
suma):

suma(x, 0, x) ←
suma(x, s(y), s(z)) ← suma(x, y, z)

75



Cap. 18. Programas lógicos: semántica declarativa 76

18.1.7 Definición Un objetivo G es una cláusula negativa; es decir,

G = {¬B1, . . . ,¬Bn}
Representaremos el objetivo G por

← B1, . . . , Bn

18.1.8 Lema ← B1, . . . , Bn ≡ ¬∃(B1 ∧ . . . ∧Bn)

18.1.9 Definición Una cláusula de Horn es una cláusula definida o un
objetivo.

18.1.10 Nota

1. Los śımbolos P, P1, P2, . . . representarán programas.

2. Los śımbolos G, G1, G2, . . . representarán objetivos.

18.1.11 Definición Sea G el objetivo ← A1, . . . , An y θ una sustitución.

1. G̃ = A1 ∧ . . . ∧ An

2. θ(G̃) = θ(A1) ∧ . . . ∧ θ(An)

18.1.12 Definición Sea S un conjunto de cláusulas y F una fórmula ce-
rrada.

1. F es consecuencia semántica de S, S |= F , si todos los modelos de
S son modelos de F .

2. S ∪ {F} es inconsistente si ningún modelo de S es modelo de F .

18.1.13 Lema Sea S un conjunto de cláusulas y F una fórmula cerrada.
Entonces, S |= F syss S ∪ {¬F} es inconsistente.

18.1.14 Definición Sea P un programa y G el objetivo ← A1, . . . , An.

1. La sustitución θ es una respuesta para P ∪ {G} si D(θ) ⊆ var(P ∪
{G}).

2. La sustitución θ es una respuesta correcta para P ∪ {G} si es una
respuesta para P ∪ {G} y

P |= ∀(θ(G̃))

18.1.15 Ejemplo Si P es el programa del ejemplo anterior y G es el objetivo

← suma(x, y, s(0))

entonces las sustituciones θ1 = {(x, 0), (y, s(0))} y θ2 = {(x, s(0)), (y, 0)} son
respuestas correctas para P ∪ {G}.
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18.1.16 Lema Sea P un programa, G un objetivo y θ una respuesta para
P ∪ {G}. Entonces, θ es una respuesta correcta para P ∪ {G} syss
P ∪ {¬∀(θ(G̃))} es inconsistente.

18.1.17 Definición Sea P un programa y G un objetivo. Se dice que “no”
es la respuesta correcta para P ∪ {G} si P ∪ {G} es consistente.

18.2 Modelos de Herbrand

18.2.1 Lema Sea P un programa y G un objetivo. Entonces, P ∪ {G} es
consistente syss tiene un modelo de Herbrand.

18.2.2 Lema Si P es un programa y B(P ) es su base de Herbrand, entonces
B(P ) es un modelo de Herbrand de P

18.2.3 Lema Si P es un programa y {Mi : i ∈ I} un conjunto no vaćıo de

modelos de Herbrand de P , entonces
⋂
i∈I

Mi es un modelo de Herbrand de P .

18.2.4 Definición El menor modelo de Herbrand de un programa P es

MP =
⋂
{M : M es un modelo de Herbrand de P}

18.2.5 Teorema MP = {A ∈ B(P ) : P |= A}.

18.2.6 Teorema Sea P un programa, G un objetivo y θ una respuesta para
P ∪ {G} tal que θ(G) es básica. Son equivalentes:

1. θ es correcta.

2. Si M es un modelo de Herbrand de P , entonces M |= θ(G̃).

3. MP |= θ(G̃).
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Caṕıtulo 19

Programas lógicos: semántica
de puntos fijos

19.1 Operadores y sus puntos fijos

19.1.1 Definición Un conjunto parcialmente ordenado, (L,≤), es un ret́ı-
culo completo si para todo X ⊆ L, existe el supremo, sup(X), y el ı́nfimo,
inf(X).

19.1.2 Ejemplo Si S es un conjunto, entonces (P(S),⊆) es un ret́ıculo com-
pleto.

19.1.3 Lema Si (L,≤) es un ret́ıculo completo, entonces tiene un mayor
elemento, >, y un menor elemento, ⊥.

19.1.4 Definición Sea (L,≤) un ret́ıculo completo.

1. La aplicación T : L → L es un homomorfismo si

(∀x, y ∈ L)[x ≤ y → T (x) ≤ T (y)]

2. El conjunto X ⊆ L es dirigido si todos sus subconjuntos finitos están
acotados superiormente por elementos de X.

3. La aplicación T : L → L es continua si

T (sup(X)) = sup(T (X))

para todo subconjunto dirigido X de L.

19.1.5 Lema Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L. Si T es con-
tinua, entonces es un homomorfismo.

19.1.6 Definición Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L.
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1. x ∈ L es un punto fijo de T si T (x) = x. Representaremos por PF (T )
el conjunto de los puntos fijos de T .

2. El menor punto fijo de T se representa por min(PF (T )).

3. El mayor punto fijo de T se representa por max(PF (T )).

19.1.7 Teorema Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L un homo-
morfismo.

1. Existe un menor punto fijo de T y viene dado por

min(PF (T )) = inf{x ∈ L : T (x) ≤ x} = inf{x ∈ L : T (x) = x}

2. Existe un mayor punto fijo de T y viene dado por

max(PF (T )) = sup{x ∈ L : x ≤ T (x)} = sup{x ∈ L : T (x) = x}

19.1.8 Corolario Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L un homo-
morfismo.

1. Si a ∈ L y T (a) ≤ a, entonces existe un punto fijo a′ de T tal que
a′ ≤ a.

2. Si b ∈ L y b ≤ T (b), entonces existe un punto fijo b′ de T tal que b ≤ b′.

19.1.9 Definición Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L un homo-
morfismo.

1. La potencia ascendente de T es la aplicación T ↑: Ord → L definida
recursivamente por

T ↑ α =




⊥, si α = 0;
T (T ↑ β), si α = β + 1;
sup{T ↑ β : β < α}, si α es ĺımite

2. La potencia descendente de T es la aplicación T ↓: Ord → L definida
recursivamente por

T ↓ α =




>, si α = 0;
T (T ↓ β), si α = β + 1;
inf{T ↓ β : β < α}, si α es ĺımite

19.1.10 Lema Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L un homomor-
fismo.

1. T ↑ α ≤ min(PF (T )) ≤ max(PF (T )) ≤ T ↓ β

2. α ≤ β =⇒ T ↑ α ≤ T ↑ β ≤ T ↓ β ≤ T ↓ α
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3. Si existe un β > α tal que T ↑ β = T ↑ α, entonces T ↑ α es el menor
punto fijo de T .

4. Si existe un β > α tal que T ↓ β = T ↓ α, entonces T ↓ α es el mayor
punto fijo de T .

5. Existe un ordinal β1 tal que para todo γ ≥ β1, T ↑ γ = min(PF (T )).

6. Existe un ordinal β2 tal que para todo γ ≥ β2, T ↓ γ = max(PF (T )).

19.1.11 Definición Sea (L,≤) un ret́ıculo completo y T : L → L un homo-
morfismo.

1. La clausura ordinal ascendente de T es

c.o. ↑ (T ) = min{α : T ↑ α = min(PF (T ))}

2. La clausura ordinal descendente de T es

c.o. ↓ (T ) = min{α : T ↓ α = max(PF (T ))}

19.1.12 Teorema Si (L,≤) es un ret́ıculo completo y T : L → L es con-
tinua, entonces

min(PF (T )) = T ↑ ω

19.1.13 Corolario Si (L,≤) es un ret́ıculo completo y T : L → L es con-
tinua, entonces

c.o. ↑ (T ) ≤ ω

19.2 El operador de consecuencia inmediata

19.2.1 Lema Si P es un programa, entonces (P(B(P ),⊆) es un ret́ıculo
completo. Su menor elemento es ∅ y su mayor elemento es B(P ).

19.2.2 Definición Para cada programa P , representaremos por [P ] el con-
junto de sus instancias básicas.

19.2.3 Definición Sea P un programa. Para cada interpretación de Her-
brand, I, se define la interpretación TP (I) por

A ∈ TP (I) ⇐⇒ existen átomos B1, . . . , Bn tales que

{
A ← B1, . . . , Bn ∈ [P ]
{B1, . . . , Bn} ⊆ I

La aplicación TP : P(B(P )) → P(B(P )) se llama el operador de conse-
cuencia inmediata.
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19.2.4 Lema Sea P un programa, I una interpretación de Herbrand y A
un átomo. Son equivalentes:

1. A ∈ TP (I);

2. existe una sustitución θ y una cláusula B ← B1, . . . , Bn de P tales que
A = θ(B) y {θ(B1), . . . , θ(Bn)} ⊆ I.

19.2.5 Ejemplo Sea P el programa

p(f(x)) ← p(x)
q(a) ← p(x)

1. Si I1 = B(P ), entonces TP (I1) = {q(a)} ∪ {p(f(t)) : t ∈ U(P )}
2. Si I2 = TP (I1), entonces TP (I2) = {q(a)} ∪ {p(f(f(t))) : t ∈ U(P )}
3. Si I3 = ∅, entonces TP (I3) = ∅.

19.2.6 Lema La aplicación TP es continua.

19.2.7 Lema Sea P un programa e I una interpretación de Herbrand. En-
tonces I es un modelo del programa P syss TP (I) ⊆ I.

19.2.8 Teorema Sea P un programa. Entonces,

MP = min(PF (TP )) = TP ↑ ω =
⋃
n≥0

TP ↑ n

19.2.9 Ejemplo Sea P el programa

q(b) ←
q(f(x)) ← q(x)
p(f(x)) ← p(x)
p(a) ← p(x)
r(c) ← r(x), q(x)
r(f(x)) ← r(x)

1. MP = min(PF (TP )) = {q(fn(b)) : n ∈ ω} y
c.o. ↑ (TP ) = ω.

2. max(PF (TP )) = {q(fn(b)) : n ∈ ω} ∪ {p(fn(a)) : n ∈ ω} y
c.o. ↓ (TP ) = ω2.
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Caṕıtulo 20

Programas lógicos: semántica
procedural

20.1 Proceso de computación: La resolución

SLD

20.1.1 Nota Sea θ una sustitución y ← A1, . . . , An un objetivo. Escribire-
mos

← θ(A1, . . . , An)

en lugar de
← θ(A1), . . . , θ(An)

20.1.2 Definición Sea P un programa lógico, C = A ← B1, . . . , Bk una
cláusula de P y G =← A1, . . . , An un objetivo. Se dice que G′ es una
resolvente de G y C con umg θ si se verifican las siguientes condiciones:

1. existe un i ∈ {1, . . . , n} tal que θ es un unificador de máxima generali-
dad de Ai y A;

2. G′ =← θ(A1, . . . , Ai−1, B1, . . . , Bk, Ai+1, . . . , An).

En este caso, se dice que Ai es el átomo seleccionado.

20.1.3 Definición Sea P un programa y G un objetivo. Se dice que

(G0, G1, G2 . . . ; C1, C2, . . . ; θ1, θ2, . . .)

es una derivación SLD (o, simplemente, derivación) de P ∪ {G} si

1. G0 = G;

2. C1 es una variante de una cláusula de P separada de G0;

3. G1 es una resolvente de G0 y C1 com umg θ1;
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4. para todo i ≥ 2,

(a) Ci es una variante de una cláusula de P ;

(b) Ci no tiene variables comunes con G0, . . . , Gi−1, C1, . . . , Ci−1.

(c) Gi es una resolvente de Gi−1 y Ci com umg θ1;

Las cláusulas Ci se llaman cláusulas de entrada.

20.1.4 Ejemplo Sea P el programa

p(x, 0, x) ←
p(x, s(y), s(z)) ← p(x, y, z)

y G es objetivo ← p(x, s(0), s(s(s(0)))). En la siguiente figura se muestra
una derivación para P ∪ {G}.

G0 =← p(x, s(0), s(s(s(0))))

G1 =← p(x, 0, s(s(0)))

G3 = ¤

C1 = p(x1, s(y1), s(z1)) ← p(x1, y1, z1)

θ1 = {(x1, x), (y1, 0), (z1, s(s(0)))}

C2 = p(x2, 0, x2) ←
θ2 = {(x2, s(0)), (x, s(s(0)))}

���
���

���
�

���
���

���
�

20.1.5 Nota Las derivaciones pueden ser finitas o infinitas. Las finitas
pueden terminar con éxito (si su último objetivo es ¤) o con fallo (en caso
contrario).

20.1.6 Definición Una refutación de P ∪ {G} es una derivación finita de
P ∪ {G}

(G0, G1, G2 . . . , Gn; C1, C2, . . . , Cn; θ1, θ2, . . . , θn)

tal que Gn = ¤. Se dice que n es la longitud de la refutación.

20.1.7 Definición Sea θ una sustitución y V ′ ⊆ V un conjunto de variables.
La restricción de θ a V ′ es la sustitución θ′ definida por

θ′(x) =

{
θ(x), si x ∈ V ′;
x, en otro caso

La restricción de θ a V ′ se representa por θ′ ¹ V ′.
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20.1.8 Definición Sea P un programa y G un objetivo. La sustitución θ es
una respuesta computada para P ∪ {G} si existe una refutación

(G0, G1, G2 . . . , Gn; C1, C2, . . . , Cn; θ1, θ2, . . . , θn)

de P ∪ {G} y θ = (θn . . . θ1) ¹ var(G).

20.1.9 Ejemplo La sustitución θ = {(x, s(s(0)))} es una respuesta compu-
tada para el ejemplo anterior.

20.1.10 Definición El conjunto de éxitos de un programa P , EP , es el
conjunto de los A ∈ B(P ) tales que P ∪ {← A} tiene una refutación.

20.2 Correción de la resolución SLD

20.2.1 Teorema (Corrección computacional de la resolución SLD)
Toda respuesta computada para P ∪ {G} es una respuesta correcta para
P ∪ {G}.
20.2.2 Corolario (Corrección de la resolución SLD)
Si P ∪ {G} tiene una refutación, entonces P ∪ {G} es inconsistente.

20.2.3 Corolario El conjunto de éxitos de un programa P está contenido
en el menor modelo de Herbrand de P .

20.3 Completitud de la resolución SLD

20.3.1 Definición

1. Si en la definición de resolvente se sustituye la condición de “unifica-
dor de máxima generalidad” por la de “unificador”, la cláusula que se
obtiene se llama resolvente no principal.

2. Si en la definición de derivación se sustituye “resolvente” por “resol-
vente no principal”, la sucesión obtenida se llama derivación no prin-
cipal.

3. Si en la definición de refutación se sustituye “derivación” por “derivación
no principal”, la sucesión obtenida se llama refutación no principal.

20.3.2 Lema Sea P un programa y G un objetivo. Si

(G0, G1, G2 . . . , Gn; C1, C2, . . . , Cn; θ1, θ2, . . . , θn)

es una refutación no principal de P ∪ {G}, entonces existe una refutación

(G0, G
′
1, G

′
2 . . . , G′

n; C ′
1, C

′
2, . . . , C

′
n; θ′1, θ

′
2, . . . , θ

′
n)

de P ∪ {G} tal que θ′n . . . θ′1 ≤ θn . . . θ1.
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20.3.3 Lema (del ascenso)
Sea P un programa, G un objetivo y θ una sustitución. Si

(G0, G1, G2 . . . , Gn; C1, C2, . . . , Cn; θ1, θ2, . . . , θn)

es una refutación de P ∪ {θ(G)}, entonces existe una refutación

(G0, G
′
1, G

′
2 . . . , G′

n; C ′
1, C

′
2, . . . , C

′
n; θ′1, θ

′
2, . . . , θ

′
n)

de P ∪ {G} tal que θ′n . . . θ′1 ≤ θn . . . θ1θ.

20.3.4 Lema El menor modelo de Herbrand de un programa P está conte-
nido en el conjunto de éxitos de P .

20.3.5 Teorema (de completitud de la resolución SLD)
Si P ∪ {G} es inconsistente, entonces existe una refutación de P ∪ {G}.

20.3.6 Lema Sea A un átomo. Si P |= ∀(A), entonces la sustitución iden-
tidad es una respuesta computada para P ∪ {← A}.

20.3.7 Lema Si θ es una respuesta correcta para P ∪{G}, entonces la susti-
tución identidad es una respuesta computada para P ∪ {θ(G)}.

20.3.8 Teorema (de completitud computacional de la resolución SLD)
Si θ es una respuesta correcta para P ∪ {G}, entonces existe una respuesta
computada, θ′, para P ∪ {G} tal que θ′ ≤ θ.

20.4 Reglas de computación

20.4.1 Definición Sea P un programa lógico, C = A ← B1, . . . , Bk una
cláusula de P , G =← A1, . . . , An un objetivo y R una regla de computación.
Se dice que G′ es la resolvente de G y C v́ıa R con umg θ si se verifican
las siguientes condiciones:

1. existe un i ∈ {1, . . . , n} tal que R(G) = Ai y θ es un unificador de
máxima generalidad de Ai y A;

2. G′ =← θ(A1, . . . , Ai−1, B1, . . . , Bk, Ai+1, . . . , An).

20.4.2 Definición Sea P un programa, G un objetivo y R una regla de
computación.

1. Una derivación SLD de P ∪{G} v́ıa R es una derivación de P ∪{G}
que usa resolventes v́ıa R.

2. Una refutación de P ∪ {G} v́ıa R es una derivación de P ∪ {G} que
usa resolventes v́ıa R.
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3. Una respuesta computada de P∪{G} v́ıa R es una respuesta compu-
tada para P ∪ {G} obtenida de una refutación de P ∪ {G} v́ıa R.

4. El conjunto de éxitos de P v́ıa R es el conjunto de los A ∈ B(P )
tales que P ∪ {← A} tiene una refutación v́ıa R.

20.4.3 Lema (del intercambio)
Consideremos dos pasos sucesivos de una derivación

← A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An

← θ1(A1, . . . ,C, . . . , Aj, . . . , An)

← θ2(θ1(A1, . . . ,C, . . . ,E, . . . , An))

B ← C1, . . . , Ck

D ← E1, . . . , Em

��
��
��
��
��
���

��
��
��
��
��
���

donde C representa a C1, . . . , Ck y E representa a E1, . . . , Em. Entonces
existen dos sustituciones θ′1, θ

′
2 tales que

← A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An

← θ′1(A1, . . . , Ai, . . . ,E, . . . , An)

← θ′2(θ
′
1(A1, . . . ,C, . . . ,E, . . . , An))

D ← E1, . . . , Em

B ← C1, . . . , Ck

��
��
��
��
��
���

��
��
��
��
��
���

son dos pasos sucesivos de una derivación y θ′2θ
′
1 ≡ θ2θ1.

20.4.4 Teorema (indenpendencia de la regla de computación)
Si θ es una respuesta computada para P ∪ {G}, entonces para cada regla
de computación R existe una respuesta computada para P ∪ {G} v́ıa R, θ′,
tal que θ′(G) ≡ θ(G) (i.e. existe una permutación ξ de forma que θ′(G) =
ξ(θ(G)).

20.4.5 Lema El conjunto de los éxitos de P v́ıa R es igual al menor modelo
de Herbrand de P .
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20.4.6 Teorema (de completitud de la resolución SLD con reglas)
Si P ∪ {G} es inconsistente, entonces existe una refutación de P ∪ {G} v́ıa
R.

20.4.7 Teorema (de completitud fuerte de la resolución SLD)
Si θ es una respuesta correcta para P ∪{G}, entonces existe una computada
para P ∪ {G} v́ıa R, θ′, tal que θ′ ≤ θ.

20.5 Árboles SLD

20.5.1 Definición Sean P un programa, G un objetivo y R una regla de
computación. Un árbol SLD de P ∪ {G} v́ıa R es un árbol verificando las
siguientes condiciones:

1. Cada nodo del árbol es un objetivo.

2. El nodo raiz es G.

3. Los nodos que son la cláusula vaćıa no tienen hijos. Dichos nodos se
llaman nodos de éxito. Las ramas de la raiz a los nodos de éxito se
llaman ramas de éxito.

4. Sea G′ =← A1, . . . , An (n ≥ 1) un nodo del árbol y Ai = R(G′).
Entonces, para cada cláusula de P , C = A ← B1, . . . , Bk, tal que A y
Am son unificables, el nodo tiene un hijo

← θ(A1, . . . , Ai−1, B
′
1, . . . , B

′
k, Ai+1, . . . , An)

donde A′ ← B′
1, . . . , B

′
k es una variante de C separada de los antecesores

de G′ y θ es un unificador de máxima generalidad de A′ y Ai. Si el
nodo G′ no tiene descendientes, se llama un nodo de fallo y las ramas
de la raiz a G′ se llaman ramas de fallo.

20.5.2 Nota Cada rama del árbol representa una derivación de P ∪{G} v́ıa
R.

20.5.3 Ejemplo Sea P el programa

p(x, z) ← q(x, y), p(y, z)
p(x, x) ←
p(b, c)←

y G el objetivo ← p(x, c).
Si R la regla de computación por la izquierda (i.e., R(← A1, . . . , An) =

A1), entonces el árbol SLD para P ∪ {G} v́ıa R es:
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← p(x, c)

← q(x, y), p(y, c) ¤

← p(c, c)

← q(c, y2), p(y2, c) ¤

�
�

�
�
�	

@
@
@
@
@R

?

�
�

�
�
�	

@
@
@
@
@R

{(x, c)}

{(x, b)}fallo

1 2

3

1 2

Si R la regla de computación por la derecha (i.e., R(← A1, . . . , An) = An),
entonces el árbol SLD para P ∪ {G} v́ıa R es:

← p(x, c)

← q(x, y), p(y, c) ¤

← q(x, y), q(y, y2), p(y2, c) ← q(x, c)

← q(x, y), q(y, c) ¤

← q(x, b)

�
�

�
��	

@
@
@
@@R

�
�

�
��	

Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQs

�
�

�
��	

@
@
@
@@R ?

?

�
�
�

A
A
A

{(x, c)}

{(x, b)}

fallo

1 2

1 2

1 2 3

3Subárbol
infinito

Nótese que aunque el primer árbol es finito y el segundo es infinito, en
ambos se obtienen las mismas respuestas.
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20.5.4 Teorema Si P ∪ {G} es inconsistente, entonces el árbol SLD de
P ∪ {G} v́ıa R tiene una rama de éxito.

20.5.5 Teorema Si θ es una respuesta correcta de P ∪ {G}, entonces en el
árbol SLD de P ∪ {G} v́ıa R existe una rama de éxito tal que la respuesta
computada por la refutación que representa dicha rama, θ′, es más general
que θ (i.e. θ′ ≤ θ).

20.5.6 Teorema Si P es un programa y A es un átomo básico, son equiva-
lentes:

1. P |= A

2. A ∈ MP

3. A ∈ TP ↑ ω

4. A ∈ EP

5. Todo árbol SLD para P ∪ {← A} tiene una rama de éxito.

20.6 Procedimientos de refutación. La eva-

luación de Prolog

20.6.1 Definición Una regla de búsqueda es una estrategia para encon-
trar ramas de éxitos en los árboles SLD.

20.6.2 Definición Un procedimiento de refutación viene dado por una
regla de computación y una regla de búsqueda.

20.6.3 Definición

1. La regla de computación de Prolog selecciona el primer átomo por
la izquierda.

2. La regla de búsqueda de Prolog es una búsqueda en profundidad.

20.6.4 Algoritmo (de evaluación de Prolog)
Entrada: Un programa P = {C1, . . . , Cn} (escribiremos Ci = Bi ←

Di,1, . . . , Di,ni
), un objetivo G =← A1, . . . , Ak y una sustitución θ

Salida: Una respuesta computada para P ∪ {θ(G)}
Procedimiento: Evaluar(P, G, θ)
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si G = ¤ entonces devolver θ
e.o.c. hacer i := 0

mientras que (i < n)
hacer i := i + 1

B′
i una variante de Bi

θ′ := Unif(E1, B
′
i)

si θ′ 6= No unificables

entonces Evaluar(P,← θ′(Di,1, . . . , Di,ni
, A2, . . . , Ak), θ

′θ)

20.6.5 Nota Dado un programa P y un objetivo G,

Evaluar(P, G, ∅)

devuelva las respuestas computadas por Prolog para P ∪ {G}
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José A. Alonso Lógica computacional (Sevilla, Febrero, 1997)


