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§1 Introduccion

Este trabajo forma parte de un proyecto mas amplio dedicado a la representacion
formal de Sistemas Basados en Conocimiento (KBS) que permita un marco tedrico para
unificar conceptos en el estudio de problemas relativos a la verificacion de Sistemas Ba-
sados en Conocimientos.

Una componente importante de un Sistema Basado en Conocimiento es su Base de
Conocimientos que contiene reglas y hechos. Nuestra idea es considerar las reglas de la
Base de Conocimientos, las restricciones de los expertos y los hechos como axiomas de
una teoria de primer orden. En §2, siguiendo [3]-[7], presentamos una descripcién formal
de la Base de Conocimientos.

El §3 es el nicleo de este trabajo. Aqui definimos un procedimiento de demostracién
que denominamos pruebas por disparo de reglas y estudiamos su relacién con el concepto
usual de prueba en teorias de primer orden. Ademads, se caracterizan algunas anomalias
entre reglas usando el este concepto de demostracion.

En trabajos anteriores, [3]-[7], hemos usado los m-ideales como modelo formal para
estudiar problemas sobre la verificaciéon de Sistemas Basados en Conocimientos. En §4
definimos los m—ideales relativos a las pruebas por disparo de reglas que denominamos
m-FR-ideales. Presentamos algunos resultados que relacionan a los m—FR-ideales con
la consistencia (por disparo de reglas) y con anomalias entre reglas.

Una prueba por disparo de reglas es un procedimiento para probar un literal usando
un conjunto de reglas y una coleccién de literales. En §5 tratamos algunas cuestiones
sobre la extensién del concepto de prueba por disparo de reglas.



§2 Descripcion formal de Sistemas Basados en Co-
nocimiento

Puesto que la sintaxis y la semantica de los lenguajes de primer orden estan bien
definidas, estudiaremos Sistemas Basados en Conocimiento cuya Base de Conocimientos
se describe a través de un conjunto de reglas suceptibles de ser representadas en lenguajes
de primer orden.

Sea L un lenguaje de primer orden. Los términos de L se obtienen a partir de los
simbolos de constantes y variables usando los simbolos de funciones del lenguaje. Si p es
un simbolo de predicado n—ario de Ly ¢y,...,t, son términos de L, entonces p(ty,...,t,)
es una férmula atémica de L. Las férmulas de L se obtienen a partir de las férmulas
atémicas y las conectivas: V (disyuncién), A (conjuncién), = (negacién), — (implicacién)
y los cuantificadores existencial y universal 3, V.

Sin embargo, la representacion que haremos de los Sistemas Basados en Conocimiento
nos permite prescindir de los cuantificadores como simbolos del lenguaje de primer orden
que usamos para la descripcién formal de su Base de Conocimientos (ver [5]).

Un literal es una férmula atémica o la negacién de una férmula atémica. Una férmula
de L se dice que es abierta si no contiene estancias de simbolos de cuantificadores. Una
sustitucién es una aplicacion del conjunto de las variables en la coleccion de los términos.

Si ¢ es una férmula de L, x4, .. ., z, las variables libres de ¢ y ¢ una sustitucién, notaremos
por ¢? a la férmula que se obtiene de @ sustituyendo todas las estancias libres de zq, ..., z,
en ¢ por o(z1),...,0(x,), repectivamente.

En légica de primer orden una teoria consta de un lenguaje de primer orden, un
conjunto de axiomas légicos, un conjunto de axiomas no légicos y una coleccién de procesos
de inferencia. Una prueba en la teoria es una sucesion de férmulas del lenguaje de la teoria:
©1, ..., ¢k, tal que cada una de ellas es un axioma de la teorfa (légico o no l6gico) o se
obtienen de férmulas anteriores de la sucesion mediante alguno de los procedimientos de
inferencia. Si ¢q,..., ¢, es una prueba en una teoria T, diremos que ¢, es un teorema
de T, y notaremos: T F ¢;. Una teoria de primer orden es inconsistente si toda férmula
es un teorema de la teoria.

Supondremos que la coleccion de axiomas légicos y el conjunto de las reglas de infe-
rencia que se consideran verifican el teorema de completitud.

Una regla, R, es una férmula del tipo:

donde @1, ..., pm, 1 son literales. Consideraremos la Base de Conocimientos (conjun-
tamente con restricciones y hechos) como una teoria de primer orden. Esta teoria se
denomina teoria asociada al Sistema Basado en Conocimiento.

Supondremos que el lenguaje de primer orden tiene un simbolo de predicade O-ario,
F, que se interpreta como falso.

Una parte importante de la Base de Conocimientos esta formada por las restricciones
(constraints) dadas por los expertos. Las restricciones se describen como reglas del tipo:



o1 N...ANp, = F

es decir, no se pueden dar simultaneamente ¢1,...,,. Para cada férmula atémica, ¢,
las formulas p A ¢ — F, F — ¢ y F — =y son restricciones logicas que supondremos
que pertenencen a cualquier Base de Conocimientos.

Un hecho de un Sistema Basado en Conocimiento es cualquier literal de su lenguaje.
Un conjunto de hechos, ¥, diremos que es consistente con respecto a una Base de Cono-
cimientos si no existe una restriccion

o1 N Ao, = F
tal que {¢1,...,¢,}7 C ¥ para alguna sustitucién o.

Consideremos que, siguiendo la metodologia anterior, la Base de Conocimientos ha
sido formalizada como una teoria, KB, cuyos axiomas no légicos son las reglas y las
restricciones.

Diremos que KB es inconsistente si para toda férmula, ¢, KB F ¢. Se tiene el
siguiente resultado.

RESULTADO. Sea KB la teoria asociada a una Base de Conocimientos. Las condiciones

siguientes son equivalentes:
(i) KB es inconsistente.
(ii) KB+ F.

[1]

3 Razonamiento por disparo de reglas

En este apartado definiremos y estudiaremos el concepto de consecuencia por disparo
de reglas.

Sea R, una regla de la Base de Conocimientos,

Definimos IF(R) como el conjunto de los antecedentes de R y THEN(R) como el conjunto
de consecuentes. Es decir,

() IF(R) = {¢1,....on}.
() THEN(R) = {¢}.

En los Sistemas Basados en Conocimiento la relacion de conclusion es mas restrictiva
que la que proporciona los sistemas logicos usuales. En lo que sigue vamos a definir una
relacion de conclusion basada en el disparo de reglas.

DEFINICION 3.1. Sean R : @1 A... A, — 1 una regla y ¥ un conjunto de hechos.

Diremos que el conjunto de hechos ¥ dispara a la regla R si existe una sustitucién o tal
que IF(R7) C X.

DEFINICION 3.2. Por recursién sobre n € w definimos los conjuntos X, como sigue:



() Zo=%
() Ypp =3, U{Y7: existe R tal que (IF(R”) C ¥, A THEN(R?) = {¢"})}.
Definimos X, = U,c, Xn

DEFINICION 3.3. Sean KB la teoria asociada a una Base de Conocimientos y ¥ un con-
junto de hechos. Diremos que un literal § es deducible de KB y ¥ por disparo de reglas,
KB+ X Fprf,s10¢€X,.

La definicién de deduccién por disparo de reglas prescinde de los axiomas logicos en
el proceso de deduccion en teorias de primer orden.

DEFINICION 3.4. Sean Y un conjunto de hechos y KB una Base de Conocimientos.
(a) Diremos que X es inconsistente con KB, si para todo literal, o, KB+ X F .
(b) Diremos que ¥ es FR—inconsistente con KB, si para todo literal, o, KB+ Y. Fpr .
En caso contrario diremos que es FR—consistente.

Puesto que F — ¢ es una restriccién tenemos que:

PROPOSICION 3.5. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) ¥ es FR—-inconsistente con KB
(b) KB+ X tpr F. =

Es evidente que si ¥ es consistente con KB, entonces es FR—consistente. Sin embargo,
el reciproco no es cierto. En efecto, sea KB el siguiente conjunto de reglas

{oAh = 0,0\ — 0}
Sea ¥ = {p, =0}. Es evidente que ¥ es inconsistente con KB. Sin embargo, ¥ es FR~
consistente con KB.

Seguidamente probaremos un teorema que muestra que para ciertos tipos de Bases
de Conocimientos el concepto usual de consistencia coincide con el concepto de FR-
consistencia.

DEFINICION 3.6. Una Base de Conocimientos, KB, diremos que que es de Horn si todas
las reglas son del tipo

en donde ¢; (1 <i <mn), ¥ son férmulas atémicas.

TrEOREMA 3.7. Sea KB una Base de Conocimientos de Horn. Las condiciones siguientes
son equivalentes:

(a) ¥ es consistente con KB.

(b) ¥ es FR—consistente con KB.



DEMOSTRACION: ((a) = (b)): Trivial.
((b) = (a)): Sea H(KB) el conjunto de los términos cerrados del lenguaje de KB; es
decir, la base de Herbrand. Consideremos la siguiente estructura, 2:
Universo: || = H(KB).
Sea ¢ una férmula atémica cerrada.
Al <«— pei,

Puesto que KB es FR—consistente, la definiciéon de validez es correcta. Ademas,
2A fi KB + Y. En efecto, dividiremos la prueba en los casos siguientes:

Caso 1: ¢ € Y. Si ¢ es atomica, entonces de ¢ € ¥, se sigue que A il ¢. Si ¢ es
—1) donde v es atémica, como . es FR-consistente con KB, entonces ¢ ¢ ¥,. Por
tanto, 2 A 1. Es decir, 2 il .
Caso 2: R : o1 A ...\, — 1. Supongamos que

AH o1 AL A @,
Entonces para todo i, 1 < < n, 2 fl ¢;. Por tanto, para todo 7, ¢; € X,. Para
cada i sea k; € w tal que p; € Xy,. Sea k = max({ki,...,k,}). Entonces ¢; € X,
1 <i < n. Por tanto, ¢ € ¥ ;. Luego, ¢y € ¥, y, en consecuencia, 2 fil ¢). De lo
anterior se sigue que 2 fi R.

Por tanto, A fi KB + 3. Puesto que KB + ¥ tiene un modelo, es consistente. Lo que
prueba el teorema. =)

Aunque la consistencia y la FR—consistencia coinciden para Bases de Conocimientos de
Horn, los conceptos de deduccién no coinciden para estas tipos de Bases de Conocimientos.
Consideremos la siguiente Base de Conocimientos

{oNp— 60,0 > F}
Sea 3 = {¢}. Entonces KB+ X F —¢p y KB + ¥ /pr —¢p.

La prueba del teorema ??7 muestra que la diferencia entre los conceptos de deduccion
solo se da para la negacion de férmulas atémicas.

COROLARIO 3.8. Sean KB una Base de Conocimientos de Horn, ¥ un conjunto de hechos
y ¢ una férmula atémica cerrada. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) KB+ X+ .
(b) KB + ¥ l_FR @. =

Para la negacion de una féormula atomica se tiene la siguiente propiedad que describe
la deduccién por disparo de reglas como un proceso de refutacion.

COROLARIO 3.9. Sean KB una Base de Conocimientos de Horn, ¥ un conjunto de hechos
y ¢ una férmula atémica cerrada. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) KB+ X F —o.
(b) XU {¢} es FR-inconsistente con KB.



DEMOSTRACION: En efecto, por 77
KB+ XY F—p —= KB + X + ¢ es inconsistente
< X U{p} es FR-inconsistente con KB
Lo que prueba el resultado. =

NoTas 3.10. (Anomalias entre reglas). Vamos a describir usando las pruebas por dis-
paro de reglas distintas relaciones entre las reglas de una Base de Conocimientos. Aunque
estas anomalias no representan defectos de la Base de Conocimientos, pueden dar lugar
a errores del sistema cuando se modifican las reglas.

Redundancia: Una regla, R, diremos que es redundante si para todo conjunto de hechos,
Y, v para todo literal ¢

(KB-R)+Xtprp <= KB+Xtprop

Donde KB — R es la Base de Conocimientos que se obtiene de KB suprimiendo la regla
R como axioma no légico.

Subsuncién: Sean Ry y Rs reglas de KB. Diremos que R; estd subsumida por Ry si existe
una sustitucion o tal que para todo conjunto de hechos X

(a) (KB — Ry) 4+ (X 4+ IF(Ry)) Frr ¢7, para todo ¢ € IF(Ry)
(b) (KB — R,) + (S + THEN(R?)) Frr THEN(R,)

Deficiencia: Diremos que una Base de Conocimientos, KB, es deficiente con respecto a
un conjunto de hechos, ¥, si para todo literal, ¢

KB+YXYFprp <= peXx

NoTas 3.11. (Clasificacién de metas y hechos). Una meta es un literal del lenguaje
de la Base de Conocimientos. Los hechos y las metas se clasifican atendiendo a su distri-
bucién en las reglas.

Base de hechos: Definimos la base de hechos, FB, como el conjunto de literales (o estancias
de literales) que son antecedentes de alguna regla pero que no son consecuentes de ninguna
otra regla; es decir,

FB = Ugeks IF(R) — Ureks THEN(R)

Desde un punto de vista operativo estas son las condiciones que el usuario de la Base de
Conocimientos tiene que proporcionarle al sistema; es decir, el sistema debe requerir del
usuario que le indique la validez de estos literales.

Metas finales: La coleccién de metas finales, FG, son los literales o estancias de literales
que son consecuentes de alguna regla y no son antecedentes de ninguna regla. Es decir,
FG — UREKB THEN(R) - UREKB IF(R)

El propdsito de la Base de Conocimientos es establecer la validez de las metas finales.
Por tanto, el usuario no puede proporcionarle la validez de estos literales.

Metas/Hechos intermedios: Es la coleccién de literales o estancias de literales que son
consecuentes de alguna regla y antecedentes de otra.




La validez de algunos de estos literales puede ser proporcionada al sistema por el
usuario.

Notas 3.12. (Razonamiento hacia atras). La idea de conflicto en razonamiento ha-
cia atras entre un conjunto de hechos y una meta describe anomalias de la Base de
Conocimientos para deducir la meta a partir de los hechos. La definicién que presenta-
mos usa el proceso de prueba por disparo de reglas. Sea ¥ un conjunto consistente de
hechos y 9 un meta. Diremos que 1 esta en conflicto con ¥ respecto de KB si

(-) KB+ X pr ¢
() Existe una restriccién de KB: ¢; A ... A ¢, = F tal que para todo j, 1 < j < n,

KB + (E + _‘(,0]') l_FR w

La definicién anterior trata de describir las pruebas por casos, usando condiciones
mutuamente contradictorias, como la formalizacion de conflicto en la prueba de una pro-
piedad.

84 M-ideales

Vamos a presentar un modelo formal que es una extensién de los m—ideales de A.
Robinson ([11], [12]) en el cual caracterizar, usando la definicién de pruebas por disparo
de reglas, problemas relativos a la Verificacion de Bases de Conocimientos. En particular,
prestaremos especial atencién al problema de la consistencia.

En una serie de trabajos ([3]-[7]) hemos utilizado los m—-ideales como modelo formal
para describir problemas relativos a la Verificacién de Sistemas Basados en Conocimiento.
La propiedades fundamentales de los m-ideales las hemos estudiado en [1] y [2].

DEFINICION 4.1. Sean I' un conjunto de literales A C T'. Diremos que A es un m-FR~
ideal de I" sobre KB si para todo ¢ € T’

KB+AFY <<— ¢eA

Puesto que la interseccion de una coleccién de m-FR-ideales es un m—FR-ideal,
podemos definir el m—FR—ideal generado por un conjunto de literales ¥ C I', y notaremos
(), como la interseccién de todos los m—FR-ideales que contienen a Y. Lo anterior
permite considerar el menor m—FR-ideal que contiene a un conjunto de literales. Diremos
que ' es contradictorio si para todo literal ¢ existen ¢q,...,¢, € I' tales que KB +
{¢1,...,¢n} FFR ¢. Es evidente que si I es contradictorio, entonces existen ¢y, ..., @, €
I tales que para todo literal o, KB+ {p1,...,vn} FFR . Se tiene el siguiente resultado.
Todo m—FR-ideal propio de un conjunto contradictorio esta contenido en uno maximal.

Sea ¢ € I'. El m~FR-ideal generado por ¢ sobre I' es el conjunto
Efr ={veTl: KB+ ¢tgr )}

Si ¥ es un conjunto de literales, en m-FR-ideal generado por X es el conjunto



Diremos que ¢ es una unidad si Efg = T'; es decir, el m—FR-ideal generado por ¢ no
es propio. Un conjunto finito de férmulas, ¥, diremos que es unitario si E%R no es propio.
Evidentemente, todo conjunto contradictorio contiene conjuntos unitarios.

A continuacién pasamos a presentar algunos de los resultados que sobre verificacion
de Bases de Conocimientos en términos de m—FR-ideales.

TEOREMA 4.2. Sea ' un conjunto contradictorio. Las condiciones siguientes son equiva-
lentes:
(a) ¥ es FR—consistente con KB.

(b) Eyg es propio. B
TEOREMA 4.3. Sea I' un conjunto contradictorio. Si Exg no contiene ningtin conjunto
unitario, entonces X es FR—consistente con KB. =

TEOREMA 4.4. Sea ' un conjunto contradictorio. Si ¥ es un conjunto unitario, entonces

—

podemos anadir ¥ — F como una restriccion a la Base de Conocimientos. =

Para las anomalias entre reglas se tiene los siguientes relaciones con el concepto de
m-FR-ideal.

TEOREMA 4.5. Una regla R es redundante si el m—FR-ideal, sobre el conjunto de los
literales, EFrIF () es el mismo en KB y en KB — R. =

TEOREMA 4.6. Sean R; y R, dos reglas. La regla Ry estd subsumida por R; si existe

una sustitucién o tal que el m-ideal EE{(RT) es el mismo en KB y en KB — R,. =

En los resultados que siguen usaremos el concepto usual de m-ideal para estudiar
algunas propiedades de las pruebas por disparo de reglas. Sea A un m-ideal. Diremos
que A es irreducible si para cualesquiera m—ideales Ay, A, tales que A = A; N A,
entonces A = A; 6 A = A,.

LEMA 4.7. Sea I' el conjunto de las formulas atéomicas cerradas. Sean A C I un m—-ideal
irreducible y 1,0 € I'. Si KB+ A ¢ V y, entonces p; € A 6 vy € A.

DEMOSTRACION: Supongamos que @1, 3 ¢ A. Sean
Ar=(AU{p}), Ar=(AU{p})

Sean # € A;NAy y AH KB+ A. De KB+ AF ¢V s se sigue que 2 fil 6. Luego,
por el teorema de completitud, KB + A . Puesto que A es un m—-ideal, 6 € A.

De lo anterior se sigue que A = A; N A,. Lo cual esta en contradiccién con que A es

—_

irreducible. =



El resultado anterior sugiere que el concepto de m—ideal irreducible proporciona un
instrumento adecuado para modelizar la metodologia de la Hipdtesis del Mundo Cerrado
(CWA) en Bases de Conocimientos. Si ¢ es una férmula atémica cerrada tal que KB+ t/
v, la Hipétesis del Mundo Cerrado consiste en anadir la negacién de dicha férmula como
axioma. Por tanto, en el modelo formal debemos usar los m—-ideales sobre el conjunto de
las féormulas atémicas (cerradas) del lenguaje de la Base de Conocimientos.

Sea ¥ un conjunto de hechos la Hipdtesis del Mundo Cerrado consiste en anadir a ¥
el siguiente conjunto de hechos

Y ={-p: ¢ atémica cerraday T + X I/ ¢}

Sea WA = S UY el conjunto de hechos obtenido con el proceso anterior. La cuestién

es que X°WA puede ser FR-inconsistente con KB Por ejemplo, podemos tener que:

() KB+ 2 tpr @1, ..., KB+ X pr ¢n
(*) oy A ... A, — F es una restriccion de KB.

Los m—ideales irreducibles caracterizan los conjuntos de hechos a los que se les puede
aplicar la metodologia de la Hipotesis del Mundo Cerrado sin obtener teorias inconsisten-
tes. Veamos cual es la situacion con respecto a las pruebas por disparo de reglas.

TEOREMA 4.8. Sea KB una Base de Conocimientos de Horn. Sea I' el conjunto de
las férmulas atémicas cerradas y £ C T' un conjunto de hechos. Si el m-ideal E* es
irreducible, entonces LV es FR-consitente con KB.

DEMOSTRACION: Supongamos que WA es FR-inconsistente con KB. Por 3.7, X¢WA
es inconsistente con KB. Entonces existen =1, ..., @, € S°WA tales que

KB+XFpV...Vy,

Puesto que E* es irreducible, de 4.7 se sigue que existe i tal que ¢; € E¥; es decir,
KB + X - ;. La férmula ¢; es atémica y KB es una Base de Conocimientos de Horn,
luego de ?? se tiene que KB+ X Fpr ;. Lo cual estd en contradiccién con —g; € REWA,

—_
—
—

5 Extensiones del razonamiento por disparo de re-
glas

Anteriormente se ha presentado el concepto de prueba por disparo de reglas. En dicha
definicién sélo se consideraban pruebas para literales a partir de un conjunto de hechos
(literales). La cuestién que nos planteamos es la ampliacién de pruebas por disparo de
reglas, tanto en el sentido de probar férmulas que no son literales, como en el de anadir
formulas al conjunto de hechos que no son literales. Algunas ampliaciones del concepto
de prueba por disparo de reglas son evidentes:

(-) KB+XFpr 1 A1 <= KB+ Xtgr ¢y y KB+ X Fgr 5.
() KB+X+0, Abytpry <= KB+ +60 +0,Fpr ¢
() Si f es de la forma



P11 NN — Y
donde ¢; (1 < i< n), vy son literales (es decir, 6 tiene la estructura de una regla de
la Base de Conocimientos).

KB+Y+0tprtY <= KB+0+Xbtgr ¢

Para la disyuncién de formulas una ampliacién natural de la definicion de deduccién
vendria dada por:

() KB+YXFpr 1 VY, <= KB+ Xbtpr ¢ 6 KB+Xbpr 9.

En el modelo formal dado por los m—FR. ideales la propiedad anterior dice, ver 77,
que para la deduccion por disparo de reglas los m—FR—ideales son irreducibles.

Sin embargo, no es evidente cémo definir la relacion de deduccion por disparo de reglas
cuando la hipétesis es una disyuncion. Es decir, como definir T + Y 4+ 0; V 05 Fgr ¢. En
principio, la definicién natural seria

KB+YX+0,Vltpryv <= KB+YX4+0,Fpr v 6 KB+X + 0, FpRr ¢

Sin embargo, esta definicion presenta problemas con la que proponiamos mas arriba
cuando la férmula que anadiamos como axioma tiene la estructura de una regla. En
efecto, consideremos la formula

(p(z) = r(z)) V (q(z) — r(z))
Esta férmula es equivalente a la férmula
p(z) Aq(z) = r(z)
Esta férmula dice que para obtener r(a) es necesario obtener p(a) y q(a). Sin embargo,
con la definicién propuesta para la disyuncién, es suficiente obtener p(a) 6 q(a).

Las ampliaciones de la definiciéon para la negacion y la implicacién presentan el pro-
blema sobre que versiones de los teoremas de la reducciéon y de la deduccién deseamos
que se verifiquen en razonamiento por disparo de reglas.
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