ESTRATEGIAS PARA LA DEMOSTRACION AUTOMATICA DE
TEOREMAS

J.A. Alonso-Jiménez* J. Borrego-Diaz f A. Chavez-Gonzalez
Dpto. Ciencias de la Computacién e Inteligencia Artificial. Universidad de Sevilla

C/Tarfia s/n 41012, Sevilla e-mail: jborrego@cica.es

Resumen: En este trabajo se presenta la utilizacion de un demostrador automdtico, OT-
TER, como asistente en la investigacion de propiedades de ciertas estructuras matemdticas,
los anillos ternarios planos naturales, introducidos en [Klucky 95]. Con este motivo se
muestran diversas estrategias para conducir el procesamiento de la informacion contenida
en los axtomas y la obtencion de pruebas, mejorando incluso las demostraciones obtenidas
por OTTER en su modo automdtico.

1 Introduccién

La demostracién automadtica de teoremas es un campo de investigacién en las Ciencias
de la Computacion e Inteligencia Artificial que pretende alcanzar la meta, propuesta por
Leibniz, de un cédlculo universal para la obtencién de pruebas en Matematicas de forma
mecanica. La utilidad de este tipo de programas no se limita a este tipo de demostraciones:
las técnicas y sistemas obtenidos se aplican a problemas de Inteligencia Artificial, disefio
de circuitos, verificacién automatica de programas, y, en general, a cualquier tipo de
problemas que requiera razonamiento.

Sin embargo, el cardcter Légico-Matemaético de tales sistemas (basados en l14gicas de
primer orden o superior), junto con la gestion eficiente de los distintos motores de inferen-
cia, hace que su uso, como asistente para la investigaciéon en Matematicas, sea complejo:
es necesario conocer los mecanismos de deduccién de nuevos resultados, como se generan
y/o descartan, para orientar, de algiin modo, la biisqueda automatizada de la prueba. Es-
ta circunstancia es la diferencia fundamental entre estos sistemas y cualquier otro lenguaje
de programacion: el usuario no gestiona directamente la ejecucién del programa, y es, por
tanto, un nuevo nivel de programacion.

El trabajo pretende introducir diversas técnicas utilizadas en la demostracién au-
toméatica de teoremas usando como guia de la exposicién las pruebas que hemos obtenido,
con un demostrador automético, de algunos de los resultados de [Klucky 95], justificando
la correccion de algunas de las técnicas empleadas.

2 Anillos ternarios planos naturales

Los anillos ternarios fueron introducidos por Marshall Hall [Hall 43] como base para
una fundamentacién algebraica de las geometrias axiomédticas. Partiendo del estudio de
las propiedades de tales geometrias, abstrae su representacion utilizando una operacion
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ternaria ¢t : R* — R (donde R es un conjunto en correspondencia biyectiva con to-
das las rectas que pasan por un punto, salvo una), ciertas propiedades de la aplicacidn,
definiendo el concepto de anillo ternario plano. Por ejemplo, en el plano real, la ecuacion
y = t(x, m, b) representa la recta de y = mz + b.

Se prueba que todo plano afin define un anillo ternario plano (previa eleccién de
coordenadas), y reciprocamente, todo anillo ternario define un plano afin (una prueba se
puede encontrar, por ejemplo, en [Blumenthal 61])!. Por tanto, este tipo de estructuras
interpreta, de manera algebraica, este tipo de geometrias. El objeto de investigacion en
este trabajo serd una variante de los anillos ternarios planos, introducida en [Klucky 95]:

Definicién 1 Una estructura (M, t,* ,{0r,0r}) es un anillo plano ternario natural (NPTR)
st verifica las siguientes condiciones:

(A) Vx,y, m3Ib[t(x, m,b) = y].

B) Ym,m',b,bt'[m #m' — lz(t(x, m,b) = t(z,m',1"))].

)
(B)
(C) Va, o' y,y'[v # 2" — Fm, b(t(x,m,b) = y At(z',m,b) = y].
(D) Vm, b[t(0r,m,b*) = b] AV, blt(z, 0, b*) = b].
(E)

E) La funcién (.)* es biyectiva.

3 Preprocesamiento

Para utilizar un demostrador automatico de manera eficiente, es necesario reescribir los
axiomas que definen a los NPTR. De hecho, salvo el axioma (E), todos los demds axiomas
estan escritos como férmulas en el lenguaje de primer orden Ly = {¢,*,07,0x}, con ¢, (.)*
simbolos de funcién de aridades 3 y 1, respectivamente, y 0y, y Og simbolos de constante.
Es trivial escribir una férmula para (E), pero antes de hacerlo, es preferible describir qué
tipo de transformacion aplicaremos a estos axiomas.

El objetivo es encontrar una nueva axiomatizacion, simplificando la complejidad légica
de los axiomas, tanto de los cuantificadores como de la estructura interna de la formula.
Con respecto a los cuantificadores se utilizan las denominadas funciones de Skolem. In-
tuitivamente, una funcion de Skolem representa la dependencia funcional de una variable
con respecto a otras, y se fundamenta en el siguiente resultado clasico:

Teorema 2 Sean T una teoria de primer orden, o(Z,y) una formula y f un nuevo simbolo
de funcion n—ario. Si T' se obtiene anadiendo a T el axioma

VE[Fyp(Z,y) = ¢(Z, f(T))]

entonces la teoria T es una extension conservativa de T, es decir, T y T' demuestran los
mismos teoremas en el lenguaje de T.

I Axiomaticamente, un plano afin es una estructura de incidencia donde cualesquiera dos puntos dis-
tintos estan conectados por una tnica recta; dado un punto P y una recta r no incidente con él, existe
una tnica recta paralela (disjunta) a r e incidente con P; y existen cuatro puntos no colineales tres a
tres.



Aplicando adecuadamente el resultado a los axiomas de una teoria 7T, se obtiene una
extension conservativa de T' cuyos axiomas son formulas sin cuantificadores existenciales.
Una vez eliminados los cuantificadores existenciales, escribimos la matriz de cada formula
en forma normal conjuntiva (conjuncién de disyunciones de literales). En nuestro caso
(teniendo en cuenta que Jlxp abrevia la férmula Jz[p(z) A Vy(p(y) — = = y)]), la
extension conservativa que obtenemos aplicando los dos procedimientos es la siguiente
teoria NPT Ry, formada por las siguientes disyunciones (llamadas cldusulas)?:

Ap: t(X,M,ta(X,M,B)) =B

Ay (((X,M,Y) # B)|(ta(X,M,B) =Y)

Br: (M1 = M2)|(t(tb(M1, B1, M2, B2), M1, B1) = t(tb(M1, B1, M2, B2), M2, B2))
By : (M1 = M2)|(t(X, M1, B1) # ¢(X, M2, B2))|(tb(M1, B1, M2, B2) = X)

Cpp (X1 =X2)|(H(X1, tem(X1,X2,Y1,Y2), tch(X1,X2,Y1,Y2)) = V1)

Crpa (X1 = X2)|(H(X2, tem(X1,X2,V1,Y2), teb(X1,X2,Y1,Y2)) = Y?2)

Cyr: (X1=X2)|(H(X1, M, B) # Y1)|(H(X2, M, B) # Y2)|(tem(X1,X2,Y1,Y2) = M)
Cra (X1=X2)|(H(X1, M, B)#Y1)|(t(X2,M,B) # Y2)|(teh(X1,X2,Y1,Y2) = B)

D, : t(0g, M,asterisco(B)) = B
Dy : t(X,0g,asterisco(B)) = B
E, : inversa(asterisco(B)) = B
E, : asterisco(inversa(B)) = B
Las dos tltimas férmulas afirman la existencia de la inversa (que notaremos por
inversa(.)) de la funcién (.)* que es la representada por comodidad como asterisco(.)

4 Mecanismos de inferencia

El siguiente paso para trabajar con la teoria es analizar la estructura de sus axiomas.
Como es una teoria con igualdad, junto a las reglas de inferencia propias de la légica de
predicados, necesitamos reglas para el razonamiento con igualdad. Entre otras, las reglas
que utilizaremos son las siguientes:

e RESOLUCION BINARIA:

Cil.. |Gl |Coy  Di|...IDj|...|Dp
(Cil- - [Chot|Crit| .- -|Cal D1l - . . |Dj—1|D;1| - . D)

donde ¢ es un unificador de maxima generalidad de C} y el literal complementario
de D]‘.
e HIPERRESOLUCION:

My - My —A...|— ABi|...|Bn
(Bi|...|Bn)o

(siendo M;, A;, B; dtomos), donde o es un unificador de maxima generalidad para

My A; (1<j5<k).

e REsoLuciON UR: Es similar a la hiperresolucién, pero devuelve un tnico literal.

2Las cldusulas de tipo E son de existencia de solucién, las de tipo U son de unicidad, el simbolo |
denota la disyuncién y — es el simbolo de negacién.



e DEMODULACION: Consiste en utilizar una igualdad como operador de reescritura:
Si tenemos la igualdad ¢; = t5 orientada, sustituimos en la férmula toda instancia
de t; por la respectiva instancia de t,.

e PARAMODULACION:

Lq| .. |Li(ty)| ... | Ly, M| .. M| (ta =t3) |Mjsq|. .. | My
(Lq| .. |Li(ts)| .o | Lo My| .o [Mj_q] (ta = t3) | M| My)o

donde o es un unificador de maxima generalidad de ¢, y to, y L;(t3) se obtiene
sustituyendo toda estancia de ¢; en L; por t3.

Estas reglas forman un conjunto refutacionalmente completo para la légica clausal de
primer orden con igualdad.

5 El demostrador automatico OTTER

El demostrador que utilizamos en este trabajo es OTTER [McCune 94], desarrollado en el
Argonne National Laboratory, uno de los més potentes, y que admite un amplio conjunto
de reglas de inferencia, estrategias de biisqueda, etc.

Otter demuestra por refutacién, es decir, dado un conjunto de férmulas, intenta deducir
una inconsistencia. El esquema de su funcionamiento se basa en la estrategia del conjunto
soporte [Wos et al. 65]: divide el conjunto de entrada en dos subconjuntos las usables y
las de soporte. En general, el conjunto de usables suele ser un conjunto consistente de
férmulas (por ejemplo, la teoria a estudiar) y el conjunto soporte el resto (usualmente,
la negacién del teorema a demostrar). La estrategia consiste en aplicar las reglas de
inferencia eligiendo al menos una férmula del conjunto soporte (la idea se basa en que las
reglas de inferencia son adecuadas, y por tanto no es posible deducir una inconsistencia
a partir de un conjunto consistente) hasta vaciar el conjunto soporte (demostracién no
encontrada) o llegar a una inconsistencia. El usuario debe elegir las reglas de inferencia
que se utilizaran o, en su caso, las variantes de dichas reglas y la particién del conjunto
de férmulas original. Hay que tener en cuenta que la estrategia del conjunto soporte no es
completa (no cualquier particién del conjunto de entrada lleva a una inconsistencia). De
las clausulas asi generadas, OTTER utiliza diversos mecanismos para descartar las que
son redundantes, es decir, son un caso particular de otras.

6 Teoremas demostrados

En esta seccion comentamos las pruebas obtenidas con el demostrador. Una primera
prueba del teorema la hemos obtenido mediante el modo auto2 de OTTER, opcién que,
al menos parcialmente, automatiza la eleccion de las reglas de inferencia y de la estrategia
a seguir para encontrar la prueba. Una vez conseguida una prueba, hemos depurado la
estrategia de busqueda de ésta para encontrar una mas simple. El experimento ha sido
realizado utilizando la dltima versién UNIX/LINUX del programa, en un PC (AMD K6II-
450, 64 Mb RAM). Por cuestiones de espacio, sélo presentamos algunas caracteristicas de
dichas pruebas.



6.1 Unicidad de 0, Op

Presentamos en esta seccién las pruebas obtenidas de la unicidad de los elementos 07, y
Opr en un NPTR.

Teorema 3 Los elementos Or, y O son unicos con esa propiedad.

Demostracion:

Unicidad de 07: Encontrada por OTTER en 0.02 segundos en modo auto2, generdndose
48 cldusulas en una prueba de longitud 7. Reduciendo el conjunto de reglas al formado
por ur-resolucién y las variantes de paramodulacién y demodulacién (para-into y back-
demod, respectivamente), y utilizando inicamente los axiomas By y D;, obtenemos en
0.01 segundos una prueba mas simple en la que se generan 20 clausulas.

Unicidad de Og: Encontrada por OTTER, en una primera aproximacion , en 0.22 segun-
dos, generandose 297 clausulas.Utilizandose las reglas ur-resolucién y para-into, y con los
axiomas By y D, conseguimos en (.02 segundos una prueba en la que se generan tan
solo 8 clausulas. |

7 Propiedades del producto

A partir de la operacion ternaria ¢ se pueden definir una multiplicacién y una suma en
un NPTR. El producto se define como

a-b=t(a,b,(0)")

se la que hemos demostrado las propiedades fundamentales presentadas en [Klucky 95].
Por razones de espacio no presentamos las pruebas obtenida. En su lugar mostramos una
tabla en la que aparecen los datos de las pruebas obtenidas por OTTER en tres versiones.
La primera, en modo auto2, disponiendo de todos los axiomas iniciales. En segunto
lugar, en modo auto2 reduciendo el conjunto de axiomas utilizables a los implicados en
esa primera prueba. Por tltimo, los datos de la prueba obtenida seleccionando las reglas
y los axiomas en base a esas dos primeras aproximaciones:

Proposicion 4 Sea M un NPTR. En las condiciones anteriores, se verifica que:
1. Para cualesquiera a,b € M, si a # 0y, existe un unico elemento x tal que a-x = b.
2. Para cualesquiera a,b € M, si a # Og, existe un unico elemento x tal que x -a =b.

3. Para cualesquiera a,b € M a-b =0 sit a =0 6 b =0p.

Propiedad Tiempo/Seg. | Cl. generadas | Long. prueba
(1), unicidad 0.54/0.1/0.06 | 604/327/590 14/14/7
(1), existencia | 88.54/0.03/0.02 | 7127/143/145 20/9/9
(2), unicidad 0.84/0.23/0.01 675/355/55 14/14/6
(2), existencia | 17.15/0.01/0.01 4114/23/9 40/5/4
3), = 0.99/0.08/0.02 753/249/29 14/10/6
(3), < 15.79/0.01/0.00 3735/9/14 15/7/2




8 Propiedades de la suma

De la propiedad (1) de la proposicién anterior se tiene que para cada x # 0f existe un
elemento e(z) € M tal que x - e(x) = z. Si definimos e(07) = Og, la funcién e : M — M
estd bien definida (en NPT Ry) por las clausulas

(e(ol) = or)

(X = 01) | (prod(X,e(X)) = X)

(X = 01) | (prod(X,Y) '=X) | (e(X) =7Y)

Asi, definimos una nueva operacion, +, como

a+b=t(a,e(a),b)
Proposicion 5 Sea M un NPTR,
1. Para todoa € M, a+0p =a y0 +a=a.

2. Para cualesquiera a,b € M existe un unico x € M tal que a + x = b.

Propiedad Tiempo/Seg. | Cl. generadas | Long. prueba
(1) a+0,=a |98.05/0.02/0.01 5795/22/9 16/6/5
(1) (0 +a)=a | 2.23/0.01/0.00 1161/11/3 2/2/1
(2), existencia 0.42/0.01/0.02 562/33/43 6/6/7
(2), unicidad 45.92/0.03/0.01 4837/89/75 10/6/4

8.1 Bisqueda de soluciones

Podria parecer que, con las demostraciones por refutacion, se pierde cierta informacion
que es interesante. Por ejemplo, en la propiedad (2) de la proposicién 4,

Vala # 0 — lx(z - a = b)]

puede ser muy util la expresion de x con respecto a los elementos a y b. FExiste una
primera dificultad para resolver esta cuestién, y es si tal expresion es posible. Demostrar
la existencia de un objeto, no es suficiente para que tal objeto se pueda expresar de
manera simple en el lenguaje con el que trabajamos. En el caso que nos ocupa (y esta
es otra de las ventajas de preprocesar la teoria, obteniendo una extensién conservativa
formada por cldusulas) esta propiedad es cierta, utilizando el teorema de Herbrand. Como
consecuencia, se tiene que:

Corolario 6 [Alonso et al. 00] Eziste un Lo—término t(u,v) tal que
NPTRyF u# 0 — t(u,v)-u=v

Por tanto, en nuestro caso, tiene sentido intentar obtener una expresién de este tipo.
Noétese que esta fundamentacion de la obtencion de respuestas es una generalizacion del
concepto de respuesta utilizada en programacién 1égica (por ejemplo en PROLOG), véase
[Kunen 96]. De hecho, OTTER tiene implementada una funcién, $ans(X), que devuelve
el valor obtenido para la variable X. En nuestro caso, la bisqueda del término t(u, v) sigue
la idea de la demostracion anterior: La entrada de OTTER son los axiomas de NPTR,
junto con el siguiente conjunto soporte:

(a !'= or).



(prod(X,a) != b) | $ans(X).
y (en 0.01 seg.) nos devuelve la solucién ans(tb(or, asterisco(b), a, asterisco(ol))), es
decir,
t(u,v) = tb(0g,v*,u, (0r)")

Esta no es la solucion que ofrece OTTER en el modo auto2, que es mas compleja. La que
ofrecemos ha sido obtenida aplicando distintas estrategias para dirigir al demostrador a
una simplificada. Como ya hemos justificado anteriormente, cualquier solucion denota el
mismo elemento, pues es unico. Interpretando este resultado en el lenguaje original de
NPTR, el elemento = tal que x - a = b, para a # Og, es la unica solucion de la ecuacién

t(z, 0, b*) = t(z,a, (0r)")

8.2 Isotopias: Busqueda de funciones

Veamos por iltimo, como se puede estudiar la existencia de funciones usando el de-
mostrador. Aparentemente, el razonamiento con funciones deberia de utilizar una légica
de orden superior. Sin embargo, no es necesario este tipo de ampliaciones en general.
Veamos un ejemplo. El teorema 4.2 de [Klucky 95] afirma que la propiedad de ser NPTR
se conserva bajo isotopias. Una isotopia entre dos anillos ternarios planos (M, t;) y (M, ts)
(para simplificar, con el mismo universo) es una 4-upla de permutaciones de M, «, 3,7, 6,
tales que para cualesquiera x, m,b € M

O(ta(z, m, b)) = ti(a(z), B(m), v(b))

El teorema afirma que si (M, #;,*,0;,0r) es un NPTR, entonces

(Ma t27 a_l(OL): 6_1(012))

admite una estructura de NPTR, para una cierta aplicacion b — b*

No vamos a describir la demostracién, usando OTTER, de este hecho, sé6lo nos ocu-
paremos de la cuestién mas importante, la existencia de la aplicacién b — b* tal que
(M, t3,%,a='(01), 37" (0g)) es un NPTR. Para encontrar tal funcién, razonamos como en
la subseccién anterior, y tomamos como conjunto soporte las siguientes féormulas:

delta(t2(X,M,B)) = t(alfa(X),beta(M),gamma(B)).

(inversa-delta(delta(X)) = X).

(delta(inversa-delta(X)) = X).

(alfa(inversa-alfa(X)) = X).
(inversa-alfa(alfa(X)) = X).
(beta(inversa-beta(X)) = X).
(inversa-beta(beta(X)) = X).

(gamma (inversa-gamma (X)) = X).

(inversa-gamma (gamma (X)) = X).

(alfa(ol2) = ol).

(beta(or2) = or).

(all X ((all M (t2(012 , M, X) = b)) -> $ans(X))).

La tltima de las cuales exige la respuesta X que nos asegura que a'(0z) es el cero a
la izquierda. La respuesta obtenida es

$ans (inversa-gamma(asterisco(delta(b))))

es decir, 2% = v 1(d(z)*) es la aplicacién pedida.



9 Conclusiones

En este articulo hemos mostrado el uso fundamentado de un demostrador automatico
como asistente para la investigaciéon en Matematicas, concretamente para la investigacion
en anillos ternarios. Asimismo hemos hecho notar la utilidad del diseno de estrategias
para eliminar en el proceso de deduccién la informacion redundante, como es el caso de
reducir el conjunto de axiomas en juego.

Analogamente es posible conducir la bisqueda de prueba seleccionando las reglas mas
idéneas o utilizando variantes de las mismas que ahorran tiempo y ayudan a simplificar
las demostraciones e incluso la expresién de las respuestas (ver corolario 6).

En ocasiones ha sido de utilidad ampliar el conjunto soporte, anadiendo algunas
clausulas a la negaciéon del teorema a probar, como en el caso de la biisqueda de la
funcion relativa a isotopias en 8.2.

Es necesario incidir, a la vista de los datos comparativos ofrecidos por las tablas de
las pruebas, en el hecho de que el modo auto2 es mejorable, en general, por un usuario.
Pero no en todos los casos, como en el de la proposicién 6.2 (existencia).

Por ultimo, senalemos que hemos utilizado el método de obtencién de respuestas para
probar la existencia de un objeto y conocer a su vez una expresion de dicho objeto,
pudiendo adem&s comprobar facilmente que la respuesta dada por el demostrador es
correcta.

Como linea futura de investigacién en este campo cabria insistir en el diseno y per-
feccionamiento de estrategias para la obtencion de pruebas mediante procesos cada vez
mas cortos en tiempo y longitud, en la obtencién de respuestas con expresiones sencillas,
asi como en el diseno de nuevas estrategias para la demostracion que utilicen informacién
conocida del modelo matemadtico de estudio (en este caso, informacién geométrica).
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