
Una quasi{m�etria basada en subsuni�onM.A. Guti�errez Naranjo J.A. Alonso Jim�enez ? J. Borrego D��az �Dpto. Cienias de la Computai�on e Inteligenia Arti�ial { Universidad de SevillaE{mail: fmagutier,jalonso,jborregog�ia.esWWW: http://www-s.us.es/f�naranjo, �jalonso, �jborregogResumenEn este art��ulo presentamos una quasi{m�etria de�nida sobre el onjunto del�ausulas de un lenguaje donde dos l�ausulas equivalentes por subsuni�on se on-sideran la misma. Esta quasi{m�etria (una m�etria en la que no onsideramos laondii�on de simetr��a) se basa en la relai�on de subsuni�on y se formaliza omouna apliai�on d : C R=� �C R=�! [0;+1℄ donde C =� es el espaio oienteobtenido a partir del onjunto de l�ausulas C por la relai�on de equivalenia basadaen subsuni�on.1 Introdui�onEn este art��ulo, proponemos una solui�on al problema de uanti�ar la proximidad entrel�ausulas, onsider�andolas omo elementos de un entramado de relaiones via subsuni�onque nos va a permitir aeder de una l�ausula a otra, en ierto sentido, por el amino m�asorto. Esta aproximai�on representa una importante diferenia on otras aproximaiones[3, 5℄, que onsideran los literales omo elementos aislados. Para ello, proponemosa) Que dos l�ausulas equivalentes bajo subsuni�on se onsideren id�entias. Este plan-teamiento es muho m�as fuerte que la equivalenia m�odulo renombramiento y nosva a permitir de�nir nuestra funi�on sobre lases de equivalenia.b) Siguiendo la intuii�on geom�etria, la distania entre dos puntos ser�a la longituddel amino m�as orto entre ellas, onsiderando que dos l�ausulas est�an a distaniain�nita si no existe un amino que las una.Nuestra de�nii�on est�a basada en la relai�on de subsuni�on y en los estudios realizadospor P.R.J. van der Laag y S.-H. Nienhuys{Cheng [7℄. Empezamos nuestra exposii�on onuna introdui�on al onepto de m�etria y a la ondii�on de simetr��a.2 M�etriasEn muhas oasiones neesitamos simpli�ar la relai�on entre dos objetos a un n�umeropara poder estableer omparaiones entre ellos. A ese n�umero se le suele llamar demanera gen�eria distania y nos permite disriminar entre pares de objetos de manerasenilla. As��, deimos que dos iudades A y B est�an m�as pr�oximas que las iudades C y�Parialmente �naniados por DGES, proyetos PB96{0098-C04{04 y PB96{1345



D si la longitud del amino m�as orto de A a B, i.e. la distania que los separa, es menorque la longitud del amino m�as orto de C a D. An�alogamente, esa distania puede medirel tiempo que transurre entre dos eventos o la antidad de ombustible que neesita unveh��ulo para reorrer un trayeto.Dado un onjunto ualquiera X, si asoiamos a todo par de elementos (x; y) 2 X�Xsu \distania" obtenemos una apliai�on d : X � X ! R. Pero obviamente no todafuni�on d : X � X ! R va a ser una distania. >Qu�e propiedades debe umplir unaapliai�on d : X �X ! R para ser una distania1? Est�a laro que los riterios deben sersu�ientemente d�ebiles para ser omunes a las diferentes distanias de intuii�on geom�etriay su�ientemente fuertes para estableer una teor��a s�olida que permita el tratamiento delos problemas asoiados al onepto de distania en situaiones abstratas. Fue Fr�eheten su tesis dotoral en 1906 [1℄ quien a�rm�o que bastaba que la funi�on veri�ara� (8x 2 X) [d(x; x) = 0℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = 0) x = y℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = d(y; x)℄ (Condii�on de simetr��a)� (8x; y; z 2 X) [d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)℄ (Propiedad triangular)para poder desarrollar una teor��a de los espaios m�etrios y desde entones estas ondi-iones han sido onsideradas los pilares b�asios de la teor��a.Como ejemplos de distanias basadas en la intuii�on geom�etria podemos itar tresonoidas distanias en R2 . Sean A = (x1; y1) y B = (x2; y2) dos puntos del plano.� Distania eul��dea (de): Dados dos puntos A y B de R2 , la distania de mide lalongitud del segmento de reta que une A y B, esto es, del amino m�as orto de Aa B suponiendo que no hay obst�aulos en el planod(A;B) = q(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2� Distania Manhattan (dm): En este aso tambi�en medimos la longitud del aminom�as orto de A a B, pero a diferenia de la distania eul��dea, en la que suponemosque no hay ning�un obst�aulo entre A y B, en la distania Manhattan suponemosque los desplazamientos s�olo pueden ser horizontales o vertiales, simulando la ir-ulai�on de un veh��ulo por alles en forma de uadr��ula.dm(A;B) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j� Distania del bosque (db): Un ejemplo, quiz�a menos onoido de distania en R2 ,es esta distania del bosque, que tambi�en mide la longitud del amino m�as ortoentre dos puntos. Reibe este nombre porque representa en R2 la situai�on de unatribu en un lugar muy bososo on un r��o en y = 0. Los habitantes de tal tribu, parallegar al agua han heho brehas perpendiulares al r��o. Debido al espeso bosque,si alguien quiere ir de A a B s�olo puede haerlo por las brehas o por la orilla.db(A;B) = ( jy1 � y2j si x1 = x2jy1j+ jy2j+ jx1 � x2j si x1 6= x21El uso de distania o m�etria es indistinto. Tienen el mismo signi�ado.
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Figura 1Llegado este punto, tiene sentido preguntarse por qu�e es neesario de�nir varias distan-ias sobre un mismo onjunto. La respuestas es lara. Cada distania se adapta a unaestrutura previa en el onjunto y la distania de�nida se ajustar�a o no, seg�un el aso, ala relai�on preexistente. Si nuestro �unio inter�es es dotar al onjunto de una funi�on queveri�que las ondiiones de Fr�ehet y no onsideramos en el onjunto ninguna relai�onpreestableida, podemos onsiderar siempre la distania disretadd(A;B) = ( 0 si A = B1 si A 6= Bque veri�a las ondiiones para ser distania, pero que dif��ilmente nos ser��a de utilidadpr�atia.Una situai�on diferente se establee uando la relai�on preexistente entre los objetosno es sim�etria. El n�umero de kil�ometros que separa una iudad A a la orilla del mar deotra B en la ima de una monta~na es el mismo independientemente del sentido en quese reorra. Pero si nuestra idea de \distania" mide el n�umero de alor��as que gasta unilista en haer el reorrido, entones nuestra de�nii�on de distania pierde la ondii�onde simetr��a.3 Quasi{m�etriasLas funiones de distania no sim�etrias ya fueron onsideradas por Hausdor� [2℄ a prini-pios de siglo. Wilson [11℄ introdujo el t�ermino quasi{metris para estas funiones en 1931.A lo largo del siglo diversos investigadores han ontribuido al desarrollo de las distaniasno sim�etrias, reibiendo reientemente un nuevo empuje on los trabajos en omputai�onte�oria de Lawson [4℄ o Smyth [10℄ entre otros.De�nii�on 1 ([10℄) Una quasi{m�etria sobre un onjunto X es una apliai�on de X�Xen los reales no negativos, inluyendo posiblemente +1 tal que� (8x 2 X) [d(x; x) = 0℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = d(y; x) = 0) x = y℄� (8x; y; z 2 X) [d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)℄N�otese que una quasi{m�etria veri�a las ondiiones de m�etria de Fr�ehet, exepto laondii�on de simetr��a. Veamos algunos ejemplos (otros ejemplos m�as so�stiados puedenenontrarse en [10℄).Ejemplo 1: Dado ualquier onjunto parialmente ordenado hP;�i, la quasi{m�etriadisreta se de�ne omo d(x; y) = ( 0 si x � y1 e.o..



Ejemplo 2: En el intervalo unidad [0; 1℄ podemos de�nir la quasi{m�etria siguiente, uyam�etria asoiada es la distania eul��dea en el onjunto.d(x; y) = ( 0 si x � yx� y si y < x4 Cl�ausulasA ontinuai�on reordamos algunas de�niiones sobre l�ausulas que usaremos m�as ade-lante. Una visi�on general puede obtenerse en [6℄.En nuestra onstrui�on onsideraremos un lenguaje L de primer orden. V ar y Termson, respetivamente, los onjuntos de variables y t�erminos de L. Una l�ausula es unonjunto �nito de literales y C es el onjunto de las l�ausulas del lenguaje.Sea S � V ar un onjunto �nito de variables. Una sustitui�on es una apliai�on� : S ! Term tal que (8x 2 S)[x 6= x�℄. Un renombramiento es una sustitui�on inyetiva� tal que (8x 2 S) [x� 2 V ar℄. Si C es una l�ausula y � es un renombramiento, C yC� = fL� jL 2 Cg son variantes.Sean C y D dos l�ausulas. C subsume a D, C � D, si existe una sustitui�on � talque C� � D. Si C � D y D � C entones C y D son equivalentes por subsuni�on y loesribiremos C � D. Si C � D y D 6� C esribiremos C � D. Una l�ausula reduida esuna l�ausula C tal que no tiene ning�un subonjunto propio D tal que D � C. Plotkin [8℄prob�o que dos l�ausulas reduidas equivalentes son variantes.Puesto que� es una relai�on de equivalenia, denotaremos por C =� el espaio oientey, si C 2 C , [C℄ = fD 2 C jC � Dg. De�nimos el orden parial �� sobre C =� omo(8[C℄; [D℄ 2 C =�) ([C℄ �� [D℄ , C � D) El orden �� est�a bien de�nido y no ausar�aonfusi�on si usamos � en lugar de ��.5 Una quasi{m�etria sobre las lases de equivaleniaEn [7℄ Nienhuys{Cheng y Van der Laag de�nieron un operador de re�namiento �r quetomaba omo dato de entrada una l�ausula reduida C y devolv��a un onjunto de l�ausulasreduidas �r(C):De�nii�on 2 (Adaptada de [7℄) Sea C una l�ausula reduida. Entones D 2 �r(C) siD es reduida y se veri�a una de las siguientes ondiiones:�1r: C � D y existen dos l�ausulas C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄ tales que C 0� = D0, donde � esla sustitui�on � = fx=f(y1; : : : ; yn)g, f es un s��mbolo de funi�on2, x ourre en C 0,y las variables y1; : : : ; yn son variables distintas que no ourren en C 0.�2r: C � D y existen dos l�ausulas C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄ tales que C 0� = D0, donde� = fx=yg y adem�as las variables x e y ourren en C 0.�3r: D = C[fLg donde L s�olo tiene variables distintas que no ourren en C y para todoliteral M 2 C, L di�ere de M en el s��mbolo de prediado o en el signo.Una �r{adena de longitud n de C a D es una suesi�on �nita C = C0; C1; : : : ; Cn = Dtal que para todo i 2 f1; : : : ; ng, Ci 2 �(Ci�1).2Consideramos las onstantes omo s��mbolos de funi�on de aridad ero.



En el mismo art��ulo [7℄ se prueba que si C y D son l�ausulas reduidas y C � D entonesexiste una �r{adena de C a D. Vamos a usar esas adenas para formalizar la proximidadentre l�ausulas. En nuestra de�nii�on, la distania entre dos l�ausulas vendr�a determinadapor la longitud del amino m�as orto entre ellas, onsiderando omo amino la suesi�onde lases de equivalenia asoiada a una �r{adena.De�nii�on 3 Diremos que la suesi�on C = h[C0℄; : : : ; [Cn℄i, on [Ci℄ 2 C =� para todoi 2 f0; : : : ; ng es una L{adena de [C0℄ a [Cn℄ si podemos elegir omo representantes dedihas lases las l�ausulas reduidas C0; : : : ; Cn y dihas l�ausulas forman una �r{adena.En ese aso diremos que la L{adena C tiene longitud n y lo denotaremos por jCj = n.Denotaremos omo L([C℄; [D℄) el onjunto de todas las L{adenas de [C℄ a [D℄. El �unioelemento de L([C℄; [C℄) es la suesi�on de longitud ero h[C℄i.Es trivial omprobar que si C1 = h[C0℄; : : : ; [Cn℄i es una L{adena de [C0℄ a [Cn℄ y C2 =h[D0℄; : : : ; [Dm℄i es una L{adena de [D0℄ a [Dm℄ on [Cn℄ = [D0℄, entonesC3 = h[C0℄; : : : ; [Cn℄; [D1℄; : : : ; [Dm℄ies una L{adena de [C0℄ a [Dm℄ de longitud n +m que llamaremos la onatenai�on deC1 y C2.Sabemos que si C yD son l�ausulas reduidas y C � D, entones existe una �r{adenade C a D. Como onseuenia inmediata tenemos el siguiente teorema:Teorema 4 Consideremos [C℄; [D℄ 2 C =� tales que [C℄ � [D℄. Entones existe unaL{adena de [C℄ a [D℄.Demostrai�on: Sean [C℄; [D℄ 2 C = � tales lases de equivalenia y sean C 0 y D0 dosl�ausulas reduidas tales que C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄. Puesto que C 0 � D0, se tiene queexiste una �r{adena de C 0 a D0. Las lases de equivalenia asoiadas a los elementos dela �r{adena forman una L{adena de [C℄ a [D℄.A ontinuai�on de�nimos nuestra quasi{m�etria. Si [C℄ � [D℄ entones existe al menosuna L{adena de [C℄ a [D℄, (el onjunto L([C℄; [D℄) no es va��o) y tiene sentido onsiderarel m��nimo del onjunto de longitudes de aminos en L([C℄; [D℄).Siguiendo la intuii�on geom�etria, si onsideramos esas L{adenas omo aminos de[C℄ a [D℄, podemos de�nir nuestra quasi{m�etria omo la longitud del amino m�as ortode [C℄ a [D℄. Si no existe ning�un amino, pensamos que [D℄ no puede ser alanzado desde[C℄, as�� que est�an separados por una distania in�nita.De�nii�on 5 De�nimos la apliai�on d : C =� � C =�! [0;+1℄ de la siguiente manerad([C℄; [D℄) = ( minfjCj : C 2 L([C℄; [D℄)g si [C℄ � [D℄+1 e.o..Teorema 6 d es una quasi{m�etriaDemostrai�on: (1) Puesto que [C℄ � [C℄ para todo [C℄ 2 C =�, se tiene que la L{adenah[C℄i 2 L([C℄; [C℄). Adem�as jh[C℄ij = 0, luego d([C℄; [C℄) = 0.(2) Si d([C℄; [D℄) = d([D℄; [C℄) = 0, entones [C℄ � [D℄ y por tanto [C℄ = [D℄.(3) Tenemos que probar que d([C1℄; [C3℄) � d([C1℄; [C2℄)+d([C2℄; [C3℄). Si [C1℄ 6� [C2℄ o[C2℄ 6� [C3℄ el resultado se tiene trivialmente, luego supongamos [C1℄ � [C2℄ y [C2℄ � [C3℄.



Sean C1 = h[D0℄; : : : ; [Dn℄i una L{adena de [C1℄ a [C2℄ (esto es, [D0℄ = [C1℄ y [Dn℄ = [C2℄)tal que n = jC1j = d([C1℄; [C2℄) y C2 = h[D00℄; : : : ; [D0m℄i una L{adena de [C2℄ a [C3℄ (i.e.,[D00℄ = [C2℄ y [Dm℄ = [C3℄ ) tal que m = jC2j = d([C2℄; [C3℄) Si onatenamos C1 y C2obtenemos C12 = h[D0℄; : : : ; [Dn℄; [D01℄; : : : ; [D0m℄i que es una L{adena de [C1℄ a [C3℄ delongitud n+m, luego d([C1℄; [C3℄) � jC12j= n +m= d([C1℄; [C2℄) + d([C2℄; [C3℄)Por tanto es una quasi{m�etria. Si ahora volvemos a onsiderar las l�ausulas aisladas yno las lases de equivalenia tendremos una funi�ond : C � C �! [0;+1℄hC;Di 7! d(C;D) = d([C℄; [D℄)en la ual dos l�ausulas equivalentes est�an a distania ero (t�eniamente una pseudo{quasi{distania) en la ual mantenemos las siguientes propiedades:a) d(C;D) = 0, C � Db) d(C;D) = +1, C 6� D) (8C1; C2; C3 2 C ) [d(C1; C3) � d(C1; C2) + d(C2; C3)℄Pensamos que de esta manera, d(C;D) odi�a de manera num�eria su�iente infor-mai�on sobre la relai�on de subsuni�on entre C y D y permite un tratamiento algebraiode la relai�on de proximidad.6 Trabajos relaionadosComo apunt�abamos en la introdui�on, en la literatura puede enontrarse diversas apro-ximaiones al problema de uanti�ar la relai�on de proximidad entre l�ausulas. Nuestrapropuesta se suma al esfuerzo de arrojar luz sobre el problema.6.1 Nienhuys{Cheng [5℄ y Ramon y Bruynooghe [9℄En [5℄, Nienhuys-Cheng de�ne una distania para �atomos errados� dn;g(e; e) = 0� p=n 6= q=m) dn;g(p(s1; : : : ; sn); q(t1; : : : ; tm)) = 1� dn;g(p(s1; : : : ; sn); p(t1; : : : ; tn)) = 12n Pni=1 dn;g(si; ti)y luego onsidera la m�etria de Hausdor� para trasladar esa distania a onjuntos de�atomos.dh(A;B) = maxfmaxa2A fminfdn;g(a; b) j b 2 Bgg;maxb2B fminfdn;g(a; b) j a 2 AgggEl objetivo de esta distania era de�nir una m�etria entre interpretaiones de Herbrand,as�� que dn;g estaba s�olo de�nida sobre �atomos errados. En [9℄, Ramon y Bruynoogheextendieron esta distania a una funi�on sobre expresiones erradas y no erradas:



� dn(e1; e2) = dn;g(e1; e2) si e1; e2 son expresiones erradas.� dn(p(s1; : : : ; sn); X) = dn(X; p(s1; : : : ; sn)) = 1 on X una variable.� dn(X; Y ) = 1 y dn(X;X) = 0 para todo X 6= Y on X e Y variables.Apliando a dn la m�etria de Hausdor� tenemos una distania sobre l�ausulas, omomuestra el siguiente ejemploC1 = fp(f(U); X; f(a))g C2 = fp(f(a); X; f(a))gC3 = fp(f(a); X; f(a)); p(Z;X; Z)g C4 = fp(f(a); X; f(a)); p(f(a); V; f(a))gon dh(C1; C2) = 112 , dh(C1; C3) = 13 , dh(C1; C4) = 14 . Se observa que los tres valores sonmuy distintos a pesar de que C2, C3 y C4 son equivalentes bajo subsuni�on. Con nuestrafuni�on se tiene d(C1; C2) = d(C1; C3) = d(C1; C4) = 1puesto que [C2℄ = [C3℄ = [C4℄ on [C1℄ 6= [C2℄ y C1� = C2 on � = fU=ag.6.2 Huthinson [3℄En [3℄, Huthinson da una pseudo-m�etria sobre el onjunto de t�erminos y la extiende alonjunto de literales. Entones, onsidera la m�etria de Hausdor� sobre el onjunto del�ausulas usando su pseudo{m�etria sobre literales.En su de�nii�on de distania sobre t�erminos, usa una funi�on del onjunto de susti-tuiones sobre R llamada size. Da las ondiiones que tiene que satisfaer una funi�onpara ser una size y da una funi�on onreta on esas arater��stiasS(�) =Xfwf=n j (9x) (x 2 V ar y f=n ourre en x�)gdonde wf=n es un peso positivo para el s��mbolo de funi�on f=n. Con la m�etria deHausdor� basada en esa pseudo{m�etria tenemos que para las l�ausulasC1 = fp(X;X; Y; Y )g C2 = fp(U; V; U; V )gobtenemos los valores dh(C1; C1) = 0 y dh(C1; C2) = 0 a pesar de que C1 y C2 no son nisiquiera omparables bajo subsuni�on.Con nuestra funi�on d, al no existir ning�un amino de C1 a C2, esa relai�on deinaesibilidad se odi�a on el s��mbolo +1.d(C1; C2) = d(C2; C1) = +17 ConlusionesEste es un trabajo preliminar sobre �omo uanti�ar la relai�on de proximidad entrel�ausulas y se suma a otras aproximaiones en un intento de arrojar luz sobre el pro-blema. La idea de nuestra aproximai�on es aprovehar la relai�on preexistente entre lasl�ausulas para de�nir una funi�on de manera natural. Al ser esta relai�on de subsuni�onno sim�etria, esta formalizai�on de la proximidad tampoo tiene por qu�e serlo.Consideramos que de�nir una distania entre l�ausulas apliando la m�etria de Haus-dor� sobre una distania entre literales quiz�a no sea lo m�as aertado ya que dependeexlusivamente de valores extremos.



Por otro lado, quiz�a la formalizai�on de distania de Fr�ehet sea demasiado estritapara espaios donde la prinipal relai�on es la de orden parial. En este sentido, pen-samos que este art��ulo abre una puerta a esa nueva onepi�on en la formalizai�on deproximidad.Referenias[1℄ M. Fr�ehet: Sur quelques points du alul fontionnel. Reudiont del Cirulo Matematiodi Palermo, vol 22, 1906.[2℄ F. Hausdor�: Grundz�uge der Mengenlehre. Leipzig, 1914.[3℄ A. Huthinson: Metris on Terms and Clauses. Pro. ECML{97 Prague April 1997(Springer). ftp://ftp.ds.kl.a.uk/pub/ teh-reports/ tr96-11.ps.gz[4℄ J.D. Lawson: Order and strongly sober ompati�ations, in: In: G.M. Reed, A.W. Rosoeand R.F. Wahter (Eds.), Topology and Category Theory in Computer Siene, OxfordUniversity Press, pp. 179{205, 1991.[5℄ S-H. Nienhuys-Cheng: Distane between Herbrand interpretations: a measure for ap-proximations to a target onept. Tehnial Report EUR{FEW{CS{97{05. Departmentof Computer Siene, Erasmus University, the Netherlands, 1997. www.few.eur.nl/few/researh/pubs/s/1997/eur-few-s-97-05.pdf[6℄ S-H. Nienhuys-Cheng and R. de Wolf: Foundations of Indutive Logi Programming. LNCS1228. Springer, 1997[7℄ P.R.J. van der Laag, S.-H. Nienhuys-Cheng: Completeness and properness of re�nementoperators in Indutive Logi Programming. Journal of Logi Programming, Vol 34, n.3,pp.: 201{225, Marh 1998[8℄ G.D. Plotkin: A Note on Indutive Generalization. In Mahine Intelligene 5, pp.: 153{163.Edinburgh University Press, Edinburgh, 1970.[9℄ J. Ramon and M. Bruynooghe: A framework for de�ning distanes between �rst{orderlogi{objets. Report CW 263, Department of Computer Siene, Katholieke Univer-siteit Leuven, May 1998. http://www.s.kuleuven.a.be/publiaties/rapporten/w/CW263.ps.gz[10℄ M.B. Smyth: Totally bounded spaes and ompat ordered spaes as domains of ompu-tation. In: G.M. Reed, A.W. Rosoe and R.F. Wahter (Eds.), Topology and CategoryTheory in Computer Siene, Oxford University Press, pp. 207-229, 1991.[11℄ W.A. Wilson: On quasi{metri spaes. Amer. J. Math. 53, pp. 675{684, 1931.


