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Resumen

En este articulo presentamos un ejercicio de formalizagidemostracion automatica en
AcCL2, un sistema de razonamiento automatico que provienedeiM, el demostrador de
teoremas dd&oyery Moore Partiendo de la definicion de dos operaciones esenciales so
bre listas ordenadas, discutimos aspectos de formalizag@scubrimiento de propiedades,
ejecutabilidad y mejora de la eficiencia computacional.

1 Introduccidén

Ya en1949, se hizo patente la dificultad de crear programas que seta@janousegun lo especifi-
cado. Fue el propid@uring quien, siguiendo las ideas @en Neumanry Goldstine planteé la
necesidad de afrontar formalmente los problemas de cadreparcial y terminacion. Herederos
de estas idead/cCarthy Dijkstra, Floydy Hoarelas desarrollaron durante tres décadas.

El amplio desarrollo de los métodos formales ha dado lugaaawueva disciplina denomina-
da CAR Computer-Aided Reasonipgjue tiene entre sus objetivos el desarrollo de herraasent
informaticas que proporcionen asistencia en su empleashBstrramientas suelen denominarse
genéricamente «sistemas de razonamiento automaticokisaraemostradores automaticos de
teoremas».

Dentro del amplio espectro de sistemas de razonamientmatitm, existen varios especial-
mente adecuados para la especificacion y verificacion fadmalstemas informaticos. Uno de
ellos, AcL2, merece especial atencion ya que formaliza un subconglentm lenguaje de pro-
gramacion real y con él se han obtenido grandes éxitos enifecaeion formal automatizada
tanto de sistemas derdwarecomo desoftware ademas de en la demostracion por computador
de conocidos teoremas de la Légica y de las Matematicas.
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Se expondra a continuacion una breve descripcion de2Ade ningin modo exhaustiva,
atendiendo a los diferentes puntos de vista desde los quie plxservarse. Posteriormente, se
propondré un ejemplo sobre como razonar formalmente adertzes propiedades de los progra-
mas en AL2; éste incluird un caso de descubrimiento automatico. lobeffos AcL2 con el
ejemplo completo, algo ampliado, y la demostracion prathupor el sistema (unas 50 paginas)
estan disponibles publicamentewem cs. us. es/ ~f pal ono/ | i st as- or denadas. ht ni .

2 Lastres visiones de AL?2

AcL2 (A Computational Logic for Applicative Common Lj$6, 7] es el sucesor de®irHMm, el
demostrador de teoremas Beyery Moore|[1, 3]. AcL2 ha sido desarrollado durante la dltima
década, principalmente pdfoorey Kaufmanny continda en evolucion. Intenta hacer realidad,
con bastante éxito, el deseoMeCarthyde disponer de un sistema capaz de demostrar teoremas
sobre programas escritos ersk (puro).

Puede encontrarse una descripcion concisade2/en [4]. En realidad, para definir qué es
AcL2 hay que enfocarlo desde tres puntos de vista distintos:

1. Desde un punto de vista l4gico.
2. Desde la perspectiva de los lenguajes de programacion.

3. Desde el enfoque de los sistemas de razonamiento automati

2.1 AcLZ2 esuna Légica Computacional

AcL2 es una ldgica de primer orden sin cuantificadores y condadal Su sintaxiscoincide
con la del lenguaje de programaciéom@MON LISP. Esto quiere decir que un término de la
l6gica es una constante, un simbolo de variable o la apfinat® un simbolo de funcion (o de
una\-expresiony-ario an términos. Formalmente, encA2 no existen simbolos de predicado,
aunque a las funciones booleanas se las denomine informigrqeredicados».

Entre susixiomasse incluyen los de la l6gica proposicional con igualdad ynesesarios pa-
ra trabajar comodamente con los tipos de datos de uso mascadmeros (enteros, racionales
y complejos racionale$)caracteres, cadenas de caracteres, simbolos y listas.

Lasreglas de inferencigon las del calculo proposicional con igualdad junto cotaimsa-
cion de variables, induccién e instanciacion funcionab@®permiten deducir nuevos teoremas
a partir de otros ya conocidbd aregla de instanciacion de variabl@&rmite sustituir variables
en un teorema por términos para obtener otro teoremaedla de inducciérpermite reducir la
demostracion de un teorema a un conjunto finito de casos ang@aina forma muy potente de
induccion matematica sobre leg-ordinales. Laegla de instanciacion funciong@ermite susti-
tuir funciones en un teorema por otras para obtener un neeverha, siempre que las antiguas
fueran introducidas por el principio de encapsulado quexpkca a continuacion y las nuevas
cumplan sus axiomas de restriccion.

La légica incluye también dgwincipios de extensiardefinicion y encapsulado. Ambos per-
miten afiadir nuevos simbolos de funcion y axiomas a la |qgieservando su consistencia. El
principio de definiciéres esencial, ya que permite introducir nuevos simbolosmigdn y aso-
ciarles (axiomaticamente) una definicién; para preseevaohsistencia, el sistema Unicamente

10, reciprocamente, una légica proposicional con igualdteheida con simbolos de variable y funcién.
2Una reciente extension decA2, denominada AL2 (r), amplia la axiomatizacion para incluir a los reales.
3Por supuesto que, inicialmente, los inicos teoremas coo®sbdn los axiomas.



admite una funcién bajo este principio si puede demostrégrsainacion bajo ciertas condicio-
nes. Elprincipio de encapsuladpermite introducir nuevos simbolos de funcién restringido
por axiomas a tener ciertas propiedades; para preservangstencia, el sistema exige que se
proporcionen «testigos» de la existencia de tales funsioha instanciacion funcional es una
regla de inferencia derivada de él. El papel que juega etipimde encapsulado en el desarrollo
estructurado de teorias se explica en [5].

La ausencia de cuantificacion hace que el caracter de laaléga fundamentalmente cons-
tructivo: mas que enunciar el hecho de que un cierto objasbegxse ha de exponer una funcion
computable que construya un objeto con las propiedadeadiEse

Otro aspecto interesante es la ausencia de’tipekcaracter total de la légica. Las funciones
introducidas bajo el principio de definicion han de ser fanes recursivas totales. Aunque esto
altimo constituya una limitacion tedrica, en la practica,nhayoria de las funciones parciales
gue solemos definir pueden ser generalizadas conveniemteipara obtener funciones totales
equivalentes bajo sus dominios de definicion. Posterior@&mmecanismo extra-ldgico basado
en proteccionegermite declarar el dominio que se pretende que dichasdoesitengan en
ejecucion.

2.2 AcCL2 esun lenguaje de programaciéon aplicativo

Toda funcién admitida bajo el principio de definicion del& es una funcién de @UMON
Lisp. El reciproco no es cierto, ya que para razonar en la l6gia2Asobre una funcién su
ejecucion debe soélo depender de sus pardmetros Tealéguales parametros, igual resultado.
Por otro lado, los lenguajes de programacion convencismaemiten «definir» funciones cuya
terminacidn no esta garantizada.

Esto hace que sea posible pensar en 2Acomo en urienguaje de programacion aplicati-
vo. Mas explicitamente, puede considerarse que es un subtomje COMMON LISP libre de
efectos colaterales.

2.3 AcL?Z2 es un sistema de razonamiento automatico

Cuando se suministra un posible teorema@. 2, o se extiende la l6gica mediante uno de los
principios de extension siendo necesario comprobar quareplen ciertas condiciones,cA2
se comporta como un demostrador de teoremas.

Como tal, emplea una serie tirnicas de prueban su busqueda de una demostracion del
supuesto teorema. Cada técnica de prueba puede verse c@raraso que recibe una formula
como entrada y produce un conjunto de férmulas como resulfadérmula de entrada es un
teoremasi cada una de las resultantes lo es.

Por supuesto, puede que un proceso no sea aplicable a unddoiem tal caso, el proceso
no falla, sino que produce un conjunto que contiene Unicgreedicha formula. Por otro lado,
si un proceso es capaz de demostrar que una determinaddd@mun teorema, devuelve el
conjunto vacio.

Cuando el usuario proporciona una conjetura al sistemajrswfa se convierte en el obje-
tivo de la demostracién y pasa secuencialmente por cadaeulus ghrocesos hasta que uno de
ellos sea aplicable. Este produce un conjunto de subobgative reemplazan al objetivo original
y todo comienza de nuevo. Esto continGia hasta que no queldahjstivos pendientes de demos-
trar o hasta que se cumplen determinadas condiciones d@a&eitm que indican que el sistema

4Sin embargo, un primitivo sistema de deduccion de tiposgstente internamente en el sistema.
SDe lo contrario, su definicion no bastaria: seria necesatrioducir el concepto de «estado global».



no puede completar la demostracion de la conjetura (incluseces, aparece un ciclo); en este
altimo caso la conjetura inicial puede o0 no ser un teoremadse observa, el razonamiento es
regresivo. Describamos, brevemente, cada proceso.

El proceso dsimplificaciénincluye procedimientos de decision para la l6gica proposa,
la igualdad y laaritmética lineal También se encarga de la reescritura de términos y de las
meta-funciones [2], que son simplificadores que el usuaime y demuestra su correccion en
el sistema. Es el Gnico proceso que puede devolver un conyacto de formulas demostrando
asi que su formula de entrada es un teorema. El sistema detwasde términos juega un papel
fundamental: los axiomas, definiciones y teoremas se almacesomo reglas de reescritura.

El proceso deliminacion de destructorggermite sustituir variables afectadas por operacio-
nes destructoras por un término formado por una operacitstreatora y nuevas variables. Con
esto se pueden eliminar operaciones destructoras parzeodemulas mas sencillas.

Los tres procesos siguientes sofgdilizacion cruzadaque controla heuristicamente cuando
se deben utilizar y descartar hipétesis de igualdagelzeralizacion que permite reemplazar
términos que no son variables por nuevas variableslifa@nacion de irrelevanciaque intenta
descartar aquellas hipotesis de una conjetura que no inferysu veracidad. Estos tres procesos
son potencialmente peligrosos, ya que al descartar unaekip@® generalizar un término se
obtiene una conjetura mas general que puede no ser un teciangue, si lo es, la original
también lo sera. Su cometido es preparar la férmula paraasiblp induccién ya que, a veces,
es necesario generalizar una férmula para poder demagb@rinduccion.

Por altimo, el proceso daduccidnintenta encontrar un esquema de induccion apropiado pa-
ra demostrar la conjetura por induccion. Para ello, se aamraquellos términos de la conjetura
correspondientes a funciones recursivas donde aparedahlga ocupando posiciones de paréa-
metros formales que decrecen en la recursion. Estos snglastintos esquemas de induccion;
heuristicamente el sistema decide cuales no son adecuatigntre los restantes selecciona
un unico candidato (quizas una fusion de varios). Si ninggsiadecuado el proceso fallay la
conjetura no puede ser demostrada.

3 Operaciones en listas ordenadas

3.1 Definiciones y su admision

La siguiente funcion de @L2 permite comprobar si un objeto es una lista (propia) ordie ol
nameros racionales.

(defun ordenadap (1)

(cond ((atoml)
(null 1))
((atom (rest 1))
(and (rationalp (first 1)) (null (rest 1))))
(t
(and (rationalp (first 1)) (rationalp (first (rest 1)))

(<= (first 1) (first (rest 1))) (ordenadap (rest 1))))))

Las siguientes funciones permiten, respectivamenteitaraen elemento en la posicion ade-
cuada de una lista ordenada y fundir dos listas ordenadas.

(defun insercion (e I|)
(declare (xargs :guard (and (rationalp e) (ordenadap 1))))
(cond ((endp I)
(list e))
((<=e (first 1))
(cons e 1))
(t

(cons (first I) (insercion e (rest 1))))))



(defun fusion (11 12)
(declare (xargs :guard (and (ordenadap |11) (ordenadap 12))))
(cond ((endp I1)
| 2)

(t
(insercion (first 11) (fusion (rest 11) 12)))))

Noétese qué usi on es bastante ineficiente, ya que el nUmero de comparaciora®aliza
pertenece &(n?), siendon la longitud de 1. No obstante, esto carece de importancia cuando el
interés inmediato radica en demostrar propiedades de ¢&iumas que en su uso computacio-
nal. Existe un compromiso entre facilidad de demostraciéfigtencia computacional. Dados
dos algoritmos equivalentes, a menudo es mas dificil deargstopiedades generales sobre el
mas eficiente; esto es asi porque en él suelen subyacer tasndes ingeniosas. Volveremos
sobre este punto mas adelante.

Estas tres funciones son admisibles bajo el principio daid&fh empleando el mismo ar-
gumento: todas poseen una unica rama recursiva que redocgiiaud de su primer parametro.
Por ejemplo, al intentar definar denadap el demostrador responde:

The admi ssion of ORDENADAP is trivial, using the relation EO-ORD <

(which is known to be well-founded on the domain recogni zed by EO- ORDI NALP)

and the measure (ACL2-COUNT L). We observe that the type of ORDENADAP is
described by the theorem (OR (EQUAL ( ORDENADAP L) T) (EQUAL ( ORDENADAP L) NIL)).
We used primtive type reasoning

La funciéon booleana&0- or d- < representa el orden estandar entredg®rdinale$ (que
son reconocidos pa0- or di nal p) y acl 2- count es una norma sobre los objetos deLA.
Cuando la longitud de una lista decrece,asll 2- count también. El sistema conoce (como
meta-teorema) que0- or d- < esté bien fundada o, equivalentemente, queocegheriana No-
tese como A&L2 deduce que el resultado de la funcion ha de seni | y recuerda este hecho
como informacion sobre el tipo de la funcién, aunque fornegite la I6gica no tenga tipos.

3.2 Propiedades y su demostracion automatica

Podemos demostrar sin dificultad que las funciones de igseydusion producen listas orde-
nadas (es so6lo una parte de su especificacion).

(deft hm i nserci on-ordenada
(inmplies (and (rationalp e) (ordenadap I))
(ordenadap (insercion e 1)))
:rul e-cl asses :type-prescription)

(def t hm f usi on- or denada
(implies (and (ordenadap |1) (ordenadap |2))
(ordenadap (fusion I112)))
:rul e-cl asses :type-prescription)

Una propiedad interesante (y til) consiste en reconocerefjorden de las inserciones en
una lista ordenada es irrelevante:

(defthm i nsercion-insercion
(inmplies (and (rationalp el) (rationalp e2) (ordenadap |))
(equal (insercion el (insercion e2 1))
(insercion e2 (insercion el l)))))

Con estas propiedades ya es posible para el sistema emaurttvenaticamente una demos-
tracion de una propiedad bastante mas compleja: la fusiéstde ordenadas es asociativa.

6Este coincide con el orden habity®l, <) cuando los ordinales implicados son inferiores a



(def t hm fusi on-asoci ati va
(implies (and (ordenadap |1) (ordenadap |2) (ordenadap |3))
(equal (fusion (fusion 11 12) 13) (fusion |1 (fusion 1213)))))

Si intentamos que demuestre la conmutatividad directaanéaitara.

(def t hm fusi on-connut ati va
(implies (and (ordenadap |1) (ordenadap |2))
(equal (fusion I112) (fusionl1211)))))

Al inspeccionar la prueba fallida se observa la utilidad slgliente teorema. Operacio-
nalmente, su regla de reescritura asociada permite «empuja insercion dentro del segundo
parametro de una fusién subsecuente en el contexto de umalégue contenga sus hipotesis.

(deft hm i nserci on-fusion-2
(inmplies (and (rationalp e) (ordenadap |11) (ordenadap |2))
(equal (insercion e (fusion |1 12))
(fusion 11 (insercion e 12)))))

Tras demostrarlo automaticamente&, LR completa con éxito la prueba de la conmutatividad.
Un hecho realmente notable es que el demostrador es cagag@érirpropiedades interesantes
por si mismoEn efecto, basta explorar la demostracion que produ€esieon- connut ati va
para descubrir entre sus subobjetivos el siguiente:

Subgoal *1/1'’
(1 MPLI ES ( ORDENADAP L2)
(EQUAL L2 (FUSION L2 NIL))).

No obstante, carece de inteligencia para discernir cuandopwpiedad es importante y
merece un nombre (por ser potencialmente reutilizable)éypdo no. En este caso, reconocida
por el usuario la importancia de esta propiedad, que exglelsacho de que la lista vacia es
neutro por la derecha de la operacién de fusion, se le sunaimissistema para que la demuestre:

(def t hm f usi on- neutro
(inmplies (ordenadap |)
(equal (fusion | nil) 1)))

AcL2 responde lo siguiente:

But sinplification reduces this to T, using the :type-prescription

rul e ORDENADAP, the :executabl e-counterparts of CONSP and ORDENADAP

the :definition FUSION, the :rewite rule FUSI ON- CONMUTATI VA and primitive
type reasoning

QE. D

Esto es, ha encontrado una demostracion realmente cofliaa &p conmutatividad de la
fusion, con lo que el problema se reduce a demostramiiees neutro por la izquierda, y
expande la definicion de fusion, que hace patente su vethcida

3.3 Verificacion de protecciones

La clausuladecl ar e que aparece en las definiciones éaer ci ony f usi on, indica ungpro-
tecciona la ejecucion de la funcion. A.2 nos permite verificar que una funcion que reciba
valores en el dominio de su proteccion no atentara contnataqrion de ninguna de las funcio-
nes que emplea, pero no utiliza este resultado a la hora deaiazobre ella.

Una funcién de &L2 que tenga su proteccion verificada se ejecutara, sin otoddepas
que los derivados de la finitud de los recursos computa@snah cualquier sistemao®MON
Lisp, siempre que se aplique a valores que se ajusten a su pértedciemas, cualquier intento
de ejecutar una funcién tal dentro del® sera abortado si se aplica a valores fuera del dominio
de su proteccion.



4 Razonamiento por composicion

Puesto que la fusion propuesta en 3.1 distaba de ser efigeanemos una mejora evidente
que reduce su complejidad temporab &) operaciones de comparacion.

(defun fusion* (11 12)
(decl are (xargs :guard (and (ordenadap |1) (ordenadap |2))
:measure (+ (len 11) (len 12))))
(cond ((endp I1)
| 2)
((endp 12)
1)
((<= (first 11) (first 12))
(insercion (first 11) (fusion* (rest 11) 12)))
(t
(insercion (first 12) (fusion* 11 (rest 12))))))

Para que esta funcion sea admitida ha sido necesario strariniga medida con la que
demostrar el decrecimiento estricto en cada llamada rigayys que su parada no es obvia para
AcL2. Basta proponer la suma de ambas longitudes para obtemsradida ordinal que decrece
estrictamente en cada llamada recursiva. El demostradergg demuestra el siguiente teorema
de medida, tras lo que admite la funcién:

For the adm ssion of FUSION* we will use the relation EO-ORD < (which
is known to be well-founded on the domain recogni zed by EO- ORDI NALP)
and the measure (+ (LEN L1) (LEN L2)). The non-trivial part of the
measure conjecture is

Coa
( AND ( EO- ORDI NALP (+ (LEN L1) (LEN L2)))
(1 MPLI ES (AND (NOT (ENDP L1))
(NOT (ENDP L2))
(< (CAR L2) (CAR L1)))
(E0-ORD-< (+ (LEN L1) (LEN (CDR L2)))
(+ (LEN L1) (LEN L2))))
(1 MPLI ES (AND (NOT (ENDP L1))
(NOT (ENDP L2))
(<= (CAR L1) (CAR L2)))
(EO-ORD-< (+ (LEN (CDR L1)) (LEN L2))
(+ (LEN L1) (LEN L2))))).

El problema estd en cdmo demostrar que esta funcion tiemaiasas propiedades que la
anterior. Una demostracion directa de las propiedades replmada por lo que resulta mas
adecuado razonar «por composicion», reduciendo el prebdedemostrar que ambas funciones
hacenexactamenté mismo, es decir, que son equivalentes.

(deft hm f usi on*<->f usi on
(inplies (and (ordenadap |1) (ordenadap |2))
(equal (fusion* 11 12) (fusionl112)))
chints (("Goal" :induct (fusion* 1112))))

La demostracion de este teorema de equivalencia no es fAdLf no escoge automatica-
mente el esquema de induccién mas apropiado, por lo que sgitges que emplee un esquema
con la estructura de la funcidrusi on*. Con esto se consigue que, al introducir la conjetura, la
demostracion comience de la siguiente forma:

Nanme the fornula above *1

We have been told to use induction. One induction schene is suggested
by the induction hint.

We will induct according to a scheme suggested by (FUSION* L1 L2).
If we let (:P L1 L2) denote *1 above then the induction schene we'll



use 1S
(AND (I MPLIES (AND (NOT (ENDP L1))
(NOT (ENDP L2))
(< (CAR L2) (CAR L1))
(:P L1 (CDR L2)))
(:P L1 L2))
(1 MPLI ES (AND (NOT (ENDP L1))
(NOT (ENDP L2))
(<= (CAR L1) (CAR L2))
(:P (CDR L1) L2))
(:P L1 L2))
(1 MPLIES (AND (NOT (ENDP L1)) (ENDP L2))
(:P L1 L2))
(IMPLIES (ENDP L1) (:P L1 L2))).

Una vez demostrado el teorema, la regla de reescritura queages capaz de transformar
(fusion* z y) en(fusion z y) si(ordenadap z) y (ordenadap y) aparecen disponi-
bles entre las hipétesis. Asi, por ejemplo, demostrarfaisé on* es conmutativa (para listas
ordenadas) se reduce al hecho, previamente demostradae flesj on lo es.

5 Conclusiones y trabajo futuro

Este sencillo ejemplo (basicamente, se ha demostrado goejehto de las listas ordenadas de
nameros racionales es un monoide conmutativo respectamgefacion de fusion) muestra como
AcL2, una ldgica en apariencia no muy potente, es adecuadaazarsar sobre las propiedades
de programas escritos en un lenguaje de programacion real.

Es de nuestro interés estudiar bajo qué condiciones estesoignes pueden extenderse para
representar algoritmos genéricos que trabajen con elesharhitrarios (y no s6lo con nimeros
racionales) de manera que los esquemas de las demostsacaien o menos posible de los
encontrados para el caso particular presentado aqui.

Referencias

[1] Boyer, R. S& Moore, J S.A Computational LogicAcademic Press. 1978.

[2] Boyer, R. S.& Moore, J S. Metafunctions: Proving Them Correct and Using Them
Efficiently as New Proof Procedurekn The Correctness Problem in Computer Science
(eds:R. S. Boyery J S. Moorg. Academic Press. 1981.

[3] Boyer, R. S.& Moore, J S.A Computational Logic HandboolAcademic Press.?zd.
1998.

[4] Kaufmann, M.& Moore, J S.An Industrial Strength Theorem Prover for a Logic Based
on Common LisplEEE Transactions on Software Engineering. 1997.

[5] Kaufmann, M.& Moore, J S.Structured Theory Development for a Mechanized Logic.
Enviado para su publicacién. 1999.

[6] Kaufmann, M, Manolios, P& Moore, J S.Computer-Aided Reasoning: An Approach.
Kluwer Academic Publishers. 2000.

[7] Kaufmann, M, Manolios, P& Moore, J S.(eds.) Computer-Aided Reasoning: ACL2
Case StudieKluwer Academic Publishers. 2000.



