
Formaliza
i�on del razonamiento e
ua
ional en unal�ogi
a 
omputa
ionalJ.L. Ruiz, J.A. Alonso, M.J. Hidalgo y F.J. Mart��n �Dpto. Cien
ias de la Computa
i�on e Inteligen
ia Arti�
ialFa
ultad de Inform�ati
a y Estad��sti
a, Universidad de SevillaE{mail: fjruiz,jalonso,mjoseh,fjesusg�
i
a.esNoviembre de 2000Abstra
tPresentamos en este art��
ulo el estado a
tual de nuestro trabajo sobre la formaliza
i�on en unal�ogi
a 
omputa
ional (la l�ogi
a de ACL2), de diversas propiedades de la l�ogi
a e
ua
ional.Como ejemplo prin
ipal, presentamos la formaliza
i�on y demostra
i�on me
�ani
a del teoremade pares 
r��ti
os de Knuth-Bendix.Palabras 
lave: Dedu

i�on Autom�ati
a, Sistemas de Rees
ritura, ACL21 Introdu
tionPara razonar formalmente en Matem�ati
as, es ne
esario disponer de una l�ogi
a. �Esta viene dadapor un 
onjunto de s��mbolos (el lenguaje), una serie de propiedades asumidas 
omo verdaderas(axiomas) y unas reglas para derivar nuevas propiedades o teoremas (reglas de inferen
ia). Cuandoesta l�ogi
a est�a dise~nada espe
ialmente para formalizar y razonar sobre propiedades de sistemasde 
omputa
i�on, la denominamos l�ogi
a 
omputa
ional. La prin
ipal ventaja que tiene el razonarsobre estos sistemas usando una l�ogi
a 
omputa
ional es que el buen fun
ionamiento de talessistemas se tiene asegurado si se demuestra formalmente un teorema de 
orre

i�on de los mismos.Una de las l�ogi
as 
omputa
ionales m�as 
ono
idas es la l�ogi
a de Boyer y Moore, un fragmento
onstru
tivo de la l�ogi
a de primer orden, 
on igualdad y libre de 
uanti�
adores. El razonamientousando la l�ogi
a de Boyer y Moore puede ser me
anizado, de manera que las pruebas formales sonrealizadas por un ordenador, guiado por el usuario. Esta me
aniza
i�on es fundamental en 
ualquierapli
a
i�on de m�etodos formales al estudio de sistemas 
omputa
ionales, ya que permite reforzar la
on�anza en las demostra
iones formales llevadas a 
abo. El sistema ACL2, su
esor de Nqthm ydesarrollado por Moore y Kaufmann en la Universidad de Texas, implementa esta me
aniza
i�onpara la l�ogi
a de Boyer y Moore.Hemos empleado ACL2 para razonar formalmente sobre pro
esos de de
isi�on en teor��as e
ua-
ionales (es de
ir, teor��as 
uyos axiomas vienen dados por e
ua
iones), enfo
ando espe
ialmentenuestro trabajo ha
ia la demostra
i�on formal y me
�ani
a de 
on
eptos sobre t�e
ni
as de rees
ritu-ra. De esta manera, usamos una l�ogi
a 
omputa
ional para razonar sobre propiedades de la l�ogi
ae
ua
ional. Esta formaliza
i�on 
onsiste en expresar los 
on
eptos y propiedades usando la l�ogi
a deBoyer y Moore, in
luyendo la su
esi�on de lemas que permiten al demostrador obtener una pruebaformal de los teoremas prin
iplales.�Este trabajo est�a par
ialmente �na
iado por los proye
tos DGES/MEC PB96-0098-C04-04 y PB96-1345



Se han formalizado un buen n�umero de propiedades fundamentales del razonamiento e
ua-
ional, obteniendo una bibliote
a de resultados que pueden ser empleados en el futuro en la for-maliza
i�on de otras teor��as rela
ionados. Entre los prin
ipales resultados obtenidos se en
uentran:1. Formaliza
i�on de las propiedades reti
ulares de los t�erminos de primer orden, in
luyendo la
orre

i�on de un algoritmo de uni�
a
i�on.2. Una estudio formal de las rela
iones de redu

i�on abstra
tas, in
luyendo una prueba del lemade Newman.3. Formaliza
i�on de las teor��as e
ua
ionales y de los sistemas de rees
ritura de t�erminos, in-
luyendo una prueba del teorema de pares 
r��ti
os de Knuth-Bendix.Creemos que existen dos puntos prin
ipales de inter�es en el trabajo llevado a 
abo. Por un lado,y desde un punto de vista te�ori
o, las pruebas formales realizadas en un entorno de demostra
i�onautom�ati
a propor
ionan una veri�
a
i�on me
�ani
a de una teor��a matem�ati
a, adem�as de permitirexaminar y 
omprender sus teoremas 
on m�as rigor y 
laridad. En este 
aso, adem�as, hemosmostrado 
�omo una l�ogi
a relativamente po
o expresiva (de primer orden y sin 
uanti�
adores)puede servir para razonar sobre propiedades no triviales. Por otro lado, existe un 
omponenteapli
ado en nuestro trabajo: puesto que ACL2 es tambi�en un lenguaje de programa
i�on, es posible
onstruir una bibliote
a de algoritmos e�
ientes y formalmente veri�
ados que pueden ser usados
omo 
omponentes \
erti�
ados" en sistemas de 
omputa
i�on simb�oli
a.2 El sistema ACL2Des
ribimos aqu�� muy brevemente la l�ogi
a de ACL2, 
ono
ida tambi�en 
omo l�ogi
a de Boyer yMoore. La mejor introdu

i�on a ACL2 es [2℄. Instamos al le
tor interesado a 
onsultar di
ho libropara obtener una 
ompleta informa
i�on del sistema.La l�ogi
a de ACL2 es una l�ogi
a de primer orden, 
on igualdad y sin 
uanti�
adores. Lasintaxis en la 
ual se es
riben las f�ormulas de la l�ogi
a es la misma que la del lenguaje Common Lisp(supondremos en lo que sigue que el le
tor est�a familiarizado 
on este lenguaje de programa
i�ony 
on su nota
i�on pre�ja). Las f�ormulas no tienen 
uanti�
adores y las variables que apare
enen ellas se 
onsideran universalmente 
uanti�
adas. El lenguaje in
luye las 
one
tivas usualesproposi
ionales, 
omo and, or, not e implies y el s��mbolo de igualdad, equal.La l�ogi
a in
luye los axiomas usuales de la l�ogi
a proposi
ional y adem�as una serie de axiomasque estable
en propiedades sobre fun
iones y tipos de datos Lisp. Las reglas de inferen
ias son,entre otras, las usuales del 
�al
ulo proposi
ional, las de la igualdad y la regla de instan
ia
i�on devariables. La manera de introdu
ir axiomas que de�nen nuevos s��mbolos de fun
i�on es mediante elprin
ipio de de�ni
i�on: usando el 
omando defun estas nuevas de�ni
iones ser�an admitidas 
omoaxiomas si existe una medida ordinal respe
to de la 
ual 
ada una de las llamadas re
ursivas de
re
e.Por este motivo las fun
iones de�nidas son totales, asegur�andose as�� de que nuevas de�ni
iones noprovo
an in
onsisten
ias. La l�ogi
a tiene una de�n
i�on 
onstru
tiva de los ordinales hasta "0,en t�erminos de listas y n�umeros naturales. Estos ordinales se re
ono
en mediante el predi
adoe0-ordinalp. El orden usual entre ordinales viene dado por la fun
i�on e0-ord-<. Una reglade inferen
ia muy importante en esta l�ogi
a viene dada mediante el prin
ipio de indu

i�on, quepermite probar una f�ormula usando indu

i�on sobre "0.El me
anismo de \en
apsula
i�on" (usando el 
omando en
apsulate) provee a la l�ogi
a deuna manera de introdu
ir nuevos s��mbolos de fun
i�on mediante axiomas que aseveran 
iertaspropiedades sobre tales fun
iones, pero que posiblemente no las de�nen 
ompletamente. Paraasegurar la 
onsisten
ia, se ha de probar previamente que una fun
i�on 
on
reta (un \testigo")tiene tales propiedades. Dentro del �ambito de un en
apsulate las propiedades estable
idas 
on el
omando defthm ne
esitan ser demostradas para las fun
iones testigo. Fuera de este �ambito, estos2



teoremas se 
onsideran propiedades asumidas. Los s��mbolos de fun
i�on par
ialmente de�nidos me-diante en
apsulate se pueden ver 
omo variables de segundo orden, representando a fun
iones 
onesas propiedades. Existe una regla de inferen
ia derivada, llamada de instan
ia
i�on fun
ional quepermite un 
ierto razonamiento de segundo orden: los teoremas sobre una determinada fun
i�onpueden ser instan
iados para otros s��mbolos de fun
i�on si previamente se prueba que tales s��mbolosrepresentan a fun
iones 
on las mismas propiedades.La relativa debilidad expresiva de la l�ogi
a des
rita aporta una ventaja desde el punto de vistade la me
aniza
i�on, ya que es posible automatizar en 
ierta medida la demostra
i�on de teoremas.El demostrador autom�ati
o que posee ACL2 implementa esta me
aniza
i�on. No vamos a entrar endetalles sobre el mismo en este art��
ulo, ya que nos 
entraremos m�as en la formaliza
i�on de teor��asque en la prueba me
�ani
a de los teoremas. Simplemente de
ir que el 
omando defthm ini
ia unintento de demostra
i�on de la f�ormula que re
ibe 
omo entrada. En este intento de demostra
i�on, elsistema apli
a una serie de pro
edimientos y heur��sti
as (prin
ipalmente simpli�
a
i�on e indu

i�on)
on inten
i�on de 
on
luir que la f�ormula es un teorema. El demostrador es autom�ati
o en el sentidode que una vez se llama a defthm, el usuario no puede intera
tuar 
on el sistema. Sin embargo,rara vez el demostrador en
uentra la demostra
i�on de un resultado no trivial en el primer intento.Por esta raz�on, el uso del sistema es intera
tivo en un sentido m�as profundo. El papel del usuario
onsiste en guiar al demostrador ha
ia una prueba pre
on
ebida mediante la demostra
i�on de lemasprevios que ser�an usados para des
omponer la prueba en pasos m�as simples.3 Formaliza
i�on del teorema de pares 
r��ti
osComo un ejemplo relevante del trabajo realizado, vamos a des
ribir en esta se

i�on 
�omo hemosformalizado en la l�ogi
a de ACL2 el teorema de Knuth y Bendix de pares 
r��ti
os. Supondremosque el le
tor es 
ono
edor de la teor��a de los sistemas de rees
ritura de t�erminos. Una muy buenaintrodu

i�on a esa materia se en
uentra en [1℄ (las nota
iones y de�ni
iones que usemos son las deese libro). El teorema de pares 
r��ti
os se enun
ia usualmente de la siguiente manera:Teorema 1 (Knuth y Bendix): Sea R un sistema de rees
ritura tal que la redu

i�on !R esnoetheriana. Enton
es !R tiene la propiedad de Chur
h-Rosser si para 
ualquier par 
r��ti
o (s; t)de R, las formas normales de s y t son iguales.Este teorema es un resultado b�asi
o para obtener algoritmos de de
isi�on de 
iertas teor��ase
ua
ionales (v�ease [1℄). Si queremos razonar formalmente sobre sistemas que automati
en lal�ogi
a e
ua
ional, la prueba de este teorema usando ACL2 es una de las piedras angulares quedebe tener nuestro trabajo. Previo a la demostra
i�on me
�ani
a, y m�as importante si 
abe, esla formaliza
i�on de su enun
iado en la l�ogi
a que usamos para razonar. Se trata de expresar elteorema 
on los limitados re
ursos expresivos que pone a nuestra al
an
e la l�ogi
a de ACL2, que
omo se ha 
omentado en la se

i�on anterior es un sub
onjunto, libre de 
uanti�
adores, de lal�ogi
a de primer orden.En lo que sigue, des
ribiremos la formaliza
i�on del teorema 1 en la l�ogi
a de ACL2. Cuandohablemos de \demostra
i�on", nos referiremos a \demostra
i�on me
�ani
a llevada a 
abo usandoACL2". Debido a la falta de espa
io, no entraremos en detalle sobre la demostra
i�on me
�ani
a,y omitiremos el 
�odigo de algunas de�ni
iones. Instamos al le
tor interesado a 
onsultar [3℄ yla p�agina web http://www-
s.us.es/~jruiz/a
l2-rewr, donde puede en
ontrar la se
uen
ia detallada de de�ni
iones y lemas previos que llevan a la demostra
i�on de �este y otros resultadosrelativos a la l�ogi
a e
ua
ional y la rees
ritura de t�erminos.
3



3.1 Teor��as e
ua
ionalesPuesto que la rees
ritura de t�erminos es una redu

i�on de�nida en el 
onjunto de los t�erminosde primer orden, ne
esitaremos razonar sobre ellos en ACL2. Para ello, hemos es
ogido unarepresenta
i�on pre�ja de los mismos, usando listas. Por ejemplo, el t�ermino k(x; g(y); h(y; v)) serepresenta mediante la lista '(k x (g y) (h y v)). Toda lista no va
��a se puede ver 
omo unt�ermino 
uyo 
ar es el s��mbolo de fun
i�on prin
ipal y el 
dr la lista de sus argumentos. Lasvariables se representan mediante objetos at�omi
os, 
on una ex
ep
i�on: para ha
er el renombradode t�erminos de manera f�a
il, las listas que tiene 
omo primer elemento el s��mbolo var tambien se
onsideran variables (por ejemplo, '(var x 1)). La fun
i�on variable-p re
ono
e los objetos querepresentan variables. Las sustitu
iones se representan 
omo listas de aso
ia
i�on, y las e
ua
ionesy reglas de rees
ritura 
omo pares punteados de t�erminos. La fun
i�on instan
e implementala apli
a
i�on de una sustitu
i�on a un t�ermino. Hemos implementado y veri�
ado una serie dealgoritmos que a
t�uan sobre t�erminos, entre los que desta
amos los algoritmos de subsun
i�on yuni�
a
i�on. En la formaliza
i�on que des
ribimos a 
ontinua
i�on, resultar�an de espe
ial interes lasfun
iones que se re�eren a la estru
tura de �arbol de un t�ermino: positionp 
omprueba si unase
uen
ia de n�umeros naturales representa una posi
i�on de un t�ermino, o

urren
e devuelve elsub�arbol en una posi
i�on dada y repla
e-term lleva a 
abo una sustitu
i�on de un subt�ermino enuna posi
i�on dada (v�ease [1℄ para obtener m�as detalles).Dado un 
onjunto de e
ua
iones E, para formalizar la rela
i�on �$E en ACL2, nos 
entramosprimero en la rela
i�on de redu

i�on !E . Aunque se podr��a representar tal rela
i�on simplemente
omo un predi
ado binario entre t�erminos, adoptaremos un punto de vista diferente, 
on objeto deha
er �enfasis en el he
ho de que se trata de una \redu

i�on": si t1 !E t2, mas importante que elhe
ho de que t1 y t2 est�an rela
ionados, es el he
ho de que t2 se obtiene a partir de t1 mediantela apli
a
i�on a t1 de una transforma
i�on u operador. De esta manera, !E se puede ver 
omo unafun
i�on binaria tal que dado un t�ermino y un operador e
ua
ional, devueve otro t�ermino, llevandoa 
abo un paso de redu

i�on. Los operadores e
ua
ionales se representan mediante estru
turas Lisp
on tres 
ampos: la regla de rees
ritura (o e
ua
i�on) que se apli
a, la posi
i�on del subt�ermino quese rees
ribe y la sustitu
i�on de equipara
i�on que se emplea para ello:(defstru
ture eq-operator rule pos mat
hing)Con esta representa
i�on debemos tener en 
uenta que no 
ualquier operador se puede apli
ar a
ualquier t�ermino: el lado izquierdo (lhs) de la regla tiene que subsumir al subt�ermino que o
urreen la posi
i�on dada. Esta idea viene formalizada por la fun
i�on eq-legal, que 
omprueba si unoperador es apli
able a un t�ermino:(defun eq-legal (term op E)(let ((pos (pos op)) (rule (rule op)) (sigma (mat
hing op)))(and (eq-operator-p op) (member rule E) (positionp pos term)(equal (instan
e (lhs rule) sigma) (o

urren
e term pos)))))La fun
i�on eq-redu
e-one-step apli
a un operador e
ua
ional a un t�ermino, sustuituyendo elsubt�ermino 
orrespondiente por la 
orrespondiente instan
ia del lado dere
ho (rhs) de la e
ua
i�on:(defun eq-redu
e-one-step (term op)(repla
e-termterm (pos op) (instan
e (rhs (rule op)) (mat
hing op))))Estas dos fun
iones que se a
aban de presentar nos permiten de�nir la rela
i�on �$E . N�oteseque debido a la naturaleza 
onstru
tiva de la l�ogi
a de ACL2 (no existen 
uanti�
adores ex-isten
iales), debemos in
luir un argumento 
on una se
uen
ia de pasos t1 = u0 $E u1 $Eu2 : : : $E un = t2 que justi�
an la equivalen
ia de t1 y t2. En la �gura 1, de�nimos la fun
i�on4



(eq-equiv-p t1 t2 p E). Esta fun
i�on 
omprueba si p es una prueba e
ua
ional que justi�
a laequivalen
ia t1 �$E t2, donde una prueba e
ua
ional, o simplemente una prueba1 es una se
uen
iade pasos de prueba legales. Representamos los pasos de prueba mediante una estru
tura r-step
on 
uatro 
ampos: elt1, elt2 (los t�erminos que se rela
ionan), dire
t (el sentido en el que seda el paso, dire
to o inverso) y operator (el operador que se apli
a). Un paso de prueba es legal(tal y 
omo de�ne eq-proof-step-p) si uno de sus elementos se obtiene apli
ando el operador(que debe ser apli
able) al otro, en el sentido indi
ado. Diremos que dos pruebas e
ua
ionales quejusti�
an la misma equivalen
ia son pruebas equivalentes. Es importante desta
ar que la fun
i�oneq-equiv-p des
ribe formalmente la l�ogi
a e
ua
ional, ya que E j= s = t si, y s�olo si, s �$E t.(defstru
ture r-step dire
t operator elt1 elt2)(defun eq-proof-step-p (s E)(let ((t1 (elt1 s)) (t2 (elt2 s)) (op (operator s)) (dt (dire
t s)))(and (r-step-p s)(implies dt (and (eq-legal t1 op E)(equal (eq-redu
e-one-step t1 op) t2)))(implies (not dt) (and (eq-legal t2 op E)(equal (eq-redu
e-one-step t2 op) t1))))))(defun eq-equiv-p (t1 t2 p E)(if (endp p) (equal t1 t2)(and (eq-proof-step-p (
ar p) E) (equal t1 (elt1 (
ar p)))(eq-equiv-p (elt2 (
ar p)) t2 (
dr p) E))))Figura 1: De�ni
i�on de los 
on
eptos de prueba e
ua
ional y teor��a e
ua
ionalLa propiedad de Chur
h-Rosser y la 
on
uen
ia lo
al se pueden rede�nir atendiendo a la formade una prueba e
ua
ional, 
omo veremos en la subse

i�on 3.3. As��, de�nimos (de�ni
iones queomitimos), fun
iones que re
ono
en formas parti
ulares de pruebas e
ua
ionales: lo
al-peak-pre
ono
e pruebas de la forma s  E u !E t y steps-valley re
ono
e pruebas de la forma s �!Eu � E t.Los sistemas de rees
ritura se de�nen en [1℄ 
omo un 
aso espe
ial de 
onjuntos de e
ua
iones:el lado izquierdo de las e
ua
iones no debe ser una variable y debe ser un t�ermino que 
ontenga alas variables del lado dere
ho. De�nimos una fun
i�on rewrite-system (omitida aqu��) que des
ribeeste 
on
epto. Sin embargo, la formaliza
i�on que hemos presentado en esta subse

i�on no ne
esitaasumir que el 
onjunto de e
ue
iones deba ser un sistema de rees
ritura (puede ser 
ualquier
onjunto de e
ua
iones).3.2 Termination and redu
tion orderingsCon objeto de formalizar las propiedades relativas a la termina
i�on de sistemas de rees
ritura,usaremos �ordenes de redu

i�on; es de
ir, �ordenes bien fundamentados 
errados bajo instan
ia
i�on(estables) y bajo sustitu
i�on de subt�erminos (
ompatibles). Usamos la siguiente 
ara
teriza
i�on: unsistema de rees
ritura R termina si, y s�olo si, existe un orden de redu

i�on � tal que l � r paratodo l ! r 2 R ([1℄).La l�ogi
a de ACL2 viene dotada de una de�ni
i�on restringida de buena fundamenta
i�on,basada en el siguiente (meta) teorema: una rela
i�on sobre un 
onjunto A est�a bien fundamentadasi, y s�olo si, existe una fun
i�on de inmersi�on F : A ! Ord tal que x < y ) F (x) < F (y), dondeOrd es la 
lase de todos los ordinales. En ACL2, una vez que se demuestra que una rela
i�on binaria1No 
onfundir 
on las pruebas realizadas usando ACL25



satisfa
e tal 
ondi
i�on, podr��a usarse en el test de admisi�on de una fun
i�on re
ursiva. Puesto quetan s�olo los ordinales hasta "0 est�an representados en la l�ogi
a de ACL2, esto impone una limita
i�onen el tipo ordinal maximal de las rela
iones bien fundamentadas que se pueden representar 
omotales en ACL2. En 
onse
uen
ia, nuestra formaliza
i�on ha de sufrir de la misma restri

i�on (en
ualquier 
aso, debemos de
ir que la misma demostra
i�on podr��a llevarse a 
abo si tratara deordinales mayores, ya que, ex
epto su buena fundamenta
i�on, ninguna otra propiedad parti
ularde "0 se ha ne
esitado).En la �gura 2, se usa el me
anismo en
apsulate para de�nir par
ialmente la fun
i�on red<,asumiendo que se trata de un orden de redu

i�on general (usamos puntos suspensivos para omitirdetalles t�e
ni
os, 
omo el resto del art��
ulo). La fun
i�on (noetherian-red< TRS) se de�ne demanera que 
omprueba si red< es un orden de redu

i�on que justi�
a la termina
i�on del sistemade rees
ritura TRS. N�otese que la fun
i�on fn-red< es una inmersi�on en los ordinales, que justi�
ala buena fundamenta
i�on de red<. Esta propiedad se alma
ena en el sistema 
omo una regla:well-founded-relation, lo 
ual permitir��a usar red< en el test de admisibilidad de una fun
i�onre
ursiva.(en
apsulate((red< (t1 t2) booleanp) (fn-red< (term) e0-ordinalp))....(defthm red<-well-founded-relation(and (e0-ordinalp (fn-red< t1))(implies (red< t1 t2) (e0-ord-< (fn-red< t1) (fn-red< t2)))):rule-
lasses :well-founded-relation)(defthm red<-stable(implies (red< t1 t2) (red< (instan
e t1 sigma) (instan
e t2 sigma))))(defthm red<-
ompatible(implies (and (positionp pos term) (red< t1 t2))(red< (repla
e-term term pos t1) (repla
e-term term pos t2))))(defthm red<-transitive(implies (and (red< x y) (red< y z)) (red< x z))));;; --------(defun noetherian-red< (TRS)(if (endp TRS) t(let ((rule (
ar TRS)))(and (red< (rhs rule) (lhs rule)) (noetherian-red< (
dr TRS)))))Figura 2: Un orden de redu

i�on3.3 El teorema de pares 
r��ti
osPodemos usar en
apsulate para de�nir (par
ialmente) un sistema de rees
ritura (RC), asumiendoque tiene las propiedades des
ritas por las hip�otesis del teorema de pares 
r��ti
os: (RC) termina(justi�
ado por red<) y todo par 
r��ti
o que se obtenga a partir de dos reglas de (RC) tiene unaforma normal 
om�un. V�ease la �gura 3. En esta formaliza
i�on los 
on
eptos de forma normal y depar 
r��ti
o los des
riben formalmente las fun
iones RC-normal-form y 
p-r, respe
tivamente.La fun
i�on RC-normal-form se de�ne de manera que 
al
ula la forma normal de un t�erminorespe
to del sistema de rees
ritura (RC). Se trata de apli
ar iterativamente la fun
i�on r-redu
ehasta que se llega a un t�ermino irredu
ible. La fun
i�on (r-redu
e term TRS), 
uya de�ni
i�onomitimos aqu��, lleva a 
abo un paso de rees
ritura, siempre que sea posible. Re
orre las posi
iones6



de term en bus
a de un subt�ermino que est�e subsumido por el lado izquierdo de una regla delsistema de rees
ritura TRS. Cuando tal subt�ermino se en
uentra, se sustituye por la instan
ia
orrespondiente del lado dere
ho de la regla. Si no se en
uentra, enton
es r-redu
e devuelvenil (y por tanto term es irredu
ible). Tales propiedades de r-redu
e han de ser demostradasformalmente. N�otese que para ello, se ne
esita tambi�en disponer de un algoritmo de subsun
i�onformalmente veri�
ado. Adem�as, hemos de demostrar un teorema adi
ional sobre r-redu
e: si(r-redu
e term (RC)) no devuelve nil, enton
es devuelve un t�ermino term que es menor respe
toa la rela
i�on bien fundamentada red<. V�ease la p�agina web para obtener m�as detalles.La fun
i�on (
p-r l1 r1 pos l2 r2) 
al
ula el par 
r��ti
o (si existe) determinado por lasreglas l1!r1 y l2!r2 en la posi
i�on pos de l1. Antes de 
al
ular el par 
r��ti
o, la fun
i�onrenombra las reglas para 
onseguir que no tengan variables en 
om�un. N�otese que para razonarade
uadamente sobre esta fun
i�on, ne
esitamos un algoritmo de uni�
a
i�on formalmente veri�
adoy adem�as demostrar propiedades sobre el renombrado de variables.(en
apsulate((RC () terminating-rewrite-system-with-
ommon-n-f-
riti
al-pairs))...(defthm RC-rewrite-system (rewrite-system (RC)))(defthm RC-noetherian-red< (noetherian-red< (RC)))(defun RC-normal-form (term)(de
lare (xargs :measure term :well-founded-relation red<))(let ((red (r-redu
e term (RC))))(if red (RC-normal-form (unpa
k red)) term)))(defthm RC-
ommon-n-f-
riti
al-pairs(implies (and (member (
ons l1 r1) (RC)) (member (
ons l2 r2) (RC))(positionp pos l1)(not (variable-p (o

urren
e l1 pos))))(let ((
p-r (
p-r l1 r1 pos l2 r2)))(implies 
p-r(equal (RC-normal-form (lhs 
p-r))(RC-normal-form (rhs 
p-r))))))))Figura 3: Hip�otesis del teorema de pares 
r��ti
osUna vez asumidas la s propiedades de las �guras 2 y 3, para 
on
luir el teorema de pares
r��ti
os debemos demostrar que (RC) tiene la propiedad de Chur
h-Rosser: en la terminolog��a depruebas e
ua
ionales, esto signi�
a que para 
ualquier prueba en (RC), existe una prueba valleequivalente. Como ya se ha di
ho en 2, la l�ogi
a de ACL2 es una l�ogi
a sin 
uanti�
ador ex-isten
ial. Por tanto debemos de�nir una fun
i�on RC-transform-eq-proof y demostrar formal-mente que, dada una prueba e
ua
ional p que justi�
a la equivalen
ia t1 �$(RC) t2, enton
es(RC-transform-eq-proof p) es una prueba valle equivalente. Se trata por tanto de una prueba
onstru
tiva. Este es el teorema prin
ipal que hemos demostrado usabdo ACL2:(defthm kb-
riti
al-pair-theorem(implies (eq-equiv-p t1 t2 p (RC))(and (eq-equiv-p t1 t2 (RC-transform-eq-proof p) (RC))(steps-valley (RC-transform-eq-proof p)))))No in
luimos aqu�� la de�ni
i�on de RC-transform-eq-proof debido a la falta de espa
io. Usauna fun
i�on auxiliar importante: RC-transform-eq-peak transforma la primera subprueba de p7



que sea pi
o lo
al en una subprueba valle equivalente. De esta manera,RC-transform-eq-proofse de�ne 
omo la apli
a
i�on iterativa de RC-transform-eq-peak hasta que la prueba obtenida notiene pi
os lo
ales (y por tanto se trata de una prueba valle).La de�ni
i�on de las dos fun
iones anteriormente men
ionadas 
onstituyen la parte m�as la-boriosa de la prueba. En el 
aso de la fun
i�on RC-transform-eq-proof, el problema prin
ipales que la prueba de su termina
i�on no es f�a
il. Obs�ervese que al reemplazar un pi
o lo
al poruna prueba valle equivalente, el tama~no de la prueba (
ontado 
omo el n�umero de elementos queintervienen en ella) aumenta en general. Para probar su termina
i�on hemos tenido que utilizar unorden de multi
onjuntos bien fundamentado, demostrando previamente la buena fundamenta
i�onde la extensi�on a multi
onjuntos de un orden bien fundamentado (un resultado interesante por s��mismo). Instamos al le
tor interesado en la prueba a 
onsultar la p�agina web referida al prin
ipiode esta se

i�on.4 Con
lusionesHemos mostrado 
�omo los m�etodos formales pueden ser apli
ados para razonar formalmente sobrepropiedades de sistemas de 
omputa
i�on simb�oli
a y demostradores autom�ati
os. En 
on
reto,los autores estamos empleando el sistema ACL2 para formalizar 
on
eptos relativos teor��as e
ua-
ionales y pro
edimientos de
isi�on de las mismas. Es de
ir, usamos ACL2 
omo meta-l�ogi
a pararazonar sobre otra l�ogi
a objeto: la l�ogi
a e
ua
ional.El inter�es apli
ar m�etodos formales a la 
onstru

i�on de sistemas de 
omputa
i�on no ess�olo te�ori
o. Los m�etodos formales son una herramienta muy �util para asegurar el 
orre
to fun-
ionamiento de tales sistemas: una vez se ha espe
i�
ado formalmente el 
omportamiento deseadode un sistema, este espe
i�
a
i�on puede ser probada 
omo un teorema que se dedu
e a partir delas de�ni
iones de las fun
iones que implementan di
ho sistema. ACL2 ofre
e un entorno en elque se 
ombinan eje
u
i�on y razonamiento formal: ya que el lenguaje de ACL2 es un sub
onjuntode Common Lisp, las de�ni
iones de una fun
i�on pueden ser 
onsiderados 
omo programas eje-
utables en 
ualquier Common Lisp y 
omo axiomas de una teor��a l�ogi
a, a partir de los 
ualespodemos dedu
ir teoremas (me
�ani
amente) que nos aseguren un 
omportamiento a
orde 
on laespe
i�
a
i�on.Como 
onse
uen
ia de este trabajo, se ha obtenido una bibliote
a de algoritmos b�asi
os demanipula
i�on de t�erminos (
omo por ejemplo, subsun
i�on, uni�
a
i�on, 
�al
ulo de pares 
r��ti
os y
�al
ulo de formas normales) de�nidos en Common Lisp y 
uya 
orre

i�on haya sido formalmenteveri�
ada usando ACL2. De esta manera, se propor
ionar��a una bibliote
a \
erti�
ada" de fun-
iones Common Lisp que se podr��an integrar 
on otras fun
iones en la 
onstru

i�on de sistemasde 
omputa
i�on simb�oli
a y razonamiento autom�ati
o. Pare
e natural que el trabajo futuro debaestar en
aminado a mejorar la e�
ien
ia de tales algoritmos 
onservando la 
erti�
a
i�on de los mis-mos. A m�as largo plazo, nuestro objetivo es de�nir en Common Lisp un algoritmo de 
ompleta
i�one�
iente y formalmente veri�
ado.Referen
ias[1℄ Baader, F. y Nipkow, T. Term rewriting and all that. Cambridge University Press, 1998.[2℄ Kaufmann, M., Manolios, P. y Moore, J S. Computer-Aided Reasoning: An Approa
h. KluwerA
ademi
 Publishers, 2000.[3℄ Ruiz-Reina, J., Alonso, J., Hidalgo, M., y Mart��n, F. Formalizing rewriting in the ACL2 the-orem prover. AISC'2000 (Fifth International Conferen
e Arti�
ial Intelligen
e and Symboli
Computation), por apare
er en LNCS, Springer Verlag, 2000.8


