
Dedui�on autom�atia en anillos ternarios:Algunos m�etodos de proesamiento delonoimiento matem�atioJ.A. Alonso-Jim�enez� J. Borrego-D��az y A. Ch�avez-Gonz�alezDpto. Cienias de la Computai�on e Inteligenia Arti�ial. Universidad de SevillaC/Tar�a s/n 41012, Sevilla e{mail: jborrego�ia.esAbstratEn este trabajo se presenta la demostrai�on automatizada de diversos resultados re-lativos a los anillos ternarios planos naturales [Kluk�y 95℄. Este ejemplo motiva lautilizai�on de diversas herramientas de la L�ogia Computaional para el proesamientode los axiomas, y la obteni�on autom�atia de demostraiones, as�� omo la presentai�onde varios problemas de investigai�on b�asia relativos a la gesti�on del onoimientomatem�atio on t�enias de Inteligenia Arti�ial, basadas en la L�ogia Matem�atia.Area: Cienias de la Computai�on e Inteligenia Arti�ialPalabras lave: Demostrai�on autom�atia, OTTER, geometr��as axiom�atias1 Introdui�onLa demostrai�on autom�atia de teoremas es el �area de las Cienias de la Computai�on e In-teligenia Arti�ial que pretende alanzar la meta, propuesta por Leibniz, de un �alulo uni-versal para la obteni�on de pruebas meanias en Matem�atias. La utilidad de los sistemasobtenidos no se limita a las Matem�atias; se aplian a problemas de Inteligenia Arti�ial,dise~no de iruitos, veri�ai�on autom�atia de programas, y, en general, a ualquier tipo deproblemas que requiera razonamiento. El t�ermino razonamiento autom�atio, introduido en1980, engloba tanto el dise~no de estos programas omo otros programas relaionados (p.e.los generadores autom�atios de modelos), y sus apliaiones [Wos 85℄.Los primeros programas dise~nados para la obteni�on de pruebas me�anias datan delos a~nos inuenta. Pero no es hasta los a~nos sesenta, on la apliai�on direta de t�eniasl�asias de la L�ogia Matem�atia (que se remontan a trabajos de G�odel, Skolem y Her-brand), uando se obtiene un salto ualitativo en el desarrollo de estos sistemas (entreotros, [Davis y Putnam 60℄, [Robinson 65℄). A partir de estos trabajos, se han desarrolladom�ultiples t�enias y re�namientos que han mejorado sustanialmente los demostradores au-tom�atios, hasta el punto de demostrar uestiones abiertas en Matem�atias1.El ar�ater L�ogio{Matem�atio de tales sistemas (basados en l�ogias de primer ordeno superior), junto on la gesti�on e�iente de los distintos motores de inferenia, hae que�Finaniado parialmente por el proyeto DGES PB96{0098-C04{04 y PAI TIC-137.yFinaniado parialemente por el proyeto DGES PB96{1345 y PAI TIC-137.1Quiz�as el m�as importante sea la demostrai�on de la onjetura de Robbins [MCune 97℄ sobre algebrasde Boole, una uesti�on profundamente estudiada por Tarski y propuesta hae unos sesenta a~nos.



su uso, omo asistente de investigai�on en Matem�atias, sea omplejo: es neesario onoerlos meanismos de dedui�on de nuevos resultados, omo se generan y/o desartan, paraorientar, de alg�un modo, la b�usqueda de la prueba. Esta irunstania es la difereniafundamental entre estos sistemas y ualquier otro lenguaje de programai�on; el usuariono gestiona diretamente la ejeui�on del programa, y es, por tanto, un nuevo nivel deprogramai�on.En el trabajo introduimos diversas t�enias utilizadas en la demostrai�on autom�atiade teoremas, usando omo gu��a de la exposii�on las pruebas que hemos obtenido, on un de-mostrador autom�atio, de algunos de los resultados de [Kluk�y 95℄, justi�ando la orrei�onde algunas de las t�enias empleadas.2 Anillos ternarios planos naturalesLos anillos ternarios, introduidos por Marshall Hall [Hall 43℄, representan una funda-mentai�on algebraia para diversas geometr��as axiom�atias. Partiendo del estudio de laspropiedades de tales geometr��as, abstrae su representai�on utilizando una operai�on ternariat : R3 ! R (donde R es un onjunto en orrespondenia biyetiva on todas las retas quepasan por un punto, salvo una). Por ejemplo, en el plano real, la euai�on y = t(x;m; b)representa la reta de y = mx+ b. Existe una orrespondenia entre los planos a�nes y lassiguientes estruturas de�nidas en el lenguaje L = ft;0;1g (0;1 onstantes):De�nii�on 1 Un anillo ternario plano es una estrutura (R; ft; 0; 1g), on 0 6= 1, t : R3 !R veri�ando las siguientes propiedades:1. 8a8b8[t(0; b; ) =  ^ t(a; 0; ) = ℄.2. 8a[t(a; 1; 0) = a ^ t(1; a; 0) = a℄.3. Si b; b0;m;m0 2 R on m 6= m0, entones el siguiente sistema tiene solui�on �unia:� t(x;m; b) = yt(x;m0; b0) = y4. Si a; a0; b; b0 2 R, on a 6= a0, entones el siguiente sistema tiene solui�on �unia:� t(a; x; y) = bt(a0; x; y) = b05. Para ualesquiera a;m; , la euai�on t(a;m; x) =  tiene una �unia solui�on.Se prueba que todo plano af��n de�ne un anillo ternario plano (previa elei�on de oor-denadas), y re��proamente, todo anillo ternario de�ne un plano af��n (una prueba se puedeenontrar, por ejemplo, en [Blumenthal 61℄)2. Por tanto, este tipo de estruturas interpreta,de manera algebraia, este tipo de geometr��as. El objeto de investigai�on en este trabajoser�a una variante de los anillos ternarios planos, introduida en [Kluk�y 95℄:De�nii�on 2 Una estrutura hM; t;� ; f0L; 0Rgi es un anillo ternario plano natural (NPTR)si veri�a las siguientes ondiiones:2Axiom�atiamente, un plano af��n es una estrutura de inidenia donde ualesquiera dos puntos distintosest�an onetados por una �unia reta; dado un punto P y una reta r no inidente on �el, existe una �uniareta paralela (disjunta) a r e inidente on P ; y existen uatro puntos no olineales tres a tres.



(A) 8x; y;m9!b[t(x;m; b) = y℄.(B) 8m;m0; b; b0[m 6= m0 ! 9!x(t(x;m; b) = t(x;m0; b0))℄.(C) 8x; x0; y; y0[x 6= x0 ! 9!m; b(t(x;m; b) = y ^ t(x0;m; b) = y0℄.(D) 8m; b[t(0L;m; b�) = b℄ ^ 8x; b[t(x; 0R; b�) = b℄.(E) La funi�on (:)� es biyetiva.3 PrepoesamientoPara utilizar un demostrador autom�atio de manera e�iente, es neesario reesribir losaxiomas que de�nen a los NPTR3. De heho, salvo el axioma (E), todos los dem�as axiomasest�an esritos omo f�ormulas en el lenguaje de primer orden L0 = ft;� ; 0L; 0Rg, on t; (:)�s��mbolos de funi�on de aridades 3 y 1, respetivamente, y 0L y 0R s��mbolos de onstante.Es trivial esribir una f�ormula para (E), pero antes de haerlo, es preferible desribir qu�etipo de transformai�on apliaremos a estos axiomas.Una primera etapa onsiste en obtener una nueva axiomatizai�on de la teor��a, simpli-�ando la omplejidad de los axiomas, tanto de los uanti�adores omo de la estruturainterna de la f�ormula. Con respeto a los uanti�adores se utilizan las funiones de Skolem.Intuitivamente, una funi�on de Skolem representa la dependenia funional de una variableon respeto a otras, y su uso se fundamenta en el siguiente resultado l�asio:Teorema 3 Sean T una teor��a de primer orden, '(~x; y) una f�ormula y f un nuevo s��mbolode funi�on n{ario. Si T 0 se obtiene a~nadiendo a T el axioma8~x[9y'(~x; y)! '(~x; f(~x))℄entones la teor��a T 0 es una extensi�on onservativa de T , es deir, T y T 0 demuestran losmismos teoremas en el lenguaje de T .Apliando adeuadamente el resultado a los axiomas de una teor��a, se obtiene unaextensi�on onservativa uyos axiomas son f�ormulas sin uanti�adores existeniales. Unavez eliminados �estos, esribimos la matriz de ada f�ormula en forma normal onjuntiva(onjuni�on de disyuniones de literales). En nuestro aso (teniendo en uenta que 9!x'abrevia la f�ormula 9x['(x) ^ 8y('(y)! x = y)℄), la extensi�on onservativa que obtenemoses la teor��a NPTR0, formada por las siguientes disyuniones (llamadas l�ausulas)4:AE : t(X;M; ta(X;M;B)) = BAU : (t(X;M; Y ) 6= B)j(ta(X;M;B) = Y )BE : (M1 =M2)j(t(tb(M1; B1;M2; B2);M1; B1) = t(tb(M1; B1;M2; B2);M2; B2))BU : (M1 =M2)j(t(X;M1; B1) 6= t(X;M2; B2))j(tb(M1; B1;M2; B2) = X)CE;1 : (X1 = X2)j(t(X1; tm(X1; X2; Y 1; Y 2); tb(X1; X2; Y 1; Y 2)) = Y 1)CE;2 : (X1 = X2)j(t(X2; tm(X1; X2; Y 1; Y 2); tb(X1; X2; Y 1; Y 2)) = Y 2)CU;1 : (X1 = X2)j(t(X1;M;B) 6= Y 1)j(t(X2;M;B) 6= Y 2)j(tm(X1; X2; Y 1; Y 2) =M)CU;2 (X1 = X2)j(t(X1;M;B) 6= Y 1)j(t(X2;M;B) 6= Y 2)j(tb(X1; X2; Y 1; Y 2) = B)D1 : t(0L;M; asteriso(B)) = BD2 : t(X; 0R; asteriso(B)) = BE1 : inversa(asteriso(B)) = BE2 : asteriso(inversa(B)) = BLas dos �ultimas f�ormulas a�rman la existenia de la inversa (representada por inversa(:))de la funi�on (:)� que la representada por omodidad omo asteriso(:)3Esto no es estritamente neesario, pues es automatizable, y de heho, OTTER lo hae4Las l�ausulas de tipo E son de existenia de solui�on, las de tipo U son de uniidad, el s��mbolo j denotala disyuni�on y � es el s��mbolo de negai�on.



4 Meanismos de infereniaEl siguiente paso para trabajar on la teor��a es analizar la estrutura de sus axiomas, paraelegir las reglas de inferenia adeuadas. Como es una teor��a on igualdad, junto a las reglasde inferenia propias de la l�ogia de prediados, neesitamos reglas para el razonamientoon igualdad. Entre otras, algunas de las reglas que utilizamos son:� Resolui�on binaria:C1j : : : jCkj : : : jCn; D1j : : : jDj j : : : jDm(C1j : : : jCk�1jCk+1j : : : jCnjD1j : : : jDj�1jDj+1j : : : jDm)�donde � es un uni�ador de m�axima generalidad de Ck y el omplementario de Dj .� Hiperresolui�on:M1; � � � ;Mk; �A1j : : : j �AkjB1j : : : jBm(B1j : : : jBm)�(siendo Mi; Ai; Bi �atomos), donde � es un uni�ador de m�axima generalidad paraMjy Aj (1 � j � k).� Resolui�on UR: Es similar a la hiperresolui�on, pero devuelve un �unio literal.� Demodulai�on: Consiste en utilizar una igualdad omo operador de reesritura: Sitenemos la igualdad t1 = t2 orientada, sustituimos en la f�ormula toda instania de t1por la respetiva instania de t2.� Paramodulai�on:L1j : : : jLi(t1)j : : : jLn; M1j : : : jMj�1j (t2 = t3) jMj+1j : : : jMk(L1j : : : jLi(t3)j : : : jLnjM1j : : : jMj�1j (t2 = t3) jMj+1jMk)�donde � es un uni�ador de m�axima generalidad de t1 y t2, y Li(t3) se obtiene susti-tuyendo toda estania de t1 en Li por t3 (m�odulo uni�ador).Estas reglas forman un onjunto refutaionalmente ompleto para la l�ogia lausal deprimer orden on igualdad.5 El demostrador autom�atio OTTEREl demostrador que utilizamos en este trabajo es OTTER [MCune 94℄, desarrollado en elArgonne National Laboratory, uno de los m�as potentes, y que admite un amplio onjuntode reglas de inferenia, estrategias de b�usqueda, et.OTTER demuestra por refutai�on, es deir, dado un onjunto de f�ormulas, intentadeduir una inonsistenia. El esquema de su funionamiento se basa en la estrategia delonjunto soporte [Wos et al. 65℄: Divide el onjunto de entrada en dos subonjuntos, lasusables y las de soporte. En general, el onjunto de usables suele ser un onjunto onsistentede f�ormulas (por ejemplo, la teor��a a estudiar) y el onjunto soporte el resto (usualmente,la negai�on del teorema a demostrar). La estrategia onsiste en apliar las reglas de in-ferenia eligiendo al menos una f�ormula del onjunto soporte y aadiendo las onlusionesa ese onjunto (las reglas de inferenia son adeuadas, y por tanto no es posible deduiruna inonsistenia a partir de un onjunto onsistente) hasta vaiar el onjunto soporte(demostrai�on no enontrada) o llegar a una inonsistenia. El usuario debe elegir las reglasde inferenia que se utilizar�an y la partii�on del onjunto original. Hay que tener en uentaque la estrategia del onjunto soporte no es ompleta (ualquier partii�on del onjunto deentrada no ondue a una inonsistenia). De las l�ausulas as�� generadas, OTTER utilizadiversos meanismos para retener las que son interesantes.



6 Teoremas demostradosEn esta sei�on omentamos las pruebas obtenidas on el demostrador. Salvo algunas exep-iones importantes, una primera prueba del teorema la hemos obtenido mediante el modoaut�onomo auto2 de OTTER, que es una opi�on que, al menos parialmente, automatiza laelei�on de las reglas de inferenia y de la estrategia a seguir para enontrar la prueba. Unavez onseguida una prueba, hemos depurado la estrategia de b�usqueda de �esta para enon-trar una m�as simple. El trabajo ha sido realizado on la �ultima versi�on UNIX/LINUX delprograma, en un PC (AMD K6{400). Por uestiones de espaio, s�olo presentamos algunasarater��stias de dihas pruebas.6.1 Uniidad de 0L, 0RLas pruebas obtenidas de la uniidad de los elementos 0L y 0R en un NPTR son:Teorema 4 Los elementos 0L y 0R son �unios on esa propiedad.Demostrai�on: Uniidad de 0L: Enontrada por OTTER en 0.07 segundos:2 [℄ M1=M2|t(X,M1,B1)!=t(X,M2,B2)|tb(M1,B1,M2,B2)=X.3 [℄ t(ol,M,asteriso(B))=B.4 [℄ ol!=o.5 [℄ t(o,M,asteriso(B))=B.8 [ur,4,2,3℄ tb(ol,asteriso(t(ol,o,A)),o,A)=ol.12 [ur,5,2,4℄ tb(ol,asteriso(t(o,o,A)),o,A)=o.16,15 [para-into,8.1.1.2.1,3.1.1℄ tb(ol,asteriso(A),o,asteriso(A))=ol.19 [para-into,12.1.1.2.1,5.1.1,demod,16℄ ol=o.21 [binary,19.1,4.1℄ $ F.Las l�ausulas no inferidas (las hip�otesis, on [℄) son axiomas deNPTR0 �o la negai�on delteorema. Por ejemplo, las l�ausulas ol!=o y t(o,M,asteriso(B))=B a�rman la existeniade otro ero a la izquierda. La prueba de la uniidad de 0R obtenida es:5 [℄ X1=X2|t(X1,M,B)!=Y1|t(X2,M,B)!=Y2|tm(X1,X2,Y1,Y2)=M.7 [℄ t(X,or,asteriso(B))=B.8 [℄ or!=o.9 [℄ t(X,o,asteriso(B))=B.19,18 [ur,8,5,7,7℄ tm(or,o,A,A)=or.94 [ur,9,5,8,9,demod,19℄ or=o.96 [binary,94.1,8.1℄ $ F.6.2 Propiedades del produtoA partir de la operai�on ternaria t se pueden de�nir una multipliai�on y una suma en unNPTR. El produto se de�ne omoa � b = t(a; b; (0L)�)se veri�an las siguientes propiedades:Proposii�on 5 Sea M un NPTR. En las ondiiones anteriores, se veri�a que:1. Para ualesquiera a; b 2M , si a 6= 0L, existe un �unio elemento x tal que a � x = b.2. Para ualesquiera a; b 2M , si a 6= 0R, existe un �unio elemento x tal que x � a = b.3. Para ualesquiera a; b 2M a � b = 0L sii a = 0L �o b = 0R.



Propiedad Tiempo (s.) Cl. generadas Retenidas Long. prueba(1), uniidad 0.06 590 146 7(1), existenia 0.02 145 58 9(2), uniidad 0.01 55 20 6(2), existenia 0.01 9 5 4(3), =) 0.02 56 27 6(3), (= 0.00 14 10 26.3 Propiedades de la sumaDe la propiedad (1) de la proposii�on anterior se tiene que para ada x 6= 0L existe un �unioelemento e(x) 2 M tal que x � e(x) = x. Si de�nimos e(0L) = 0R, la funi�on e : M ! Mest�a bien de�nida (en NPTR0) por las l�ausulas� (e(ol) = or).� (X = ol) | (prod(X,e(X)) = X).� (X = ol) | (prod(X,Y) != X) | (e(X) = Y).As��, de�nimos una nueva operai�on, +, omo a+ b := t(a; e(a); b�).Proposii�on 6 Sea M un NPTR01. Para todo a 2M , a+ 0L = a y 0L + a = a.2. Para ualesquiera a; b 2M existe un �unio x 2M tal que a+ x = b.Propiedad Tiempo (s.) Cl. generadas Retenidas Long. prueba(1) a+ 0L = a 0.01 9 6 5(1) (0L + a) = a 0.00 3 3 1(2), existenia 0.02 95 83 7(2), uniidad 0.01 98 31 76.4 B�usqueda de soluionesPodr��a pareer que, on las demostraiones por refutai�on, se pierde ierta informai�on quees interesante. Por ejemplo, en la propiedad (2) de la proposii�on 5,8a[a 6= 0R ! 9!x(x � a = b)℄puede ser muy �util onoer la expresi�on de x on respeto a los elementos a y b. Existe unaprimera di�ultad para resolver esta uesti�on, y es si tal expresi�on existe: Demostrando laexistenia de un elemento no nos asegura que �este se pueda expresar de manera simple enel lenguaje utilizado. En el aso que nos oupa, esta propiedad s�� es ierta; es onseueniadel Teorema de Herbrand:Teorema 7 Sea T una teor��a de primer orden uyo axiomas son f�ormulas abiertas, y sea'(x) una f�ormula abierta. Son equivalentes:� T ` 9x'(x)� Existen t1, . . . tn t�erminos errados tales que T ` '(t1) _ : : : _ '(tn).Corolario 8 Existe un L0{t�ermino t(u; v) tal que NPTR0 ` u 6= 0R ! t(u; v) � u = vDemostrai�on: Para apliar el teorema anterior a la teor��a NPTR0, expandimos el lenguajede tal teor��a on dos nuevas onstates, a; b y tomamos la teor��a T en el nuevo lenguaje uyosaxiomas son los de NPTR0. Por tanto,T ` 9x[a 6= 0R ! (a � x = b)℄



Apliando el teorema anterior, existen t�erminos errados t1; : : : ; tn tales queT ` (a 6= 0R ! t1 � a = b) _ � � � _ (a 6= 0R ! tn � a = b)pero omo T ` a 6= 0R ! 9!x[x � a = b℄, utilizando los axiomas de igualdad, se onluye queT ` a 6= 0R ! t1 � a = bEl t�ermino t1 es un t�ermino (errado) en el lenguaje L0 [ fa; bg. Si t(u; v) es el L0{t�erminoque se obtiene sustituyendo las onstantes a y b por u y v respetivamente, entones, por elteorema de onstantes se veri�a que NPTR0 ` u 6= 0R ! t(u; v) � u = vEl orolario anterior nos asegura la existenia de una expresi�on de este tipo. La fun-damentai�on de la obteni�on de respuestas es una generalizai�on del onepto de respuestautilizada en programai�on l�ogia (por ejemplo en PROLOG) [Kunen 96℄. De heho, OTTERtiene implementado una funi�on, $ans(X), que devuelve el valor obtenido para la variableX . La b�usqueda del t�ermino t(u; v) sigue la idea de la demostrai�on anterior: La entradade OTTER son los axiomas de NPTR0 junto on el siguiente onjunto soporte:� (a != or).� (prod(X,a) != b) | $ ans(X)y (en 0.1 seg.) nos devuelve la solui�on5 $ans(tb(or,asteriso(b),a,asteriso(ol))),es deir, t(u; v) = tb(0R; v�; u; (0L)�)Interpretando este resultado en el lenguaje original de NPTR, el elemento x tal que x �a = b,para a 6= 0R, es la �unia solui�on de la euai�on t(x; 0R; b�) = t(x; a; (0L)�).6.5 Isotop��as: B�usqueda de funionesVeamos por �ultimo, �omo se puede estudiar la existenia de funiones usando el demostrador.Aparentemente, el razonamiento on funiones deber��a de utilizar una l�ogia de orden supe-rior. Sin embargo, no es neesario este tipo de ampliaiones en general. Veamos un ejemplo.El teorema 4.2 de [Kluk�y 95℄ a�rma que la propiedad de ser NPTR se onserva bajo iso-top��as. Una isotop��a entre dos anillos ternarios planos (M; t1) y (M; t2) (para simpli�ar,on el mismo universo) es una 4{upla de permutaiones de M , �; �; ; Æ, tales que paraualesquiera x;m; b 2M Æ(t2(x;m; b)) = t1(�(x); �(m); �(b))El teorema asegura que si (M; t1;� ; 0L; 0R) es un NPTR, entones (M; t2; ��1(0L); ��1(0R))admite una estrutura de NPTR, para una ierta apliai�on b 7! b�No vamos a desribir la demostrai�on, usando OTTER, de este heho, s�olo nos ou-paremos de la uesti�on m�as importante, la existenia de la apliai�on b 7! b� tal que(M; t2;� ; ��1(0L); ��1(0R)) es un NPTR. Para enontrar tal funi�on, razonamos omo enla subsei�on anterior, y tomamos omo onjunto soporte las siguientes f�ormulas:delta(t2(X,M,B)) = t(alfa(X),beta(M),gamma(B)).(inversa-delta(delta(X)) = X).(delta(inversa-delta(X)) = X).5Esta no es la solui�on que ofree OTTER en el modo auto2, que es m�as ompleja. La que ofreemos hasido obtenida apliando distintas estrategias para dirigir al demostrador haia una simpli�ada. Como yahemos justi�ado anteriormente, ualquier solui�on denota el mismo elemento, pues es �unio.
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