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L ogica

® Objetivos de la légica:
» La formalizacion del lenguaje natural.
» Los métodos de razonamiento.
¢ Sistemas logicos:
» Logica proposicional.
» Logica de primer orden.
» Logicas modales.

® Aplicaciones de la légica en computacion:
» Programacion légica.
> Verificacién y sintesis automatica de programas.
> Representacion del conocimiento y razonamiento.
» Modelizacion y razonamiento sobre sistemas.
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Argumentos y formalizacion

® Ejemplos de argumentos:

» Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacién, entonces
Juan llegara tarde a la reunion. Juan no ha llegado tarde a la reunion. El tren
lleg6 a las 7. Por tanto, habian taxis en la estacion.

> Ejemplo 2: Si hay corriente y la lampara no esté fundida, entonces esta
encendida. La lampara no esta encendida. Hay corriente. Por tanto, la
lampara esta fundida.

¢ Formalizacion:
» Simbolizacién:

Simb. | Ejemplo 1 Ejemplo 2
p eltrenllegaalas 7 hay corriente
q hay taxis en la estacion la ldAmpara esta fundida
r Juan llega tarde a la reunion | la lampara esta encendida

» Sipynoq, entoncesr. Nor. p. Por tanto, g.
> PA-Q—T, f, pEG.

Sintaxis proposicional: Formulas proposicionales

¢ Alfabeto proposicional:
» variables proposicionales: po, P1,---;P.q,r.
> conectivas légicas:
* monaria: — (negacion),
* binarias: A (conjuncion), V (disyuncion),
— (condicional), <« (bicondicional).
» simbolos auxiliares: “(*y “)".
® Foérmulas proposicionales:
> Definicion:
* Las variables proposicionales son formulas.
* SiF y G son férmulas, entonces también lo son
-F, (FAG), (FVG),(F—G)y(F < G)
> Ejemplos:
* Formulas: p, (pv—q), —(pvp), ((P—a)Vv(a—p))
* No férmulas: (p), pVv-—qg, (pVAQ)
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Formulas proposicionales (BNF)

® Notaciones:
> p,q,r,... representaran variables proposicionales.
» F,G,H,...representaran férmulas.
» VP representa el conjunto de los variables proposicionales.
> Prop representa el conjunto de las férmulas.
> x representa una conectiva binaria.

¢ Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:
> Fu=p|-G|(FAG)|(FVG)|(F—G)|(F < G).

Arboles de aralisis

* Arboles de analisis (o de formacion).

(p— (—qVp))

\

(—qV p)

[a
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Omision de parentesis

¢ Criterios de reduccion de paréntesis:
» Pueden eliminarse los paréntesis externos.

F A G es una abreviatura de (F A G).
> Precedencia de asociacion de conectivas: =, A\, V, —, <.

F AG — —=F VG es una abreviatura de ((F AG) — (=F VG)).
» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH abrevia (FV(GVH))
FAGAH —-FVvG abrevia ((FA(GAH))— (-FVG))

Subférmulas

¢ Subformulas:
> Def: El conjunto Subf(F ) de las subférmulas de una férmula F se define
recursivamente por:
{F}, si F es una variable;
Subf(F) =< {F}USubf(G), siF =-G;
{F}USubf(G)USubf(H), siF =GxH
> Ejemplos:
* Subf(p) = {p}
* Subf(q) = {q}
* Subf(~q) = {~q,q}
* Subf(-qV p) ={-qV p,~q,q, p}
* Subf(p——-qVvp)={p——-qvVp,p,~qVvp,~a,q}
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Senmantica proposicional: valores y funciones de verdad

® Valores de verdad (B): 1: verdadero y O: falso.
® Funciones de verdad:
. 1 ii=0;
> H.:{0,1} — {0,1} tq. H.(i) = { > o

0, sii=1

. 1 ii=j=1;

- HA:{o,l}Ze{o,l}t.q.Hm,n—{ o
0, en otro caso.
0, sii=j)=0;

v

Hy :{0,1}% — {0,1} t.q. Hy(i,}) =
v:{0,1}* = {0,1} ta. Hy(i, ) {1, en otro caso.

0, sii=1]=0;
1, enotro caso.

v

H.:{0,1}2—{0,1} tg. H_.(i,}) =

1, sii=j;
0, en otro caso.

v

H. :{0,1}2 — {0,1} t.q. H_(i, ) = {

Valoracion de formulas

® Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

i | i il lingliviliejlice]
1( 0 1|1 1 1 1 1
0| 1 1|10 0 1 0 0
01 0 1 1 0
0O 0 0 1 1

® Valoracion de verdad:
» Def.: Una valoracién de verdad es una aplicacién v: VP — B.
> Prop: Para cada valoracion de verdad V existe una Unica aplicacion
V: Prop — B tal que:
v(F), si F es una variable;
V(F) =< H.(¥(G)), siF =-G;
H,(¥(G),U(H)), siF =GxH
Se dice que V(F) es el valor de verdad de F respecto de V.

10
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Valoracion de formulas

® Ejemplo: SeaF = (pvg)A(—qVr)
» valor de F en una valoracion vy tal que vi(p) = vi(r) =1,v1(q) =0

(pva A (= VT

1 v 0 A (=0 Vv 1)

1 A (1 Vvl
1 A 1
1

» valor de F en una valoracion vz tal que Vo(r) = 1,vo(p) = Vv2(q) =0

(P va A (g V 1)
0 00 O 10 1 1

* Prop.: Sea F una férmulay v,V dos valoraciones. Si v(p) = V/(p) para todos las
variables proposicionales de F, entonces V(F) = V/(F).
* Notacién: Se escribe V(F) en lugar de V(F).

11

Modelos y satisfacibilidad

¢ Modelo de una férmula
> Def.: ves modelo de F siv(F) = 1.
> Notacion: vE=F.
» Ejemplo (continuacién del anterior):
—sivi(p) =vi(r) =1,v1(q) =0, entonces v1 = (pV Q) A (—qVr)
—siVvo(r) = 1,vo(p) = v2(g) = 0, entonces Vo [~ (PV ) A (—Q V).
® Formulas satisfacibles e insatisfacibles
» Def.: F es satisfacible si F tiene algiin modelo.
» Ejemplo: (p— ) A (q— r) es satisfacible
v(p) =v(q) =v(r) =0.
» Def.: F es insatisfacible si F no tiene ningiin modelo.
> Ejemplo: p/A —p es insatisfacible
p|-p|pr-p
1/ 0 0
0| 1 0

12
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Tautologias y contradicciones

® Tautologias y contradicciones:

Clasificaciones ded®rmulas

® (Clasificaciones de formulas:

» Def.: F es una tautologia (o valida) si toda valoraciéon es modelo de F. Se
representa por = F.
» Def.: F es una contradiccion si ninguna valoraciéon es modelo de F.
» Def.: F es contingente si no es tautologia ni contradiccion.
» Ejemplos:
1. (p— )V (q— p) es una tautologia.
2. (p— q) A—(p— Q) es una contradiccion.
3. P — g es contingente.
Pla|p—a|q—=p|(P—~qV@—=p) |[(P—=a) | (P=AA(P—0)
11 1 1 1 0 0
110 0 1 1 1 0
0|1 1 0 1 0 0
00 1 1 1 0 0

Todas las formulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

Verdadera en todas
las valoraciones

(€j. PV —p)

Verdadera en
algunas
valoraciones y falsa
en otras

(¢. p—0

Falsa en todas las
valoraciones

(€] PA—DP)

Safisfacibles

Insatisfacibles

Todas las formulas

13
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Satisfacibilidad y validez

® Los problemas SAT y TAUT:
» Problema SAT: Dada F determinar si es satisfacible.
> Problema TAUT: Dada F determinar si es una tautologia.

® Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:
» F estautologia <= —F esinsatisfacible..
» F estautologia — F es satisfacible..
» F essatisfacible #= —F es insatisfacible.

p — q es satisfacible.
v(p) =v(a) =1

—(p — q) es satisfacible.
v(p) = 1,v(q) = 0.

15

Algoritmos para SAT y TAUT

* Tablas de verdad para = (p—q) VvV (Q— p)
> Tabla de verdad:

pla|(p—a) | @—p |(P—dV(Q—p)
11 1 1 1
110 0 1 1
0|1 1 0 1
0|0 1 1 1

» Tabla de verdad simplificada:

plaj(p - a9 VvV (@ — p
111 1 1 1 1 1 1
1/0/1 o 0 1 0 1 1
0/1{]0 1 1 1 1 0O O
0/0/0 1 0 1 0 1 O

16
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Algoritmos para SAT y TAUT

®* Método de Quine.
» Método de Quine para = (p—q)V (q— p)

(p — a VvV (@ — p)

0 0

» Método de Quine para = (p—q) VvV (q— p)

(p — a VvV (@ — p)
O 0O 1 01 0 O
1x

Algoritmos para SAT y TAUT

¢ Algoritmos de decision para SAT y TAUT:
> Tablas de verdad para j= (p < Q) V (q < p)

P|g|(p=a)|(@=p)|(pP=q V(g p)
11 1 1 1
110/ o0 0 0
0|1 0 0 0
0|0 1 1 1

» Método de Quine para [~ (p«— Q) V (4« p)

(p < a VvV (@ < p)
0 01 01 0 O

1 0 0 0 0 0 1

17
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Seleccbn de tautologas

® Seleccion de tautologias
» 1. F — F (ley de identidad).
F v —F (ley del tercio excluso).
—(F A=F) (principio de no contradiccion).
(-F — F) — F (ley de Clavius).
. 7F — (F — G) (ley de Duns Scoto).
. ((F — G) — F) — F (ley de Peirce).
(F — G) AF — G (modus ponens).
(F — G) A—=G — —=F (modus tollens).

vV VvV vV VvV VVYY
©NOOAWN

19

Modelo de conjuntos de érmulas

® Notacion:
» S5,9,... representaran conjuntos de formulas.
® Modelo de un conjunto de férmulas:
» Def.: ves modelo de Ssi paratoda F € Sse tiene que v = F.
» Representacion: V= S
> Ejemplo: Sea S= {(pVvQq)A(—qVr),q—r}
La valoracion v; tal que v1(p) = 1,v1(g) = 0,v1(r) = 1 es modelo de S
Vi 9S.
{pvaAsAn@Eavr q-—r}
1 1 0 1 1 01 1 0O 1 1
La valoracion Vv, tal que v2(p) = 0,v2(q) = 1,v2(r) = 0 no es modelo de S

(V2 £ 9.

{pvagAnE-aqgvVvr q-—r}
0 1.0 0 0 10 1 0 O

20
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Consistencia

¢ Conjunto consistente de férmulas:
» Def.: Ses consistente si Stiene algiin modelo.
» Def.: Ses inconsistente si Sno tiene ningn modelo.

» Ejemplos:

—{(pva)A(—qVr),p— r} es consistente (con modelos V4, Vg, Vg)

—{(pvag)A(—qVr),p—r,—r} esinconsistente
plajr|(pva) | (—avr) | (PVQA(-QVI) | p—r | T
vi|0](0|0 0 1 0 1 1
Vo001 0 1 0 1 0
v3|0[|1]0 1 0 0 1 1
v4 011 1 1 1 1 0
vs |1]/0]0 1 1 1 0 1
Ve | 101 1 1 1 1 0
v7|[1]1]0 1 0 0 0 1
vg | 1]1]1 1 1 1 1 0

21

Consecuenciadgica

® Consecuencia logica:
» Def.: F es consecuencia de Ssitodos los modelos de Sson modelos de F.
» Representacion: S F.

> Ejemplos: {p—0,q—r}Ep—ry{p} ¥ pArq

p—q|q—r|p—r
1 1 1

©
o]

\%1
V2
V3
V4
Vg
Ve
V7
Vs

o O - |

o+ O kF|Oo

O O O k| >

P P PP OOOO

PR OPFrPr OFrPr OF O~

P P OOR PR OO
P PO OR R R
P O R B R O R
P O R OR R R

22
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Propiedades de la consecuencia

® Propiedades bésicas de la relacion de consecuencia:
» Reflexividad: S|= S
» Monotonia: SiS EFy S C S, entonces S = F.
» Transitividad: Si SE=F y {F} = G, entonces S|= G.
® Relacion entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y consistencia:
> Las siguientes condiciones son equivalentes:
. {F,....Fa} =G
. |:F1/\.../\Fn—>G
—(FLA...ANFy — G) es insatisfacible
. {F1,...,Fn,—G} es inconsistente

=

INGFANN

23

Argumentaciones

® Ejemplo de argumentacion:

> Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o0 que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.

» Formalizacion:

{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,

es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado Atiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado Atiene_rayas_negras — es_cebra,

tiene_pelos A tiene_pezufias Atiene_rayas_negras}
= es_cebra

24
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Problemas bgicos: veraces y mentirosos

Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra
con tres islefios A, By C y cada uno le dice una frase

1. Adice “By C son veraces syss C es veraz”

2. Bdice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”
3. Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”

Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.

Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”, C: “C es veraz”.

Formalizacion:

Fi=a«< (bAc—c),hR=b< (aAcC—bACA—-a)yFRs=Cc« (-b+ aVvb).
Modelos de {Fy, >, F3}:

Si ves modelo de {F,F,, Fs}, entonces v(a) = 1,v(b) = 1,v(c) = 0.
Conclusién: Ay B son veraces y C es mentiroso.

25
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Deduccidn natural proposicional
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DN: Reglas de la conjuncon

F G

® Regla de introduccién de la conjuncion: ——— Aij
FAG
o . FAG FAG
® Reglas de eliminacion de la conjuncion: = Ae G Ae

® Ejemplo: pAQ,r = gAT:
1 pAqQ premisa
2 premisa
3 4 Nel
4 gAr Ai2,3

Adecuacion de las reglas de la conjuncion:
> A {F,G} =EFAG

» Ne:FAGEF

» Ne:FAGEG
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DN: Reglas de la doble negadin

® Regla de eliminacion de la doble negacion: ﬁFi e
® Regla de introduccién de la doble negacion: i =i
* Ejemplo: p,—=—(QATr) F —pAT: ~F

1 p premisa

2 ——=(gATr) premisa

3 —-p ——il

4 gAT ——e 2

5 r Ne 4

6

——pAr A 3,5

¢ Adecuacion de las reglas de la doble negacion:
> el {—|—\F} IZ F
> i {F} e F

DN: Regla de eliminacbn del condicional

o . F F-GC
® Regla de eliminacion del condicional: — —e

® Ejemplo: =pAQ,—~pPAQ—TV-pFETV-p:

1 —-pAQ premisa
2 —pAQ—TrV-p premisa

3 rv-p —el 2
° Ejemplo: p,p—q,p— (q—r)Fr:

1 p premisa
2 p—q premisa
3 p—(g—r) premisa
4 q —el 2
5 q—r —el 3
6 r —e 4,5

® Adecuacion de la eliminacion del condicional: {F,F — G} =G
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DN: Regla derivada de modus tollens (MT)

_ F—-G -G
® Regla derivada de modus tollens: ——F MT

° Ejemplo: p— (q—r),p,~r - —q;

1 p—(q—r) premisa
2. p premisa
3 -r premisa
4 gq—r —el,2
5 —q MT 3,4

® Ejemplo: =p—q,~qF p:

1 —-p—q premisa
2 —q premisa
3 —-p MT 1,2
4 p ——e 3

DN: Regla de introduccion del condicional

F
® Regla de introduccién del condicional: .
G
— i
F—-G
® Ejemplo: p— gk —q— —p:
1 p—q premisa
2 —q supuesto
3 —p MT 1,2

4 -g— P —i2—3

® Adecuacion de la regla de introduccion del condicional:
SiF =G, entonces =F — G.
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DN: Regla de introduccion del condicional

® Ejemplo: =q — —-pk p— —-—Q;

-q— —p premisa

A W N =

p supuesto
—(Q MT 1,3

5

p— —7Q —i2—4

® Ejemplo (de teorema): - p— p:

|1

p supuesto|

2

p—p —il-1

DN: Regla de introduccion del condicional

* Ejemplo: - (g —r) — ((-g— —p) = (p—1T)):

1 g—r supuesto
2 —q—-p supuesto
3 p supuesto
4 —-p ——i 3

5 ——Qq MT 2,4

6 (Q -—e5

7 r —el,6

8 p—r —i13—-7
9 (9—-p—(P—r) —i2-8
10

(@—r)—=(=q——=p)—(p—r)) —il-9
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DN: Reglas de la disyunabn

¢ Reglas de introduccién de la disyuncion: i Vip —— Vip
G FVG
F G
® Regla de eliminacion de la disyuncion: : :
Fve LM [H
¥ Ve
® Ejemplo: pvVgFqV p:
1 pvqg premisa
2 p supuesto
3 qvp Vi2
4 q supuesto
5 qvp Vi4d
6 qvp Vvel2-3,4-5
DN: Reglas de la disyunabn
® Ejemplo:q—rF=pVvqg— pVvr:
1 p—or premisa
2 pvq supuesto
3 p supuesto
4 pvr Vi3
5 ¢ supuesto
6 r —e 15
7 pVvr Vi 6
8 pvr Ve2,3—4,5—-7
9 pvgq—pvr —i2-—8

10
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DN: Regla de copia

* Ejemplo (usando la regla hyp): - p— (q— p):

1 p supuesto
2 q supuesto
3P hyp 1

4 q—p —i2—3
5 p—~(Q—p —il-4

DN: Reglas de la negadn

® Extensiones de la légica para usar falso:
» Extension de la sintaxis: | es una férmula proposicional.
> Extension de la semantica: v(_L) = 0 en cualquier valoracion.

® Reglas de la negacion:

L
> Regla de eliminacion de lo falso: E le
F —F
L

» Regla de eliminacién de la negacion: —e

® Adecuacion de las reglas de la negacion:
» Il EF
» PR L
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DN: Reglas de la negadn

® Ejemplo: -pVvgFk p—Q:

1 —-pVvqg premisa

2 p supuesto

3 —p supuesto

4 1 —-e 2,3

5 ¢ le4d

6 q supuesto |
7 q Vel 3—-56—-6
8 p—q —i2—7

DN: Reglas de la negadn

® Regla de introduccién de la negacion:

® Adecuacioén: Si F = 1, entonces = —F.

® Ejemplo: p—Q,p— —qF —p:

1 p—qg premisa
2 p——(g premisa
3 p supuesto
4 q —el 3
5 —q —e 2,3
6 L -e4,5
7 —p -i2—5

——||

—F

13

14
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DN: Reglas del bicondicional

® Regla de introduccién del bicondicional: F—G G-F — i
® Ejemplo: pAQ <« QA p: FeG

1 pAqQ supuesto

2. p Ne 1l

3 4 Nel

4 gAp Ai 2,3

5 pAgq—gAp —il—-4

6 gAPp supuesto

7 q Ne 6

8 p Ne 6

9 pAQ NI T,8

10 gAp—pAQq —i6-—9

11 pAqQ<gAp <«i5/10

15
DN: Reglas del bicondicional
® Reglas de eliminacion del bicondicional: -G — e ﬂ e
F—-G G—F

® Ejemplo: p<—q,pVgk pAQ:

1 p< g premisa
2 pVQg premisa
3 p supuesto
4 p—q «el

5 ¢ —e 4,3
6 pAgQ Ai35

7 q supuesto
8 gq—p «el

9 p —e 8,7
10 pAq AIT7,9
11 pAnq Ve2,3—-6,7—10

16
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DN: Reglas derivadas: modus tollens

® Regla derivada de modus tollens (MT):
F—-G -G
—MT

—-F
® Derivacion

1 F—G premisa

2 -G premisa
3 F supuesto
4 G —el,3
5 1 —e 2,4
6 -F —-i2—4

17

DN: Reglas derivadas: introduccbn de doble nega@n

® Regla de introduccién de la doble negacion:
F

_l_lF

® Derivacion:

1 F premisa

2 —F  supuesto
3 1 -el,2
4 —-—-F =i2-3

18
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DN: Reglas derivadas: reducobn al absurdo (RAA)

® Regla de reduccion al absurdo:
-F

1
F
® Derivacion:

RAA

1 —-F— 1 premisa

2 —F supuesto
3 1 —e 1,2

4 —--F -i2—3

5 F —e 4

19

DN: Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

¢ Ley del tercio excluido (LEM):
LEM

Fv-F
® Derivacion:

1 —(FVv—=F) supuesto
2 F supuesto
3 Fv-F Vi 2

4 1 -el3

5 -F -i2—-4

6 FVv-F Vi5

7 L -e16

8 FV-F RAA1-7

20
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DN: Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

® Ejemplo: p— gk —-pVa:
Pp—Qq premisa
pv-p LEM

p supuesto
q —el 3
-pvq Vid

-p supuesto
-pVvqg Vib
-pvqg Ve2,3—56—-7

0N OO0 B W N =

21

DN: Reglas de deduc@n natural

® Reglas de deduccion natural:

Introduccion Eliminacion
F G FAG FAG
N — Al — ANejp —— Nes
FAG F G
F G
F G : :
V Vip Vi
FVG FvG FVG H H
Ve
H
F
F F—-G
— e
G G
— i
F—-G

22



Légica informatica (2005-06) 31

DN: Reglas de deduc@n natural
¢ Reglas de deduccion natural:

Introduccion Eliminacion
F
F —F
- * —e
1 1
—
—F
1
1 —le
F
_|_|F
—/— — e
F—-G G—F ' F—~G F—~G
— — | — e — €2
F—G F—G G—F

® Adecuaciéon y completitud del calculo de deduccion natural.
23
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Logica informatica (2005—-06)
Tema 3: Formas normales

Jo< A. Alonso Jinénez

Grupo de logica Computacional
Dpto. Ciencias de la Computaci e Inteligencia Atrtificial
Universidad de Sevilla

Equivalencia logica: Formulas equivalentes.

* Def.: F y G son equivalentes si V(F) = v(G) para toda valoracion V.
Representacion: F = G.
¢ Ejemplos de equivalencias notables:
1. Ildempotencia: FVF=F ; FAF =F.
Conmutatividad: FVG=GVF ; FAG=GAF.
Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH ; FA(GAH)=(FAG)AH.
Absorcion: FA(FVG)=F ; FV(FAG)=F.
Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V(FAH);
FV(GAH)=(FVG)A(FVH).
Doble negacion: -——F =F.
Leyes de De Morgan: ~(F AG) =—-F V-G ; =(FVG) =-F A-G.
Leyes de tautologias: Si F es una tautologia, FAG=G; FVG=F.
Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccion FAG=F ; FvG=G.

a o

©oNoOo
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Equivalencia logica: propiedades

® Relacion entre equivalencia y bicondicional:
» F=GsyssEF < GsysstF < G.
® Propiedades basicas de la equivalencia légica:
> Reflexiva: F = F.
» Simétrica: Si F = G, entonces G = F.
» Transitiva: SiF =Gy G=H, entonces F = H.
® Principio de sustituciéon de férmulas equivalentes:
> Prop.: Sien laférmula F se sustituye una de sus subférmulas G por una
formula G’ l6gicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F’,
es légicamente equivalente a F.
» Ejemplo: F =-=(pAQ) — —(pA—-r)

G :—|(p/\q)
G/ —\p\/—|q
F' =(=pV-a) = =(pA--T)

Formas normales: Forma normal conjuntiva

* Atomos y literales:
» Def.: Un atomo es un variable proposicional (p.e. p,q,...).
» Def.: Un literal es un atomo o su negacion (p.e. p,—p,qd,—q,...).
» Notacion: L,L1,Lo,... representaran literales.
¢ Forma normal conjuntiva:
> Def.: Una férmula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjuncién de disyunciones de literales; es decir, es de la forma
(L1aV...VLin ) Ao A(Lm1 V... VLeLmng)-

> Ejemplos: (—pVQg)A(—qV p) estd en FNC.
(=pV Q) A (q— p) no esta en FNC.

» Def.: Una férmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la formula F
si G esta en forma normal conjuntiva y es equivalente a F.
> Ejemplo: Una FNC de —=(pA(q—r)) es (mpV ) A(-pV-r).



36 José A. Alonso

Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

® Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva:
» Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una
forma normal conjuntiva de F, FNC(F):
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—B=(A—B)A(B—A) )
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A—-B=-AvB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

—-(AAB)=-Av-B 3)

-(AVvB)=-AA-B (4)
4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias

AV (BAC)=(AVB)A(AVC) (6)

(AAB)VC=(AVC)A(BVC) (7

Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

* Ejemplo de célculo de una FNC de =(pA(q—T)):

—(pA(g—T))
= —(pA(—qVr)) [por (2)]
= —pv-(-qVvr) [nor (3)]
= —pV(==gA-T) [nor (4)]
= -pVvV(qA-T) [por (5)]

= (=pVa)A(=pV-r) [por(6)]
® Ejemplo de célculo de una FNC de (p—q) V (q— p):
(P—a)V(@—rp)
(=pVa)V(=qVvp) [por (2]
-pvav—-qvp
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Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

* Ejemplo de célculo de una FNC de (p«> Q) —r

(pea)—r

(P—=qA(Q@—p)—r

“((p—=a)A(@—p))Vr

—((=pva)A(=qVp))Vr

—(=pVva)V-(-qVvp))Vr

—=PA-Q)V (==gA=p)) VT

A=Q)V (QA—p)) VT
PA=Q)VA)A((PA=T)V=p)) VT

pVa)A(=qVa) A((PV=p)A(=qV—p))) VT
pVa)A(—=qva) VI A(((PV=p)A(=qV—p)) VT)
pVa) V) A((—=gva)VI))A(((pV=p)VI)A((=qV—=p)Vr))
VAV I)A(=gqvaVvr)A(pV—pVvr)A(-gqV-pVr)
VaVvr)A(—qV-pVvr)

(
((
((p
(((
(((
(((
(((
(P
(P

Formas normales: Forma normal disyuntiva

® Forma normal disyuntiva:

>

Def.: Una férmula esta en forma normal disyuntiva (FND) si es una
disyuncion de conjunciones de literales; es decir, es de la forma
(L]_’l VARAN Ll,nl) V...V (Lm,]_ VANRAN Lm7nm)-
Ejemplos: (—pAQ)V (—gA p) esta en FND.
(=pAQ)V(g— p) no esta en FND.

Def.: Una férmula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si

G esta en forma normal disyuntiva y es equivalente a F.
Ejemplo: Una FND de =(pA(Q—r)) es =pV (qQA-r).

[(D]
[(2)]
[(2)]
[(3)]
[(4)]
[(®)]
[(6)]
[(7)]
[(7)]
[(7)]
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Formas normales: Galculo de forma normal disyuntiva

¢ Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva:
» Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una
forma normal disyuntiva de F, FND(F):
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—B=(A—B)A(B—A) Q)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A—B=-AvB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

-(AAB)=-AVv-B 3)

-(AVvB)=-AA-B (4)
4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias

AA(BVC)=(AAB)V(AAC) (6)

(AVvB)AC=(AAC)V(BAC) @)

Formas normales: Galculo de forma normal disyuntiva

* Ejemplo de célculo de una FND de =(pA(q—T)):
~(pA(@—T))
~(PA(=qVr))  [por (2]
—pV=(=qVvr)  [por (3)]
=PV (==gqA=r)  [por (4)]

= —pVv(qA-T) [por (5)]
* Ejemplo de célculo de una FND de —(—pV —q— —(pAQ)):
~(=pV-q— =(pA0Q))
~(=(=pV-a) V-(pAQ)) [por (2)]
—~=(=pV =) A==(pPAQ) [por (4)]
(~pV-g)A(PAQ) [por (5)]
(=pA(PAT))V (~gA(PAQ))  [por (7)]
= (ZPAPAQ)V(-QAPAQ)

10
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Decisbn de validez mediante FNC

® Literales complementarios:
-p siL=p;

» El complementario de un literal L es L® = { )
p siL=-p.

® Propiedades de reduccion de tautologias:
» FiA...AF, es unatautologia syss F,...,F, lo son.
» LyV...VLpesunatautologia syss {Li,...,Ln} contiene algin par de
literales complementarios (i.e. existen i, j tales que L; = L‘J?).

® Algoritmo de decision de tautologias mediante FNC
» Entrada: Una férmula F.
» Procedimiento:
1. Calcular una FNC de F.
2. Decidir si cada una de las conjunciones de la FNC tiene algun par de
literales complementarios.

11

Decisibn de validez mediante FNC

® Ejemplos de decision de tautologias mediante FNC
» =(pA(g—r)) no es tautologia:
FNC(=(pA(ad—T))) = (=pVa) A(=pVr)
Contramodelos de =(pA (g —T)):
v1 tal que vi(p) =1y vi(q) =0
Vo talque Vo(p) =1y vo(r) =1
» (p—q)V(q— p) es tautologia:
FNC((p—a)V(g— p))=—pvgv—-qVvp
» (p< Q) —r no es tautologia:
FNC((p—a) —r)=(pVaqVvr)A(-qV-pVr)
Contramodelos de (p <> Q) — I:
vy tal que vi(p) =0,v1(q) =0y vi(r) =0
V2 tal que V2(p) = 1,v2(q) =1y vo(r) =0

12
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Decisibn de satisfacibilidad mediante FND

* Propiedades de reduccion de satisfacibilidad:
» FpV...VH, es satisfacible syss alguna de las formulas F4, ..., F, lo es.
» Ly A...ALp es satisfacible syss {L1,...,Ln} no contiene ninglin par de
literales complementarios.
¢ Algoritmo de decision de satisfacibilidad mediante FND:
» Entrada: Una férmula F.
» Procedimiento:
1. Calcular una FND de F.
2. Decidir si alguna de las disyunciones de la FND no tiene un par de
literales complementarios.

13

Decisibn de satisfacibilidad mediante FND

* Ejemplos de decision de satisfacibilidad mediante FND:
» =(pA(g—r)) es satisfacible:
FND(=(pA(q—T))) ==pV(qA-T)
Modelos de =(pA(q—T)):
vy tal que vi(p) =0
Vo tal que V2(q) =1y vo(r) =0
» =(=pV—-gq— —~(pAQ)) es insatisfacible:
FND(~(=pV—q— =(pAQ))) = (=PAPAQ)V(~qAPAQ)

14
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Logica informatica (2005—-06)
Tema 4: Tableros semanticos

Jog A. Alonso Jingénez
Grupo de logica Computacional

Dpto. Ciencias de la Computaci e Inteligencia Atrtificial
Universidad de Sevilla

Demostracon de formula tautol 0gica

* Demostracién de = —pV—q— —(pAQ).

-pV—-q— —(pPAQ) es una tautologia
syss {=(—-pVvV—-g— —=(pAQ))} es inconsistente
syss {—~pV —g,~—(PAQ)} es inconsistente
syss {—pV (g, pAQ} es inconsistente
syss {p,q, 7PV —q} es inconsistente
syss {P,q, P} es inconsistente y

{p,q,—q} es inconsistente
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Demostracon por tableros senanticos

® Tablero semantico cerrado:

=((=pV—-0) — =(pAQ))

[

—pV -0, ~=(pPAQ)
[
—pV-—q, pAQ
I

—pv—-q, p,q
N\

P, P, q —q, P, 9

Cerrada Cerrada

Refutacion de formula no tautologica

* Refutacion = =pV —gq— —(pPAT):

—pV-—-q— —(PAT) es una tautologia

syss {—(-pV—-q— —

(pATr))} esinconsistente

syss {—~pV —g,~—(PATr)} es inconsistente
syss {—pV (g, pPAr} es inconsistente
syss {p,r,~pV —Qq} es inconsistente
syss {p,r,—p} es inconsistente y
{p,r,—q} es inconsistente

® Contramodelos de —pV =g — —(pAT):

Las valoraciones V tales que v(p) = 1,v(q) =0y v(r) = 1.

® Una forma normal disyuntiva de =(—=pV —=q— —(pAT)):

PATA—Q
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Refutacion por tableros semanticos

® Tablero semantico:

~((=pV Q) = ~(pATr))
|
|
PV (g, PAT
|
—pv-q, p,r
AN
P, P, r —-q, p, r

Cerrada Abierta

Notacion uniforme: Literales y dobles negaciones

® Literales

> Un literal es un atomo o la negacion de un atomo (p.e. p,—p,q,—q,...).
¢ Dobles negaciones

» F es una doble negacion si es de la forma -—G.

» Ley de doble negacién: Si F es =G, entonces F = G.
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Notacion uniforme: formulas alfa y beta

® Las férmulas alfa, junto con sus componentes, son

F F1 F

AL NA2 Aq Ao
(A= A) | A —A

= (Al vV Az) -A1 -Ao

AL — A Al — A | Ab— A

® SiF es una formula alfa con componentes F; y F, entonces F = F A .
® Las férmulas beta, junto con sus componentes, son

F F1 F

B1V B> B B2

B1— B> —B1 B2
—(B1AB2) | =B1 —B>
~(B1 = Bp) | 7(B1— Bp) | 7(B2— By)

® SiF es una formula beta y con componentes F1 y P, entonces F = F V F.

Tablero del conjunto de formulas S

® El arbol cuyo tnico nodo tiene como etiqueta Ses un tablero de S

® Sea .7 untablero de Sy S la etiqueta de una hoja de .7 .

1. Si § es cerrado (es decir, que contiene una férmula y su negacion),
entonces el arbol obtenido afiadiendo como hijo de $; el nodo etiquetado con
cerrado es untablero de S

2. Si 5 es abierto (es decir, es un conjunto de literales que no es cerrado),
entonces el arbol obtenido afiadiendo como hijo de $ el nodo etiquetado
con abierto esun tablero de S

3. Si § contiene una doble negaciéon ——F, entonces el arbol obtenido
afiadiendo como hijo de $; el nodo etiquetado con
(S~ {——F})U{F} esun tablero de S

4. Si § contiene una férmula alfa F de componentes F; y F, entonces el arbol
obtenido afiadiendo como hijo de $ el nodo etiquetado con
(SN {F})U{Fi, R} es un tablero de S

5. Si § contiene una férmula beta F de componentes F; y F», entonces el
arbol obtenido afiadiendo como hijos de $; los nodos etiquetados con

(SSN{F})U{F}y (SS~{F})U{F} esuntablero de S
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Teorema por tableros

Def.: Un tablero completo de Ses un tablero de Stal que todas sus hojas son
abiertas o cerradas.

Def.: Un tablero es cerrado si todas sus hojas son cerradas.
Def.: Una férmula F es un teorema (mediante tableros semanticos) si tiene una
prueba mediante tableros; es decir, si {—F } tiene un tablero completo cerrado.
Se representa por Frap F.
Ejemplos: Ftap—pV—gq— —(pAQ)
7Tab =PV =0 — =(PAT)

Teor.: El calculo de tableros semanticos es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: F1apF — =F

Completo: EF — Ftab F

Si los nodos abiertos de un tablero completo de F son

{Ll7la R |—17n1}7 R {Lm717 cry Lm,nm},
entonces una forma normal disyuntiva de F es
(LiaA...ALin) V.oV (Lma Ao Almng)-

Deduccibn por tableros

® Def.: Laformula F es deducible (mediante tableros semanticos) a partir del

conjunto de férmulas Ssi existe una prueba mediante tableros de F a partir de
S es decir, existe un tablero completo cerrado de SU{—F}.
Se representa por Sk1ap F.

° Ejemplo: {p—0,q—r}Frapp—T

P—0a, q—r ~(p—r)
[
p—a,q—r,p,r

p—q, =q, P, r p—q,r,p,—r
—-p, =Q, p, r d, —q, p, —r Cerrada
Cerrada Cerrada

® Teor.:. SkrapF syss SEF.

10
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Deduccibn por tableros

° Ejemplo: {pVq} rabPAQ

pVva, ~(pAQ)

p, =(pPAQ) g, ~(pAQ)

/N /N

P, =P P, =q q, =P aq, —q

Cerrada Abierta Abierta Cerrada
® Contramodelos de {pV q} /1ap PACQ

las valoraciones v tales que vi(p) =1y vi(q) =0
=1

las valoraciones V7 tales que Vo(p) = 0y V2(Q)

11
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Logica informatica (2005—-06)
Tema 5: Resolucion proposicional

Jog A. Alonso Jingénez
Grupo de logica Computacional

Dpto. Ciencias de la Computaci e Inteligencia Atrtificial
Universidad de Sevilla

L 6gica clausal: sintaxis

® Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,r,..., P1, P2,- - ..
Un literal es un atomo (p) o la negacion de un atomo (—p).
Variables sobre literales: L,Lq,Lo,....
® Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,Cq,Cy, . . ..
La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por [.
® Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S5, S, .. ..
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L 6gica clausal: serantica

¢ Def.: Una valoracion de verdad es una aplicacion v: VP — B.
* Def.: El valor de un literal positivo p en una valoracién v es v(p).
¢ Def.: El valor de un literal negativo —=p en una valoracion v es

) 1, siv(p)=0;
V(ﬁp){ 0, siv(p)=1.

® Def.: El valor de una clausula C en una valoracion v es

v(C) = 1, siexisteunL € Ctalquev(L)=1;
0, en caso contrario.
® Def.: El valor de un conjunto de clausulas Sen una valoracién v es
1, siparatodaCe Sv(C)=1
0, en caso contrario.

® Prop.: En cualquier valoracién v, v([(J) = O.

Clausulas y brmulas

® Equivalencias entre clausulas y formulas

» Def.: Una clausula C y una féormula F son equivalentes si v(C) = v(F) para
cualquier valoracién v.

» Def.: Un conjunto de clausulas Sy una férmula F son equivalentes si
V(S) = v(F) para cualquier valoracion V.

» Def.: Un conjunto de clausulas Sy un conjunto de férmulas {Fy,...,F,} son
equivalentes si, para cualquier valoracion v, v(S) = 1 syss v es un modelo de
{F1,....F}.

¢ De clausulas a formulas

» Prop.: La clausula {L1,L>,...,Ln} es equivalente a la formula
LivLoV...VL,.

> Prop.: El conjunto de clausulas {{L11,...,L1n },---s{Lm1,-.-;Lmny}} €5
equivalente a la formula (L1 1V...VLin ) A A(Lm1 V... VLmnny)-
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De formulas a clausulas (forma clausal)

Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de clausulas

equivalente a F.

Prop.: Si (L11V...VLin ) A...A(Lm1 V...V Lmny,) €s una forma normal

conjuntiva de la féormula F. Entonces, una forma clausal de F es

{{L11,--,Lan },- -5 {Lm1,-- s Lmnm}}-

Ejemplos:

» Una forma clausal de =(pA(q—r)) es {{—p,q},{—p,—r}}.

» Una forma clausal de p— qes {{—p,q}}.

» Laclausula {{—p,q},{r}} es una forma clausal de las férmulas (p — q) AT
y ~=r A(=q— —p).

Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas Ses un conjunto de

clausulas equivalente a S,

Prop.: Si S,..., S, son formas clausales de Fq,...,F,, entonces S U...US, es
una forma clausal de {F,...,Fn}.

Modelos, consistencia y consecuencia

Def.: Una valoracién v es modelo de un conjunto de clausulas Ssi v(S) = 1.

Ej.: La valoracién vtal que v(p) = v(q) = 1 es un modelo de {{—p,q},{p,—q}}.
Def.: Un conjunto de clausulas es consistente si tiene modelos e inconsistente,
en caso contrario.

Ejemplos:

» {{-p,q},{p,—q}} es consistente.

> {{-p.a},{p,~q},{p,a},{~p,~q}} es inconsistente.

Prop.: Si[] € S entonces Ses inconsistente.

Def.: S|= C si para todo modelo vde S v(C) = 1.
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Reduccibn de consecuencia a inconsistencia deacdlsulas

® Prop: Sean S, ..., S, formas clausales de las formulas Fq, ..., F,.
» {Fy,...,Fy} es consistente syss S U. ..U S, es consistente.
» Si Ses una forma clausal de =G, entonces son equivalentes

1. {F,....R} EG.
2. {F1,...,Fh—G} esinconsistente.
3. S U...U$USes inconsistente.

° Ejemplo: {p—q,q—r}}p—rsyss

{{=p,q},{—-qa,r},{p},{-r}} esinconsistente.

Regla de resoluabn

® Reglas habituales:

Modus Ponens: m
q
Modus Tollens: P—4 —d
-p
]
Encadenamiento: P—a 49—
p—r

® Regla de resolucién proposicional:

{pla"'ara"'apm}a {qla"'a_'ra'-'aqn}

{-p,a}, {p}

{a}

{-p,a}, {—-q}

{-p}
{-p.,a}, {—qr}

{p17"'7pm7q177"'7qn}

{ﬁpvr}
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Regla de resoluabn

Def.: Sean C; una clausula, L un literal de C; y C, una clausula que contiene el
complementario de L. La resolvente de C; y C, respecto de L es
Res (C1,Cp) = (Co {L}) U (Ca~ {L})

Ejemplos: Resq({p,q}.{—-a,r}) ={p.r}

Resq({a,~p}, {p,~a}) ={p,—p}

Resp({g,=p},{p,—~q}) ={q,-q}

Resp({a,—p}.{a,p}) ={a}

(

Resp({p},{—p}) =0
Def.: Res(Cy,Cy) es el conjunto de las resolventes entre C; y C

Ejemplos: Res({-p,q},{p,—q}) ={{p,—p},{q,—q}}
Res({-p,a},{p,a}) ={{a}}
Res({-p,q},{a,r}) =0

Nota: 0 & Res({p,q},{—p,~q})

Ejemplo de refutacion por resolucion

Refutacion de {{p,q},{—p,d},{p,~d},{—p,—q}} :
1 {p,q} Hipotesis

2 {-p,q} Hipdtesis

3 {p,—q} Hipdtesis

4 {-p,—q} Hipdtesis

5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—q} Resolvente de 3y 4
7

L] Resolvente de 5y 6

10
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Demostraciones por resolu@n

® Sea Sun conjunto de clausulas.

® Lasucesion (Cq,...,Cy) es una demostracion por resolucion de la clausula C a
partir de SsiC =Cp y paratodoi € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

» GeS
> existen j,k < tales que Cj es una resolvente de C;j y Cy

® La clausula C es demostrable por resolucién a partir de Ssi existe una

demostracién por resoluciéon de C a partir de S

® Una refutacion por resolucion de Ses una demostracion por resolucién de la
clausula vacia a partir de S,

® Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutacion por resolucion
a partir de S,

11

Demostraciones por resolu@n

* Def: Sean $,...,S, formas clausales de las formulas Fq,...,Fyy
Suna forma clausal de —F

Una demostracion por resolucion de F a partir de {Fy,...,F,} es una refutacién
por resoluciéon de S U...USUS

* Def.: La férmula F es demostrable por resolucion a partir de {Fi,...,Fn} si
existe una demostracion por resolucion de F a partir de {Fy,...,F}.
Se representa por {Fy,...,Fn} FresF.

® Ejemplo: Demostracién por resoluciéon de pAQ a partir de {pVv g, p < q}
1 {p,q} Hipotesis

2 {-p,q} Hipdtesis

3 {p,—q} Hipdtesis

4 {-p,—q} Hipdtesis

5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—q} Resolvente de 3y 4
¥

[ Resolvente de 5y 6 "
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Adecuacbn y completitud de la resolucon

Si C es una resolvente de C; y Cy, entonces {C1,C,} = C.

Si ] € S entonces Ses inconsistente.

® Si el conjunto de clausulas Ses refutable, entonces Ses inconsistente.
Teor.: El calculo de resolucién es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: StRresF — SEF
Completo: SEF — SkRresF

Argumentacion y resolucibn

® Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo y los que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.

® Formalizacion:

{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado Atiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos Atiene_pezufias A tiene_rayas_negras }
FRres€S_cebra

13

14
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Argumentacion y resolucibn

1 {—tiene_pelos, es_mamifero} Hipotesis

2 {—da_leche, es_mamifero} Hipoétesis

3 {—es_mamifero, —tiene_pezufas, es_ungulado}  Hipoétesis

4 {—es_mamifero, —rumia, es_ungulado} Hipotesis

5 {—es_ungulado, —tiene_cuello_largo, es_jirafa} Hipotesis

6 {—es_ungulado, —tiene_rayas_negras, es_cebra} Hipbtesis

7 {tiene_pelos} Hipotesis

8 {tiene_pezuias} Hipotesis

9 {tiene_rayas_negras} Hipotesis
10 {—es_cebra} Hipotesis
11 {es_mamifero} Resolvente de 1y 7
12 {—tiene_pezufias, es_ungulado} Resolvente de 11y 3
13 {es_ungulado} Resolvente de 12y 8
14 {—tiene_rayas_negras, es_cebra} Resolvente de 13y 6
15 {es cebra} Resolvente de 14y 9
16 [ Resolvente de 15y 10

15
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Limitaci on expresiva de la bgica proposicional

® Ejemplo 1: Si Sevilla es vecina de Cadiz, entonces Cadiz es vecina de Sevilla.
Sevilla es vecina de Céadiz. Por tanto, Cadiz es vecina de Sevilla
> Representacion en l6gica proposicional:
{SvC—CvS SvC CvS

® Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda es vecina de la
primera. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto, Cadiz es vecina de Sevilla
» Representacion en logica proposicional: Imposible
> Representacion en l6gica de primer orden:
{(¥x)(Vy)[vecingx,y) — vecingy,x)], vecingSevillaCadiz)}
= vecingCadiz Sevilla
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Potencia expresiva de ladgica de primer orden

Mundo de los bloques

¢ Simbolizacion:
» sobréx,y) se verifica si el bloque X esta colocado sobre el bloque y
» sobre mesdx) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
¢ Situacion del ejemplo:
sobréa, b), sobréb, c), sobre mesdc),sobréd, e), sobre mesde)

Potencia expresiva de ladgica de primer orden

¢ Definiciones:
> bajo(x,y) se verifica si el bloque X esta debajo del bloque y
(V) (Vy)[baja(x,y) < sobrey, X)]
> encimdx,y) se verifica si el bloque X esta encima del bloque y pudiendo
haber otros bloques entre ellos
(VXx)(Vy)[encimdx,y) < sobréx,y) v (3z)[sobréx, z) Aencimdz,y)]]
» libre(x) se verifica si el bloque X no tiene bloques encima
(Vx)[libre(x) < —(3Jy) sobrey, x)]
» pila(x,y,z) se verifica si el bloque X esta sobre el y, el y sobre el zy el Zsobre
la mesa
(VX) (YY) (Vz)[pila(x,y, z) < sobréx,y) A sobrgy, z) A sobre mesdz)]
® Propiedades:
» SizY,zes una pila entonces Yy no esta libre
(¥X)(¥y) (v2)[pila(x,y,2) — —libre(y)]
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Potencia expresiva de ladgica de primer orden

Representacion del mundo de los bloques con funciones e igualdad:
Simbolizacion:
» es bloqué&Xx) se verifica si X es un bloque.
» superiofx) es el bloque que esta sobre el bloque X.
Situacion del ejemplo:
es bloquda), es bloqueb), es bloquéc), es bloqued), es bloquee)
superiofb) = a, superiofc) = b, superiofe) =d
Definiciones:
» sobre mesdx) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
(Vx)[sobre mesdx) < es bloquex) A —(3y) superioty) = X
> libre(x) se verifica si el bloque X no tiene bloques encima
(VX)[libre(x) < —(3y) superiofx) =]
> topgX) es el bloque libre que esta encima de X
(VXx)[ (libre(x) — topegx) = X)A

(—libre(x) — topgx) = tope(superiofx)))]

Lenguaje de primer orden

Simbolos légicos:

> Variables: X,y,z,...,X1,Xo,....

» Conectivas: =, A\, V,—, <.

» Cuantificadores: V, .

» Simbolo de igualdad: =.

Simbolos propios:

» Simbolos de constantes: a,b,c,...,as,ap,....

» Simbolos de predicado (con aridad): P,Q,R,...,P,,P,....

» Simbolos de funcién (con aridad): f,g,h,..., f1, fa,....
Simbolos auxiliares: “(”, )", “,".
Notacion:

» L,L1,Lo,... representan lenguajes de primer orden.
» Var representa el conjunto de las variables.

Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.
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Ejemplos de lenguajes de primer orden

® Lenguaje del mundo de los bloques:
» Simbolos de constantes: a,b,c.d, e
» Simbolos de predicado (y de relacion):
— de aridad 1: sobre mesalibre, es bloque
— de aridad 2: sobrebajo encima
— de aridad 3: pila
» Simbolos de funcién (de aridad 1): superiortope

® Lenguaje de la aritmética:
» Simbolos de constantes: 0,1
» Simbolos de funcion:
— monaria: S (siguiente)
— binarias: +,-
» Simbolo de predicado binario: <

Téerminos

¢ Def. de término de un lenguaje de primer orden L:
» Las variables son términos de L.
» Las constantes de L son términos de L.
» Si f es un simbolo de funcién n—ariade L y ty,...,t, son términos de L,
entonces f(t1,...,tn) s un término de L.
® Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
* +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (x- 1) + s(y)
* +(-(x,<),s(y)) no es un término
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
* superiofsuperiofc)) es un término.
* libre(superiofc)) no es un término.
® Notacion:
» st t1,to,... representan términos.
» Térm(L) representa el conjunto de los términos de L



66 José A. Alonso

Formulas atomicas

® Def. de formula atémica de un lenguaje de primer orden L:
» Sit1ytyson términos de L, entonces t; =t es una férmula atdmica de L.
» Si P es un simbolo de relacién n-ariade L y ty,...,t, son términos de L,
entonces P(t1,...,t,) es una férmula atémica de L.
¢ Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
* < (+(%1),s(y)) es una férmula atdmica que se suele escribir como
X-1<9(y)
* +(Xy) =-(X,y) es una férmula atémica que se suele escribir como
X+y=X-y
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
* libre(superiofc)) es una formula atémica.
* tope(c) = superiofb) es una férmula atémica.
* Notacion:
» A B,A1,Ay, ... representan férmulas atémicas.
» Atom(L) representa el conjunto de las féormulas atémicas de L.

Formulas

® Definicion de las formulas de L:
> Las formulas atémicas de L son formulas de L.
» SiF y Gson férmulas de L, entonces —F, (FAG), (FVG), (F—-G)y
(F < G) son férmulas de L.
» SiF esunaférmula de L, entonces (VX)F y (3x)F son férmulas de L.
® Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
* (YX)(3Jy) < (X,y) es una férmula que se escribe como (VX)(Jy)x <y
* (YX)(3Jy) + (X,y) no es una férmula.
» En el lenguaje del mundo de los bloques,
* (VX)(topgx) = x < libre(x)) es una férmula.
* Notacion:
» F,G,H,F,F,... representan férmulas.
» Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.

10
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Arboles de arélisis (o de formacbn)

(V%) (R(x,¢) — P(f(y))) (V)

11

Subférmulas

* Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una formula F se define
recursivamente por:

{F}, si F es una férmula atémica;
{F}USubf(G), siF =-G;
Subf(F) =< {F}USubf(G)USubf(H), siF =GxH;
{F}USubf(G), si F = (¥X)G;
| {F}USubf(G), siF = (IX)G

¢ Ejemplo:
Subf((¥x)(R(x,¢) = P(f(y)))) = { (v)(R(x,c) — P(f(y))),

12
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Criterios de reduccion de paréentesis

® Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

® Precedencia de asociacion de conectivas y cuantificadores: V, 4, =, A\, V, —, <.
VXP(X) — Q(X) es una abreviatura de ((¥X)P(X)) — Q(X)

¢ Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH es una abreviaturade (FV(GVH))

FAGAH — —-FVG esunaabreviaturade ((FA(GAH))— (-FVG))
® Los simbolos binarios pueden escribirse en notacion infija.

X+Yy esunaabreviaturade +(X,Y)

X<y esunaabreviaturade < (X,Y)

13

Conjuntos de variables

® Def.: El conjunto de las variables del término t se define recursivamente por:
0, sit es una constante;
V(t) =< {x}, sit es una variable X;
V(t1)U---UV(th), sites f(tg,...,tn)

® Def.: El conjunto de las variables de la formula F se define recursivamente por:
4

V(t1) UV(t2), siF est] =1y
V(ty)U---UV(th), siF esP(ty,...,tn);
V(F) = ¢ V(G), s?Fes -G;
V(G)UV(H), siF es GxH;
V(G), si F es (VX)G;
L V(G), siF es (3x)G
®* Ejemplos:

> El conjunto de las variables de (VX)(R(x,c) — P(f(y))) es {X,y}.
» El conjunto de las variables de (VX)(R(a,c) — P(f(y))) es {y}.

14
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Apariciones libres y ligadas

® Def.: Una aparicion (u ocurrencia) de la variable X en la férmula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma (¥x)G 6 (3x)G.

¢ Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable X en la férmula F es libre si no
es ligada

® Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
(vX)(P(x) = R(x,y)) — ((3y)P(y) — R(z,x))
(3R y) v (vY)P(y)
(VX)(P(x) = (Fy)R(xY))
P(X) = R(x,y)

15

Variables libres y ligadas

Def.: La variable X es libre en F si tiene una aparicion libre en F.
® Def.: La variable X es ligada en F si tiene una aparicion ligada en F.

Prop.: El conjunto de las variables libres de una férmula F es:
(

V(tl) UV(tz), siF est; =1ty;
V(t1)U---UV(th), siFesP(ty,...,tn);
VL(F) = ¢ VL(G), siF es =G;
L(G)UVL(H), siF esGxH;
VL(G) \ {x}, si F es (VX)G;
L VL(G)\ {x}, siF es (IX)G
® Ejemplo:
Foérmula Ligadas | Libres
()P0 — ROuY) — (PY) — RX2) | Xy | xy.2
(V) (P(x) — (By)R(xY)) Xy
(v2) (P(x) — R(x,y)) X,y

16
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Formulas cerradas y abiertas

¢ Formula cerradas:
» Def.: Una formula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables libres.

» Ejemplos: (VX)(P(x) — (Iy)R(x,y)) es cerrada.
(IX)R(X,y) V (VY)P(y) no es cerrada.

®* FoOrmulas abiertas:
> Def.: Una férmula abierta es una formula con variables libres.
» Ejemplos: (VX)(P(x) — (3y)R(X,y)) no es abierta.
(IX)R(X,Y) V (VY)P(y) es abierta.

17

Semantica: Estructuras, asignaciones e interpretaciones

® Una estructura del lenguaje L es un par .# = (U, 1) tal que:
» U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
» | es una funcién con dominio el conjunto de simbolos propios de L tal que
* si Ces una constante de L, entonces | () € U;
* si f es un simbolo de funcion n-aria de L, entonces | () : U" — U;
* si P es un simbolo de relacion O-aria de L, entonces | (P) € {1,0};
* si Res un simbolo de relacion n-aria (n > 0) de L, entonces | (R) CU";

® Una asignacion A en una estructura (U, ) es una funcién A : Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la
estructura.

® Una interpretacion de L es un par (.#,A) formado por una estructura .# de L y
una asignacion Aen .7

® Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V' y F en lugar de 1y O.

18
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Ejemplos de estructuras

Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: O;
simbolo de funcién monaria: S;
simbolo de funcion binaria: +y
simbolo de relacién binaria; <

® Primera estructura de L:
U =N
11(0)=0
11(s) = {(n,n+1) : n€ N} (sucesor)
l1(+) = {(a,b,a+b) :a,b e N} (suma)
11(<) = {(n,m) :n,me N,n < m} (menor o igual)
® Segunda estructura de L:
U ={0,1}* (cadenas de Oy 1)
I2(0) = € (cadena vacia)
l2(s) = {(w,wl) : w e {0,1}*} (siguiente)
l2(4+) = { (w1, W2, WiWp) : Wy, Wy € {0,1}*} (concatenacion)
I2(<) = {(Wp, W) 1wy, Wp € {0,1}* Wy es prefijo de W} (prefijo)

Ejemplos de estructuras

® Tercera estructura de L:
Uz = {abierto,cerrado}
I3(0) = cerrado
I3(s) = { (abierto,cerrado), (cerradaq abierto) }
I3(+) = { (abierto abierto,abierto), (abierto cerradqabierto),
(cerradaabierto abierto), (cerrada cerrada cerrado) }
I3(<) ={ (abierto,abierto), (cerradqabierto), (cerrada cerrado) }
e | las)(e
abierto | cerrado
cerrado| abierto

I3(+) | abierto| cerrado I3(<) | abierto| cerrado
abierto | abierto| abierto abierto 1 0
cerrado| abierto | cerrado cerrado 1 1

19

20



72 José A. Alonso

Ejemplo de evaluacon de terminos

* Sean L el lenguaje de la pagina 19 y t el término S(X+ S(0)).

> Si.# es la primera estructura y A(x) = 3, entonces
IA(t) = Ia(s(x+5(0))) =5 (3+'§(0")) =
=3(@34+'d(0) =53B+'1)=
=d(4) =5
» Si.# eslasegunda estructura y A(X) = 10, entonces
IA(t) = Za(s(x+5(0))) =5 (10+'d(0") =
=5 (10+'d(¢g)) =d(10+'1) =
=¢'(101) =1011
> Si.# es latercera estructura y A(X) = abierto, entonces

IA(t) = Ia(s(x+5(0)))

— ¢ (abierto) — cerrado

Evaluacion de terminos

= ¢ (abierto+' ¢/ (0")) =
— d (abierto+' ¢ (cerradg) = ¢ (abierto+' abierto) =

21

* Def.: Dada una estructura .# = (U, 1) de L y una asignaciéon A en .#, se define

la funcion de evaluacion de términos .#a : Térm(L) — U por

[(c), sit es una constante c;
Iat) =4 AX), sit es una variable X;
1(f)(Aat1),..., 2a(tn)), sites f(ty,...,tn)

* Z5(t) selee “el valor de t en .7 respecto de A"

* Ejemplo: Sean L el lenguaje de la pagina 19, t el término s(+(X,5(0))), .# la

primera estructura y A(x) = 3.

IAt) = Ia(s(+(x,8(0)))) = 1(8)(Za(+(x8(0)))
= 1(8)(1(:)(Fa(x), #a(8(0)))) = 1(S)(1()(A(X), Ia
=1 (H(H)B1(9(Fa(0)))) =1 (H)(3,1(s)(I(
= 1(s)(1(+)(3,1(5)(0))) =1(5)(I(H)(3,1) =

1()(

s)(4) =5

22
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Evaluacion de formulas

* Def.: Dada una estructura .# = (U, 1) de L y una asignacién A sobre .#, se
define la funcién de evaluacién de formulas .#p : Form(L) — B por

—SiF est] =1y, IAa(F) =Ho(Aa(t1),1a(t2))

—-SiF es P(tl, .. ,tn), fA(F) = H|(p)(fA(t1), ey fA(tn))
- SiF es -G, IA(F) =Ho(AA(G))

_SiF esGxH, IA(F) = Ho(IA(G),7a(H))

1, siparatodo uec U setiene
—SiF es (VX)G, fA(F) = fA[x/u](G) =1

| 0, encaso contrario

( . . -
1, siexiste algunuec U tal que
- Si F es (IX)G, IA(F) =< jA[x/u](G) =1;

0, en caso contrario

\
* 7p(F) se lee “el valor de F en .# respecto de A"

23

Conceptos auxilares para la evaluadin de formulas

* La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H_ : U2 — B definida por
H= (U, Up) = {

® Funcion de verdad de una relacion: Si R es una relacion n—aria en U (i.e.
R C UM, entonces la funcion de verdad de R es la funcién Hg : U" — B definida
por

HR(ul,...,un) = {

® Variante de una asignacion: Sea A una asignacion en la estructura (U, 1) y
u € U. Mediante A[X/u] se representa la asignacién definida por

Alx/ul(y) = {

1, siup=uy;
0, en caso contrario

1, si(Ug,...,Un) €R;
0, en caso contrario

u, siyesX;
A(y) siy es distinta de X

24
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Ejemplo de evaluacon de formula

Evaluacion de (Vx)(3y)P(X,y) en la estructura .# = (U, 1) respecto de la

asignacion Atales que U = {1,2} e [(P) = {(1,1),(2,2)}

IA((W)(FY)P(X,Y)) =V & Faxn (FY)PXY)) = VY T2 ((3Y)P(XY)) =V
Iax/1((FY)PXY)) =V & Iap1y/1PXY) =V 6 Iax/1y2PXY) =V

ax/LyPxy) =P'(1,1)
=V

Luego, a1 ((3Y)P(X,y)) = V.
T2 (FYPXY)) =V & Iapoy1PXY) =V 6 Iax/oy2P(X%y) =V

Faj2y2Pxy) =P'(2,2)
=V

Luego, Fpx/2((FY)P(X,y)) = V.
Por tanto, Za((¥X)(Jy)P(x,y)) =V

25

Ejemplo de evaluacon de formulas

Ejemplo: Evaluacion de (¥x)g(g(x)) = x en la estructura .# = (U, |) respecto de
la asignacion Atales que U = {1,2},1(a) =1, 1(g) = {(1,2),(2,1)}, I (P) = {2}
el(Q) =1{(1,2),(2,2)}.

IA((V)9(9(X)) =X) =V & Fpn19(9(X) =X=Vy Ipx29(9(X)) =x=V
Fa/1(9(9(x) =x) = (d'(d'(1)) =1)
=(d'(2)=1)
—(1=1)
=V
Iax2(9(9(x) =x) = (d'(d'(2)) =2)
=(d'(1)=2)
—(2=2)
=V

Por tanto, .Za((¥X)g(g(X)) =X) = V. e
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Dependencias en la evaluaon de formulas

* Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la formula (¥x)(3y)R(Y, X),
entonces
» IA(G) =V, siendo & = (Z,1),1(R) = < y Auna asignacién en .7
» IA(G) =F, siendo .# = (N,I),I(R) = < y Auna asignacién en .#.

* Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula (3x)(Vy)R(X,Y),
entonces
> I5(G) =V, siendo .# = (N,I),1(R) = <y Auna asignacién en .¥.
» IA(G) =F, siendo .# = (N,1),l(R) = >y Auna asignacién en ..

* Ejemplo de dependencia de la asignacion: Sea G la férmula (Vy)R(X,y),
entonces

» IA(G) =V, siendo .# = (N, 1),l1(R) = <y Auna asignacién en . tal que
A(X) =0.

» IA(G)=F, siendo .# = (N,I),I(R) = <y Auna asignacién en .# tal que
A(x) =5.

27

Evaluacion y variables libres

® Seat untérmino de L e .# una estructura de L.
» Si Ay B son dos asignaciones en .# que coinciden sobre las variables de t,
entonces Za(t) = Zg(t).
> Sit no tiene variables, entonces .#5(t) = .#g(t) para cualesquiera
asignaciones Ay B en .#. Se suele escribir simplemente .7 (t).
® SeaF unaférmulade L e .# una estructura de L.
» Si Ay B son dos asignaciones en .# que coinciden sobre las variables libres
de F, entonces Zp(F) = #B(F).
» SiF es cerrada, entonces .#a(F) = .#g(F) para cualesquiera asignaciones
Ay Ben .7. Se suele escribir simplemente .7 (F).

28
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Modelo de una Brmula

® Sean F unaférmula de L e .# una estructura de L.
» (Z,A) es una realizacion de F si A una asignacion en .# tal que Ia(F) = 1.
Se representa por Y = F.
» .# es un modelo de F si, para todo asignacién Aen ., Ia(F) = 1.
Se representa por . = F.
* Ejemplos: Sea .# = (N, 1) una estructura tal que I (f) = + e 1(g) = .
> Si A es una asignacion en .# tal que A(X) = A(y) = 2. entonces
Ja k= Txy) =g9xy),
» Si B es una asignacion en .7 tal que B(X) = 1,B(y) = 2. entonces
I = F(xy) =9(xy),
> TEf(xy) =g(xy)
> TR fxy) = fy,x)

29

Satisfacibilidad y validez

¢ Def.: Sea F una férmula de L.

» F esvalida si toda estructura de L es modelo de F
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignaciéon A en .# se tiene que
Ia(F) =1).
Se representa por = F.

» F es satisfacible si tiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura .# de L y alguna asignaciéon A en | tales que
Ia(F) =1).

» F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacion
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion A en | se tiene que

Ja(F) =0).
® Ejemplos:
> (IX)P(X) V (VX)=P(x) es valida.
> (3IX)P(x) A (Ix)—P(X) es satisfacible, pero no es valida.
IA((FX)P(X) A (IX)=P(x)) = 1, siendo .# = ({a,b},1), I (P) = {a}.
IA((FX)P(X) A (IX)—=P(x)) = 1, siendo .# = ({a}, 1), | (P) = {a}.
> (VX)P(X) A (3X)—-P(x) es insatisfacible.

30
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Satisfacibilidad y validez

® Prop.: F es valida syss —F es insatisfacible.
F esvalida
<= para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Zp(F) =
<= para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que .Z(— F)
<= —F es insatisfacible.

® SiF esvdlida, entonces F es satisfacible.
F es valida
—> para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Za(F) =1
—> existe una estructura .# y una asignacion A tales que Za(F) =1
— F es satisfacible.

* F essatisfacible #= —F es insatisfacible.
(VX)P(X) y =(¥X)P(x) son satisfacibles.

® SeaF unaférmulade Ly Xq,...,X,las variables libres de F.

» F esvdlida syss (VX1)...(Vxn)F es valida. [Cierre universal].

> F es satisfacible syss (Ix1) ... (3xy)F es satisfacible. [Cierre existencial]. ;
1

Modelo de un conjunto de brmulas

® Notacion: S, S, S, ... representaran conjuntos de férmulas.
® Def.: Sean Sun conjunto de férmulas de L e .# una estructura de L y A una
asignacién en .¢.
» (&,A) es una realizacién de Ssi A es una asignacion en .# tal que para
toda F € Sse tiene que Sa(F) = 1.
Se representa por .Yp = S
» # es un modelo de Ssi paratoda F € Sse tiene que . = F
(i.e. paratoda F € Sy toda asignacién Aen .# se tiene Ia(F) = 1).
Se representa por .# = S,
® Ejemplos:
> SeaS={(Vy)R(xy), (vy)f(xy) =y}
* (#,A)con .# = (N,1),R = <, ! = + A(x) = 0 es realizacién de S
* (#,A) con. =(N,I),R = <, fl =4 A(X) = 0no es realizacién de S.
> seaS={R(ey), f(ey) =y}.
« #=(N,l)conR =<, fl =4 & =0esmodelode S

- 7 =(N, )conR'—<f'—+e'—0noesmodelode8
32
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Consistencia de un conjunto dedrmulas

¢ Def.: Sea Sun conjunto de férmulas de L.
» Ses consistente si Stiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura .# de L y alguna asignaciéon A en .# tales que,
paratoda F € S Ia(F) =1).
» Ses inconsistente si Sno tiene ninguna realizacion
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignaciéon A en .#, existe alguna
F € S tal que Ia(F) = 0).
® Ejemplos:
» S={(WR(X,y), (Vy)f(X,y) =y} es consistente .
(#,A)con . = (N,I),R = <, fl =4+ A(X) = O es realizacién de S
» S={P(x) — Q(x), (Vy)P(y), — ( )} es inconsistente.
® Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas cerradas de L. Entonces Ses consistente
syss Stiene algin modelo.

33

Consecuenciadgica

® Def.: Sean F una férmula de L y Sun conjunto de férmulas de L.
» F es consecuencia l6gica de Ssitodas las realizaciones de Slo son de F.
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignaciéon Aen .7,
si Zp = Sentonces Ya = F).
Se representa por S|=F.
» Se escribe G = F enlugar de {G} = F.
» Se escribe G [~ F en lugar de {G} ~ F.

¢ Ejemplos:
> (VX)P(x) = P(y)
> P(y) £ (VX)P(X)
(#,A) con.¥ =(U,l1),U=1{12} P ={1},A(y) = 1.
> {(M)(P(x) — Q(x)), P(c)} = Q(c)
> {("x)(P(x) — Q(x)), Q(c)} = P(c)
(F,A)con. =(U,I),U={12},c =1,P' ={2},Q' = {1,2}.
> {(")(P(x) — Q(x)), =Q(c)} = —P(c)
> {P(c), ~P(d)} Fc#d

34
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Consecuenciadgica e inconsistencia

* Sk F syss SU{—F} esinconsistente.

SEF

<= para toda estructura .# de L y toda asignacién Aen .¢,
si, paratodo G € S #5(G) = 1 entonces .Zp(F) = 1.

<= para toda estructura .# de L y toda asignaciéon Aen .7,
si, paratodo G € S, .#o(G) = 1 entonces .Zp(—F) = 0.

<—> para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .7,
existe alguna H € SU{—F} tal que #po(H) =0.

<= SU{—F} esinconsistente.

® Sean F una férmula cerrada de L y Sun conjunto de férmulas cerradas de L.

Entonces, son equivalentes
» F es consecuencia l6gica de S
» todos los modelos de Slo son de F.

35

Equivalencia logica

Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura

7 de L y toda asignacion Aen .7, Za(F) = Za(G).

Se representa por F = G.

Ejemplos:

> P(X) # P(y).
=({1,2},1)conP' = {1} y A(X) = L A(y) = 2.

> (VX)P(X (VY)P(y).

> (VX)(P(X) AQ(X)) = (VX)P(X) A (VX)Q(X).

> (HX)(P( X) AQ(X)) # (3X)P(X) A (IX)Q(X).

=({1,2},l)conP' = {1} yQ' = {2}.

Propiedades: Sean F y G férmulas cerradas de L.

» F=Gsyss=F < G.

» F=GsyssF=EGyGEF

36
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Sustituciones

Def.: Una sustitucién o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).
Notacion: [x1/t1,X2/t2, ..., Xn/tn] representa la sustitucién o definida por
ti, siXesx;
O(X) =
) { X, SiXé& {Xy,...,Xn}

Ejemplo: [x/sS(0),y/x+Y] la sustitucién o de Var en los términos de la
aritmética definida por

o(x) =5s(0),0(y) =Xx+Yyy 0(z) =zparaze Var\ {X,y}
Notacion: g, 0y, 0o, ... representaran sustituciones.
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Aplicacion de sustituciones aérminos

Def.: t[x1/t1,...,Xn/tn] €s el término obtenido sustituyendo en t las apariciones
de X; por {;.
Def.: La extensién de 0 a términos es la aplicacion o : Térm(L) — Térm(L)
definida por
C, sit es una constante c;
to=4¢ o(x), sit es una variable X;
f(tio,...,tho), sites f(ty,...,tn)
Ejemplo: Si 0 = [x/f(y,a),Y/Z], entonces
» ao = a, donde a es una constante.
WO = W, donde W es una variable distinta de X e y.
h(a,x,w)o = h(ag,xg,wo) = h(a, f(y,a),w)
f(x.y)o = f(xa,y0) = f((%,a),2
h(a, f(x,y),w)o = h(ao, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),2),w)

vV vyVvYyy

Aplicacion de sustituciones adrmulas

Def.: F[X1/t1,...,X:/tn] es la formula obtenida sustituyendo en F las
apariciones libres de X; por t;.

Def.: La extension de 0 a formulas es la aplicacién o : Férm(L) — Férm(L)

definida por
( P(t10,...,th0), siF eslaférmula atémica P(t1,...,t,);

t10 =120, si F es la formula t] = to;
Fo=<{ —(Go), si F es -G;
GoxHo, siF es GxH;

| (Q¥)(Goy), siF es (Qx) Gy Qe {V,3}
donde 0y es la sustitucion definida por

oY) = X, siyesx;
W)= o(y), siyesdistinta de X
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Ejemplos de aplicacon de sustituciones adrmulas

* Ejemplos: Si 0 = [x/f(y),y/b], entonces

> ((QM) — RXY)))T = ()((Q(X) — RX,Y)) oK)
vx)(Q(x)0x — R(X,y) 0x)
vx)(Q(X) — R(x,b))
)o — (WR(x,y))o
(V) (R(X,y) o)
(VX)R(x, b)

X

Sustituciones libres

® Def.: Una sustitucion se denomina libre para una férmula cuando todas las
apariciones de variables introducidas por la sustitucion en esa férmula resultan
libres.
® Ejemplos:
> [y/X] no es libre para (3x)
() (x <y)ly/x = (3x
> [y/9(y)] es libre para (Vx)(P(x) — Q(x, f(y)))
(V) (P(x) — Q(x, f(y)))ly/9(y)] = (vX)(P(x) — Q(x, f(a(y))))
> [y/9(x)] no es libre para (Vx)(P(x) — Q(x, f(y)))
(vx)(P(x) = Q(x, f(y)))ly/9(x)] = (vX)(P(x) — Q(x, f(9(x))))
p

® Convenio: Al escribir Fo supondremos que 0 es libre para F.

(x<y)
)(X < X)
(P
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Regla de eliminacon del cuantificador universal

Regla de eliminacion del cuantificador universal:

(YX)F
F[x/1]

donde [x/t] es libre para F.
Nota: Analogia con Aej y Aea.

Ejemplo: P(c), (vx)(P(x) — =Q(x)) - =Q(c)

1 P(c) premisa
2 (W) (P(X) — —=Q(x)) premisa
3 P(c)—Q(c) Ve 2

4 Q(c) —e 3,1

Nota: (Vx)(3y)(x <y) # (Fy)(y <Y).

Regla de introduccibn del cuantificador universal

X0

Fx/x)

Vi

(VX)F

donde Xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
® Nota: Analogia con Ai.

* Ejemplo: (VX)(P(x) —

Q(x)), (VX)P(x) = (VX)Q(x)

)
(VX)(P(x) — —Q(X)) premisa

1

2 (X)P(x) premisa
3 actual Xp supuesto
4 P(x) — —Q(xo) vel3

5 P(xo) Ve 2,3

6 Q(xo) —e 4,5
7 (YX)Q(X) Vi3—6
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Regla de introduccibn del cuantificador existencial

® Regla de introduccion del cuantificador existencial:
Fx/1]
(IX)F
donde [x/t] es libre para F.
¢ Nota: Analogia con Vip y Via.
* Ejemplo 3: (VX)P(X) F (IX)P(X)
1 (VX)P(X) premisa
2 P(xo) Vel
3 (IP(x) di2

i

Regla de eliminacon del cuantificador existencial

Xo F[x/xo]

G
IX)F
(3x) e
G

donde Xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
® Nota: Analogia con Ve.

* Ejemplo: (VX)(P(x) — Q(X)), (IX)P(X) F (IX)Q(X)

1 (W) (P(X) — Q(x)) premisa
2 (IX)P(x) premisa
3 actual Xp, P(xo) supuesto
4 Po)— Qo) Vels3

5 Q(xo) —e 4,3
6 (IX)Q(Xx) di 5

7

(IX)Q(X) Je2,3—-6

10
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Equivalencias

® Sean F y G férmulas.
[1(a)] ~(VX)F = (Ix)-F
[1(b)] =(IX)F = (¥YX)—F
® Sean F y G férmulas y X una varible no libre en G.

[2(a)] (VX)F AG= (
[2(b)] (VX)F VG = (
[2(c)] (IX)F AG = (3Ix)
[2(d)] (3X)FVG= (3

X)

Vv
VX)

X)

® Sean F y G formulas.

[3()] (VX)F A (VX)G
[3(b)] (IX)F Vv (IX)G

® Sean F y G férmulas.
[4(@)] (VX)(VY)F = (Vy)(VX)F
[4(0)] (3X)(3y)F = (3y)(3X)F

Equivalencia 1(a)—

—(VX)P(X) - (3x)—P(x)

(FAG)
(FVG)
(FAG)
(FVG)

(VX)(F AG)
(IX)(FVG)

1 —(WX)P(x)  premisa

2 —(3x)-P(X) supuesto
3 actual Xp supuesto
4 —P(xo) supuesto
5 ()-P(x) Ji4,3

6 L -e2,5

7 P(xo) RAA4-6
8 (YX)P(x) Vi3—-7

9 1 -e1,8

10 (Ix)-P(x) RAA2-9

11

12
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Equivalencia 1(a)«

(Ix)=P(x) F =(¥X)P(x)
1 (IX)-P(x) premisa
2 = (WX)P(x) supuesto
3 actual Xg,—P(Xp) supuesto
4 (YX)P(x) ——e 2
5 P(xo) Ve 4
6 L —-e 3,5
7 1 Je1,3—-6
8 —(YX)P(x) RAA2-7

Equivalencia 1(a)«

—(VX)P(X) = (3x)-P(x)

(IX)-P(X) — —~(VX)P(X) —id4—-5
=(VX)P(X) <> (IX)-P(x) i 3,6

1 =(YX)P(x) supuesto

2 (IX)-P(x) Lema 1(a) —
3 a(WP(X) — (IX)-P(x) —il—2

4 (Ix)-P(x) supuesto

5 =(YX)P(X) Lema 1(a) «
6 (X)

7 (X)

13

14
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Equivalencia 3(a)—

(V%) (P(x) AQ(X)) = (WX)P(x) A (¥X)Q(X)

I (W) (P(X) AQ(x)) premisa
2 actual Xg supuesto
3 P(x) AQ(xo) Vel?2

4 P(Xo) Ne 3

5 (W)P(x) Vi2—4
6 actual Xg supuesto
7 P(x1) AQ(X1) Ve l,6

8 Q(x1) Ne 7

9 (WX)Q(x) Vi6—8

10 (WX)P(x) A (YX)Q(x) Ai 5,9

Equivalencia 3(a)«—

(VX)P(X) A (vX)Q(X) F (vX) (P(X) A Q(X))

I (W)P(X) A (VX)Q(X) premisa
2 actual Xg supuesto
3 (YX)P(x) Ne l

4 P(Xp) Ve 3,2

5 (W)Q(X) Ne 1l

6 Q(xo) Ne 5

7 P(x0) AQ(Xo) Ni 4,6

8 (W) (P(X)AQ(X)) Vi2—7

15

16
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Equivalencia 3(a)«

(VX) (P(X) AQ(X)) = (VX)P(X) A (VX)Q(X)

1 (YX)(P(X) AQ(x)) supuesto

2 (VX)P(X) A (YX)Q(X) Lema 3(a) —
3 (V)(P(X) AQ(X)) = (YX)P(X) A (VX)Q(x) —il—-2

4 (VX)P(X) A (¥X)Q(X) supuesto

5 (VX)) (P(x) AQ(X)) Lema 3(a) «
6 (YOP() A (FQMX) — (W) (PX) AQ(X) —i4—5

7 (V) (P(X) AQ(X)) < (YX)P(X) A (VX)Q(X) i 3,6

17

Equivalencia 3(b) —

(3X)P(X) v (IH)Q(X) F (I (P(X) vV Q(X))

1 (3IX)P(X) VvV (3IX)Q(X) premisa

2 (IX)P(x) supuesto

3 actual Xp, P(xo) supuesto

4 P(Xo)VQ(xo) Vi3

5 (IX)(PXx)vQ(x))  Ji4,3

6 (IX)(PX)VQ(x)) Je2,3-5

7 (IX)Q(x) supuesto

8 actual x1,Q(x1) supuesto

9 P(x1)VQ(x1) Vi 8

10 (IX)(P(x)VQ(x))  Ji9,8

11 (IX)(P(x)VQ(X))  Je7,8—10
(3X)(

12 (3IX)(P(x) vV Q(x)) Vle,2—-6,7—11

18
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Equivalencia 3(b)

(3 (P(x) VQ(¥)) = (3)P(x) V (3x)Q(X)
1 (3)(PKX)VQ(X) premisa
2 actual Xg, P(X0) VQ(Xg) supuesto
3 P(x) supuesto
4 (IX)P(x) J4i 3,2
5  (IX)P(x) Vv (3x)Q(X) Vi4
6 Q(xo) supuesto
7 (IX)Q(x) Ji 6,2
8 (IX)P(x) Vv (IX)Q(X) Vi7
9 (IXP(X)V (IX)Q(X) Ve2,3—5,6—8
10 (IX)P(x) V (IX)Q(x) de1,2-9

Equivalencia 3(b) «

(3X)P(X) v (3X)Q(x) = (3x) (P(X) V Q(X))
(3

1 (IX)P(X) V (IX)Q(X) supuesto

2 (I (P(x)VvQ(x)) Lema 3(b) —
3 (PO V (39QX) — ()P VX)) —il-2

4 (3Ix)(P(x)VQ(x)) supuesto

5 (IXP(X) V (IX)Q(X) Lema 3(b) «
6 (3P VQMX) — (WPX)V (FNQX) —i4—5

7 (PO V (3QMX) < (PR VX)) —i36

19

20
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Equivalencia 4(b) —

() (FY)P(xy) E Fy)(FX)P(xY)
(3IX)(Ty)P(x,y) premisa
actual Xp, (3y)P(x0,y) supuesto

(

1

2

3 actual Yo, P(Xo,Y0) supuesto

4 (IX)P(X,Yo) 3i3.2,2.1
5 (Jy)(3x)P(x,y) 314,31

6  (3y)(IX)P(x,y) Je22,3-5
7 (3y)(IX)P(x,y) Jdel12-6

21

Equivalencia 4(b) «

() (FY)P(xy) = () (IX)P(X,y)

1 (3X)(Fy)P(xy) supuesto

2 (Fy)(EP(xY) Lema 4(b) —
3 (IEY)PXY) — Fy)(EIP(xy) —il-2

4 (Jy)(FP(x.y) supuesto

5 (3(Ey)PXxy) Lema 4(b) —
6 (I (IP(xy) — (IX)(FY)P(xy) —id4-5

7 (I(EFYPXY) < (Y)(FX)P(Xy) <i3,6

22
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Regla de eliminacon de la igualdad

® Regla de eliminacion de la igualdad:

=t Flx/t]
Fx/t2]
donde [x/t1] y [X/t2] son libres para F.
® Ejemplo:
1 (x+1)=(1+x) premisa

2 (X+1>1)— (Xx+1>0) premisa

3 (I4+x>1)—(1+x>0) =el2
® Ejemplo:t1 =t,tr =t3F1t1 =13

1 ty=1ty premisa

2 ty=1t3 premisa

3 t1=1t3 =e2]1

Regla de introduccbn de la igualdad

® Regla de introduccién de la igualdad:

— =
t=t
® Ejemplo:t1 =t Fto =11

1 ty=ty premisa
2 th=t1 =i
3 th=t1 =el?2

23

24
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Tableros senanticos: Formulas gamma y delta

¢ Las férmulas gamma, junto con sus componentes, son

(VWX)F | F[x/t]  (cont un término basico)
—(3IX)F | =F[x/t] (cont un término basico)

® Las férmulas delta, junto con sus componentes, son

(Ix)F | F[x/a]  (con auna nueva constante)
—(VX)F | =F[x/a] (con auna nueva constante)

Ejemplo de consecuencia mediante tablero seanticos

{(")[P() = Q(X)], (FX)P(X)} Frab (3X)Q(X)

ga b~ W NP
J

6 ~P(a) (5) 7 Q(a) (5)
Cerrada 8 —Q(a) (3)
(6y4) Cerrada

25

26
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Ejemplo de consecuencia mediante tableros se&mticos

1
2
3
4
5P
6
7
8

9 -P(a) (7) 10Q(a) (7)

Cerrada (5-9) /\

11 -Q(a) (8) 12 R(a) (8)
Cerrada (10-11) Cerrada (6-12) 27
Ejemplo de no consecuencia mediante tablero

(VX)[P(x) v Q(X)] = (VX)P(X) V (VX)Q(X)
(V) [P(x) v Q(X)]
~(Y)P(X) v (VX)Q(x))
~(Y)P(x) (2)
~(v¥)Q(x) (2)

-P(a) (3)

00 NO Ol WDN -

9P(a) (7) 10Q(a) (7)
Cerrada (5—9%\
11P(b) (8)  12Q(b) (8)
Abierta Cerrada (6-12)
Contramodelo: U = {a, b}, (P) = {b},1(Q) = {a}. 28
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Logica informatica (2005—-06)
Tema 8:; Formas normales. Clausulas

Jo< A. Alonso Jinénez

Grupo de logica Computacional
Dpto. Ciencias de la Computaci e Inteligencia Atrtificial
Universidad de Sevilla

Equivalencias

® Equivalencia l6gica
» Prop.. F=Gsyss =F < G.
® Propiedades basicas de la equivalencia légica:
» Reflexiva: F =F
» Simétrica: Si F =G, entonces G=F
» Transitiva: SiF =Gy G=H, entonces F =H
® Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:
» Prop.: Sien laféormula F; se sustituye una de sus subférmulas G4 por una
formula G I6gicamente equivalente a G4, entonces la férmula obtenida, F,
es légicamente equivalente a F;.

» Ejemplo: Fp = (YX)P(X) — (IX)Q(X)

G1 = (YX)P(x)
Gz = (Vy)P(y)
R = (Vy)P(y) — (3X)Q(X)
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Formula en forma rectificada

* Def.: F esta en forma rectificada si ninguna variable aparece libre y ligada y
cada cuantificador se refiere a una variable diferente.

* Ejemplos: (YX)P(x) — (Vy)Q(zy) esta en forma rectificada
(VX)P(x) — (Vy)Q(X,y) no esta en forma rectificada
(VX)P(x) — (VX)Q(z,X) no esta en forma rectificada

® Prop.: Para toda formula F existe una férmula equivalente G en forma
rectificada.

® Lema del renombramiento: Siy no aparece libre en F, entonces
(VX)F = (Wy)F[x/y]
(IX)F = (3y)F[x/y].
® Ejemplos de rectificacion:
(VX)P(X) = (VX)Q(zX) = (VX)P(x)
(V)P(X) = (VWY)Q(xy) = (V2)P(2)

Formula en forma normal prenexa

¢ Def.: Laférmula F esta en forma normal prenexa (FNP) si es de la forma
(Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V¥,3}, n> 0y G no tiene cuantificadores.
(Q1X1) ... (QnXn) se llama el prefijo de F y G se llama la matriz de F.

® Ejemplos:

Férmula JFNP?
=(3IX) [P(X) — (VX)P(X)] no
(V) (3y)[P(x) A=P(y)] si
(VX)P(x) Vv (Fy)Q(Y) no
(V) (Fy) [P(x) v Q(y)] s
(Fy) (V) [P(X) v Q(y)] sf
(V) [P(X) = Q)] A (VX)[Q(X) = R(X)] — (VX)[P(X) = R(X)]) |  no
(32) (vVx) () [((=P(x) V Q(X)) A (=Q(y) VR(Y))) A P(2)] s
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Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra formula equivalente
y que esta en forma normal prenexa rectificada:

1. Rectificar la férmula usando las equivalencias

(YX)F = (Vy)F[x/y]
(IX)F = (3y)F[x/y]

donde Yy es una variable que no ocurre libre en F.

2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
F—~G=(F—->GAG—F)

3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

F-G=-FVG

4.

5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.
con X no libre en G.

—|(F /\G) =-FVv-G
—|(F\/G) =-FA-G
-—F=F

—(VX)F = (3x)-F
—(IX)F = (VX)-F

(VX)F AG = (VX)(F AG)

(VWX)F VG = (VX)(FVG)
(IXNFAG= (IX)(FAG)
(IX)F VG = (Ix)(FVG)
GA (YX)F = (VX)(GAF)
GV (YX)F = (¥X)(GVF)
GA(IXF = () (GAF)
GV (IXF = () (GVF)

Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

(1)
(2)

@)

(4)

(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
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Formula en forma normal prenexa conjuntiva

® Def.: Laformula F esta en forma normal prenexa conjuntiva (FNPC) si es de la
forma (Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V,3}, n > 0, G no tiene cuantificadores
y G esta en forma normal conjuntiva.
¢ Algoritmo de calculo de forma normal prenexa conjuntiva:
> Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra
férmula equivalente y que esta en forma normal prenexa conjuntiva

rectificada:
1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las equivalencias
(1)-(18)
2. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV (BAC) = (AVB) A (AVC) (19)
(AAB)VC = (AVC)A(BVC) (20)
> Ejemplo de célculo de una FNPC de (Vx)(3y)[P(x) V (Q(y) A =R(y))]:

(V) (3 [P v (Qy) A —R(y))]
= (W)EIPEY VQY) A(P(X)V=R(y))] [por (19)]

Formula en forma de Skolem

¢ Forma de Skolem:
» Def.: Laférmula F esta en forma de Skolem (FS) si es de la forma
(VX1) ... (VXn)G, donde n > 0y G no tiene cuantificadores.

> Ejemplos: (VX)(3y)P(X,y) no esta en forma de Skolem
(VX)P(x, f(x)) siestaenformade Skolem
(3IX)Q(X) no esta en forma de Skolem
Q(a) si esta en forma de Skolem
¢ Equisatisfacibilidad:
» Def.: Las férmulas F y G son equisatisfacible si:

F es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F =5 G

> Ejemplos: (3X)Q(X) =sa Q(a)
(FX)Q(X) Zz Q)
(V) (3Y)P(XY) =sar (VX)P(x f(x))
(V)@EYP(xy) #  (YX)P(X, (X))

10
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Algoritmo de calculo de forma de Skolem

® Propiedades:
> Siaes una constante que no ocurre en F, entonces (IX)F =sa F[x/a].
» Siges un simbolo de funcion n—aria que no ocurre en F, entonces
(VX1) ... (V%n) (IX)F =sat (VX1) ... (VXn)F[X/9(X1, .., %n)].
¢ Algoritmo de calculo de forma de Skolem:
» Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de Skolem
de F es
Sko(F) =
( Sko(G[x/a)), siF es (IX)Gy
a es una nueva constante;
§ Sko((VX1)...(¥*n)G[X/f(X1,...,%n)]), SiF es(VX1)...(Vxn)(IX)Gy
f es un nuevo simbolo de funcion;
\ F, si F esta en forma de Skolem

» Propiedad: Si F es una férmula en forma normal prenexa rectificada,
entonces Sko(F) esta en forma de Skolem y Sko(F) =s4t F.

11

Ejemplos de @lculo de forma de Skolem

® Ejemplo 1:
Sko((3x)(Vy)(Vz)(3u) (VYv) (Iw)P(X,Y,z,u,v,w))

= Sko((Vy)(V2)(3u)(W)(3w)P(a,y,z u,v,w))
= Sko((Vy)(V2) (W) (2w)P(a,y,z f(y,2),v,w))
= Sko((VY)(V2)(W)P(a,y,z (y,2),v,9(y,ZV)))
= (VY)(V2)(W)P(a,y,Z f(y,2),v9(y,Z V)
® Ejemplo 2:
Sko((Vx)(Zy)(vZ)(Iw)[-P(a,w) vV Q(f(x),y)])
= Sko((vx)(V2)(3w)[-P(a,w) v Q(f(x),h(x))])
= Sko((Vx)(V2)[-P(a,g(x,2)) vV Q(f(x),h(x))])
= (vX)(V7)[-P(a,9(x,2)) v Q(f (x), h(x))]

(
)

12
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Ejemplos de @lculo de forma de Skolem

Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de
~(3X)[P(x) = (VX)P(x)]
= (W@EY[PX)A=P(y)]  [por pagina 7]

=sat_ (VX)[P(X) A =P(f(x))]
Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de

(VX)P(x) V (Jy)Q(Y)
= () 3y)[P(x) vQ(y)] I[por pagina 7]
=sat (ZX) [P(x) VQ(f(x))]

Ejemplo de célculo de otra forma de Skolem de
(V)P(X) v (3y)Q(Y)
= (3)WX[PX)VQ(Y)] [por pagina 7]

=sat (VX)[P(X) vV Q(a)]
Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de

(V) [P(x) = QI A (V) [Q(X) — R(X)] — (vx)[P(
= (3@ WY)I((=PX) VQX)) A (=Q(Y) VR(Y))) A (P
=sat (V) (W) [((=P(X) vV QX)) A (=Q(Y) VR(Y))) A (P(a) A

Sintaxis de la bgica clausal

Un atomo es una férnula atémica.
Variables sobre atomos: A,B,C,... A1, Ay, . ...

Un literal es un atomo (A) o la negacién de un atomo (—A).

Variables sobre literales: L,Lq,Lo,....

Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,Cq,Cy, . . ..

La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por [.

Conjuntos finitos de clausulas.

Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S,$, S, .. ..

14
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Senmantica de la lbgica clausal

® Foérmulas correspondientes:
> Def.: La férmula correspondiente a la clausula {Lj,...,Ln} es
(VX1) ... (VXp)[L1 V... V Ly,
donde Xy, ...,Xp son las variables libresde L1 V...V L.
» Def.: La férmula correspondiente a la clausula [ es L.
» Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas
{{Li,. . L)AL Ll Y es
(¥x1) ... (WXp)[(LT V... VLA A A (LD V.o vLR ],
donde X1, ...,Xp son las variables libres de
(LIV...VLE) A A(LDPV...VLR).
» Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas D es T.
¢ Semantica:
» Def.: En cualquier interpretacion .# = (U,1), [(T)=1el(L)=0.
» Def.: Los conceptos semanticos relativos a las clausulas y a los conjuntos de
clausulas son los de sus correspondientes formulas.

15

Forma clausal de una brmula

® Def.: Una forma clausal de una féormula F es un conjunto de clausulas Stal que
F —gsat S.
® Algoritmo: Aplicando a la férmula F los siguientes pasos se obtiene Sque es
una forma clausal de F:
1. SeaF;=(3y1)...(3yn)F, donde y1,...,Yn son las variables libres de F.
2. Sea F» una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F; calculada
mediante el algoritmo de la pagina 9.
3. Sea F; = Sko(F,), que tiene la forma
(V1) ... (VXp)[(LT V... VLA )AL A (LD V.oV )],
4. SeaS={{L},....L5},....{LT,....L }}.

® Prop.: F=satFi=Fh=saR =S

16
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Ejemplos de @lculo de forma clausal de unadérmula

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de
~(3X)[P(x) = (VX)P(x)]
=sat (VX)[P(X) A=P(f(X))] [pag. 13]
= {PX)}.{-P(f(x))}}

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de
(VX)P(x) v (3y)Q(y)
=sat (V[P VQ(f(x))] [pag. 13]
= {ép(X),Q(f(X))}}

* Ejemplo de calculo de otra forma clausal de
(V)P(x) v (3y)Q(y)
=sat (VX)[P(X)VQ(a)] [pag. 13]
= {{P(x),Q(a)}}

® Ejemplo de céalculo de una forma clausal de

() [P(X) = QYA (WX)[Q(X) — R(X)] — (VX)[P(x) — R(x)])

=sat (VX)(W)[((=P(X) vV QX)) A (=Q(Y) VR(Y))) A (P(a) A ~R(a))]
= {{=PX),Q)},{-Qy),RY)} {P(@)},{-R(@)}}

Ejemplos de @&lculo de forma clausal de unaérmula

(V) [P(X) = Q)] A (FX)P(X) — (3X)Q(X))

~(()[P(X) — Q)] A (Fy)P(Y) — (32)Q(2)) ()]

~(=((M)[P() — QA FY)P(Y) vV (F2Q(2)  [(4)]
(

((vx)
(W) [=P(X) VQ(X)] A (Fy)P(Y)) V (32)Q(2))  [(4)]
(vx)] ( y

= )

= (WP VM (FY)P(Y)) A=(32)Q(2)  [(8)]
= (WP VQMXIA(FY)P(Y) A=(F2)Q(2) (7]
= ((WJ[=PX) QXA (Fy)P(y)) A(v2)-Q(2) [(9)]
= (I[P VQX)]AP(Y)]A(V2)-Q(2) [(A7)]
= @IWM[-PX)VQXIAPY)A(V)-Q(Z)]  [(13)]
= @IWII(-PX) VQX)APY))A(VZ)-Q(z)  [(11)]
= @@I((=PX)VQX)AP(Y) A (V2)-Q(z)]  [(11)]
= (WEIV[(-PX) V(X)) AP(Y) A=Q(2)] [(15)]
=sat  (VX)(V2)[(-P(x) v Q(x) AP(a)) A =Q(2)] [(15)]
= {{=PX),Q},{P(@},{-Q(2)}}

[pag. 13]

17
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Forma clausal de un conjunto de érmulas

® Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:
» Def.: Los conjuntos de formulas S; y S son equisatisfacible si:
S es satisfacible syss S es satisfacible.
Se representa por §; =55t S

® Forma clausal de un conjunto de férmulas:
» Def.: Una forma clausal de un conjunto de féormulas Ses un conjunto de
clausulas equisatisfacible con S,
» Prop.: Si &,...,$, son formas clausales de Fy,...,F,, entonces S U...US,
es una forma clausal de {F1,...,Fq}.
» Ejemplo: Una forma clausal de
{(")[P(X) — QX)]. (FX)P(X), ~(IX)Q(x)}

es

{=P(x),Qx)}, {P(@)},{~Q(2)}}.

19

Consecuencia e inconsistencia deatlsulas

® Prop: Sean Sy, ..., S, formas clausales de las formulas F1,...,F, y Suna forma
clausal de —=G. Son equivalentes:
1. {F,....,”R} EG
2. {F4,...,F,—G} esinconsistente.
3. S U...U§USes inconsistente.

® Ejemplos:
> Ejemplo 1:
{(m9[P(X) = Q(X], (IX)P(X)} = (3X)Q(x)
syss {{—-P(x),Q(X)},{P(a)},{—Q(2)}} es inconsistente.
> Ejemplo 2:
{(mI[P(X) = Q] ("9[Q(X) = R} = (VX)[P(x) — R(X)]
syss {{—P(x),Q(x)},{—Q(y),R(y)},{P(a)},{—R(a)}} es inconsistente.

20
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Reduccbn de la LPO basica a proposicional

® Observacion:
> En este tema sélo se consideran lenguajes de primer orden sin igualdad.
¢ Reduccion de la LPO bésica a proposicional
» Def.: Una formula basica es una férmula sin variables ni cuantificadores.
> Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:
1. Ses consistente en el sentido de la I6gica de primer orden.
2. Ses consistente en el sentido de la I6gica proposicional.
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Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional

* {P(a) vP(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido de la l6gica de primer orden
(con modelos .24, %5, -73).

* {P(a) vP(b),=P(b) vP(c),P(a) — P(c),=P(c)}
es inconsistente en el sentido de la I6gica de primer orden.

PI

P(a) v P(b)

-P(b) v P(c)

P(a) — P(c)

~—

()
{c'}
{b'}

{b',c'}

{a'}

{a.c'}
{a.,b'}

{a',b',c'}

0

L = i =

P OR R RFPROPRR

1

P OFR OR R, R

i
OFROFROR O R| U
o

Ejemplos de reduccon de la LPO basica a proposicional

* {P(a) vP(b),-P(b)vP(c),P(a) — P(c)}

es consistente en el sentido proposicional (con modelos Vg4, Vg, Vg).

* {P(a) vVP(b),~P(b) v P(c),P(a) — P(c),~P(c)}
es inconsistente en el sentido proposicional.
Se consideran los cambios P(a)/p,P(b)/q,P(c)/r

©
O

r

pva| ~gvr

p—>r —f

Vi
V2
V3
V4
Vg
Ve
V7
Vg

P P PP OOOO
P PO OPFr PFkr OO

b OpF OPFr O Fr O

0

=
P OR R R OPR PR

1

P OFR OR R P
O roOoOr OoOoOFr Ok
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Notacion

® L representa un lenguaje de primer orden sin igualdad.
® % es el conjunto de constantes de L.

* 7 es el conjunto de simbolos de funcién de L.

* % es el conjunto de simbolos de relacion de L.

* %, es el conjunto de simbolos de funcion n-aria de L.
* %, es el conjunto de simbolos de relaciéon n—aria de L.
* f/nindica que f es un simbolo de funcién n-aria de L.
* P/nindica que f es un simbolo de relacion n-aria de L.

Universo de Herbrand

® Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos basicos de L.
Se representa por UH(L).

® Prop.: UH(L) = Uj>oHi(L), donde H;(L) es el nivel i del UH(L) definido por
€, sSi€#0;
Ho(L) = 7 _
{a}, encaso contrario. (& es una nueva constante).
Hii1(L) =Hi(L)U{f(ty,...,tn): f € Fnyty,....th e Hi(L)}

® Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién.
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Ejemplos de universo de Herbrand

* Si% ={ahb,c}y.Z =0, entonces
Ho(L) ={ab,c}
Hi(L) ={ab.c}

UH(L) ={ab,c}
* Si¥=0y.# ={f/1}, entonces
Ho(L) = {a}
Hi(L)  ={a f(a)}
Ho(L) ={a f(a),f(f(a))}

UH(L) —{a f(a),f(f(@)),...} = {fi(@):ie N}

Ejemplos de universo de Herbrand

* Si¥ ={ab}ly.#={f/1,9/1}, entonces
Ho(L) = {a b}
Hi(L) ={ab,f(a),f(b),9(a)9(b)}

Ha(L) = {a b f(a),f(b),9(a),9(b), f(f(a)),f(f(b)),

° S-i ¢ ={a,b}y.# = {f/2}, entonces
Ho(L) = {ab}
Hi(L) ={ab,f(aa),f(ab),f(b,a),f(bb)}

Ho(L) ={ab,f(aa),f(ab),f(ba),f(bb),f(a f(aa),f(a f(ab)),...}
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Base de Herbrand

Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los atomos basicos de L. Se
representa por BH(L).

Prop.: BH(L) = {P(t,...,tn) :PEe Znyt1,...,th € UH(L)}.
Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcién.

Ejemplos:
» Si% ={ahb,c}, # =0y {# =P/1}, entonces

UH(L) ={ab,c}
BH(L) ={P(a),P(b),P(c)}

» Si¥ ={a}, #={f/1} yZ# ={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) ={a f(a),f(f(a)),...} ={f'(a):i e N}

BH(L) = {P(a),Q(a),R(a),P(f(a)),Q(f(a)),R(f(a)),. .}

Interpretaciones de Herbrand

Def.: Una interpretacion de Herbrand es una interpretacion .# = (U, 1) tal que
— U es el universo de Herbrand de L;

— I(c) =c, para cada constante c de L;

— I(f) = f, para cada simbolo de funcién f de L.

Prop.: Sea .# una interpretacion de Herbrand de L. Sit es un término basico de
L, entonces .# (t) =t.

Prop.: Una interpretacion de Herbrand queda determinada por un subconjunto
de la base de Herbrand, el conjunto de &tomos basicos verdaderos en esa
interpretacion.

10
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Modelos de Herbrand

Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e
interpretacién de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a formulas y
conjuntos de formulas considerando el lenguaje formado por los simbolos no
|6gicos que aparecen.

Def.: Un modelo de Herbrand de una formula F es una interpretacion de
Herbrand de F que es modelo de F.

Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas Ses una
interpretacion de Herbrand de Sque es modelo de S

Ejemplo: Los modelos de Herbrand de
{P(a) vV P(b),~P(b) v P(c),P(a) — P(c)} son {P(b),P(c)},{P(a),P(c)} y
{P(a),P(b),P(c)} (ver pagina 3).
Ejemplo: Sea
S={(Wx)(Vy)[Q(b,x) — P(a) VR(y)],P(b) — —(32)(3u)Q(z u) }. Entonces,
UH(S) ={ab}
BH(S) = {P(a)a P(b)a Q(a> a)a Q(aa b)7 Q(ba)vQ(ba b)v R(a)) R(b)}

Un modelo de Herbrand de Ses {P(a)}.
11

Interpretaci bn de Herbrand correspondiente

sea S={{-Q(b,x),P(a),R(y)},{-P(b),~Q(zu)}} e .# = ({1,2},1) con
a=1b=2P ={1},Q'={(1,1),(2,2)},R = {2}. Entonces, . = S.
Caélculo de la interpretaciéon de Herbrand .#* correspondiente a .# :

I = (UH(9),1")
UH(9) = {a,b}
BH(S) — {P(a),P(b),Q(a,a),Q(a,b),Q(b.a),Q(b,b),R(a),R(b)}
I“(P(@)) =P'(a)=P'(1)=V
I“(P(b)) =P'(b")=P'(2)=F
I"(Q(a,a)) =Q'(@,d)=qQ'(1,1)=V
1*(Q(a,b)) =Q'(@,b')=Q'(1,2)=F
1"(Q(b,a)) =Q'(b,a)=Q'(2,1)=F
1*(Q(b,b)) =Q(b',b')=Q'(2,2)=V
I"(R@@)) =R(a)=R(1)=F
I*(R(b)) =R ()=R(2)=V
I* = {P(a),Q(a,a),Q(b,b),R(b)} y #* =S ;
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Interpretaci on de Herbrand correspondiente

Sea Sel conjunto de clausulas {{P(a)},{Q(y,f(a))}} e .# = ({1,2},1) con
a =1,f' = {(1,2),(2,1)},P' = {1},Q' = {(1,2),(2,2)}. Entonces, .7 |- S
Caélculo de la interpretacién de Herbrand .#* correspondiente a .# :

I = (UH(9),1")

UH(S) ={a f(a),f(f(a),...} ={f'(a):i eN}

BH(S) ={P(f"(a)) :ne N}U{Q(f"(a),fM(a)) : n,me N}
1*(P(a)) =P@)=P(1))=V

1*(P(f(a))) =Pl(fl@)) =P (f'(1))=P'(2) =F
I*(P(f(f(a)))) =P'(fl(f@)) =P (1) =V

*(P(f"(@))) _ V., sines par;

F, en caso contrario.

) V, simesimpar;
1*(Q(f"(a), fM(a))) = F. en caso contrario

I* = {P(f"(a)) : nc N}u{Q(f"(a), f?™(a)) : n,me N}
I E=S 13

Consistencia mediante modelos de Herbrand

Prop.: Sea Sun conjunto de formulas béasicas. Son equivalentes:

1. Ses consistente.

2. Stiene un modelo de Herbrand.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Si .#* es una interpretacion de Herbrand
correspondiente a un modelo .# de S entonces .#* es un modelo de S
Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Ses consistente.

2. Stiene un modelo de Herbrand.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. Ses inconsistente.

2. Sno tiene ninguin modelo de Herbrand.

Prop.: Existen conjuntos de formulas consistentes sin modelos de Herbrand.

14
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Ejemplo de consistente sin modelos de Herbrand

* Sea S= {(IX)P(x),~P(a)}. Entonces,

— Ses consistente.
7 |=Scon .# = ({1,2},1),a =1y P = {2}.

— Sno tiene modelos de Herbrand
UH(S) = {a}
BH(S) = {P(a)}
Las interpretaciones de Herbrand de Sson 0y {P(a)}.
DS
{P(@)} #S

15

Instancias basicas de una @usula

* Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

* Def.: SeaC={Ly,...,Ln} unaclausula de L y o una sustitucién de L.
Entonces, Co = {L10,...,Lh0} es unainstancia de C.

* Ejemplo: SeaC = {P(x,a),—P(x, f(y))}.
Clx/a,y/f(a)] = {P(f(a),a),~P(f(a), f(f(a)))}
* Def.: Co es una instancia basica de C si todos los literales de Co son bésicos.
* Ejemplo: SeaC = {P(x,a),—P(x, f(y))}.
{P(f(a),a),—P(f(a),f(f(a)))} esunainstancia basica de C.
{P(f(a),a),—P(f(f(a)),f(a))} no es una instancia basica de C.
{P(x,a),-P(f(f(a)),f(a))} no es una instancia basica de C.

16



118 José A. Alonso

Extensiones de Herbrand

® Def.: La extensién de Herbrand de un conjunto de clausulas Ses el conjunto de
formulas
EH(S) = {Co : C € Sy, para toda variable x en C,a(x) € UH(S)}.
° Prop.: EH(L) = U;j>oEHi(L), donde EH;(L) es el nivel i de la EH(L) definido
por EH;(S) = {Co : C € Sy, para toda variable X en C,0(x) € UH;(S)}.
® Ejemplos:
» Sea S={{P(X)},{—-P(f(x))}} (p. 8.17). Entonces,
EHo(S) = {{P(a)},{-P(f(a))}}
EH1(S) = EHo(S)U{{P(f(a))},{-P(f(f(a)))}}
EH2(S) = EH(SUH{P(f(f(a)))}, {-P(F(T(f(a))))}}
> Sea S= {{~P(x),Q(x)}, {P(@)},{~Q(2)}} (p. 8.21).
Entonces, EH(S) = {{-P(a),Q(a)},{P(a)},{~Q(a)}}.
> Sea S= {{-P(x),Q(x)}, {-Q(y),R(y)}, {P(&)},{-R(a)}} (p. 8.21).
Entonces, EH(S) = {{-P(a),Q(a)}, {~Q(a),R(@)}, {P(a)},{~R(@)}}.

f
f

17

Teorema de Herbrand

® Teorema de Herbrand: Sea Sun conjunto de clausulas. Son equivalentes:
1. Ses consistente.
2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).
® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas. Entonces, son equivalentes
1. Ses inconsistente.
2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido proposicional).
3. Paraalgun i, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).

18
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Semideci®n mediante el teorema de Herbrand

® Entrada: Un conjunto de clausulas S

® Procedimiento:
Hacer i := 0.
Calcular EH;(9).
Si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional), parar e indicar que S
es inconsistente.

1.
2.
3.

4.

Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

Si EH;(S) es consistente (en el sentido proposicional), haceri:=i+1y

volver al paso 2.

* S={{-P(xX),Qx)},{P(@)},{—Q(2)}} (p. 17) es inconsistente.
EHo(S) = {{-P(a),Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}} es inconsistente.

* S={{-P(x),Q(x)},{-Q(y),R(y)},{P(a)},{~R(@)}} es inconsistente.
EHo(S) = {{—-P(a),Q(a)}.{~Q(a),R(a)},{P(a)},{-R(a)}}.

1 {-P(a),Q(@);

2 {P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Qa)} Res 1,2
5 0O Res 3,4

1

~N o OB WD

{=P(a),Q(a)}
{-Q(a),R(a)}

{P(@)}

{-R(a)}

{Q(a)} Res 1,3
{R(a)} Res 5,2
O Res 6,4

19

20
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Ejemplos de decisbn mediante el teorema de Herbrand

* S={{P(X)},{-P(f(x))}} es inconsistente (p. 17).
—EHo(S) = {{P(a)},{—P(f(a))}} es consistente
7 ={P(a)} = EHo(S)
— EH1(S) = EHo(S)U{{P(f(a))},{-P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(a);
2 {-P(f(a))}
3 O Res 1,2
* S={{-P(x),Q(f(x),x)},{P(a(b))},{—Q(y,2)}} es inconsistente. Dem.:
S ={{-P(g(b)),Q(f(g(b)),g(b))},{P(g(b))},{—Q(f(a(b)),g(b))} } C EH(S)

es inconsistente.

{=P(a(b)),Q(f(g(b)),g(b))}

2 {P(g(b))}

3 {-Q(f(g(h)),9(b))}

4 {Q(f(g(b)),g(b))} Res 1,2
5 0O Res 3,3

[EEN

21

Bibliografia

1. M.L. Bonet Apuntes de LPO. (Univ. Politécnica de Catalufia, 2003) pp.
31-34.

2. C.L. Chang y R.C.T. Lee Symbolic logic and mechanical theorem proving
(Academic Press, 1973) pp. 51-62.

3. M. Ojeda e I. Pérez Légica para la computacion (Vol. 2: Logica de Primer
Orden) (Agora, 1997) pp. 59-74.

4. E. Paniagua, J.L. Sdnchez y F. Martin Légica computacional (Thomson,
2003) pp. 160-169.

L. Paulson Logic and proof (U. Cambridge, 2002) pp. 47-50.
U. Schoning Logic for computer scientists (Birkauser, 1989) pp. 70-78.

o o

22



Capitulo 10

Resolucidén en 16gica de primer orden

121



122 José A. Alonso
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Ejemplos de consecuencia mediante resolusi

* Ejemplo 1: {(vX)[P(X) — Q(X)], (:X)P(X)} k= (3X)Q(X)
syss {{-P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.

1 {-P(x),Q(x)} Hipdtesis
2 {P(a)} Hipétesis
3 {-Q(2)} Hipotesis
4 {Qa)} Resolvente de 1y 2 con 0 = [X/@]
5 0 Resolvente de 3y 4 con 0 = [z/4]
* Ejemplo 2: {(VX)[P(x) — Q(X)], (vX)[Q(x) — R(X)]} |= (vX)[P(X) — R(x)]

P
syss {{=P(x),Q(x)}, {~Q(y),R(Y)}, {P(a)},{~R(a)} } es inconsistente.
1 {-P(x),Q(x)} Hipétesis
R(

2 {-Q(y),R(y)} Hipdtesis

3 {P(a)} Hipotesis

4 {-R(a)} Hipotesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con 0 = [X/@]

6 {R(a)} Resolvente de 2y 5 con 0 = [y/a]

5 O Resolvente de 3y4con 0 =€ 2
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Unificadores

¢ Def.: La sustitucion g es un unificador de los términos t; y ty siti0 =1>0.

® Def.: Los términos t1 y to son unificables si tienen algun unificador.

* Def.: t es una instancia comun de t; y to si existe una sustitucion o tal que

t=t0=1t0.

® Ejemplos:
1 153 Unificador Instancia comun
f(x,9(2) | f(9(y),¥) | X/9(2).y/7 | f(9(2),9(2))
f(x0@) | F(a).%) | x/90).2/y] | F(9(y),9%))
f(x902) | Fg(y),x) | x/g(@).y/al | f(9(@),9(a)
fxy) [ fyx) | xay/a | f(aa)
fxy) [ fyx) | ¥/X f(x.%)
f(x,y) o(a,b) No tiene No tiene
f(X,X) f(a,b) No tiene No tiene
f(x) f(g(x)) | Notiene No tiene

® Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de términos y de

literales.

Composicbn de sustituciones e identidad

® Composicién de sustituciones:

» Def.: La composicién de las sustituciones 01 y 0> es la sustitucion g, 0>

definida por x(0102) = (X01) 02, para toda variable X.

» Ejemplo: Si 01 = [x/f(za),y/w]y 02 = [x/b,z/g(w)], entonces

— X010 = (X01)02 = f(z,a)02 = f(z0p,a02) = f(g(w),a)

—- yo102 = (yo1

O2 = W02 =W

— 20107 = (201) 02 = 202 = g(W)
— WO0102 = (W01)02 = W02 =W

Por tanto, 0102 = [x/ f(g(w),a),y/w, z/g(w)].
¢ Def.: La substitucion identidad es la sustitucion € tal que, para todo X, X& = X.

¢ Propiedades:
1. Asociativa: 01(0203) = (0102)03
2. Neutro: o =€0 =0.
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Comparacion de sustituciones

® Def.: La sustitucion g1 es mas general que la 0> si existe una sustitucion gz tal
gue 02 = 0103, Se representa por 0> < 0.

¢ Def.: Las sustituciones 01 y 02 son equivalentes si 01 < 02y 02 < 01. Se
representa por 0, = O».

° Ejemplos: Sean 01 = [X/9(2),Y/Z],02 = [X/9(Y),2/y] y 03 = [x/g(a),y/a].
Entonces,

1. o1=02)y/Z
2. 0o =01[2/Y]
3. 03=01[2/4
4. 01 =07
5. 03< 01

- Ejemplo: x/a,y/a] < ly/x]. yaque [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/al.

Unificador de maxima generalidad

® Unificador de méxima generalidad:
¢ Def.: La sustitucion o es un unificador de méxima generalidad (UMG) de los
términos ty y to si
— O es un unificador de t; y to.
— O es mas general que cualquier unificador de t1 y to.
¢ Ejemplos:
1. [X/9(2),y/Z] es un UMG de f(x,9(2)) y f(9(y),X).
2. [x/9(y),z/y] es un UMG de f(x,9(2)) y f(9(y),%).
3. [x/g(a),y/a no esun UMG de f(x,9(2)) y f(g(y),X).
® Nota: Las anterior definicion se extienden a conjuntos de términos y de literales.
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Unificacion de listas de érminos

¢ Notacion de lista:
» (a,...,an) representa una lista cuyos elementos son ay, ..., an.
» (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es ay resto es R.
» () representa la lista vacia.

® Unificadores de listas de términos:

» Def.: 0 es un unificadorde (S1...,S) Yy (t1...,tn) si
$10 =110,...,50 =1,0.
> Def.: (1 ,sq) y (t1...,tn) son unificables si tienen algtn unificador.

> Def.: 0 es un unificador de méxima generalidad (UMG) de (S1...,S)) Y
(t1...,tn) si 0 es un unificador de (S1...,%) y (t1...,th) mas general que
cualquier otro.

® Aplicacién de una sustitucion a una lista de ecuaciones:
> (s1=11,...,.Sv=1th) 0= (910 =110,...,5%0 =1,0).
¢ Algoritmo de unificaciéon de listas de términos:
» Entrada: Lista de ecuaciones L = (§; =1t1,...,S5 =tn) y sustitucion o.
» Salida: Un UMG de las listas (S1...,S) Y (t1...,tn), si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

Algoritmo de unificacion

* Procedimiento unif(L, 0):
1. SiL=(), entonces unif(L,0) = 0.
2. SiL=(t=t|L'), entonces unif(L,0) = unif(L', o).
3. SiL=(f(tg,...,tm) = f(t;...,t;)|L’), entonces
unif(L, G)—unlf((tl—tl, tm=tL|L), 0).
4. SiL=(x=t|L')(6L=(t= X|L’)) y X no aparece en t, entonces
unif(L, ) = unif (L'[x/t], a[x/t]).
5. SiL=(x=t|l") (6 L= (t =x|L')) y x aparece ent, entonces
unif(L,0) = No unificables”.
6. SiL=(f(t1,...,tm) =9(t]...,t})|L’), entonces
unif(L,0) = “No unificables”.
7. SiL=(f (tl, Stm) = (1., tp)[L") y m# p, entonces
(

unif(L, o) = “No unificables”.
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Algoritmo de unificacion de dos €rminos

® Entrada: Dos términos t1 y to.

¢ Salida: Un UMG de t; y to, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

* Procedimiento: unif((t; =t), €).
° Ejemplo 1: Unificar f(x,9(2)) y f(g(y),x):
unif((f(x,9(2)) = £(g(y),x)), €)

= unif(x=9(y),9(2) =x),¢€) por 3
= unif((9(2) = X)[x/9(y)],€[x/9(y)]) por4
= unif((9(2) = 9(y)), [X/9(¥)])

= unif((z=Yy), [x/g(y)]) por 3
= unif((), x/9(y)]z/y]) por 4
= unif((), [x/9(y),z/y])

= [x/9(y),2/yl por 1

Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 2: Unificar f(x,b)y f(a,y):
unif ((f(x,b) = f(a,y),€)

= unif(Xx=ab=Yy),¢) por 3
= unif((b=y)[x/a], e[x/a]) por 4
= unif((b=Yy),[x/a])

= unif((), [x/al[y/b]) por 4
= [x/a,y/b]) por 1

* Ejemplo 3: Unificar f(x,X)y f(a,b):

unif ((f(x,x) = f(a,b)), )
unif((x=a,x=Dh),¢) por 3
unif ((Xx=b)[x/al, g[x/a]) por 4
unif((a=b),[x/a])

“No unificable” por 6
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Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 4: Unificar f(x,g(y))y f(y,X):
f

unif ((F(x,9(y)) = f(¥,%)),€)

unif (X=Y,9(y) =), €) por 3
unif((g(y) = x)[x/y], €[x/Y]) por 4
unif ((9(y) =), [x/y])

“No unificable” por 5

* Ejemplo 5: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(X,y),X,2)

unif ((j(w,a,h(w)) = j(f(x,y),x,2))¢)
unif(w= f(x,y),a=xh(w) =2),¢)

(a= Xh( w) = 2Z)[w/f(x,y)], elw/f(x,y)])
(@a=xh(f(xy)) =2),[w/f(xy)])

(h(f (X y)) =2)[x/a], [w/f(x,y)][x/a])
(h
0
(

unif

unif
unif((h(f(a,y)) = 2),[w/f(a,y),x/a])
unif((), [w/ f(a,y),x/al[z/h(f(a,y))])

w/f(ay),x/a,z/h(f(ay)))

(
(
unif (
(
(
(

Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 6: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(X,y),XY)

unif((j(w,a,h(w)) = j(f(x,y),X,y))€)

unif(w= f(x,y),a=x,h(w) =vy),€)
a=xh(w) =y)[w/f(x,y)],e[w/f(x,y)])

a=xh(f(xy))=y),[w/f(xy)])

unif ((h(f(x,y)) =y)[x/a, [w/f(xy)l[x/a])

unif((h(f(a,y)) =y),w/f(ay),x/a))

“No unificable”

unif
unif

((w
((
((
((h

* Ejemplo 7: Unificar f(a,y)y f(a,b):

unif((f(a,y) = f(a,b),€))

unif((a=a,y=Db),¢) por 3
unif((y="D),¢) por 2
unif ((), [y/b]) por 4

[y/b] por 1

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 4

por 5

11

12
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Separacbn de variables

* Def.: La sustitucion [X1/t1,...,%n/tn] €S Un renombramiento si todos los t; son
variables.

® Prop.: Si 8 es un renombramiento, entonces C = C86.

® Def.: Las clausulas C; y Cy estan separadas sin no tienen ninguna variable
comdan.

® Def.: Una separacion de las variables de C; y C, es un par de renombramientos
(61, 62) tales que C1 67 y C26; estan separadas.
* Ejemplo: Una separacion de variables de C; = {P(X),Q(x,y)} y

Co = {R(f(x,¥))} es (61 = [X/x1,y/Y1], 2 = [X/X%2,Y/Y2]).

13

Resolvente binaria

® Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C1 y Co si existen
una separacion de variables (61, 62) de C;1 y Cy, un literal L1 € Cy, un literal
Lo € Coyun UMG o de L16; y L56 tales que
C= (C1910' ~ {L19101}) U (Cz@za N {Lz@za}).
® Ejemplo: Sean
Gl ={-PX).,Qfx)}
C2 ={-Qx),R@X)}.

Li =Q(f(x)),
Lo =-0Q(x),
61 =[x/xd,
6 =[x/x,

L161 = Q(f(x1)),
Lgez - Q(XZ)a
o = X2/ f(x1)]

Entonces, C = {—P(x1),R(g(f(x1)))} es una resolvente binaria de C; y Co.
14
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Factorizacion

® Def.: La clausula C es un factor de la clausula D si existen dos literales L1 y L»
en D que son unificablesy C = Do \ {L,0} donde 0 es un UMG de L3 y L».

® Ejemplo: Sean

D ={P(x,y),P(y,x),Q(a)}

I—l :P(X7y)

I—2 :P(y,X)

o =ly/x
Entonces,

C ={P(x,x),Q(a)} es un factor de D.

Ejemplos de refutacibn por resolucion
* Refutacion de S= {{-P(x, f(x,¥))},{P(a,2),7Q(z,v)},{Q(u,a)} }

1 {-P(x,f(x,y))}  Hipotesis
2 {P(a,2),—Q(zVv)} Hipotesis
3 {Q(u,a)} Hipotesis
4 {-Q(f(a,y),v)} Resolventede 1y 2con o= [x/az/f(ay)]
5 O Resolvente de 3y 4 con 0 = [u/f(a,y),v/a]
* Refutacion de S= {{P(X)},{—P(f(x))}}
1 {P(x)} Hipdtesis
2 {-P(f(x))} Hipétesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con 61 = €,8, = [x/X],0 = [x/ f (X)]

* Refutacion de S= {{P(x,y),P(y,x)},{=P(u,v),=P(v,u)}}

1 {P(xy),P(y,x)} Hip6tesis
2 {-P(u,v),~P(v,u)} Hipotesis
3 {P(xx)} Factor de 1 con [y/X]
4 {-P(u,u)} Factor de 2 con [v/U]

5 O Resolvente de 3y 4 con [x/U] 16
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Resolucdn

® Sea Sun conjunto de clausulas.

® Lasucesion (Cq,...,Cy) es una demostracion por resolucion de la clausula C a
partir de SsiC =Cpy paratodoi € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:
- Ges
— existen j,k < tales que Cj es una resolvente de C;j y Cy
— existe ] < tal que Gj es un factor de C;j

® La clausula C es demostrable por resolucién a partir de Ssi existe una
demostracion por resolucion de C a partir de S

® Una refutacion por resolucién de Ses una demostracion por resolucién de la
clausula vacia a partir de S

® Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutacion por resolucion
a partir de S,

17

Demostraciones por resolu@n

® Def.: Sean S, ..., S, formas clausales de las férmulas F,...,F, y Suna forma
clausal de —F. Una demostracion por resolucién de F a partir de {Fg,...,F}
es una refutacion por resoluciéon de S U...USUS

* Def.: La férmula F es demostrable por resolucién a partir de {Fy,...,Fy} si
existe una demostracion por resolucion de F a partir de {Fy,...,Fy}.
Se representa por {Fi,...,Fn} FresF.

* Ejemplo: (tema 8 p. 21) {(¥X)[P(X) — Q(X)], (IX)P(X) } Fres(IX)Q(X)

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {P(a)} Hipdtesis
3 {-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con [x/a]

5 O Resolvente de 3y 4 con [z/d]

18
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Ejemplos de demostraciones por resoludn

® Ejemplo: (tema 8 p. 21)

{(")[P() — Q)] (VX)[Q(X) — R(X)] Fres(VX)[P(x) — R(X)]}

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {—-Q(y),R(y)} Hipétesis
3 {P(a)} Hipbtesis
4 {—\R(a
5
6

)} Hipdtesis
{Q(a)} Resolvente de 1y 2 con [X/a]
{R(a)} Resolvente de 2y 5 con |y/a|
5 O Resolvente de 6 y 4 con
* Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fres(3X) [P(X) — (Vy)P(y)]
1 {P(x)} Hipotesis
2 {-P(f(x))} Hipdtesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con 6, = [x/X],0 =[x/ f(X)]

19
Ejemplos de demostraciones por resoluén

° Ejemplo: Fres(VX)(3y)~(P(y,X) < =P(y,y))
— Forma clausal:

=(VX)(FY)~(P(y, X) < =P(y,y))

=(vX) (3Y)~((P(Y,X) — =P(y,y)) A (=P(y,y) — P(¥,X)))
=(¥X) (3Y) =~ ((=P(y,X) V =P(y,¥)) A (==P(y,¥) VP(¥,X)))
=(VX)(3Y)~((=P(y,x) V=P(y,y)) A (P(y,Y) V P(Y,X)))
(3X) (VY) == ((=P(y,X) V=P(y,y)) A (P(y,y) V P(Y,X)))

(3X) (YY) ((=P(y;x) V =P(y,y)) A (P(y,y) V P(Y;X)))
sat (VY)((=P(y,@) vV =P(y,y)) A (P(y,y) VP(y,a)))
{{=P(y,a),=P(y,y)},{P(y,y),P(y,a)} }

a s wnN e —h 1T 1 1 1 A 1 11

— Refutacion:
{=P(y,a),~P(y,y)} Hipotesis
{P(y,y),P(;@)}  HipGtesis
{-P(a,a)} Factor de 1 con [y/d]
{-P(a,a)} Factor de 2 con [y/a]
O Resolvente de 3y 4 20
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Paradoja del barbero de Russell

Ejemplo (Paradoja del barbero de Russell): En una isla pequefia hay sélo un
barbero. El gobernador de la isla ha publicado la siguiente norma: “El barbero
afeita a todas las personas que no se afeitan a si misma y sélo a dichas
personas”. Demostrar que la norma es inconsistente.
— Representacion: (Vx)|afeita(b, x) < —afeita(x, X)]
— Forma clausal:
(Vx)[afeita(b,X) < —afeita(X,X)]
(Vx)[(afeita(b,x) — —afeita(x, X)) A (—afeita(x,X) — afeita(b,X))]
(Vx)[(—afeita(b, X) V —afeita(x, X)) A (——afeita(X, X) V afeita(b, X) )]
(Vx)[(—afeita(b,X) vV —afeita(X, X)) A (afeita(X, X) V afeita(b, X))]

= {{—afeita(b,x), —afeita(x,X) }, {afeita(x, x), afeita(b, x) } }
— Refutacion:

1 {—afeita(b,x), -afeita(X,x)} Hipotesis

2 {afeita(x,x),afeita(b,X) } Hipdtesis

3 {—afeita(b,b)} Factor de 1 con [x/b]
4 {afeita(b,b)} Factor de 2 con [x/b]
5 O Resolvente de 3v 4

Adecuacbn y completitud de la resolucon

® Propiedades:
» SiC es unaresolvente de C; y Cy, entonces {C1,C,} =C.
» Si D es un factor de C entonces C = D.
» SilJ e S entonces Ses inconsistente.
» Si el conjunto de clausulas Ses refutable por resolucién, entonces Ses
inconsistente.
® Teor.: El calculo de resolucién (para la l6gica de primer orden sin igualdad) es
adecuado y completo; es decir,

Adecuado: ShtResF = SEF
Completo: SEF — StRresF
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Determinacion de ho—consecuencia por resoluan

Enunciado: Comprobar, por resolucion, que

(V) [P(x) vV Q(X)] 7= (VX)P(X) V (VX)Q(X).

Reduccion 1: Comprobar que es consistente

{(™)[P0) v QX ~((VX)P(X) V (VX)Q(x)) }

Reduccion 2: Comprobar que es consistente

{P(),Q)},{=P(a)},{~Q(b)}}

Resolucion:
1 {P(x),Q(x)} Hipétesis
2 {-P(a)} Hipdtesis
3 {-Q(b)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 {P(b)} Resolvente de 1y 3

Modelo: U = {a,b},1(P) = {b}.1(Q) = {a}.

23
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