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Resumen

En este trabajo se presenta una formalizacion en Isabelle/HOL/Isar de un sis-
tema axiomético de la l6gica proposicional y la demostracion de la completitud del
sistema usando el método de Kalmar de eliminacién de variables. La formalizacién
se basa en la del libro de Mendelson ([1]). El objetivo es explorar la posibilidad de
formalizar razonamiento complejo de forma legible por los humanos y procesable
por las maquinas.
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1 Un sistema de axiomas para el calculo proposicional

1.1 Formalizacion del sistema axiomatico

Definicién 1.1 El alfabeto de la [6gica proposicional se compone de los siguientes simbolos:

1. Los simbolos proposicionales: py, py, . . ..
2. Las conectivas: —y —.

3. Los simbolos auxiliares: “(" y “)”.

Definicién 1.2 Las formulas de la 16gica proposicional se definen recursivamente por las si-
Quientes reglas:

1. Los simbolos proposicionales son formulas.
2. Si F es una formula, entonces —F también lo es.

3. Si Fy G son férmulas, entonces (F — G) también lo es.

datatype formula
= Atom nat
| Neg formula (No (-) [110] 110)
| Implica formula formula (infix1 — 101)

Nota 1.3 Usaremos los simbolos p,q y r en lugar de po.p1 y p2, respectivamente.

constdefs
p :: formula
p = Atom 0
q :: formula
q = Atom 1
r:: formula
r = Atom 2



declare

p-def [simp]
q-def [simp]
r-def [simp]

Nota 1.4 En la representacion de las formulas se observa que:

1. El simbolo proposicional p,, se representa por Atom n.
2. La negacion tiene precedencia sobre el condicional.

3. El condicional asocia por la izquierda.

Con estos convenios, la expresion (——p — q — r) representa la férmula

((=(=p) = q) = 7).

lemma (NoNop — q—r) = (((No (Nop)) —q) — 1)
by simp

Definicién 1.5 Los axiomas de la l6gica proposicional son las férmulas que tienen las si-
guientes formas:

e p—(q—p) (A1)
s (p—@—1r)—=(p—q9)—{pP—r) (A2)
o (mg—-p)— ((~g—p) —9q) (A3)

En las expresiones anteriores p, q y r pueden sustituirse por formulas cualesquiera.

constdefs
Al :: formula

Al=(p—(q—p)

A2 :: formula
A2=((p—=@—=7)—=(p=9) = (p—1))

A3 :: formula
A3=((Nog— Nop)— ((Nog—p) —q))

Axiomas :: formula set
Axiomas = {Al, A2, A3}



La siguiente declaracién permite usar los axiomas como reglas de simplificacion.

declare
Al-def [simp]
A2-def [simp]
A3-def [simp]
Axiomas-def [simp)]

Definicién 1.6 Una sustitucion proposicional es una aplicacion de los niimeros naturales
en el conjunto de las formulas.

types sust = nat = formula

Definicién 1.7 La aplicacién de la sustitucién ¢ a la formula F consiste en sustituir en F
cada simbolo proposicional p; por la formula 9(i).

consts sust :: sust = formula = formula
primrec

sust ¥ (Atomn) = (9 n)

sust ¥ (No F) = No (sust 9 F)

sust 9 (F1 — F2) = (sust 0 F1) — (sust ¢ F2)

Definicién 1.8 La sustitucion vacia aplica cada niimero natural i en la férmula p;. Se repre-
senta por €.

constdefs vacia :: nat = formula (¢)
vacia = (M. (Atom i)

Ejemplo 1.9 Al sustituir 0 por la formula F y 1 por la formula G en el axioma 1 se obtiene la
férmula (F — (G — F)). Se evaliia como sigue,

normal-form sust (¢(0:=F,1:=G)) Al

Definicién 1.10 Sea S un conjunto de formulas. Una formula F es deducible a partir de S (y
se representa por S = F) si se obtiene aplicando las siguientes reglas:

e SiF €S, entonces S+ F.

o Las férmulas obtenidas aplicindole una sustitucion proposicional a los axiomas son de-
ducibles a partir de S.



o Si F — Gy F son deducibles a partir de S, entonces G también lo es.

inductive
esDeducible :: formula set = formula = bool (- F - [50,50] 50)
for S :: formula set
where
hip: [F€S] = SHF
| ax: F € Axiomas => St sust & F
|mp:[SF(F—G),;SFF]=SFG

1.2 Laregla de debilitamiento

Lema 1.11 (Debilitamiento) Si St=-Fy S C T, entonces T - F.

Demostracion: Por induccion sobre la deducibilidad de F. Se consideran tres casos:

Caso 1: Supongamos que F € S. Entonces se prueba
VI.SCT—TkFF
usando la regla de las hipétesis.

Caso 2: Supongamos que F es un axioma. Entonces se prueba
VT.SCT — TF 9(F)
usando la regla de axiomas.

Caso 3: Supongamos que F se obtiene por modus ponens a partir de G — Fy G.
Por hipétesis de induccién se tiene que
VT.SCT—TFHG—F (1)
VTI.SCT—TFG (2)
y hay que demostrar que
VI.SCT—TkFF

Sea T tal que S C T. Por (1) y (2), se tiene

THG—F 3)
THG 4)
Aplicando modus ponens a (3) y (4) se tiene
THF.
O

lemma debilitamiento [rule-format:
SFF= (VT.SCT—TH+F)
proof (induct rule: esDeducible.induct)
— Caso 1:
{fixF
assume F € S



thus VT.S C T — T F F using hip by auto }
— Caso 2:
next
{fixF ¢
assume F € Axiomas
thus VT.S C T — T - sust ¢ F using ax by simp }
— Caso 3:
next
{fixGF
assume
SFG— Fand
1:VT.SCT—THFG — Fand
Sk Gand
2VT.SCT—TFG
showVT.SCT —THFF
proof
fix T
showSCT —TFF
proof
assume S C T
hence TG — Fand T I G using 1 2 by auto
thus T + F by (rule mp)
qed
qed }
qed

Corolario 1.12 (Segunda regla de debilitamiento) Si S I~ F, entonces SU {G} I F.

Demostracion: Basta observar que S C S U {G} y aplica la regla de debilitamiento.
O

corollary debilitamiento2:

assumes S - F

shows SU {G} - F
proof —

have S C S U {G} by auto

with assms show S U {G} + F by (rule debilitamiento)
qed

1.3 Teoremas elementales

Lema 1.13 (Axioma 1) S+ F — (G — F).



Demostracién: Por el axioma 1 y la regla de axiomas.

lemma Axiomal: SFF — (G — F)

proof —
have Al € Axiomas by simp
hence S F sust (e(0:=F, 1:=G)) Al by (rule ax)
thus ?thesis by simp

qed

Lema 1.14 (Axioma 2) S+ (F— (G—H)) — ((F — G) — (F — H)).

Demostracién: Por el axioma 2 y la regla de axiomas.

lemma Axioma2: S+ (F — (G— H)) — ((F - G) — (F— H))
proof —

have A2 € Axiomas by simp

hence S - sust (¢(0:=F, 1:=G, 2:=H)) A2 by (rule ax)

thus ?thesis by simp
qed

Lema 1.15 (Axioma 3) S+ (-G — —F) — ((-G — F) — G).

Demostracién: Por el axioma 3 y la regla de axiomas.

lemma Axioma3: SF (NoG — NoF) — ((NoG — F) — G)
proof —

have A3 € Axiomas by simp

hence S F sust (e(0:=F, 1:=G)) A3 by (rule ax)

thus ?thesis by simp
qed

Lema1.16 SiF € S, entonces S+ G — F.

Demostracion:
1 SHF [hip]
2 SFF—(G—F) [Axiomal]
3 SFG—F [MPa2y1]

lemma por-hip:



assumes F € S
shows S-G — F
proof —
have 1: S I~ F using assms by (rule hip)
have 2: S F — (G — F) by (rule Axiomal)
show S - G — F using 2 1 by (rule mp)
qed

Lema1l17 SiF - Ge Sy F € S, entonces S = G.

Demostracién: Supongamos que F — G € Sy F € S, entonces (por hip) se tiene respec-
tivamente que

SE(F—G) (1)
SFF )
Aplicando MP a (1) y (2) se tiene que
Sk G.
O

lemma mp-con-hip:
assumes F - G € S
and Fe€ S
shows S - G
proof —
have 1: S - (F — G) using assms(1) by (rule hip)
have 2: S I- F using assms(2) by (rule hip)
show S - G using 1 2 by (rule mp)
qed

Lema 1.18 (Identidad [1] p. 36) S+ F — F.

Demostracién:
1. SF(F—- ((F—F)—F))—((F—(F—F))— (F—F)) [Axioma 2]
2. SFF—((F—F)—F) [Axioma 1]
3. SF(F—(F—F))—(F—TF) [MPaly2]
4. SEFF— (F—F) [Axioma 1]
5. SEFF—F [MPa3y4]

lemma identidad: S+ F — F

proof —
have1: S+ (F— ((F—F) —F)) - ((F— (F—F)) — (F — F)) by (rule Axioma2)
have 2: S+ F — ((F — F) — F) by (rule Axiomal)
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have 3: S (F — (F — F)) — (F — F) using 1 2 by (rule mp)
have 4: S+ F — (F — F) by (rule Axiomal)
show 5: S F — F using 3 4 by (rule mp)

qed

1.4 Teorema de la deduccidon

Lema 1.19 (Lema de deduccién ([1] p. 37)) Si S - F, entonces para toda G se tiene que si
S={G} US’ entonces S'+ G — F.

Demostracion: Por induccion sobre la deducibilidad de F. Se consideran tres casos:

Caso 1: Supongamos que F € S. Hay que probar que
VGS.S={G}uS'"— S'-G—F

Sean Gy S'tales que S = {G} U S’ Entonces F € {G} U S’. Pueden darse dos casos

Caso 1a: Supongamos que F € {G}. Entonces, F = G y se tiene que S’ G — F por
el lema 1.18.

Caso 1b: Supongamos que F € S’. Entonces se tiene que S’ G — F por el lema
1.16.

Caso 2: Supongamos que F es un axioma. Hay que probar que
VGS.S={G}US'— S'+G —sust 0 F

Sean Gy S’ tales que S = {G} U S’. Entonces
1 S'FsustdF — (G — sust 9 F) [Axioma 1]
2 S'ksustdF [ax y F es axioma]
3 S'"-G—sustdF [MP aly 2]

Caso 3: Supongamos que F se obtiene por modus ponens a partir de G — Fy G.
Por hipétesis de induccion se tiene que
VHS.S={H}US'— S'+ H— (G —F) (5)
VHS.S={H}US'— S'+H—G (6)
y hay que demostrar que
VHS.S={H}US'— S'-H —F

Sean H y S’ tales que

S={H}US’ @)
Entonces,

8 S'+H— (G—TF) [de5y7]

9 S'H—G [de 6 7]

10 S+(H—(G—F))—((H—G)— (H—F)) [Axioma 2]

11 S'F(H—G)— (H—F) [MP 10y 8]

12 S'FH—F [MP 11 y 9]



lemma lema-deduccion:
SFF= (VGS.S={G}US'— S'F (G —F))
proof(induct rule: esDeducible.induct)
— Caso I:
{fixF
assume F € S
showVGS.S={G}US'"— S'"FG—F
proof
fix G
showVS.S={G}US'— S'FG—F
proof
fix S’
show S ={G}US'— S'-G—F
proof
assume S = {G} U S’
show S'-G — F
proof (rule UnE)
show F € {G} U S’using (F € S and (S = {G} U S’ by simp
next
— Caso la:
{assume F € {G}
thus S’ G — F by (simp add:identidad) }
next
— Caso 1b:
{assume F € S’
thus S’ G — F by (simp add:por-hip) }
qed
qed
qed
qed }
next
— Caso 2:
{fixF ¢
assume F ¢ Axiomas
showVGS.S={G}US'— S'- G — sust O F
proof
fix G
showVS.S={G}US'— S'- G — sust O F
proof
fix S’
show S ={G}US'— S'+G — sust O F
proof
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assume S = {G} U S’
show S'+ G — sust O F
proof —
have 1: S+ sust  F — (G — sust ® F) by (rule Axiomal)
have 2: S’ sust O F using (F € Axiomas) by (rule ax)
show S’ G — sust ¢ F using 1 2 by (rule mp)
qed
qed
qged
qed }
next
— Caso 3:
{fixGF
assume
SHG—Fand
5:VHS.S={HYUS'— S'FH— (G — F) and
Sk Gand
6:YHS.S={H'US'—S'FH—G
showVHS.S={H}US'— S'+H—F
proof
fix H
showVS.S={H}US'— S'-H—F
proof
fix S’
showS={H}US'— S'"FH —F
proof
assume 7: S={H} US’
show S'-H — F
proof —
have 8: S+ H — (G — F) using 5 7 by simp
have 9: S’ H — G using 6 7 by simp
have S'+ (H— (G—F)) — ((H— G) — (H — F)) by (rule Axioma2)
hence S’ (H — G) — (H — F) using 8 by (rule mp)
thus S’'+ H — F using 9 by (rule mp)
qed
qed
qed
qed }
qed

Teorema 1.20 (Teorema de deduccién ([1] p. 37))
Si{F} USF G, entonces S+ (F — G).
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Demostracion: Es consecuencia inmediata del lema de deduccion.

O
theorem deduccion:
{F}US)FG= S+ (F—G)
by (simp add:lema-deduccion)
1.5 Algunas consecuencias del teorema de la deducciéon
Lema 1.21 (Regla de corte) Si S+ Fy ({F} US) F G, entonces S - G.
Demostracién: De la segunda hipétesis y el teorema de la deduccién, tenemos que
S+ (F — G). De esto dltimo y la primera hipétesis, usando MP, tenemos que S +- G.
O
lemma regla-de-corte:
assumes
S+ Fand
({F}US) G
shows S G
proof —
have S - (F — G) using assms(2) by (rule deduccion)
thus S F G using assms(1) by (rule mp)
qed
Lema 1.22 (Encadenamiento ([1] p. 38)) {F - G,G— H} -F — H.
Demostracion:
1. {F-G G—H,F}+F—G [hipotesis]
2. {F-G,G—H,F}FG—H [hipétesis]
3. {F-GG—HF}-F [hipétesis]
4. {F-GG—HF}FG [MP, 1y 3]
5. {F-G G—H,F}+-H [MP, 2 y 4]
6. {F—-G,G—H}F(F—H) [Teorema deduccién, 5]
O

lemma encadenamiento: {F — G,G —-H} F — H

proof —
have 1: {F — G,G — H, F} - F — G using hip by simp
have 2: {F — G,G — H, F} - G — H using hip by simp
have 3: {F — G, G — H, F} |- F using hip by simp
have 4: {F - G,G — H, F} - G using 1 3 by (rule mp)
have 5: {F — G, G — H, F} - H using 2 4 by (rule mp)
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show 6: {F — G, G — H} - (F — H) using 5 by (simp add:deduccion)
qed

Lema 1.23 (Segunda regla de encadenamiento)
SiSFF—GySF G — H, entonces S - F — H.

Demostracién:
1 SU{F}+F [Hip]
2 SU{F}FF—G [Debilitamiento2, H1]
3 SU{F}FG [MP, 2, 1]
4 SU{F}FG— H [Debilitamiento2, H2]
5 SU{F}+H [MP, 4, 3]
6 SFF—H [Deduccion, 5]

lemma encadenamiento?2:
assumes
SFF—G
SFG—H
shows
SFF—H
proof —
have 1: S U {F} - F by (simp add:hip)
have 2: SU {F} - F — G using assms(1) by (rule debilitamiento2)
have 3: SU {F} - G using 2 1 by (rule mp)
have 4: SU {F} - G — H using assms(2) by (rule debilitamiento2)
have 5: SU {F} - H using 4 3 by (rule mp)
thus 6: S+ F — H by (simp add:deduccion)
qed

Lema 1.24 (MP2 ([1] p. 38)) {F — (G— H), G} + (F — H).

Demostracion:
1 {F-(G—H),GF}-F— (G—H) [hipétesis]
2 {F-(G—H),GF}FG [hipétesis]
3 {F-(G—H),GF}-F [hipétesis]
4 {F>(G—H),GFFG—H [MP, 1y 3]
5 {F—(G—H),GF}FH [MP, 4 y 2]
6 {F—-(G—H),G}F(F—H) [Teorema deduccion, 5]

lemma mp2: {F — (G — H),G} F (F— H)
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proof —

have 1: {F — (G — H), G, F} - F — (G — H) using hip by simp

have 2: {F — (G — H), G, F} I G using hip by simp

have 3: {F — (G — H), G, F} I F using hip by simp

have 4: {F — (G — H), G, F} - G — H using 1 3 by (rule mp)

have 5: {F — (G — H), G, F}  H using 4 2 by (rule mp)

show 6: {F — (G — H), G} - (F — H) using 5 by (simp add:deduccion)

qed

Lema 1.25 (MP2a) SiS+F — (G — H) y S+ G, entonces S+ F — H.

Demostracién:

SU{F}+F [Hip]
SU{F} FF— (G— H) [Debilitamiento2, H1]
SU{F}FG—H [MP, 2, 1]
SU{F}FG [Debilitamiento2, H2]
SU{F}+H [MP, 3, 4]

SFF—H [Deduccion, 5]

N Ol =~ W IN -

lemma mp2a:
assumes
SFF— (G—H)
SEG
shows
SFF—H
proof —
have 1: S U {F} - F by (simp add:hip)
have 2: SU {F} - F — (G — H) using assms(1) by (rule debilitamiento2)
have 3: SU {F} - G — H using 2 1 by (rule mp)
have 4: S U {F} + G using assms(2) by (rule debilitamiento2)
have 5: S U {F} - H using 3 4 by (rule mp)
thus 6: S - F — H by (simp add:deduccion)
qed

Lema 1.26 (Segunda regla de corte) SiS+F, S+ Gy {F, G} - H, entonces S ++ H.

Demostracién: Puesto que S C {G} U S, de la hipétesis S I F, por la regla de debilita-
miento, se tiene que

({G}US)FF (1)
De igual forma, puesto que {F, G} C {F} U ({G} U S), de la hipétesis {F, G} - H, por
la regla de debilitamiento, se tiene que
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{Fru({Grus))-H )
De (1) y (2), por el lema 1.21, obtenemos

{GyUS)FH 3)
De lo anterior y de la hipétesis S = G, por el lema 1.21, se demuestra que
SFH.
O

lemma corte2:
assumes S+ Fand S+ Gand {F, G} - H
shows S+ H

proof —
have S C {G} U S by auto
with assms(1) have 1: ({G} U S) & F by (rule debilitamiento)
have {F, G} C {F} U ({G} US) by auto
with assms(3) have 2: ({F} U ({G} U S)) - H by (rule debilitamiento)
have 3: ({G} U S) - H using 1 2 by (rule regla-de-corte)
with assms(2) show S - H by (rule regla-de-corte)

qed

Lema 1.27 (Eliminacién de la doble negacién ([1] p. 38)) S+ —=—F — F.

Demostracion:
1 S+ (=-F — —=—=F) — ((-F - =F) — F) [Axioma3]
2 Sk-F——F [Identidad]
3 SF-(-F— —-—F)—F [MP, 1, 2]
4 St ——F— (=F — ——F) [Axiomal]
5 SF—-=F—F [Encadenamiento?2, 4, 3]

lemma eliminaDN: S = No No F — F
proof —
have 1: S+ (NoF — No No F) — ((No F — No F) — F) by (rule Axioma3)
have 2: S No F — No F by (rule identidad)
have 3: S+ (No F — No No F) — F using 1 2 by (rule mp2a)
have 4: S+ No No F — (No F — No No F) by (rule Axiomal)
show 5: S No No F — F using 4 3 by (rule encadenamiento2)
qed

Lema 1.28 (Introduccién de la doble negacién ([1] p. 36)) S+ F — ——F.

Demostracion:
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1 Sk (-—==F— —F) — ((-———=F — F) — =—=F) [Axioma3]

2 SF—-==-F— —F [EliminaDN]

3 Sk(-—-F—F)—-—F [MP 1, 2]

4 SFF— (———F—F) [Axiomal]

5 SFF— —=F [Encadenamiento?2 4, 3]

lemma introDN: S = F — No No F
proof —
have I: S+ (NoNoNoF — NoF) — ((NoNo No F — F) — No No F)
by (rule Axioma3)
have 2: S - No No No F — No F by (rule eliminaDN)
have 3: S (No No No F — F) — No No F using 1 2 by (rule mp)
have 4: S+ F — (No No No F — F) by (rule Axiomal)
show 5: S+ F — No No F using 4 3 by (rule encadenamiento?)
qed

Lema 1.29 (Elimacién de la negacién ([1] p. 36)) S+ —F — (F — G).

Demostracion:
1 {-F, F}USF-=F [Hipotesis]
2 {-F,F}USFF [Hipotesis]
3 {-F,F}USFF— (-G—F) [Axiomal]
4 {-F,F}UStF —F— (-G — —F) [Axiomal]
5 {~-FEFlUSk-G—F [MP 3,2]
6 {~F,F}USF -G — ~F [MP 4,1]
7 {-F,F}USF (-G — —=F) = ((-G —F) - G) [Axioma3]
8 {~F,F}USF(-G—F)—G [MP 7,6]
9 {-F,F}USFG [MP 8,5]
10 {-F}USFF—G [Deduccién 9]
11 SF-F— (F—G) [Deduccion 10]

lemma elimNeg: S+ No F — (F — G)
proof —
have 1: {No F, F} U S - No F using hip by simp
have 2: {No F, F} U S \- F using hip by simp
have 3: {NoF, F} USF F — (No G — F) by (rule Axiomal)
have 4: {NoF,F} US+ NoF — (No G — No F) by (rule Axiomal)
have 5: {No F, F} USF No G — F using 3 2 by (rule mp)
have 6: {NoF,F} USt+ No G — No F using 4 1 by (rule mp)
have 7: {NoF,F} USF (NoG — NoF) — ((No G — F) — G) by (rule Axioma3)
have 8: {NoF,F} USF (No G — F) — G using 7 6 by (rule mp)
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have 9: {No F, F} U S - G using 8 5 by (rule mp)

have 10: {No F} U S+ F — G using 9 by (simp add: deduccion)

show 11: S+ No F — (F — G) using 10 by (rule deduccion)
qed

Lema 1.30 (Contrareciproco ([1] p. 36)) S+ (-G — —F) — (F — G).

Demostracién:
1 {-G—-F}USF-G— —F [Hip]
2 {-G—~-F}USt (-G— —F) — ((-G—F) — G) [Axioma3]
3 {(~-G—-~-F}USFF— (-G—F) [Axiomal]
4 {~G—-FIUSF (-G —F)—GC [MP2,1]
5 {~-G—>-F}USk F—-G [Encadenamiento?2,3,4]
6 SF(-G— —F)— (F—G) [Deduccion,5]

lemma contrareciproco-1: S+ (No G — No F) — (F — G)

proof —
have 1: {No G — No F } USF No G — No F by (simp add:hip)
have 2: {NoG —- NoF }USF (NoG — NoF) — ((NoG — F) — G)

by (rule Axioma3)

have 3: {NoG — NoF } USF F — (No G — F) by (rule Axiomal)
have 4: {NoG — NoF } USF (No G — F) — G using 2 1 by (rule mp)
have 5: {No G — NoF } US|+ F — G using 3 4 by (rule encadenamiento2)
thus 6: SF (No G — No F) — (F — G) by (rule deduccion)

qed

Lema 1.31 (Contrareciproco ([1] p. 36)) S+ (F — G) — (=G — —F).

Demostracién:
1 {F-GIUSFF—G [Hip]
2 {F->G}USk—-—-F—F [EliminaDN]
3 {F>G}USF -=F—G [Encadenamiento?2,2,1]
4 {F-G}USFG— -G [IntroDN]
5 {F->G}USkF ==F — -G [Encadenamiento?2,3,4]
6 {F—-G}USF (-=F— =-G) — (=G — —=F) [Contrareciproco 1]
7 {F—GYUSF -G — —F [MP6,5]
8 SH(F—G)— (-G — —F) [Deduccion,7]

lemma contrareciproco-2: S+ (F — G) — (No G — No F)
proof —
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have 1: {F — G} U S+ F — G by (simp add:hip)
have 2: {F — G} U S+ No No F — F by (rule eliminaDN)
have 3: {F — G} USF No No F — G using 2 1 by (rule encadenamiento2)
have 4: {F — G} U S+ G — No No G by (rule introDN)
have 5: {F - G} US+ No No F — No No G using 3 4 by (rule encadenamiento?)
have 6: {F — G} USF (NoNo F — No No G) — (No G — No F) by (rule contrareciproco-1)
have 7: {F — G} U S+ No G — No F using 6 5 by (rule mp)
thus 8: S+ (F — G) — (No G — No F) by (rule deduccion)
qed

Lema 1.32 (Negaci6n del condicional ([1] p. 36)) S+ F — (-G — —(F — G)).

Demostracion:
1 {F->GFUSFF—G [Hip]
2 {F—GFIUSFF [Hip]
3 {F>GFUSFG [MP, 1, 2]
4 {FFUSF(F—-G)—G [Deduccioén, 3]
5 SFF— ((F—G)—G) [Deduccioén, 4]
6 SF((F-G)—G)— (-G— —(F—G)) [Contrareciproco 2]
7 SFF— (-G — —(F —G)) [Encadenamiento?2, 5, 6]

lemma negacion-del-condicional: S+ F — (No G — No (F — G))
proof —
have 1: {F — G, F} U S+ F — G by (simp add:hip)
have 2: {F — G, F} U S I F by (simp add:hip)
have 3: {F — G, F} USF G using 1 2 by (rule mp)
hence 4: {F} U S+ (F — G) — G using deduccion by auto
hence 5: S+ F — ((F — G) — G) by (rule deduccion)
have 6: S+ ((F— G) — G) — (No G — No (F — G)) by (rule contrareciproco-2)
show 7: S+ F — (No G — No (F — G)) using 5 6 by (rule encadenamiento?)
qed

Lema 1.33 (Uso del tercio excluso ([1] p. 36)) S+ (F — G) — ((-F — G) — G).

Demostracion:
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{F-G,—-F-G}USFF—G [Hip]
{F—-G,-F—-G}USF-F—G [Hip]
{F-G,-F-G}USkF (F—G) — (-G — —F) [Contrareciproco_2]
{F—~G,~F—>GlUSF -G — —F [MP, 3, 1]
{F—-G,-F—-G}USt (-F - G) — (-G — ——F) [Contrareciproco_2]
(F—G,-F—G}USF -G — ——F [MP, 5, 2]
{F—-G,-F—-G}USt (-G — —-—F) — ((-G — —-F) - G) [Axioma3]
{F—G,~F—G}USF (-G — —F) -G [MP, 7, 6]
(F~G ~F—>GlUSFG [MP, 8, 4]
{F-G}USF(-F—-G)—G [Deduccion, 9]
SF(F-G)— ((-F—=G) —G) [Deduccion, 10]

U

O 0 IO U1~ W N =

U
—_ O

lemma tercio-excluso-1: S+ (F — G) — ((NoF — G) — G)
proof —
have 1: {F — G,No F — G} U S F — G by (simp add:hip)
have 2: {F — G, No F — G} U Sk No F — G by (simp add:hip)
have 3: {F — G,NoF — G} USF (F— G) — (No G — No F)
by (rule contrareciproco-2)
have 4: {F - G,NoF — G} US+F No G — No F using 3 1 by (rule mp)
have 5: {F - G,NoF - G} US+ (NoF — G) — (NoG — No No F)
by (rule contrareciproco-2)
have 6: {F - G,NoF — G} US+ No G — No No F using 5 2 by (rule mp)
have 7: {F - G,NoF - G} USF (NoG — NoNoF) — ((NoG — NoF) — G)
by (rule Axioma3)
have 8: {F - G,NoF — G} US+ (No G — No F) — G using 7 6 by (rule mp)
have 9: {F - G,No F — G} U S I~ G using 8 4 by (rule mp)
have 10: {F — G} USF (No F — G) — G using 9 by (simp add: deduccion)
show 11: S+ (F — G) — ((No F — G) — G) using 10 by (rule deduccion)
qed

Lema 1.34 (Tercio excluso) Si ({F} US)+ Gy ({—F} US) F G, entonces S - G.

Demostracion:
SFF—G [Deduccién, H1]

SF-F—=G [Deducciéon, H2]
SF(F—G)— ((-F — G) — G) [Tercio_excluso_1]
SF(-F—-G)—G [MP, 3, 1]

SEG [MPF, 4, 2]

Ul k= WODN =

lemma tercio-excluso:
assumes ({F} US)FGand ({NoF} US)F G
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shows S - G
proof —
have 1: S - F — G using assms(1) by (rule deduccion)
have 2: S - No F — G using assms(2) by (rule deduccion)
have 3: S (F — G) — ((No F — G) — G) by (rule tercio-excluso-1)
have 4: S+ (No F — G) — G using 3 1 by (rule mp)
show 5: S - G using 4 2 by (rule mp)
qed

Corolario 1.35 Sea S un conjunto finito. Si ({F} US) - Gy ({=F} U S) - G, entonces
SkG.

corollary tercio-excluso-2:
assumes insert F S+ G and insert (NoF) SF G
shows S - G

using tercio-excluso[of F S G| assms by simp

2 Semantica de la l6gica proposicional

Definicién 2.1 Los valores de verdad son V (que se interpreta como verdadero) y F (que se
interpreta como falso).

En la siguiente formalizacién se identifica el conjunto de los valores de verdad con
el tipo v-verdad, el valor V con la constante Verdad y el valor F con la constante Falso
respectivamente.

datatype v-verdad = Verdad | Falso

Definicién 2.2 Una interpretacion es una aplicacion del conjunto de los indices de los simbolos
proposicionales en el conjunto de los valores de verdad.

types interpretacion = nat = v-verdad

Definicién 2.3 El valor de una férmula F en una interpretacién I (representado por I'(F)) se
define por recursion como sigue:

e I'(py) = I(n) si py es un simbolo proposicional

V, sil'(F)

F
F, sil'(F)=V

o I'(—F) = {
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F, sil'(F)=VyI'(G)=F

V, en caso contrario.

oI'(F—>G):{

En lo sucesivo, escribiremos I1(F) en lugar de I'(F).

constdefs v-negacion :: v-verdad = v-verdad
v-negacion x == (if x = Verdad then Falso else Verdad)

constdefs v-implicacion :: v-verdad = v-verdad = v-verdad
v-implicacion x y == (if x = Falso then Verdad else y)

consts valor :: interpretacion = formula = v-verdad
primrec

valor I (Atomn) =1In

valor I (No F) = (v-negacion (valor I F))

valor I (F — G) = (v-implicacion (valor I F) (valor I G))

Definicion 2.4 Una formula F es una tautologia si I(F) = V para toda interpretacion I.

constdefs tautologia :: formula = bool
tautologia F = (V1. ((valor I F) = Verdad))

Las férmulas que tienen la forma de axioma son tautologias.

Lema 2.5 (tautologia-A1) La formulaal: F — (G — H) es tautologia.

Demostracion: Sea I una interpretacion, hay que demostrar que I(al) = V. Como se
muestra en la siguiente tabla, la demostracioén es por casos en los valores posibles de
F en I y utilizando la definicién del valor de una implicacién . El simbolo - significa

valores arbitrarios.
F G|F — (G— F)

caso 1 V - V V V
caso 2 F -|F V

lemma tautologia-A1: tautologia (F — (G — F))
proof —
have V I. valor I (F — (G — F)) = Verdad
proof
fix I
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show valor I (F — (G — F)) = Verdad
proof (cases valor I F)
— Caso I:
{ assume valor I F = Verdad
thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }
next
— Caso 2:
{ assume valor I F = Falso
thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }
qed
qed
thus ?thesis by (simp add: tautologia-def )
qed

Lema 2.6 (tautologia-A2) La férmula a2: (F — (G — H)) — ((F - G) — (F — H)) es
tautologia.

Demostracion: Sea I una interpretacion, hay que demostrar que I(42) = V. Como se
muestra en la siguiente tabla, la demostracion es por casos en los valores posibles de
F,H y G, respectivamente, en I y utilizando la definicién del valor de una implicacion.

F HG (F-(G—H))— (F- G)— (F— H))
caso la V.V - Vv \Y vV Vv
casolb.l |V F VI VF VFF V
casolb.2 |V F F V. VFF YV
caso 2 F - - \ V. FV
U
lemma tautologia-A2: tautologia ((F — (G — H)) — ((F — G) — (F — H)))
proof —
have V1. valor I (F — (G— H)) — ((F— G) — (F — H))) = Verdad
proof
fix I

show valor I ((F— (G — H)) — (F— G) — (F — H))) = Verdad
proof (cases valor I F)
— Caso 1:
{ assume valor [ F = Verdad
show ?thesis
proof (cases valor 1 H)
— Caso la:
{ assume valor | H = Verdad
thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }
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next
— Caso 1b
{ assume Vr: valor | H = Falso
show ?thesis
proof (cases valor I G)
— Caso 1b.1:
{ assume valor [ G = Verdad
thus ?thesis using Vr by (simp add: v-implicacion-def ) }
next
— Caso 1b.2:
{ assume valor I G = Falso
thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }
qed }
qed }
next
— Caso 2:
{ assume wvalor I F = Falso
thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }
qed
qed
thus ?thesis by (simp add: tautologia-def)
qed

Lema 2.7 (tautologia-A3) La férmulaa3: (- G — = F) — ((—= G — F) — G) es tautologia.

Demostracion: Sea I una interpretacion, hay que demostrar que 1(a3) = V. Como se
muestra en la siguiente tabla, la demostracién es por casos en los valores posibles de G
y F, respectivamente, en I y utilizando la definiciénes del valor de una implicacién y
una negacion.

G F| (-G — =F)— ((-G — F) — G)

casol |V - Vv vV V

caso2a |F V| V. F F V

caso2b | F F V. V F F V

U
lemma tautologia-A3: tautologia ((No G — No F) — ((No G — F) — G))
proof —
have V1. valor I ((NoG — NoF) — ((No G — F) — G)) = Verdad
proof
fix

show valor [ (NoG — NoF) — ((No G — F) — G)) = Verdad
proof (cases valor I G)
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— Caso I:

{ assume valor I G = Verdad

thus ?thesis by (simp add: v-implicacion-def ) }

next

— Caso 2:

{ assume valor I G = Falso

show ?thesis

proof (cases valor I F)
— Caso 2a:
{ assume valor [ F = Verdad
thus ?thesis by (simp add: v-negacion-def ) (simp add: v-implicacion-def ) }
next
— Caso 2b:
{ assume valor [ F = Falso
thus ?thesis by (simp add: v-negacion-def ) (simp add: v-implicacion-def ) }

qed }

qed
qed
thus ?thesis by (simp add: tautologia-def )
qed

Definicién 2.8 Una interpretacion I es modelo de un conjunto de férmulas S si, para toda
férmula Fde S, I(F) = V.

constdefs modelo :: interpretacion = formula set = bool (- mod - [80,80] 80)
I'mod S= (VF € S.valor I F = Verdad)

Definicién 2.9 Un conjunto de formulas es satisfactible si tiene algiin modelo. En caso con-
trario se dice que es insatisfactible.

constdefs satisfactible :: formula set = bool
satisfactible S = (3v. v mod S)

Definicién 2.10 Una formula F es una consecuencia légica de un conjunto de férmulas S si
para todo modelo I de S se tiene que I(F) = V. Se representa por S |= F.

constdefs consecuencia :: formula set = formula = bool (- |= - [80,80] 80)
SEF=(VI.ImodS — valor [ F = Verdad)

En particular, la férmula F es una tautologia si @ F F.
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Lema 2.11 Todas las interpretaciones son modelo del conjunto vacio.

Demostracién: Por la definicién de modelo de un conjunto.

lemma modelo-de-vacio:
VI.Imod {}
proof —
have VF € {}. valor I F = Verdad by simp
thus V I. [ mod {} by (simp add: modelo-def )
qed

Lema 2.12 Una formula es tautologia syss es consecuencia del conjunto vacio.

Demostracién: Es consecuencia del lema anterior y de las definiciones de consecuencia
l6gica y de tautologia.
O

lemma CNS-tautologia:
tautologia F = ({} = F)
by (simp add: tautologia-def consecuencia-def modelo-de-vacio)

Lema 2.13 (CNS-tautologial) Siuna férmula es tautologia, es consecuencia lo6gica de cualquier
conjunto.

Demostracién: Basta con aplicar las definciones de tautologia y consecuencia légica.
O

lemma CNS-tautologial:
assumes tautologia F

shows S =F
proof —

show ?thesis using assms by (simp add: tautologia-def consecuencia-def)
qed

3 Teorema de validez

Teorema 3.1 (de validez ([1] p. 40)) Las férmulas deducibles a partir de un conjunto S de
férmulas son consecuencias de S; es decir, si S - F, entonces S = F.
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Demostracion: Por induccion sobre la deducibilidad de F. Se consideran tres casos:

Caso 1: Supongamos que F € S. Sea I un modelo de S, entonces, por definicién de
modelo, I(G) = V para toda férmula G € S. Luego, por hipétesis, I(F) = V. De esta
forma, S = F.

Caso 2: Supongamos que F es un axioma y ¢ es una sustitucién. Entonces F es uno
de los axiomas A1, A2 o A3, por lo tanto, por los lemas 2.5, 2.6, 2.7 se tiene que sust ¢ F
es una tautologia. Luego, por 2.13, S - sust ¢ F.

Caso 3: Supongamos que F se obtiene por modus ponens a partir de G — Fy G.

Por hipétesis de induccién se tiene que S = F — G y S |= F. Luego, por definicion de

consecuencia légica, para todo modelo I de S se tiene que I(F — G) = Vy I(F) = V.

Por lo tanto, por la definicién del valor de una implicacién, necesariamente se tiene que
I(G) = V. Asi, queda demostrado que S |= G.

O

theorem validez: S-FF — S |=F
proof (induct rule: esDeducible.induct)
— Caso I:
{fix F
assume hipl: F € S
have V1.1 mod S — wvalor I F = Verdad
proof
fix
show
I'mod S — wvalor I F = Verdad
proof
assume
I'mod S
thus valor I F = Verdad using hipl by (simp add: modelo-def)
qed
qed
thus S |= F by (simp add: consecuencia-def )
}
next
— Caso 2:
{fixF ¢
assume hip2: F € Axiomas
have S |= sust ¢ Al using tautologia-A1 and CNS-tautologial by simp
moreover
have S |= sust ¢ A2 using tautologia-A2 and CNS-tautologial by simp
moreover
have S |= sust ¢ A3 using tautologia-A3 and CNS-tautologial by simp
ultimately
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show S = sust & F using hip2 by auto
¥

next

— Caso 3:

{fixFG

assume

SFF— Gand

1:SEF— Gand

S+ F and

2SEF

show S |= G using 1 and 2 by (simp add: consecuencia-def v-implicacion-def)

}
qed

4 Teorema de completitud

En esta seccién se formaliza en Isar la demostracion del teorema de completitud, el cual
afirma que en nuestro sistema deductivo se pueden deducir todas las tautologias. Un
sistema con esta propiedad se dice que es deductivamente completo.

4.1 Prueba informal

En esta parte presentamos una prueba del teorema de completitud, similar a las que
aparecen en los textos clasicos de l6gica, por ejemplo en [1] p. 42.

Definicién 4.1 Sea I una interpretacion. La relativizacién de una formula F respecto de I se

define por

. [F sil(F)=V
£l —
~F, sil(F)=F

Esta definiciéon nos permite enunciar el siguiente lema a partir del cual se demuestra
el teorema de completitud.

Lema 4.2 (Kalmar ([1] p. 41)) Sean py1,p2, ..., pm los simbolos proposicionales de F y sea I
una interpretacion, entonces {pl,..., pl,} + FL

Demostracién: La prueba es por induccion en el nimero n de ocurrencias de conectivas
en F.
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Caso base. Supongamos que n = 0. Entonces F es un simbolo proposicional p,
luego para cada uno de los casos I(p1) = Ve I(p1) = Fellema {pl} - p! se reduce a
las afirmaciones {p1} - p1y {—p1} F —p1 respectivamente, que son verdaderas por la
definicién 1.10.

Paso de induccién. Supongamos que el lema se tiene para j < n. Distinguimos los
siguientes casos.

Caso 1. Supongamos que F es =G. Entonces G tiene menos de n ocurrencias de
conectivas, y tiene los mismos simbolos proposicionales que F. Luego, por hipétesis de
induccién, se tiene que

{pt,--- P} FG. (1)
Distinguimos los siguientes dos subcasos.

Caso 1a. Supongamos que I(G) = V, entonces I(F) = F. Por lo tanto, G! = G y
F! = —F. Por consiguiente,
L {pt,--putFG [por (1) y G' = G]
2. {pl,...,pL} -G — (=—=G) [lema 1.28]
3. {pl,....pl} =G [MP 2y 1]
4. {pl,...,pl} - —F [F es =G]
5 {pl,...,pL}HF! [FI = =F]

Caso 1b. Supongamos que I(G) = F, entonces I(F) = V. Por lo tanto, G! = =G y
F! = F. Por la hipétesis de induccién tenemos que, {p{, ..., ph} F =G. De esto dltimo,
y teniendo en cuenta que =G es F!, se tiene el lema.

Caso 2. Supongamos que F es G; — Gp. Entonces, G y Gy tienen menos ocurren-
cias de conectivas que F. Luego, por hipétesis de induccién S = G y T + G}, en donde
Sy T son los conjuntos de simbolos proposicionales que ocurren en G y G, respectiva-
mente. Luego,

{p1,-- Pt F G (2a)
{p1- - pwt F Gi (2b)
Distinguimos los siguientes tres subcasos.

Caso 2a. Supongamos que I(G;) = V, entonces I(F) = V. Luego, G} = Gy y
FI = F. Por lo tanto,

L {pl ..., pL}F G [por (2a)]

2. {pl,....pL} G2 — (G1 — G2) [poraxioma Al]
3. {pl,....pL} -G — G, [por MP 2y 1]
4. {pl,...pl}+F [F es Gy — Gy]
5 {pl,....pl} - F! [FI = F]

Caso 2b. Supongamos que I(G;) = Vy I(G;) = V. Entonces I(F) = F. Luego,
G{ = Gy, Gé =Gy, y F! = —F. Por lo tanto,
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1. {p{,. . .,p,lﬂ} F Gy [por (2b) y G{ = Gq]
2. {p{,...,pfn} F =Gy [por (2a) y Gé = =Gy
3. {pi,...,piﬂ} Gl — (-G2 — —(G; — Gy)) [porlema 1.32]

4. {py - pmtF (Gl — G) [MP 3y 1]

5 {pl,....pl} - —F [4y Fes G — Gyl

6. {pl,...,pL}+F! [5y Fl = —F]

Caso 2c. Supongamos que I(G;) = F. Entonces I(F) = V. Luego, GI = -Gy y
F! = F. Por lo tanto,

L Apy.oppt E =G [por (2a) y G = ~Gy]
2. {pl,...,pl} =Gy — (G1 — G;) [porellema 1.29]

3. {pl,....pl}F G — Gy [MP 2y 1]

4. {p{,...,p,lﬂ}l—F [3y Fes Gi — Gy]

5 {pl,...,pL}F! [4y F! = F]

Teorema 4.3 (Teorema de completitud) Si F F entonces I~ F.

Demostracién: Sea F una tautologia. Entonces, para toda interpretacion I, se tiene que
I(F) = Vy, por lo tanto, F! = F. Por el lema 4.2 tenemos que

{pi,--..pa}FF (1)

Sea I una interpretacion de py, ..., p,. Entonces I se puede extender a py, p2, ..., pn de
dos maneras: I(p;) = V en cuyo caso p! = p; y tenemos por (1)

{p1,ps, ..., P} FF,

o I(p1) = F en cuyo caso pl = —p;y y por lo tanto

{=p1,ph ..., ph} .

Asi, por el teorema del medio excluso, tenemos que

{pé,...,pfl} - F.

Si repetimos este proceso 1 veces podemos eliminar todas las premisas hasta obtener

(JFF
O

Obsérvese que en la dltima argumentacion de la prueba anterior aparece la parte
informal de la demostracion. Para su formalizacién se debe tener un procedimiento que
permita la eliminacién de hipétesis (premisas). En lo que sigue hacemos una nueva pre-
sentacion del lema de Kalmar con base a los conceptos de “hipétesis” y “conclusiéon” de
una férmula, a partir de los cuales se demuestra un método de eliminacién de hipétesis
de un conjunto de simbolos proposicionales en la deducciéon de una férmula.
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4.2 Prueba formal

Definicién 4.4 Sea T un conjunto de indices de simbolos proposicionales. El conjunto de las
hipétesis de una formula F con respecto de T se define de la manera siguiente.

{pn}z Si nec T
{_‘Pn}, en caso contrario

1. hipT(Pn) = {

2. hipr(=G) = hipr(G)

primrec hip :: nat set = formula = formula set where

hip T (Atom n) = (if n € T then {Atom n} else {No (Atom n)})
| hip T (No F) =hipTF

|hip T (F—G)=hipTFUhipTG

Algunas propiedades de los conjuntos de hipétesis son las siguientes.

Lema 4.5 El conjunto hipt(F) es finito.

Demostracién: La demostracién es por induccién en la férmula F.

Caso 1. Supongamos que F es un simbolo proposicional. Entonces, por definicién,
el nimero de elementos de hipr(F) esigual a 1.

Caso 2. Supongamos que hip(F) es finito, entonces hipr(—F) es finito ya que por
definicion hipr(F) = hipp(—F).

Caso 3. Supongamos que hipr(F) y hipr(G) son finitos. Entonces, hipr(F — G) es
finito ya que por definicién hipp(F — G) = hipr(F) U hip7(G) y la unién de conjuntos
finitos es finito.

U

lemma hip-finito: finite (hip T F)
proof (induct F)
— Caso I:
{ fix nat
show finite (hip T (Atom nat)) by simp }
next
— Caso 2:
{fixF
assume finite (hip T F)
show finite (hip T (No F)) by simp }
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next
— Caso 3:
{fixFG
assume finite (hip T F) and finite (hip T G)
show finite (hip T (F — G)) by auto }
qed

La demostracion del lema anterior se puede hacer de forma més automatica:

lemma hip-finitol: finite (hip T F)
proof —

show ?thesis by (rule induct) auto
qed

En forma analoga se tiene la demostracién de los siguientes lemas

Lema 4.6 Todo elemento de hipt(F) es un simbolo proposicional que estd en T o es la negacién
de un simbolo proposicional que no pertenece a T.

Demostracion: Por induccidon en la féormula F.

lemma pertenece-hip [rule-format|:

Ge hlp TF —

(In. (G=Atomn AneT)V (G=No (Atomn) An¢T))
proof —

show ?thesis by (rule induct) auto
qed

Lema 4.7 El conjunto de las hipétesis de una férmula F respecto del conjunto de indices
T — {n} esti contenido en la unién de {—p,} con el conjunto de hipétesis de F respecto de
T distintas de py:

hipr—(ny(F) € {=pu} U (hipr(F) — {pn}).

Demostracion: Por induccidon en la féormula F.

lemma hip-diferencia: hip (T—{n}) F C {No (Atom n)}U ((hip TF) — {Atom n})
proof —

show ?thesis by (rule induct) auto

qed
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Lema 4.8 El conjunto de las hipétesis de una férmula F respecto del conjunto de indices {n} U T
estd contenido en la union de {py,} con el conjunto de hipétesis de F respecto de T distintas de

“Pn:
hipgnur(F) € {pn}t U (hipst(F) — {=pn}).

Demostracion: Por induccidon en la féormula F.

lemma hip-cons:
hip ({n}UT) F C {Atomn} U ((hip T F) — {No (Atom n)})
proof —
show ?thesis by (rule induct) auto
qed

Definicién 4.9 Sea T un conjunto de indices de simbolos proposicionales.

La interpretacion asociada a T es la interpretacion definida por

V, sipeT
vT<p>:{ P

F, delo contrario.

La conclusion de la formula F con respecto de T es

cony(F) = F, sivp(F)=V
T\ SE, siop(F)=F

definition interpretacion-asociada :: (nat set) = (nat = v-verdad) where
interpretacion-asociada T = A x. (if x € T then Verdad else Falso)

definition con :: (nat set) = formula = formula where
con T F = (if valor (interpretacion-asociada T') F = Verdad then F else No F)

Los siguientes lemas son consecuencia directa de los conceptos anteriores.

Lema 4.10 Sea T un conjunto de indices de simbolos proposicionales. EIl valor de la conclusion
de F respecto de T en la interpretacion asociada a T es verdadero.

lemma valor-con-interpretacion-asociada:

valor (interpretacion-asociada T)(con T F) = Verdad
proof(cases valor (interpretacion-asociada T) F)

assume hip: valor (interpretacion-asociada T) F = Verdad
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hence con T F = F by (simp add: con-def )
thus ?thesis using hip by simp
next
assume hip: valor (interpretacion-asociada T') F = Falso
hence con T F = (No F) by (simp add: con-def)
moreover
have (valor (interpretacion-asociada T)(No F)) = Verdad using hip
by (simp add: v-negacion-def )
thus ?thesis using hip by (simp add: con-def)
qed

Lema 4.11 Sea T un conjunto de indices de simbolos proposicionales. Supongamos que F = py
yn € T. Entonces v';(F) = V.

lemma valor-atomica-pertenece:

assumes F = Atomkand k€ T

shows valor (interpretacion-asociada T) F = Verdad
using assms
by (simp-all add: interpretacion-asociada-def)

Lema 4.12 Sea T un conjunto de indices de simbolos proposicionales. Supongamos que F = py,
yn ¢ T. Entonces v (F) = F.

lemma valor-atomica-no-pertenece:

assumes F = Atomkand k ¢ T

shows valor (interpretacion-asociada T) F = Falso
using assms
by (simp-all add: interpretacion-asociada-def)

Lema 4.13 Si Fes py y k € T, entonces hipr(F) = {px}-

lemma hip-atomica-pertenece:
assumes F = Atomkand kc T
shows hip T F = {Atom k}

using assms valor-atomica-pertenece

by simp-all

Lema 4.14 Si Fes pyy k & T, entonces hipp(F) = {—px}.
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lemma hip-atomica-no-pertenece:
assumes F = Atomkand k ¢ T
shows hip T F = {No (Atom k) }
using assms valor-atomica-no-pertenece
by simp-all

Lema 4.15 Si F es py y k € T, entonces cont(F) = py.

lemma con-atomica-pertenece:

assumes F = Atomkand k€ T

shows con T F = Atom k
using assms valor-atomica-pertenece con-def
by simp-all

Lema 4.16 Si F es py y k € T, entonces cont(F) = —p.

lemma con-atomica-no-pertenece:

assumes F = Atomkand k ¢ T

shows con T F = No (Atom k)
using assms valor-atomica-no-pertenece con-def
by simp-all

Con las definiciones anteriores, el lema de Kalmar puede enunciarse de la siguiente

manera.

Lema 4.17 (Kalmar) Sea F una formulay T un conjunto de indices de simbolos proposicionales,
entonces hipr(F) t cony(F).
lemma kalmar|rule-format|): ¥V F. size F = n — hips T F I~ conclus T F

Para la demostracién usamos los siguientes lemas que dan condiciones suficientes
para deducir, a partir de un conjunto cualquiera S, las férmulas

—(=F),F — G, ~(F — G).

Lema 4.18 (casoa) Si S+ G entonces S+ F — G.

Demostracion:
1 SFG— (F—G) [lema1.13]
2 SFF—G [MP, 1 y hipétesis]
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lemma casoa:
assumes S - G
shows SFF — G
proof —
have S+ G — (F — G) by (rule Axiomal)
thus ?thesis using assms by (rule mp)
qed

Lema 4.19 (casob) Si St Fy S+ =G entonces S+ —=(F — G).

Demostracién:
1 SFF— (-G— —(F—G)) [lema1.32]
2 SF-G—~(F—G) [MP, 1 y hipétesis]
3 SFA(F—=G) [MP, 2 y hipétesis]
0
lemma casob:
assumes S - F
and S No G
shows S - No (F — G)
proof —
have S+ F — (No G — No (F — G)) by (rule negacion-del-condicional)
hence S+ No G — No (F — G) using assms(1) by (rule mp)
thus ?thesis using assms(2) by (rule mp)
qed
Lema 4.20 (casoc) Si S —F entonces S+ F — G.
Demostracién:
1 SF—-F— (F—G) [lema1.29]
2 SFF—G [MP, 1 y hipétesis]
0

lemma casoc:
assumes S+ NoF
shows S-F — G
proof —
have S+ (No F — (F — G)) by (rule elimNeg)
thus ?thesis using assms by (rule mp)
qed

Los siguientes dos lemas servirdn para simplificar la longitud de la prueba del lema
de Kalmar.
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Lema 4.21 Si F es =G, entonces, para todo conjunto de férmulas S y todo conjunto de indices

T se tiene que
S+ cont(G) — cony(F).

Demostracion: Por casos segtn el valor de vr(G).

Caso 1: Supongamos que v7(G) = V. Entonces, cont(G) = Gy vr(F) = F. Luego,
cont(F) = =F = =—G. Por tanto, usando el lema 1.28, se tiene que
S cont(G) — cony(F).

Caso 2: Supongamos que vr(G) = F. Entonces, conp(G) = =Gy vp(F) = V.
Luego, cont(F) = F = —G. Por tanto, usando el lema 1.18, se tiene que
S+ cont(G) — cony(F).
O

lemma con-negacion:
assumes F = No G
shows Scon TG — con T F
proof (cases valor (interpretacion-asociada T) G)
—Caso 1
{ assume hip: (valor (interpretacion-asociada T) G) = Verdad
hence 1: con T G = G by (simp add: con-def )
have (valor (interpretacion-asociada T) F) = Falso using assms hip
by (simp add: v-negacion-def )
hence con T F = No F by (simp add: con-def)
hence con T F = No No G using assms by simp
thus SFconTG — con TF
using 1 by (simp add: introDN)) }
next
— Caso 2
{ assume hip: valor (interpretacion-asociada T) G = Falso
hence 1: con T G = No G by (simp add: con-def)
have wvalor (interpretacion-asociada T) F = Verdad using assms hip
by (simp add: v-negacion-def)
hence con T F = F by (simp add: con-def)
hence con T F = No G using assms by simp
thus SFconTG — con TF
using 1 by (simp add: identidad) }
qed

Lema4.22 SiFesG— H, St cont(G) y S+ cont(H). Entonces, S - cont(F).
Demostracién: Por casos segin vr(H).
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Caso 1: Supongamos que vr(H) = V, entonces cont(H) = H, vr(F) = Vy
cont(F) = G — H. Luego, por el lema 4.18, S +- cont(F).

Caso 2: Supongamos que vr(H) = F. Lo demostramos por casos segin v7(G).

Caso 2a: Supongamos que vr(G) = V. Entonces, cont(G) = G, cony(H) = —H,
cont(F) = —F. Luego, por el lema 4.19, S +- conr(F).

Caso 2b: Supongamos que vr(G) = F. Entonces, cont(G) = -G, conp(F) = F.
Luego, por el lema 4.20, S - cony(F).
O

lemma con-implicacion:
assumes F =G — H
and SFcon TG
and S+ con T H
shows S con T F
proof (cases valor (interpretacion-asociada T') H)
—Caso 1
{ assume hip: valor (interpretacion-asociada T) H = Verdad
hence 1: con T H = H using con-def by simp
have ovalor (interpretacion-asociada T) F = Verdad using assms(1) hip
by (simp add: v-implicacion-def)
hence con T F = G — H using con-def assms(1) by simp
thus S - con T F using casoa 1 assms(3) by simp }
next
— Caso 2
{ assume hip: valor (interpretacion-asociada T) H = Falso
show S-con TF
proof (cases valor (interpretacion-asociada T) G)
— Caso 2a
{ assume hip1: valor (interpretacion-asociada T) G = Verdad
hence 1: con T G = G using con-def by simp
have 2: con T H = No H using hip con-def by simp
hence valor (interpretacion-asociada T) F = Falso using hip hip1 assms(1)
by (simp add: v-implicacion-def )
hence con T F = No F by (simp add: con-def)
thus S - con T F using casob 1 2 assms by simp }
next
— Caso 2b
{ assume hip: valor (interpretacion-asociada T) G = Falso
hence 1: con T G = No G using con-def by simp
have wvalor (interpretacion-asociada T') F = Verdad using hip assms(1)
by (simp add: v-implicacion-def )
hence con T F = F using con-def by simp
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thus S - con T F using casoc 1 assms by simp }

qed }
qed

Lema 4.23 (Kalmar) Sea F una formulay T un conjunto de indices de simbolos proposicionales,
entonces hipr(F) t cony(F).

Demostracién: Por induccién en el tamario de la férmula. Sea n un niimero natural. La
hipétesis de induccion (HI) afirma que para toda férmula F de tamafio menor que 7 se
tiene hipy(F) F cont(F). Tenemos que demostrar que para toda férmula F de tamafio n
se tiene hipy(F) - cont(F).

Sea F una férmula. Supongamos (HI1) que el tamafio de F es n, Tenemos que
demostrar que hipr(F) - cont(F). Lo haremos por distincion de casos segtin la forma
de F.

Caso 1: Supongamos que F es la formula atémica py. Distinguimos dos casos:

Caso 1a: Supongamos que k € T. Entonces
1. hipr(F) = {px} [Por 4.13]
2. cont(F) = px [Por 4.15]
3. hipr(F) F conp(F) [Por1,2y1.10]
Caso 1b: Supongamos que k ¢ T. Entonces
1. hipr(F) = {-px} [Por4.14]
2. cont(F) = —pg [Por 4.16]
3. hipr(F) F conp(F) [Por1,2y1.10]

Caso 2: Supongamos que F es =G. Entonces,

1. hipr(G) F cont(G) [Por H.I]
2. thT(F) = thT(G) [POI‘ 4.4]
3. hipr(F) F cont(G) [Por 1y 2]
4. hipr(F) & cont(G) — cont(F) [Por4.21]
5. hipr(F) F cont(F) [Por MP, 4 y 3]
Caso 3: Supongamos que F es G — H. Entonces, se tiene que
hipr(F) I cont(G) 1)

En efecto, la longitud de G es menor que la longitud de F y, por (HI1) es menor que n.
Luego, por (HI), se tiene hipr(G) - cont(G). Ademas, hipr(G) C hipr(F). Por lo tanto,
usando la regla de debilitamiento, se tiene que hipr(F) F cont(G).

De la misma forma, se tiene que,
hipr(F) F cont(H) (2)

Por el lema 4.22, junto con (1) y (2), se tiene que hipr(F) F cony(F).
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lemma kalmar[rule-format|:
VF.sizezF=n— hipTFtconTF
proof (induct rule: nat-less-induct)
fix n
assume HI: Vm<n.VF.sizeF=m — hip TF+con TF
show VF.sizeF=n—hipTFtconTF
proof
fix F::formula
showsizeF =n — hipTFFcon TF
proof
assume HI1:size F = n
show hip TFF-con TF
proof (cases F)
— Caso I:
{ fixk
assume Casol: F = Atom k
show hip TFI=con T F
proof (casesk € T)
— Caso la
{ assume Casola:k € T
hence hip T F = {Atom k}
using Casol hip-atomica-pertenece by simp
moreover hence con T F = Atom k
using Casol Casola con-atomica-pertenece by simp

ultimately show hip T F - con T F using hip by simp }

— Caso 1b
{ assume Casola: k ¢ T
hence hip T F = {No (Atom k) }
using Casol hip-atomica-no-pertenece by simp
moreover hence con T F = No (Atom k)

using Casol Casola con-atomica-no-pertenece by simp
ultimately show hip T F - con T F using hip by simp }

qed }

next

— Caso 2:

{fixG
assume Caso2: F = No G
hence size G < size F by simp

hence b1: hip T G - con T G using HI and HI1 by simp

have b2: hip T F = hip T G using Caso2 by simp
hence b3: hip T F = con T G using b1 by simp
have b4: hip TFFcon TG — con T F

using Caso2 con-negacion by simp

39



show hip TF=con TF
using b4 b3 by (rule mp) }
next
— Caso 3:
{fixGH
assume Caso3: F =G — H
have1: hip TFtcon T G
proof —
have size G < size F using Caso3 by simp
hence hip T G - con T G using HI and HI1 by simp
moreover
have hip T G C hip T F using Caso3 by auto
ultimately
show hip T F t- con T G by (rule debilitamiento)
qed
have 2: hip TFt~con TH
proof —
have size H < size F using Caso3 by simp
hence hip T H I- con T H using HI and HI1 by simp
moreover
have hip T H C hip T F using Caso3 by auto
ultimately
show hip T F t- con T H by (rule debilitamiento)
qed
show hip TFcon TF
using con-implicacion 1 2 Caso3 by simp }
qed
qed
qed
qed

El siguiente lema de eliminacién de variables permitird la demostracién del teo-
rema de completitud

Lema 4.24 (Lema de eliminacién de variables) Sea F una tautologia. Si H es un conjunto
finito, entonces para todo conjunto de indices T se tiene que, hipt(F) — H + F.
Demostracién: Por induccién finita sobre H.

Base: Supongamos que H = @. Sea T un conjunto de indices. Se tiene
hipr(F) —H = hipr(F) - @

- cony(F) [por el lema 4.23]
=F [por ser F tautologia]
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Paso de induccién Sea H un conjunto finito y x ¢ H. La hipétesis de induccién es
VT.(hipr(F)—HFF (HI)
Hay que probar que
VT.(hipr(F) — ({x} UH) - F
Sea T un conjunto de indices. Demostraremos que
hipr(F) — ({x} UH) F F 1)
distinguiendo dos casos.
Caso 1: Supongamos que x € hipr(F). Entonces, por el lema4.6, existe un k tal que
x es px con k€T 6 x es —p; con k¢ T. Demostraremos (1) distinguiendo dos subcasos:

Caso 1a: Supongamos que x es py con k€T. Por el lema 1.35, basta probar que
{pky U (hipr(F) = ({x} UH)) - F (1al)
{=pey U (hipr(F) = ({x} UH)) - F (1a2)

La demostracién de (1al) es la siguiente:

1. hipr(F) — H C {px} U (hipr(F) — ({x} UH)) [porque x es p]

2. hipr(F)—HFF [por la HI]
3. {px} VU (hipr(F)— ({x}UH)) - F [por1,2yellema 1.11]
La demostracién de (1a2) es la siguiente:
L. hipr_g (F) C (_‘Pk) (hipr(F) — {px}) [por el lema 4.7]
2. hipr_gy(F) — H C (=pg) U (hipr(F) — ({x} UH)) [por 1y porque x es py]
3. hipr_gn (F) — H - F [por la HI]
4. {ﬂpk} U (hipr(F) — ({x} UH))F F [por2,3yellema1.11]
Caso 1b: Supongamos que x es —p; con k€T. Por el lema 1.35, basta probar que
{px} U (hipr(F) — ({x} UH)) - F (1b1)
{=pi U (hipr(F) — ({x} UH)) = F (1b2)
La demostracién de (1b1) es la siguiente:
1. hiprur(F) C {px} U (hipr(F) — {—px} por el lema 4.8
2. hipror(F) —H € {p} U (hipr(F) — ({x} UH)) [por 1y porque x es —pi]
3. hipyur(F)—HHFF [por la HI]
4. {px} VU (hipr(F)— ({x}UH)) - F [por2,3yellema 1.11]

La demostracién de (1b2) es la siguiente:
1. hipr(F) — H C {=px} U (hipr(F) — ({x} UH)) [porque x es —p]
2. hipr(F)—HFF [por la HI]
3. {—-px} U (hipr(F)— ({x}UH)) - F [por1,2yellema 1.11]

Caso 2: Supongamos que x ¢ hip(F). Entonces,
L. hipp(F) — ({x} UH) = hipr(F) — H
2. hipr(F)—HFF [por la HI]
3. hipr(F)— ({x}UH)FF [por1,2]
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lemma eliminacion-variables:
assumes fautologia F
shows finite H = VT. ((hipTF) —H)FF
proof (induct rule: finite-induct)
— Base:
{fixT
have (hip TF) — {} = hip T F by simp
moreover have hip T F - con T F using kalmar by simp
moreover have con TF =F
using assms con-def tautologia-def by simp
ultimately have (hip TF) — {} - F by simp }
thus VT. ((hip TF) — {}) F F by simp — Fin de la base
next
— Paso:
{ fix x H assume
finite H and
x ¢ H and
HI:VT. ((hip TF) —H) - F
show VT. ((hip TF) — (insert x H)) - F
proof
{fixT
show (hip T F) — (insert x H) - F
proof (cases x € (hip TF))
— Caso 1:
{assume 1: x € (hip TF)
obtain k where 2: (x = Atom k N keT) V (x = No (Atom k) N\ k¢T)
using 1 pertenece-hip by blast
show (hip TF) — (insert x H) - F
proof (cases x = Atom k N keT)
— Caso la:
{ assume x = Atomk ANk e T
show (hip T F) — (insert x H) - F
proof —
— Caso 1al:
have {Atom k} U ((hip TF) — (insert x H)) - F
proof —
have (hip TF) — H C
insert (Atom k) ((hip T F) — (insert (Atom k) H)) by auto
moreover
from HI have (hip T F) — H - F by simp
ultimately
have insert (Atom k) ((hip T F) — (insert (Atomk) H)) - F
using debilitamiento by simp
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thus {Atom k} U ((hip TF) — (insert x H)) - F
using (x = Atom k A\ k € T) by simp
ged — Fin del Caso 1al
moreover
— Caso 1a2:
have {No (Atom k)} U ((hip TF) — (insert x H)) - F
proof —
have hip (T—{k}) F C
insert (No (Atom k)) ((hip T F) — {Atom k})
using hip-diferencia by simp
hence (hip (T—{k}) F) —H C
{No (Atom k)} U ((hip T F) — (insert x H))
using x = Atom k A k € T) by auto
moreover
from HI have (hip (T—{k}) F) — H+ F by simp
ultimately
show {No (Atom k)} U ((hip TF) — (insert x H)) - F
using debilitamiento by simp
ged — Fin del Caso 1a2
ultimately show (hip T F) — (insert x H) - F
using tercio-excluso-2[of Atom k (hip T F)— (insert x H)]
by simp
ged } — Fin del Caso 1a
next
— Caso 1b:
{ assume —(x = Atomk Nk € T)
hence x = No (Atomk) Nk ¢ T
using 2 by blast
show (hip T F) — (insert x H) - F
proof —
— Caso 1b1:
have {Atom k} U ((hip TF) — (insert x H)) - F
proof —
have hip ({k}UT) F C {Atom k}U((hip T F)—{No (Atom k)})
by (rule hip-cons)
hence (hip ({k}UT) F) — HC
{Atom k}U((hip T F) — ({x}UH))
using (x = No (Atom k) A k ¢ T) by auto
moreover
from HI have (hip ({k}UT) F) — H - F by simp
ultimately
show {Atom k} U ((hip TF) — (insert x H)) +F
using debilitamiento by simp
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ged — Fin del Caso 1b1
moreover
— Caso 1b2:
have {No (Atom k)} U ((hip T F) — (insert x H)) = F
proof —
have (hip TF) — H C
{No (Atom k)} U ((hip T F) — (insert x H))
using (x = No (Atom k) A k ¢ T) by auto
moreover
from HI have (hip T F) — H \- F by simp
ultimately
show {No (Atom k)} U ((hip TF) — ((insert x H))) - F
using debilitamiento by simp
ged — Fin del Caso 1b2
ultimately
show (hip T F) — (insert x H) = F
using tercio-excluso-2[of Atom k (hip T F)— (insert x H)]
by simp
ged } — Fin del Caso 1b
qed } — Fin del Caso 1
next
— Caso 2
{ assume x ¢ (hip T F)
show (hip TF) — (insert x H) - F
proof —
have (hip TF) — (insert x H) = (hip TF) — H
using « & (hip T F)) by simp
moreover
have (hip T F) — H F F using HI by simp
ultimately show (hip T F) — (insert x H) - F by simp
qed } — Fin del Caso 2
qed }

qed } — Fin del paso

qed

Teorema 4.25 (de completitud ([1] p. 42)) Todas las tautologias son deducibles, es decir, para
toda formula F, si = F, entonces - F.

Demostracion: Sea F una tautologia. Por el lema 4.5, hipr(F) es un conjunto finito y,

por

el lema 4.24, hipp(F) — hipr(F) F F. Por tanto, @ - F.

theorem completitud:
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assumes fautologia F
shows {} F F
proof —
have finite (hip T F) by (rule hip-finito)
hence (hip TF) — (hip TF) - F
using assms eliminacion-variables by blast
thus {} - F by simp
qed
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(por-hip)

(mp-con-hip)

(identidad)

(debilitamiento)

(debilitamiento2)

(lema-deduccion)

(deduccion)

(regla-de-corte)
(encadenamiento)
(encadenamiento?)
(mp2)

(mp2a)

(corte2)

(eliminaDN)
(introDN)



SFNoF— (F— G) (elimNeg)

e SEFNoG—NoF — (F— G) (contrareciproco-1)
e SFF—G— (NoG— NoF) (contrareciproco-2)
e SFF— (NoG— No (F—G)) (negacion-del-condicional)
e SFF—-G— (NoF - G— G) (tercio-excluso-1)

(FYUSFG  {NoF}USFG
[ ]
SEG

(tercio-excluso)

(FYUSFG  {NoF}USFG
[ ]

(tercio-excluso-2)

SFEG
e tautologia (F — (G — F)) (tautologia-AT)
e tautologia (F — (G— H) — (F— G — (F — H))) (tautologia-A2)
e tautologia (No G — NoF — (NoG — F — G)) (tautologia-A3)
e YVI.Imod D (modelo-de-vacio)
e tautologin F =@ |= F (CNS-tautologin)
tautologia F ,
_ (CNS-tautologial)
SEF
SEF .
° — (validez)
SEF
e finite (hip T F) (hip-finito)
GehipTF .
o (pertenece-hip)
dn.G=Atomn AneTVG=NoAtomn An¢gT
e hip (T — {n}) F C {No Atomn} U (hip TF — {Atom n}) (hip-diferencia)
e hip ({n} UT)FC {Atomn} U (hip TF — {No Atom n}) (hip-cons)

F = Atomk keT .
. , - - (valor-atomica-pertenece)
valor (interpretacion-asociada T) F = Verdad

F = Atom k k& T ,
. , - - (valor-atomica-no-pertenece)
valor (interpretacion-asociada T) F = Falso
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F = Atom k keT
hip T F = {Atom k}

F = Atom k k&T
hip T F = {No Atom k}

F = Atom k keT
con TF = Atom k

F = Atom k k&T
con T F = No Atom k

SFEG
SFF—G

SFF SEFNoG
SENo (F— G)

SFNoF
SFF—G

F=NoG
SFecon TG —conTF

F=G—H SkeconTG

(hip-atomica-pertenece)

(hip-atomica-no-pertenece)

(con-atomica-pertenece)

(con-atomica-no-pertenece)

(casoa)

(casob)

(casoc)

(con-negacion)

SkconTH

SkconTF

sizeF=n
hipTFt=conTF

tautologia F finite H
VT.hipTF—HGFF

tautologia F
@FF

(con-implicacion)

(kalmar)

(eliminacion-variables)

(completitud)
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Kalmar

(e debilitamiento

e hip-atomica-pertenece : valor-atomica-pertenece
e con-atomica-pertenece : valor-atomica-pertenece
e hip-atomica-no-pertenece : valor-atomica-no-pertenece

e con-atomica-no-pertenece : valor-atomica-no-pertenece
(

. . Axiomal
identidad { Aiomad
( Axiomal
Axioma3
debilita2
Axiomal
encad2 deduccion : lema-deducc szomaZ
® con-negac identidad
introDN por-hip : Axiomal
( Axiomal
Axioma3
.y encad2
eliminaDN identidad
mpZa{ debilita2
| L L deduccion
(casoa : Axiomal
( deduccion
encad2
( deduccion
encad?2
casob : negac-condic eliminaDN
e con-implicacion contrarec2 Axiomal
Axioma3
contrarecl .
deduccion
\ \ encad2
Axiomal
casoc : elimNeg < Axioma3
L deduccion
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(e kalmar
e debilitamiento
e pertenece-hip
e hip-diferencia
eliminacion-variables ¢ e hip-cons

\

TeoremaCompletitud {

Referencias

e tercio-excluso?2 : tercio-excluso

e hip-finito

deduccion
Axioma3
tercio-exclusol { deduccion
contrarec2

e eliminacion-variables

[1] E. Mendelson. Introduction to mathematical logic. CRC Press, 2001.
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