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LMétodos algebraicos de razonamiento automatico

LLc')gicas polivalentes

Sintaxis de las logicas polivalentes

» Lenguaje de logicas polivalentes:

> ny s son enteros positivos.

{Xi,..., Xy} son las variables proposicionales.
{f1,..., 1} son las conectivas.

0:{1,...,s} — Nes la aridad.

» Férmulas proposicionales: P(Xy, ..., X,)
> X EP(Xl,...,Xn)
» Sije{l,...,s}yAL..., Ay € P(Xy,...,X,), entonces
fj-'(A]_, R 7A(;(J)) S P(Xl, . 7Xn)

vYvyy
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- Légicas polivalentes

Semantica de las légicas polivalentes

» Valores de verdad

> p es un namero primo.

» Z, se interpretan como valores de verdad.

» 0 se interpreta como falso.

» 1 se interpreta como verdadero.
» Funciones de verdad

» H;: Zio) — Zp es la funcién de verdad de la conectiva f;.
» Valoraciones

» v:{Xiy,...., Xy} = Z, es una valoracién
» Valor de verdad de una férmula en una valoracién v:

v P(Xe,. ., Xn) = Zp
o(A) v(A), siAe{Xi,..., X}
v = .
Hj(V(Al), ceey V(Ag(j)))7 si Aes )?(Ah - ,A(;(j))
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LLc')gicas polivalentes

Consecuencia polivalente

» Modelo de férmula
» v es modelo de A si v(A) =1.
» Modelo de un conjunto de férmulas

» vesmodelode {B;,...,Bn}siv(B)=---=v(By,) =1
» Consecuencia légica:
» La férmula A es consecuencia légica de las férmulas By, ..., By, si

para todo modelo de {Bj,..., By} es modelo de A.
> Se representa por {Bi,...,Bn} E A
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LLégicas polivalentes

Ejemplo: légica trivalente de Lukasiewicz

> p= 3
» 2 se interpreta como indeterminado

» Conectivas:
fi = = (negacién),
f, = { (posibilidad),
f3 = O (necesidad),
fa = V (disyuncién),
fs = A (conjuncién),
fe =— (implicacion),
(e

fz =< (equivalencia)
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LMétodos algebraicos de razonamiento automatico

LLégicas polivalentes

Ejemplo: légica trivalente de Lukasiewicz

» Funciones de verdad

a | Hi(a) | Ha(a) | Ha(a)

0 1 0 0

1 0 1 1

2 2 1 0

a| b| Hs(a,b) | Hs(a,b) | He(a, b) | H7(a, b)
0|0 0 0 1 1
0|1 1 0 1 0
02 2 0 1 2
110 1 0 0 0
11 1 1 1 1
1]2 1 2 2 2
2|0 2 0 2 2
2|1 1 2 1 2
212 2 2 1 1
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LConsecuencia y pertenencia a un ideal

Férmulas y polinomios

» Transformacién de férmulas en polinomios:
0 :P(Xq,...,Xn) = Zp[X,...,Xn] definida por
A i Ae{Xy,....Xu};
G(A) — { 9 S! S { 1 9 }
0;(0(A1),....0(As;), si A= F(A1,.... As)
donde
> 0;(q1,- -+, 950)) Z Hi(ins - dsgy) Li(q1) - - Lis(y (9s(i))

> Lo(q)=1—g°"
» Li(q) =Lo(g—i)paraiec{l,...,p—1}
» Teorema: Sean Ag, A1, ..., Am € P(Xq,...,X,). Son
equivalentes:

» Ap es consecuencia de {A1, ..., An}
» 0(Ap) — 1 pertenece al ideal generado por
{Q(Al) - 1759(Am) - 17Xf 7X13'~'aXr€ 7Xn}
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L Decisién de consecuencia mediante BG

Decisién de consecuencia mediante BG

» Algoritmo de decisién de consecuencia mediante BG.

» Entrada: Una férmula Ag y un conjunto finito I' = {Ay,..., An}

de férmulas.
» Salida: SI,sil E Ao; NO, en caso contrario.
» Procedimiento:
F:={0(A)—1,....0(Am) — 1, X{ — X1,..., XP — X, }
G := BG(F — {0})
q:= FN(9(A)) — 1,G)
si g = 0, devolver SI
en otro caso devolver NO.

» Implementaciones: Lisp, Reduce, Maple, CoCoA.

» Aplicaciones:

» Compilacién de bases de conocimiento
» Verificacién de bases de conocimiento
» Construccién de sistemas expertos
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L Publicaciones

Publicaciones

1987 Preuve automatique dans le calcul propositionnel et les logiques
trivalentes. Congress on Computacional Topology and Geometry
and Computation in Teaching Matemathics.

1988 Métodos algebraicos de razonamiento automatico. Tesis Univ. de
Sevilla.

1990 Légicas polivalentes y bases de Grobner. LNLF.

1991 Multi—valued logic and Grébner bases with applications to modal
logic. Journal of Symbolic Computation.

1999 A computer algebra approach to verification and deduction in
many—valued knowledge systems. Soft Computing.

2009 A Groebner bases—based approach to backward reasoning in rule
based expert systems. Ann. Math. Artif. Intell.
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L&l sistema OTTER

Ejemplo de razonamiento automatico con OTTER

» Teorema: Sea G un grupo y e su elemento neutro. Si, para todo
x de G, x? = e, entonces G es conmutativo.
» Formalizacién:
» Axiomas de grupo:
(Vx)[e.x = x]
(Vx)[x.e = x]
(Vx)[x.x71 = ¢
(Vx)[x71.x = ¢
(V)(Vy)(V2)[(x.y).z = x.(y.2)]
» Hipétesis
(Vx)[x.x = €]
» Conclusion
(vVx)(Vy)lx.y = y-x]

— — — —
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LRazonamiento automitico en légica de primer orden con OTTER

LEI sistema

OTTER

Ejemplo de razonamiento automatico con OTTER

» Entrada grupos.in

set

op(400, xfy, *).

(auto2).

op(300, yf, ™).

*y)*z=x*(y*z),

list(usable).

e ¥ X = X.

X * e = X.

X~ *x X = e.

X * X7 = e.
(x

X = X.

X * X = e.
b*xal=a=x*b.
end_of_list.

b
h

b
h
b

Ax.
Ax.
Ax.
Ax.
Ax.
Ax.

OB W N
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L&l sistema OTTER

Ejemplo de razonamiento automatico con OTTER

» Uso de OTTER
otter <grupos.in
» Resultado:

17 [para_into,10.1.1.1,13.1.1,demod,3,flip.1]
23 [para_into,10.1.1,13.1.1,flip.1]

33 [para_from,23.1.1,17.1.1.2,demod,5,flip.1]
37 [para_from,33.1.1,17.1.1.2]

38 [binary,37.1,1.1]

———————————— end of proof ---————--—-----———-

e*xX=X.

X*e=x.

(xxy) *z=x* (y*z) .
X*x=e.

x* (xxy)=y.

x* (y* (xky) ) =e.
xx (y*x)=y.
XKY=Y*X.
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L Procesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Ejemplo de conocimiento matematico

» Teorema: Existen infinitos niimeros primos.

» Demostracién usual:
Hemos de probar que para cada nimero natural, x, existe un
nimero primo y que es mayor que x. Lo haremos por reduccién
al absurdo.

Supongamos que existe un nimero natural a tal que cualquier
nimero primo es menor o igual que a. Sea x un nimero
arbitrario. Puesto que el menor factor primo de 1 + x! es primo,
debe ser menor o igual que ay, por tanto, divide al factorial de a.
En particular, el menor factor primo de 1 + a! divide al factorial
de ay, puesto que también divide a 1 + a!, tiene que dividir a la
diferencia y, por tanto, debe ser igual a 1. De donde se sigue que
al = 0. Lo que es una contradiccién.
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LRazonamiento automitico en légica de primer orden con OTTER

L Procesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Extraccidon del conocimiento

» Simbolos no l6gicos

fact (x) factorial de x

mfp (x) menor factor primo de x, si x > 1y
X en caso contrario

PR (x) X es un ndmero primo

X<y X €s menor que y

DIV (x,y) x divide a y

» Hipdtesis necesarias:

H1

H2
H3

Ha
H5
H6
H7

Si un nimero divide a una suma y a uno de los sumandos,
entonces divide al otro.

El menor factor primo de un nimero divide a dicho nimero.

Si el menor factor primo de un nimero es 1, entonces dicho
nimero es 1.

El menor factor primo de 1 + x es distinto de 0.

El menor factor primo de 1 4+ x! es primo.
Siy#0ey<x, entonces y divide a x!.

El factorial de cualquier nimero es distinto de 0.
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LPlrocesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Representacion del conocimiento en OTTER

» Representacién en OTTER:

list(usable).

DIV(x, y + z), DIV(x, z) -> DIV(x, y).
-> DIV(mfp(x), x).

mfp(x) =1 -> x = 1.

mfp(l + x) = 0 ->.

-> PR(mfp(1 + fact(x))).

->y =0, x <y, DIV(y, fact(x)).
fact(x) = 0 ->.

end_of_list.

h
h
h
h
h
h
h

H1
H2
H3
H4
H5
H6
H7
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LPlrocesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Representacion del conocimiento en OTTER

> Tesis
Tesis: VxJy(x <y A PR(y))
Negacién: IxVy —(x < y A PR(y))
» Clausula de la tesis

list(sos).
a <y, PR(y) ->.
end_of_list.

» Demoduladores
list(demodulators) .

> (x+y=x)=(y=0).
-> DIV(x,1) = (x = 1).
end_of_list.

> Regla de inferencia
set (ur_res) .
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LRazonamiento automitico en légica de primer orden con OTTER

LProcesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Procesamiento del conocimiento con OTTER

©O© 00 N O O b W N -

e e
O W N = O

[1 DIV(x,y+z), DIV(x,z) -> DIV(x,y).

[l -> DIV(mfp(x),x).

[0 mfp(x)=1 -> x=1.

[0 mfp(1+x)=0 -> .

[ -> PR(mfp(l+fact(x))).

1 -> y=0, x<y, DIV(y,fact(x)).

[1 fact(x)=0 -> .

0 -> (x+ty=x)= (y=0).

[1 -> DIV(x,1)= (x=1).

[] a<y, PR(y) -> .

[ur,10,5] a<mfp(i+fact(x)) -> .

[ur,11,6,4] -> DIV(mfp(l+fact(x)),fact(a)).
[ur,12,1,2,demod,9] -> mfp(l+fact(a))=1.
[ur,13,3,demod,8] -> fact(a)=0.
[binary,14.1,7.1] -> . 25 / 105
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LProcesamiento del conocimiento matematico con OTTER

Correspondencia de la prueba de OTTER vy la inicial

» Grafo de la prueba:

| 11 | mfp(1+x!) < a |

| 12 | mfp(1 +x!)|a! |

|13 | mfp(1+al)=1 |
!
(14 ]al=0|
!

| 15 | Contradiccién |
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L Publicaciones

Publicaciones

1992 Automated proofs in group theory with OTTER. Symposium on
Knowledge Engineering.

1993 Especificacién formal de bases de datos con un demostrador
automatico de teoremas. PRODE.

1994 Automatizacién de la aritmética. LNLF.

2002 A methodology for the computer-aided cleaning of complex
knowledge databases. IECON.

2003 Towards a practical argumentative reasoning with qualitative
spatial databases. IEA/AIE.

2004 Ontology cleaning by mereotopological reasoning. DEXA.

2005 Razonamiento mereotopoldgico automatizado para la depuracién
de ontologias. Tesis Univ. de Sevilla.

2006 Foundational challenges in automated data and ontology cleaning
in the Semantic Web. IEEE Intelligent Systems.
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Manifiesto QED (1993)

QED is the very tentative title of a project to build a computer system
that effectively represents all important mathematical knowledge and
techniques.
1. to help mathematicians cope with the explosion in mathematical
knowledge
2. to help development of highly complex IT systems by facilitating
the use of formal techniques

3. to help in mathematical education

4. to provide a cultural monument to “the fundamental reality of
truth”

5. to help preserve mathematics from corruption

6. to help reduce the ‘noise level' of published mathematics

7. to help make mathematics more coherent

8. to add to the body of explicitly formulated mathematics

9. to help improve the low level of self-consciousness in mathematics
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El sistema ACL2

» A Computacional Logic for an Applicative Common Lisp.
» Desarrollado por Moore y Kaufmann.
» Sucesor de NQTHM de Boyer y Moore.

» Tres aspectos de ACL2:

1. Lenguaje de programacién.
2. Logica.
3. Sistema de razonamiento automatico.
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ACL2 como lenguaje de programacion

» Definicién:
(defun concatena (x y)
(if (endp x) ¥y
(cons (car x) (concatena (cdr x) y))))

(defun inversa (x)
(if (endp x) nil
(concatena (inversa (cdr x)) (list (car x)))))
» Evaluacién:
ACL2 !> (concatena ’(a b) ’(c d e))

(ABCDE)
ACL2 !> (inversa ’(a b c))
(C B A)

ACL2 !> (inversa (inversa ’(a b c)))
(A B C) 33 / 105
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ACL2 como légica

» ACL2 es una légica de primer orden con igualdad sin
cuantificadores de la parte aplicativa de Common Lisp.
» Ejemplo de definiciones de la teoria de listas:
(defun true-listp (x)
(if (consp x) (true-listp (cdr x))
(eq x nil)))
» Ejemplo de axiomas de la teoria de lista:
(defaxiom car-cdr-elim
(implies (consp x)
(equal (cons (car x) (cdr x)) x)))
(defaxiom car-cons (equal (car (cons x y)) x))
(defaxiom cdr-cons (equal (cdr (cons x y)) y))
» Mediante defun se extiende la légica de manera conservativa. Se
necesitan condiciones de admisibilidad.
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ACL2 como légica: Admisibilidad

> Ejemplo 1:
ACL2 !> (defun f (x) y)

ACL2 Error in (DEFUN F ...): The body of F contains
a free occurrence of the variable symbol Y.

» Ejemplo 2:
ACL2 !> (defun f (x) (+ (f x) 1))

ACL2 Error in (DEFUN F ...): No :measure was
supplied with the definition of F. Our heuristics
for guessing one have not made any suggestions.

No argument of the function is tested along every
branch and occurs as a proper subterm at the same
argument position in every recursive call. You must

specify a :measure. 35/ 105
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ACL2 como légica: Admisibilidad

» Ejemplo 3:
ACL2 !> (defun inversa (x)
(if (endp x)
nil
(concatena (inversa (cdr x))
(1ist (car x)))))

The admission of INVERSA is trivial, using the relation
EO-0RD-< (which is known to be well-founded on the
domain recognized by EO-ORDINALP) and the measure
(ACL2-COUNT X). We observe that the type of INVERSA is
described by the theorem

(OR (CONSP (INVERSA X)) (EQUAL (INVERSA X) NIL)).

We used primitive type reasoning and the
:type-prescription rule CONCATENA.
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ACL2 como SRA (sistema de razonamiento automatico)

Simplificacién

Eliminacién de destructores

Uso de equivalencias

Usuario

Generalizacién

Eliminacién de irrelevancias

Induccion
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ACL2 como SRA: Induccién

ACL2 !> (defthm inversa-inversa
(implies (true-listp x)
(equal (inversa (inversa x)) x)))

Name the formula above *1.

Perhaps we can prove *1 by induction. Two induction schemes
are suggested by this conjecture. These merge into one
derived induction scheme.

We will induct according to a scheme suggested by (INVERSA
X). If we let (:P X) denote *1 above then the induction
scheme we’ll use is
(AND (IMPLIES (AND (NOT (ENDP X)) (:P (CDR X)))

(:P X))
(IMPLIES (ENDP X) (:P X))).
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El papel del usuario

» Frecuentemente los primeros intentos de demostracién de
resultados no triviales fallan.

» Ello significa que el demostrador necesita demostrar lemas
previos.
» Estos lemas se obtienen:

» de una demostracién preconcebida a mano o
> del analis del fallo del intento de prueba.

» Por tanto, el papel del usuario es:

» Formalizar la teoria en la légica.
» Implementar una estrategia de la prueba, mediante una sucesién
de lemas.

» El resultado es un fichero con definiciones y teoremas
» Un libro en la terminologia de ACL2.
» El libro puede certificarse y usarse en otros libros.
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LVerificacién de procedimientos de declisién proposicionales

Célculo de modelos mediante tableros semanticos

MOD(0) :=
if endp(0) then nil
elseif rama-cerrada(f) then nil
else let F be seleccion(f) in
if doble-negacion(F)
then MOD(afiade(componente-neg-neg(F), elimina(F, 6)))
elseif alfa-formula(F)
then MOD(afiade(componente-1(F),
afiade(componente-2(F), elimina(F, 0))))
elseif beta-formula(F)
then MOD(afiade(componente-1(F), elimina(F, ¢)) or
MOD(afiade(componente-2(F), elimina(F, 6))
else 0
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LVerificacién de procedimientos de declisién proposicionales

Calculo de modelos mediante tableros semanticos

» Propiedades demostradas sobre MOD

» Terminacion.

» Correccién y completitud: MOD(6) # f <= 6 tiene modelos.
» Otros algoritmos proposicionales

» Satisfacibilidad por tableros: SAT(F) <= MOD((F)) # f
» Demostrabilidad por tableros: DAT(F) <= MOD({—F)) =f
» Deducibilidad por tableros:

DEDUC((Hs, ..., Hn), F) <=> MOD((~F, Hy, ..., Hy)) = f

» Terminacién, correccion y completitud de SAT, DAT y DEDUC.
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Verificacion de procedimientos de decision proposicionales

tablas-de-verdad

tableros

SAT-tableros SAT.davisputnam ion-aux it

resolucion-gen
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L Verificacién de algoritmos con ACL2

LVeri\‘icacién de procedimientos de declisién proposicionales

Verificacion de procedimientos de decision proposicionales

Libro Lineas | Definiciones | Teoremas | Consejos
sintaxis.lisp 323 22 45 12
semantica.lisp 113 11 9 1
tablas-de-verdad.lisp 171 13 16 7
uniforme.lisp 206 10 18 5
tableros.lisp 349 13 34 12
secuentes.lisp 507 21 48 20
multiconjuntos.lisp 944 28 149 39
defmul.lisp 886 31 29 16
teorias-genericas.lisp 115 15 2 2
listas.lisp 146 15 10 1
SAT-generico.lisp 335 16 37 13
SAT-tableros.lisp 603 16 67 34
SAT-secuentes.lisp 427 20 36 9
clausulas.lisp 277 16 39 11
forma-clausal.lisp 371 12 47 17
davis-putnam.lisp 621 24 82 21
SAT-davisputnam.lisp 485 23 47 9
conjuntos.lisp 284 19 41 10
resolucion-sat.lisp 1069 27 124 46
representantes.lisp 229 11 25 11
resolucion-thm.lisp 861 13 92 50
resolucion-aux.lisp 333 0 36 13
resolucion-gen.lisp 489 20 50 11
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LVeri\‘icacién de procedimientos de declisién proposicionales

Verificacion de procedimientos de decision proposicionales

1998

2000

2001

2002

2002

2002

2004

Verificacion automatica de sistemas de razonamiento (aplicacién

a la ensefianza de la Inteligencia Artificial). JENUL.
Multiset relations: a tool for proving termination. ACL2
Workshop 2000.

Verifying an applicative ATP using multiset relations.
EUROCAST

Desarrollo formal y verificacion de sistemas proposicionales.
IDEIA/IBERAMIA.

Verification in ACL2 of a generic framework to synthesize
SAT—provers. LPOSTR 2002.

Teoria computacional (en ACL2) sobre célculos proposicionales.

Tesis Univ. de Sevilla.
Formal verification of a generic framework to synthesize
SAT—provers. Journal of Automated Reasoning.
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LVerificacién de procedimientos de decisién ecuacionales

Verificacion de procedimientos de decision ecuacionales

» Principales bloques de la formalizacion:

1. Reticulo de términos de primer orden respecto de la subsuncién.
2. Formalizacién de las reducciones abstractas.
3. Formalizacién de teorias ecuacionales.
» Resultados relevantes en cada uno de los bloques:
1. Verificacién formal de un algoritmo de unificacién
2. Demostracién automatica del lema de Newman.

3. Demostracién automaética del teorema de pares criticos de Knuth
y Bendix.
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LVerh‘icacién de procedimientos de decisién ecuacionales

Algoritmo de unificacién (Reglas de Martelli y Montanari)

{t=t}UR, T =R T
{x=t}UR; T =, L1

sixeV(t)yx#t
{x~t}UR, T =, 0(R); {x~t}uU0O(T)

sixeX,x¢V(t)yd={xrt}
{f(s1,...,sn) = f(t1,..., th))JURT =u{sict,....,sp =ty UR; T
{f(st,...,sn)~g(tr,...,tm)UR, T =5 Ll,sinFméf+g
{t~x}UR; T =,{x=t}URT
sixe X, t¢ X
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LVerh‘icacién de procedimientos de decisién ecuacionales

Lema de Newman

» Noetherianidad (NT): no existe x; — x» — x3...

» Confluencia local (LC):y «+—x »z=1y 5 u <z
» Church-Rosser (C-R):y S z=—=y S u 2

» Lema de Newman: (NT) + (LC) = (C-R)

AN
FE7N,
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LVerificacién de procedimientos de decisién ecuacionales

Teorema de pares criticos de Knuth y Bendix

» Una regla de reescritura (/ — r) en T(X, X) es un par ordenado
(I,r) tal que I,re T(X, X), V(r) CV()y ¢ X.

» (u,v) es un par critico determinado por la superposicién de
I, &~ ry sobre I =~ r; en la posicién p si

» h~nryh=nr son dos ecuaciones en T(X, X),

» I{ ~ryl}~r)son dos ecuaciones con variables separadas y
equivalentes, respectivamente, a las ecuaciones h =~ r y h ~ r,
p € P(h) (y por tanto p € P(l])) es tal que h/p ¢ X,

o es unificador de maxima generalidad de /{/p y 13,

u=o(r)yv=o(hlp—nl).

» Ejemplo: Un par critico determinado por la superposicion de
i(x) * x =~ e sobre (x * y) %z~ x* (y * z) en la posicién 1 es
(exz,i(v)*(v=*2z)).

» Teorema de pares criticos de Knuth y Bendix: — g es localmente
confluente si para cualquier (u,v) € pc(E), se tiene u | v.

v

v

v
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Verificacion de procedimientos de decision ecuacionales

latiice—oi-tarms.

g,
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Verificacion de procedimientos de decision ecuacionales

Libro Lineas | Definiciones | Teoremas | Consejos
basic 378 2 79 2
terms 770 53 76 12
matching 325 7 48 8
subsumption 205 13 29 18
subsumption-subst 327 16 38 13
Subtotal 2005 111 270 53
renamings 578 9 64 25
subsumption-well~founded | 216 3 30 7
anti-unification 434 10 37 6
unification-pattern 808 7 105 33
unification 277 12 24 8
mg-instance 159 3 17 1
lattice-of-terms 148 17 20 5
Subtotal 2620 61 297 9%
multiset 576 2% 69 16
defmul 652 24 14 13
ackermann 127 10 10 4
mccarthy-91 110 10 13 3
Subtotal 1465 68 106 36
abstract—proofs 152 18 7 0
confluence 242 13 32 7
newman 451 15 56 10
convergent 269 2 20 8
Subtotal 1114 68 125 %
equational—theories 219 12 24 7
rewriting 528 18 54 13
critical-pairs 1710 54 152 41
kb-decidability 370 17 24 7
Subtotal 2827 101 254 68
Total 10121 409 1052 277
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Verificacion de procedimientos de decision ecuacionales

1999

2000

2000

2000

2001

2002

2003

Mechanical verification of a rule—based unification algorithm in
the Boyer—Moore theorem prover. En Joint Conference on
Declarative Programming.

Multiset relations: a tool for proving termination. En ACL2
Workshop.

A mechanical proof of Knuth—Bendix critical pair theorem (using
ACL2). En FTP'2000.

Formalizing rewriting in the ACL2 theorem prover. En AISC 2000.

Una teoria computacional acerca de la légica ecuacional
(formalizaciéon n ACL2 de la légica ecuacional y demostracion
automatica de sus propiedades). Tesis Univ. de Sevilla
Formal proofs about rewriting using ACL2. En Annals of
Mathematics and Artificial Intelligence.

Termination in ACL2 using multiset relation. En Thirty Five
Years of Automating Mathematics.
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LVerificacién de algoritmos con ACL2

LVerificacién de procedimientos de decisién polinomiales

El algoritmo de Buchberber

>

Buchberger : F — G
G—F
C—|[(fi,fj):1<i<j<n]
mientras C # ()
(P, q) < primero(C)
C « resto(C)
h «— redg(Spolinomio(p, q))
sih#0C«[(hf):fie G]++C
G—h:G
El algoritmo de Buchberger termina.
El algoritmo de Buchberger devuelve una base de Grébner:

p< idea/(F) <~ P _>:‘k3uchberger(F) 0

El algoritmo de Buchberger da un procedimiento de decisién:

p € ideal(F) <— redguchberger(,_-)(p) =0
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Verificacion de procedimientos de decision polinomiales

[Reduncciones abatractas

reduccion-polinomica

congruencia-ideal|

&

caJ.cuJ.affarmafnormal]—v[estabfreducclon

noetherianidad

estab—sufi;a] [estabfsfpol\n nio| I nfluenci ]

estab-buchberger

Terua de Dickson buchberger

Lema de Mewmmarm

bases-groebner

decizion
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Verificacion de procedimientos de decision polinomiales

LI1BRO LiNEAs DEF. TEOREMAS PisTas
reduccion—polinomica 123 17 7 3
noetherianidad 278 2 35 25
congruencia—ideal 602 18 51 31
forma—normal 38 4 9 4
calculo—forma—normal 188 8 37 18
ideal 152 8 26 8
s—polinomio 54 2 7 5
buchberger 183 12 19 8
estabilidad—reduccion 64 0 10 2
estabilidad—s—polinomio 18 0 1 1
estabilidad—sufija 67 2 14 2
estabilidad—buchberger 95 3 20 2
confluencia 687 15 57 25
bases—groebner 560 17 51 31
decision 26 1 2 2
ToTAL 3185 109 346 167
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Verificacion de procedimientos de decision polinomiales

LIBRO LiNgas DEF.  TEOREMAS PISTAS
Directorio polinomios

coeficiente 185 7 36 12
termino 115 7 16 2
monomio 135 14 24 8
polinomio 17 5 1 0
forma-normal 145 8 23 4
suma 46 1 11 3
congruencias-suma 2 0 5 2
opuesto 81 1 13 8
producto 105 5 19 9
congruencias-producto 120 1 18 4
SUBTOTAL 971 49 166 52
Directorio polinomios—normalizados

polinomio-normalizado 167 9 26 16
orden 35 2 6 0
SUBTOTAL 202 11 32 16
Directorio polinomios—racionales

racional 281 9 61 27
termino 137 9 20 3
termino—division 125 3 27 0
monomio 176 16 38 7
polinomio 46 5 1 1
forma-normal 147 7 10 7
suma 63 2 5 5
congruencias-suma 26 0 10 10
opuesto 52 2 3 2
producto 82 5 9 7
congruencias—producto 1 0 4 4
polinomio-normalizado 267 12 44 22
orden 95 3 5 5
defun—k 81 15 0 0
pertenencia 312 3 57 25
k-polinomio 410 18 68 47
SUBTOTAL 2311 109 362 172
ToTAL 3484 169 560 240
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Verificacion de procedimientos de decision polinomiales

2000

2001

2002

2002

2003
2003

2004

2009

Automatic verification of polynomial rings: fundamental
properties in ACL2. En ACL2 Workshop 2000.

A certified polynomial-based decision procedure for propositional
logic. En TPHOLs 2001.

Implementation in ACL2 of well-founded polynomial orderings.
En ACL2 Workshop 2002.

Algoritmos polinémicos en ACL2 (Una aproximacién al algoritmo
de Buchberger). En IDEIA/IBERAMIA 2002.

A formal proof of Dickson's lemma in ACL2. En LPAR 2003.
Verificacién formal en ACL2 del algoritmo de Buchberger. Tesis
Univ. de Sevilla.

Verified computer algebra in ACL2 (Grobner bases computation).
En AISC 2004.
A verified Common Lisp implementation of Buchberger's

algorithm in ACL2. En JSC 2009.
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LVerh‘icacién de algoritmos eficientes

Verificacion de algoritmos eficientes

» Motivacién: Verificar programas ACL2 eficientes.

» Medio: Objetos de hebra simple (stobj).
» Resultados:

2002
2002

2003

2004

2006

2008

Progress report: term dags using stobjs. En Workshop on ACL2.
Verificacion formal y eficiencia: Un caso de estudio aplicado a la
unificacién de términos. En IDEIA/IBERAMIA.

Formal reasoning about efficient data structures: A case study in
ACL2. LOPSTR.

A Formally Verified Quadratic Unification Algorithm. En
Workshop on ACL2.

Formal correctness of a quadratic unification algorithm. En
Journal of Automated Reasoning.

Efficient execution in an automated reasoning environment. En
Journal of Functional Programming.
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Simulacién de computacién no—convencional
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LSimulacién de computacién no—convencional

Simulacién de computacién no—convencional en ACL2

» Objetivos:
» Formalizar en ACL2 el modelo de computacién molecular de

Adleman.
» Implementar en el modelo el experimento de Lipton para resover

el problema SAT.
» Demostrar en ACL2 la adecuacién y completitud.
» Resultados:
2002 Molecular computation models in ACL2: a simulation of Lipton's
experiment solving SAT. En Workshop on ACL2.
2003 Formal verification of molecular computational models in ACL2: A

case study. En CAEPIA.
2003 Especificacién y verificacién de programas moleculares en PVS.

Tesis Univ. de Sevilla.

63 / 105



Un viaje a través del razonamiento automatico
|—Desarrollo de teorias computacionales con PVS
LEl sistema PVS

Viaje a través del razonamiento automatico
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El sistema PVS
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Un viaje a través del razonamiento automatico
L Desarrollo de teorias computacionales con PVS
LEl sistema PVS

Historia de PVS
» PVS:

v

Nombre: Prototype Verification System

Autores: N. Shankar, S. Owre y J.M. Rushby (SRI, USA)
Def: “PVS is a verification system: that is, a specification
language integrated with support tools and a theorem prover”
Historia: HDM (1970), EHDM (1984), PVS (1991), PVS 4.2
(2008).

» Propdsitos:

» The primary purpose of PVS is to provide formal support for
conceptualization and debugging in the early stages of the
lifecycle of the design of a hardware or software system

» The primary emphasis in the PVS proof checker is on supporting

the construction of readable proofs

v

v

v
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g sistema PVS

El problema de las monedas

» Enunciado: Demostrar que con monedas de 3 y 5 se puede
obtener cualquier cantidad que sea mayor o igual a 8.
» Especificacion
monedas : THEORY
BEGIN
n, a, b: VAR nat
monedas: LEMA
(FORALL n: (EXISTS a, b: n+8 = 3*a + 5%b))
END monedas
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LDesarroIIo de teorias computacionales con PVS
g sistema PVS

El problema de las monedas

» Demostracién manual: Por induccién en n
» Base n=0:04+8=3x1+5x1. Bastaelegra=b=1
» Paso n+ 1: Supongamos que existen a y b tales que
n+8 =3 x a+5 x b. Vamos a distinguir dos casos seglin que
b=0.
Caso 1Sea b =0, entonces n+8=3xa,a>3y
(n+1)+8=3x(a—3)+5x2
Caso 2 Sea b # 0, entonces
(n+1)+8=3x(a+2)+5x(b—1)

67 / 105



Un viaje a través del razonamiento automatico
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L El sistema PVS

El problema de las monedas

» Demostracién con PVS

monedas

{1} (FORALL n: (EXISTS a, b: n+ 8 =3 * a + 5 % b))

Rule? (induct "n")
Inducting on n on formula 1, this yields 2 subgoals:
monedas.1

{1} EXISTS a, b: 0 + 8 =3 *a+ 5 *x b

Rule? (inst 1 1 1)
Instantiating the top quantifier in 1 with the terms: 1, 1,
this simplifies to:
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L El sistema PVS

El problema de las monedas

monedas.1

{1} 0+8=3%1+5=%1

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,
This completes the proof of monedas.1.

monedas.2 :

{1} FORALL j:
(EXISTS a, b: j + 8 =3 * a + 5 * b) IMPLIES
(EXISTS a, b: j+1 +8=3%a+5 *b)

Rule? (skosimp*)
Repeatedly Skolemizing and flattening, this simplifies to:
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El problema de las monedas

monedas.2 :
{-1} j!'1 +8 =3 % a!l + 5 * b!'l

{1} EXISTS a, b: j!1 +1 +8=3%xa+5 %D

Rule? (case "b!1=0")

Case spllttlng on b!l = 0, this yields 2 subgoals:
monedas.2.1

{-1} b!1
[-21 "

+
Q0 O -

=3 % al!l +5 % b!l
[1] EXISTS a, b: j!'1 +1 +8 =3 *%xa+ 5 *xb

Rule? (inst 1 "al!1-3" "2")
Instantiating the top quantifier in 1 with the terms:
a'1-3, 2, this yields 2 subgoals:
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:

El problema de las monedas

monedas.2.1.1 :
[-1] b!1 =0
[-2] j!'1 +8 =3 x a!l + 5 * bl1

{1 11 +1+8=3=%* (all - 3) +5 % 2

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedure

This completes the proof of monedas.2.1.1.
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El problema de las monedas

monedas.2.1.2 (TCC):
[-11 b!'1 0
[-2] j!'1 +8 =23 % all +5 * b!1

{1} at1 -3>=0

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedure

This completes the proof of monedas.2.1.2.
This completes the proof of monedas.2.1.
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El problema de las monedas

monedas.2.2

[-1] j!1 +8 =3 % a!l + 5 % b!l

+

{1} b1 =0
[2] EXISTS a, b: j!'1 + 1 +8=3xa+5*b

Rule? (inst 2 "a!1+2" "bli-1")
Instantiating the top quantifier in 2 with the terms:
a!1+2, b!'1-1, this yields 2 subgoals:
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El problema de las monedas

monedas.2.2.1 :
[-1] j'1 +8 =3 * all + 5 * b!l
[
[1] b!1 =0
{2} j'"1+1+8=3=x(allt +2) +5 % (bl - 1)

Rule? (assert)

Simplifying, rewriting, and recording with decision procedure

This completes the proof of monedas.2.2.1.
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El problema de las monedas

monedas.2.2.2 (TCC):

[-1] j'1 +8=3%*all +5
[

{1} b1 -1>0

[2] b!1=0

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and

This completes the proof of
This completes the proof of

This completes the proof of
Q.E.D.

* bl

recording with decision procedures,
monedas.2.2.2.
monedas.2.2.

monedas.2.
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Demostracion PVS

> Llamada: M-x edit-proof
» Demostracion

(IIII

(INDUCT "n")

(("1™ (INST 1 1 1) (ASSERT))
(II2II

(SKOSIMP*)
(CASE "b!1=0")

(("1" (INST 1 "a!1-3" "2") (("1" (ASSERT)) ("2" (ASSERT))))
("2" (INST 2 "a!1+2" "bt1-1") (("1" (ASSERT)) ("2" (ASSERT)))
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Viaje a través del razonamiento automatico

4. Desarrollo de teorias computacionales con PVS

Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y AFC
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L Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y AFC

Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y
AFC

» Motivacion:

» Aumentar la potencia expresiva.

» Obtener especificaciones evaluables via refinamientos.
» Teorias desarrolladas:

» Programacién légica proposicional.

» Andlisis formal de conceptos.
» Estructura del estudio realizado:

‘ PLP ‘ ‘ AFC ‘

REF-CF

/ \ '
PLP— AFC—e

=
Ea— m
s
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LDesarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y AFC

Desarrollo de teorias computacionales con PVS
AFC

» Un modelo formal de la légica proposicional con PVS:
» Sintaxis
» Semantica proposicional
» Clausulas de Horn
» Semantica de clausulas
» Semantica de los programas légicos en PVS:
» Semantica declarativa.
» Semantica del punto fijo.
» Semantica procedimental.
» Un modelo del anélisis formal de conceptos en PVS:
> Introduccién.
» El reticulo de los conceptos.
» Algoritmo de generacién de los conceptos.
» Implicaciones entre atributos.
» Base de Duquenne—Guigues.

- PLPy
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L Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y AFC

Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y
AFC

» Marco genérico para refinamientos en PVS:
» Refinamiento de tipos.
» Refinamiento de operaciones.
» Caso de estudio: un refinamiento de conjuntos finitos.
» Una formalizacién evaluable de la PLP:
> Algoritmo de célculo de la base de Herbrand.
> Algoritmo de célculo del menor modelo de Herbrand.
> Algoritmo de célculo del operador de consecuencia.
» Algoritmo de calculo del menor punto fijo.
» Algoritmos de resolucién SLD.
» Una formalizacién evaluable del AFC.
» Representacion de los contextos formales.
» Especificaciones evaluables de los operadores de derivacién.
» Refinamiento del tipo de los conceptos.
» Especificaciones evaluables del infimo y el supremo.
» Alocoritmo de cAlciilo de los concentos 80 / 105
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Desarrollo de teorias computacionales con PVS: PLP y

AFC

| Biblioteca | Lemas | Sintaxis | Tipos | Pruebas |
Conjuntos 66 0.01 | 27.29 9.69
Listas 114 0.00 | 22.19 16.66
Marco para refinamiento 234 0.01 | 150.52 53.63
Programacion légica proposicional 479 0.01 | 564.26 | 202.64
Anilisis formal de conceptos 296 0.02 | 335.29 | 191.00
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Desarrollo de teorias computacionales con PVS: ALC

» Sintaxis y semantica de ALC.

» Sintaxis de ALC.

Los conceptos de ALC.

Definiciones sobre la sintaxis de ALC.
Conocimiento terminoldgico y asertivo.
Semdntica de los conceptos de ALC.
Semaéntica de las bases de conocimiento.

vV VY VY VvVYYy

» Razonamiento en ALC.

» Forma normal negativa.
Arboles de expansién de una caja—A.
Propiedades de las expansiones de las cajas—A.
Adecuacién del proceso.
Completitud y terminacion.
Medida de terminacién.

vV vy VY VvYYyYy
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Desarrollo de teorias computacionales con PVS: ALC

» Algoritmo evaluable de ALC.

» Refinamiento del tipo de los conceptos de ALC.
Refinamiento de la sintaxis de ALC.

Refinamiento de la semantica de ALC.

Refinamiento del proceso de completacién de ALC.
Refinamiento del tipo de las activaciones.

Algoritmo genérico de satisfacibilidad para ALC.
Procedimiento de decision de satisfacibilidad para ALC.

vV vV vV vV VvYY

» Desarrollo literario de teorias en PVS.
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Publicaciones sobre teorias computacionales con PVS

2002

2004

2004

2005

2007

2008

Una introduccién al andlisis formal de conceptos en PVS. En
IDEIA/IBERAMIA.

Teoria computacional (en PVS) de la programacién légica y del
analisis formal de conceptos. Tesis Univ. de Sevilla.

Verification of the formal concept analysis. En RACSAM (Revista
de la Real Academia de Ciencias).

A formally verified proof (in PVS) of the strong completeness
theorem of propositional SLD-resolution. En EUROCAST.

A formally verified prover for the ALC description logic. En
TPHOLs.

Constructing formally verified reasoners for the ALC description
logic. En ENTCS.
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Aplicacién para la ensefianza de la RCyR

» Problema: Dificultades para ensefar la representacion de
argumentos en légica de primer orden con igualdad.
» Solucién: APLI> = APLlcacién de Ayuda Para Légica Informatica

» Arquitectura del APLI2

Estudiante Profesor
A [ 3
Y A
Interfaz del Interfaz del
estudiante profesor
A /
Y
IApllcacllcn IApllc aclion Médulo
hipermedia del hipermedia del dazéei
estudiante profesor PEOasoelco
t I
Y
Modulo Basc de datos
experto de problemas

87 / 105


http://www.glc.us.es/apli2

Un viaje a través del razonamiento automatico

LApIicacién para la ensefianza de la RCyR

Aplicacién para la ensefianza de la RCyR

» Sistemas de RA usados: OTTER y MACE.
» Publicaciones:

2006 FITS: Formalization With an Intelligent Tutor System. En Current
Developments in Technology—Assisted Education.

2007 KRRT: Knowledge Representation and Reasoning Tutor System.
En EUROCAST.

» Asignaturas que lo usan:

» “Légica informatica” desde el curso 2007-08.
» “Razonamiento automatico” desde el curso 2008—09.

» Para hacer:

» Editor de demostraciones por tableros.
» Mineria de datos pedagdgicos.
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El sistema Isabelle/HOL /Isar

Isabelle es un marco légico basado en légica de orden superior.

v

v

Isabelle/HOL es la especializacién de Isabelle para HOL
(Higher-Order Logic).

Isar (Intelligible semi—automated reasoning) es un lenguaje de
pruebas para Isabelle.

v

v

Isabelle/HOL se ha desarrollado en la Universidad de Cambridge
(Larry Paulson) y la Universidad de Munich (Tobias Nipkow).

v

Isar se ha desarrollado en Universidad de Munich (Markus
Wenzel).
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Ejemplo de prueba en Isabelle/Isar

» Teorema de Cantor: Sea X cualquier conjunto y p(X) su
conjunto potencia. Entonces no existen aplicaciones suprayectivas
de X en p(X).

Teorema de Cantor: Para cualquier funcién f de X en p(X),
existe un conjunto S tal que S ¢ rango(f).
Representacién en Isabelle:

theorem Cantor:
fixes f:: "o = "o set"
shows "3S. S ¢ range "
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Ejemplo de prueba en Isabelle/Isar

» Teorema de Cantor: Sea X cualquier conjunto y p(X) su
conjunto potencia. Entonces no existen aplicaciones suprayectivas
de X en p(X).

» Teorema de Cantor: Para cualquier funcién f de X en p(X),
existe un conjunto S tal que S ¢ rango(f).

» Representacién en Isabelle:

theorem Cantor:
fixes f :: "o = "o set"
shows "3S. S ¢ range f"

91 / 105



Un viaje a través del razonamiento automatico
L Formalizacién de pruebas con Isabelle/HOL /lsar
Ll sistema Isabelle/HOL /Isar

Demostracién a nivel de primero de Matematicas

Demostracién natural
Sea A= {x.x ¢ f(x)}. Vamos a demostrar que A ¢ rango(f). Lo
haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que
A € rango(f), entonces existe un b tal que A = f(b). Vamos a
demostrar una contradicién distinguiendo dos casos:

» Caso 1: Supongamos que b € A. Entonces, b ¢ f(b) (por la
definicion de A) y b ¢ A (por la definicién de b). Contradiccidn
con b € A.

» Caso 2: Supongamos que b ¢ A. Entonces, b € f(b) (por la
definicion de A) y b € A (por la definicién de b). Contradiccidn
con b ¢ A.
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Demostracién a nivel de primero de Matematicas

Demostracién verificada en Isabelle/Isar

proof
let ?A = "{x. x ¢ fx}"
show "?A ¢ range f"
proof
assume "7A € range "
then obtain b where "?A = f b" ..
show False
proof cases
assume "b € 7A"
hence "b ¢ f b" by simp
hence "b ¢ ?A" using ‘?A = f b’ by simp
thus False using ‘b € ?A" by contradiction
next
assume "b ¢ 7A"
hence "b € f b" by simp
hence "b € ?A" using ‘?A = f b’ by simp
thus False using ‘b ¢ ?A" by contradiction
qed
ged
ged
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Demostracion a nivel de tercero de Matematicas

Demostracién natural
Consideremos el conjunto A = {x.x ¢ f(x)}. Vamos a demostrar
que A ¢ rango(f). Lo haremos por reduccién al absurdo.
Supongamos que A € rango(f), entonces existe un b tal que
A = f(b). Se obtiene una contradicién distinguiendo dos casos
seglin que b € A.
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Demostracidon a nivel de tercero de Matematicas

Demostracién verificada en Isabelle/lsar
proof
let 7A = "{x. x ¢ f x}"
show "?A ¢ range f"
proof
assume "?A € range f"
then obtain a where "7A = f a" ..
show False
proof cases
assume "a € 7A"
show False using ‘?A = f a‘ by blast
next
assume "a ¢ 7A"
show False using ‘7A = f a' by blast
qged

95 / 105



Un viaje a través del razonamiento automatico
L Formalizacién de pruebas con Isabelle/HOL /lsar
L El sistema Isabelle/HOL /Isar

Demostracién a nivel de quinto de Matematicas

» Teorema de Cantor: Para cualquier funcién f de X en p(X),
existe un conjunto S tal que S ¢ rango(f).

» Demostracién natural:
Trivial.

Teorema y demostracién verificada en Isabelle/Isar
theorem Cantor_3:

fixes f : "o = '« set"
shows "JA. A ¢ range f"
by best
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Formalizacién de pruebas en Isabelle/Isar

» Publicaciones

2008 Introduccién a la demostracién asistida por ordenador (con
Isabelle/lIsar).

2008 Elementos de matemadticas formalizadas en Isabelle/Isar. Trabajo
de investigacion de Doctorado.

2009 Formalizacién de la demostraciéon de completitud de la l6gica
proposicional en Isabell/Isar. En CLAI/CAEPIA.

» Objetivo: Verificar resultados de la metateoria de la légica
proposicional y de primer orden.
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Trabajos futuros

» Verificacién de Kenzo
2009 "ACL2 verification of simplicial degeneracy programs in the Kenzo
system”. En Calculemus.
2009 "Polinomios simpliciales: una herramienta para la formalizacién de
la Topologia Simplicial en ACL2". En CLAI/CAEPIA.
2009 “Verificacion y eficiencia en programas para el calculo simbdlico:
estudio de un caso”. En PROLE.
» Verificacién de sistema de decisién proposicional basado en

polinomios.
2008 "Extending attribute exploration by means of Boolean derivates”.
En CLA.

2009 “Conservative Retractions of Propositional Logic Theories by
Means of Boolean Derivatives: Theoretical Foundations”. En
Calculemus.

2009 “Sistema certificado de decisién proposicional basado en
polinomios”. En CLAI/CAEPIA.
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Trabajos futuros

» Verificacién de sistemas de razonamiento para la Web semantica:

» Realizado: Verificacién en PVS se un sistema de razonamiento
para ALC.
» Adaptarla a Isabelle/Isar y comparar las formalizaciones.
» Extenderla a légicas descriptivas mas expresivas.
» Verificacion de la metateoria de la légica clésica.
» Realizado: Verificacién en Isabelle/Isar de la adecuacién y
completitud de un sistema axiomatico de la légica proposicional.
» Ampliarlo a légica de primer orden.
» Ampliarlo a tableros seménticos (orden de multiconjuntos).
» Aplicaciones a la ensefianza:

» Continuar el desarrollo de APLI2.
» Desarrollar cursos escritos en Isabelle/lIsar.
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Logros actuales en la automatizacién del razonamiento

» Demostradores autométicos potentes:
» SAT, procedimientos de decisién, SMT, primer orden
» Etensiones logicas para modelizacién:
» clases de tipos, locales, légica nominal, reflexién, HOL-Omega.
» Nuevas metodologias para las demostraciones interactivas:
» demostraciones declarativas, QuickCheck, refutacién con SAT.
» Demostracién de teoremas importantes:
» cuatro colores, curva de Jordan, teorema fundamental del calculo.
» Verificacion de aplicaciones industriales:
» protocolos de seguridad, control de trafico aéreo.

v

Uso de los demostradores como plataformas de programacion

» Programacién en los demostradores.
» Enlaces a herramientas externas.
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El futuro del razonamiento automatico

» Programacién en légica
» Uso de los demostradores como nuevos IDE.
» Generacién de cddigo certificado.
» Conexiones con sistemas externos (SAT, SMT, FOL, ...).
» Ampliacion de las légica de los demostradores:
» HOL2P, HOL-Omega
> teoria de conjunto
» Ampliacién de las aplicacione de los demostradores:
» Verificaciéon de propiedades profundas de sistemas reales.
» Uso de demostradores en la ensefianza como “tutores inteligentes”.
» Una matematica, muchos sistemas:
» ampliacién de la matemitica formalmente verificada (FM, AFP)
» procesamiento del conocimiento formalizado (MKM)
> conexiones de sistemas via una biblioteca universal de teorias.
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Comentarios finales

Alternativas frecuentes:

1. Verificacién de programas o desarrollo computacional de teorias
matematicas.

Eficiencia de los programas o simplicidad en su verificacién.
Verificacién de programas o generacion de codigo certificado.
Demotracién automatica (ATP) o interactiva (ITP).
Sistemas de razonamiento de nicleo pequefio o grande.
Légicas elementales (SAT, LPO) o superiores (HOL).

Un sistema de razonamiento o varios.

Desarrollo descendente o ascendente.

© 00N WD

Desarrollo individual o colectivo.
Verdad o belleza.
. Suefio o realidad.

=
= O
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