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Introduccion

Logic programming has aimed to bring toget-
her and solve two distinct aims in logic and
computing: making logic more practical and
making computing more logical. R.A. KO-
WALSKI Y C.J. HOGGER pag. 545, [32]

Comenzamos esta memoria con una breve presentacion de lo que conocemos
como Programacién Légica, sus origenes, su evolucién histérica y sus objetivos.
Esta introduccién concluye con un breve resumen del contenido de la presente
memoria.

Historia

Remontdndonos en el tiempo podemos tomar a Aristételes (384-322 a.C.) y
su teoria silogistica como los precursores de la légica matemédtica y en conse-
cuencia de la Programacion Légica. La teoria silogistica, que estudia una clase
particular de implicaciones con dos premisas y una conclusiéon, también fue
tratada por filésofos contemporaneos de Aristdteles y largamente estudiada en
siglos posteriores, aunque no se produjeron innovaciones de interés hasta el
siglo XVII con los trabajos de Descartes y Leibnitz.

Dos siglos después Boole dio un paso importante en el sistema de razona-
miento aristotélico poniendo en relacion la légica y el dlgebra. Los trabajos
de Boole fueron modificados y ampliados mas tarde por légicos y matematicos
como Jevon, Peirce, Schroeder y Huntington entre otros.

Llegamos asi a finales del siglo XIX y principios del XX con la revolucion de
la fundamentacién de las Matemdticas gracias a los trabajos de Frege, Cantor,
Peano, Russell y Whitehead entre otros que marcan el periodo mas apasionante
y de mayor actividad en la historia de la l6gica matematica.

En el primer tercio del siglo XX y tras la publicacién de los Principia Ma-
thematica por parte de Russell y Whitehead continué la actividad frenética de



innovacién de la mano de investigadores de la talla de Post, Hilbert, Ackerman,
Brower, Godel y por supuesto Skolem y Herbrand®

Llegamos a la mitad del siglo XX y descubrimos que de forma paralela al
desarrollo de la légica se ha producido un espectacular avance de las llamadas
“mdquinas de calcular”, avance sobre el que reflexiona A. Turing en un articulo
titulado “; Pueden pensar las maquinas?”, publicado en 1950 y que podemos
dar como punto de partida de lo que después se llamara Inteligencia Artificial.

En los anos siguientes a la publicacién de este articulo avanzé mucho la
demostracion automatica con trabajos como los de Gilmore, Davis-Putnam y
Prawitz, tomando siempre como referencia los trabajos de Skolem y Herbrand
sobre logica de primer orden.

Un hito importante en la historia de la demostraciéon automéatica lo marco
Robinson en 1965 con la presentacion de su método de resolucién, punto de
partida para los trabajos de otros investigadores como Chang, Lee, Loveland
y Wos.

No obstante no es hasta la primera mitad de los setenta, con los trabajos de
Kowalski y el primer PROLOG de Colmerauer cuando nace la Programacién
Légica como rama de la demostracion automaéatica con personalidad propia.

En palabras de Kowalski y Hogger (cf. [32], pag. 544)

“La Programacion Ldgica puede ser brevemente definida como el uso de
la logica simbolica para la representacion de problemas y sus bases de conoci-
miento asociadas, junto con el control de la inferencia logica para la solucion
efectiva de esos problemas.”

Tras la presentaciéon de la Programacién Légica de Kowalski en 1972 y la
del primer PROLOG por parte de Colmerauer, 1973-75 los acontecimientos se
han precipitado. Telegraficamente, podemos citar

1965 J. Alan Robinson publica su principio de resolucién para la demostracion
automatica en forma clausal.

1972 Robert A. Kowalski formula su interpretacion de la légica en forma clau-
sal como lenguaje de programacion.

1973 Alain Colmerauer, Philippe Roussell y otros implantan el primer sistema
PROLOG en la Universidad de Aix- Marseille.

IM. Davis se culpa en su articulo The Prehistory and Early History of Automated De-
duction [16] de dar un nombre erréneo a lo que hoy conocemos como universo y teorema de
Herbrand, cuando en realidad deberian llamarse de Skolem. Al parecer, la primera vez que
aparecen estos nombres es en un articulo suyo publicado en 1963 [17].




1974 Robert A. Kowalski presenta su programacién con logica de predicados
en el IFIP-74.

1977 Keith L. Clark publica sus resultados relacionando la negacién con el
fallo finito.

1984 John W. Lloyd publica la primera edicion de su libro sobre la fundamen-
tacién de la Programacion Logica, referencia bésica en estos ultimos 10
anos.

1984 Se funda el Journal of Logic Programming primero bajo la direccién
editorial de J. Alan Robinson y mas tarde de Jean-Louis Lassez.

En la ultima década, desde la aparicién del Journal of Logic Programming
el nimero de articulos publicados se ha multiplicado, existiendo actualmente
un considerable nimero de légicos y matematicos investigando y publicando
articulos. Podemos citar entre otros nombres a Apt, Shepherdson, Lassez,
Maher, Marriot, Hogger, Martelli, Montanari, Kunen o Pedreschi. Especial
mencion merece el articulo publicado por Apt y Doets este mismo ano en el
que redefinen conceptos clasicos sobre Informacion Negativa presentados por
Lloyd, trabajo que incorporamos y comentamos en esta memoria.

Objetivos

Como apuntdbamos antes en palabras de Kowalski y Hogger, la Programa-
cion Loégica estudia el uso de la logica para el planteamiento de problemas
y el control sobre las reglas de inferencia para alcanzar la solucién de forma
automatica.

Asi, planteado de la forma mas general posible, La Programacién Légica
intenta resolver la siguiente cuestién:

Dado un problema S, saber si la afirmacion ¢ es solucion o no del problema,
o en qué casos lo es. Ademds queremos que los métodos sean implantables en
maquinas de forma que la resolucion del problema se haga de forma automdtica.

Los pasos a seguir en la consecucién de nuestro objetivo los podemos sepa-
rar en dos grandes grupos que podemos llamar Representacion y Técnicas de
resolucion.

Representacién

Los procesos de representacién no pertenecen a la Programaciéon Logica pro-
piamente dicha y de hecho muchos autores no los consideran. En esta fase lo



que hacemos es representar la informacion suministrada en el planteamiento
del problema de forma que podamos aplicar sobre €l las técnicas de resolucién
automatica.

El primer paso en el caso general seria transcribir un problema planteado
en lenguaje natural a lenguaje formal. Hoy dia este es un problema sin resolver
y de hecho las investigaciones apuntan a que sélo un fragmento del lenguaje
natural puede ser traducido?. No obstante muchas afirmaciones pueden ser
traducidas a férmulas de primer orden y de ellas nos ocupamos.

Una vez expresado nuestro problema mediante un conjunto finito de férmu-
las de primer orden expresamos estas en FNC, las cuantificamos universalmente
y nos preguntamos si nuestro problema tiene o no soluciéon, y en su caso ha-
llarla.

En los términos en que tenemos representado nuestro problema, esto es,
mediante un conjunto de formulas S, preguntarse por una solucién del pro-
blema es preguntarse si una determinada férmula del tipo

es consecuencia légica de S%. Llamaremos ¢ a esta férmula.

Damos un paso mas, porque preguntarnos si ¢ es consecuencia légica de S
es preguntarse si el conjunto S U {—¢} es consistente o no.

Nos estamos acercando a nuestro objetivo. Puesto que nuestro problema
ahora es saber si un determinado conjunto de férmulas tiene o no modelos,
aplicando el Teorema de Skolem y las equivalencias l6gicas usuales, podemos
reducir nuestro problema al siguiente problema equivalente:

Dado el conjunto de cldusulas S" U {—¢} estudiar su consistencia.
donde por cldusula entendemos una féormula del tipo

Vay.. . Vog(Ay V... VA, V=B V...V Bp)

con los A; y B; 4&tomos y los zj, las variables que ocurren en ellos. Abreviaremos
la notacién de la férmula anterior como

AlAn<—Ble

Técnicas de resoluciéon

Aqui empieza el verdadero estudio de la Programacién Logica y de hecho es
el punto de partida de casi todos los trabajos publicados, obviando todo lo

2Las interjecciones parece imposible
*Denotamos por B; a los literales apropiados y por y; a las variables que ocurren en ellos.



anterior. Nuestro trabajo consiste en estudiar la consistencia de un conjunto
finito de cldusulas.

En una primera aproximacion vamos a estudiar al caso histéricamente mas
importante. El caso en que las clausulas en las que transcribimos la informacion
de nuestro problema y que llamaremos cldusulas de programa definido sean del
tipo

A+ B,...B,
esto es, tengan un y sélo un literal positivo. Llamaremos objetivos definidos
a las clausulas sin literales positivos y llamaremos clausulas de Horn tanto a
las cldusulas de programa definido como a los objetivos definidos (cf. Seccién
1.1). Nétese que en este caso la formula

es el objetivo <— By, ..., B,,.

Sea como fuere, nuestro objetivo es estudiar la consistencia de un nimero
finito de clausulas. A primera vista el problema parece insalvable, puesto que
tendriamos que ver que ninguna de las infinitas interpretaciones posibles es
modelo de este conjunto de clausulas.

Herbrand ya habia solucionado nuestro problema en 1931 de forma muy
ingeniosa, ya que redujo el problema a estudiar sélo un tipo concreto de in-
terpretaciones, las interpretaciones de Herbrand, que toman como universo
el propio conjunto de términos cerrados del lenguaje en que estd escrito el
programa. Ademds, como desarrollamos en el primer capitulo de esta tesina
podemos identificar una interpretacion de Herbrand con el conjunto de los
atomos que son validos en esa interpretacién (Prop. 1.2.5). De esta forma
podemos aplicar toda la potencia de la Teoria de Conjuntos en el estudio de la
existencia de modelos de Herbrand. De hecho podemos definir un operador del
conjunto de interpretaciones de Herbrand en si mismo, el operador consecuen-
cia inmediata, que para programas definidos es continuo, con el que podemos
caracterizar facilmente los modelos de Herbrand de un programa.

Nuestro problema no estd ni mucho menos resuelto todavia. En general
existen infinitas interpretaciones de Herbrand y el estudio que podemos hacer
en términos conjuntistas necesita en muchos casos aritmética transfinita.

El método que presentamos en esta memoria para decidir de forma me-
cdnica la consistencia o no de nuestro conjunto de clausulas de programa
definido es una variante del método de resolucién de Robinson llamado SLD-
resolucién (Resolucién Lineal para clausulas de programa Definido con funcién
de Seleccién). Se basa en dos principios: resolucién propiamente dicha y uni-
ficacion.



La resolucién es una regla de inferencia, la unica utilizada en este tipo
de problemas, tal que dadas dos clausulas nos permite inferir otra. La vemos
primero en el caso de la loégica proposicional. El principio es muy simple. Dado
el objetivo que representa la negacion de la posible respuesta

— Al, c ,AS
seleccionamos un atomo A,,,
— Ay, AL, A

y buscamos una clausula de nuestro programa definido que tenga a A,, como
unico literal positivo, esto es, una clausula del tipo

Am<—Bl,...,Bq
De ambas deducimos el siguiente objetivo (que llamamos objetivo derivado)
A Al:"':AmflaBla'"7Bq7Am+17"':As

Llamamos derivacién (o SLD-derivacién) a una sucesién de pasos de derivacién
como el que hemos descrito.

Nuestro interés estd en inferir mediante el uso de esta regla la clausula vacia,
la clausula sin literales, que denotamos como O. Puesto que una clausula es
valida en una interpretacion si contiene un literal valido, la clausula vacia es
insatisfacible y pensaremos en ella como una contradiccién. Por tanto, cabe
pensar que si conseguimos llegar a contradiccion razonando a partir de nuestro
conjunto de clausulas, dicho conjunto es inconsistente, con lo que habremos
resuelto nuestro problema.

En el caso en que ocurran variables en los literales de las cldusulas, tendre-
mos que hacer uso de la unificacion.

La unificacion en si misma es todo un mundo dentro de las Matematicas
y a ella dedicamos el segundo apéndice de esta memoria. Visto de forma
muy somera, una sustitucion es una aplicacion del conjunto de variables de un
lenguaje en el conjunto de sus términos, que se puede extender de forma unica
al conjunto de los términos del lenguaje. Asi dos términos s y ¢ son unificables
si existe una sustitucién o tal que o(s) = o(t). En tal caso decimos que o es
un unificador de sy t. El concepto de unificador de mdzrima generalidad, umg,
es mas controvertido y en los tltimos anos han aparecido distintas definiciones
no todas equivalentes. La idea que intentan atrapar las distintas definiciones
es simple, un umg es un unificador que no hace enlaces superfluos, sino los
minimos necesarios en la unificacién, dejando los términos unificados en la
instancia mas general posible. En esta memoria seguimos la definicién de



T. Nipkow, que consigue plasmar esta idea mediante relaciones de orden y
equivalencia, consiguiendo ademds que el umg de dos términos sea tinico salvo
permutacién de variables.

Podemos describir ahora la resolucion en la que hacemos uso de la unifica-
cién. Sea el objetivo

A A A,

donde hemos seleccionado el &tomo A,,. Consideremos ahora una cldusula del
programa

A(—Bl,...,Bq

tal que A yA,, sean unificables. Tomamos su umg 6 e inferimos
— (Ala .. -;AmflaBla .. .,Bq,Am+1, .. .,AS)G

En este caso también buscamos la clausula vacia mediante una derivacion o
sucesion de pasos como el que acabamos de describir. Caso de obtenerla tam-
bién habremos obtenido una sustituciéon o composiciéon de los distintos umg
que hemos considerado en la derivacién. La restriccion de esta sustitucion o
a las variables de nuestro primer objetivo se llama respuesta computada. Su
interpretacién es clara, la respuesta computada es la sustitucion de variables
que dan respuesta a nuestro problema mediante el método de resolucion apli-
cado. Vemos un ejemplo clésico.

PROBLEMA: Dados tres puntos cualesquiera x, v, z sabemos que si existe
un arco que una T ey y un camino de y a z entonces exriste un camino de T a
z. 81 consideramos que existe un camino de todo punto a $i mismo y un arco
de b a c, jexiste algin punto desde el que pueda trazar un camino hasta c?.

Las hipdtesis del problema con notacién clausal las puedo transcribir
camino(x, z) < arco(x,y), camino(y, z)
camino(u, u) <
arco(b, ¢) +
Nos preguntamos entonces si de este programa puedo deducir

Fv(camino(v, c))

y en su caso hallarlo. Consideramos el objetivo < camino(v, ¢) y la siguiente



derivacién?:

+ camino(v,c) camino(zx, z) < arco(x,y), camino(y, z)

0, ={v/z,z/c}

+ arco(x,y), camino(y, c) arco(b, ¢) <

0y = {x/b,y/c}

+ camino(c,c) camino(u, u) —

03 = {u/c}

La restriccién de la composicion 6y, 65,03 a las variables del primer objetivo
+ camino(v, c¢) nos da como respuesta computada § = {v/b}, que parece una
respuesta acertada, pero este ejemplo pone de manifiesto otros problemas:

1. ;Qué ocurre si seleccionamos otro atomo en un objetivo?
2. ;Qué ocurre si en la derivacién buscamos la unificacién con otra clausula?

3. Y lo que es mas importante, ;como sabemos que la respuesta computada
es realmente la respuesta que andamos buscando?

La contrapartida declarativa al concepto procedural de respuesta computada es
el de respuesta correcta. Decimos que la sustitucion 6 es una respuesta correcta
para el programa definido P y el objetivo «— Ay, ..., A, si V((A1 A... A Ap)0)
es consecuencia légica de P. Obviamente, nuestra intencién es demostrar que
toda respuesta computada es correcta, esto es probar la adecuacién de método
de resolucién. Este resultado fue demostrado por Clark en 1979 (Tma. 2.3.1).
Por tanto dado un programa definido y un objetivo definido podemos afirmar
que toda respuesta computada es solucion a nuestro problema. Nos planteamos

4Marcamos en negrilla el 4&tomo seleccionado



ahora la cuestion contraria, esto es: Si existe soluciéon a nuestro problema,
.podemos encontrarla con este método? La respuesta es afirmativa y nos la
da el correspondiente teorema de completitud (Tma. 2.4.6), que afirma que si
el conjunto de clatisulas P U {G} con P un programa definido y G un objetivo
definido es insatisfacible, entonces existe una SLD-refutacién (o derivacién
terminando en la cladsula vacia) de P U {G}.

Tenemos por tanto que la SLD-resolucion es un método adecuado y com-
pleto, pero en la préctica no es tan sencillo puesto que el teorema de comple-
titud sélo afirma la existencia de la refutacién, pero no cémo hallarla.

Aqui empieza una segunda fase dentro de la investigacion en Programacion
Légica de la que también ofrecemos los resultados mas importantes.

¢ Como encontramos esa SLD-refutacion caso de que exista? Esta pregunta
enlaza con las dos primeras preguntas que nos planteabamos tras el ejemplo.

1. ;Qué ocurre en una derivacién si seleccionamos otro atomo?

2. ;Qué ocurre cuando unificamos con otra clausula?

En relacion con el problema de la seleccién de atomos Lloyd define una regla de
computaciéon R como una aplicacién que asocia a cada objetivo definido uno de
los 4&tomos que ocurren en él. Esta definicién es muy rigida y muy criticada por
otros autores® puesto que en cada objetivo tenemos que seleccionar siempre
el mismo atomo independientemente del momento de la derivaciéon en que
aparezca.

Aunque rigida, esta definicién nos permite probar un resultado importante
y es la independencia de la regla de computacién (Tma. 2.5.7), esto es, si existe
una SLD-refutacién de P U {G}, entonces fijada una regla de computacién R,
existe una SLD-refutacién de P U {G'} que toma R como regla de computacién.

Este resultado nos permite fijar una regla de selecciéon de atomos con la
tranquilidad de que si existe refutacion podremos hallarla con esa regla.

Por tanto el iltimo problema que nos queda por atacar es saber qué ocurre
cuando elegimos unificar con una clatisula u otra. En ese sentido definimos los
SLD-arboles de P U {G} que no son mas que arboles enraizados en el objetivo
(G y cuyas ramas son SLD- derivaciones. El estudio de estos arboles pertenece
mas a la Teoria de Grafos que a la Programacién Légica, pero apuntamos
un tdltimo resultado general (Tma. 2.6.6): Dado un programa definido P y
un objetivo definido G, entonces o bien todo SLD-drbol tiene infinitas ramas
con éxito (es decir, SLD-refutaciones), o bien todo SLD-drbol tiene el mismo
numero finito de ramas de éxito.

5 Apt, por ejemplo, en [3].
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Informacién negativa

Con el estudio que llevamos hasta ahora sélo podemos deducir informacién
positiva, es decir, solo los literales positivos pueden ser consecuencia légica de
un programa. Lo vemos con un ejemplo.

Sea L el lenguaje de primer orden sin simbolos de funcién n- arios (n > 0),
con un unico simbolo de predicado 1-ario: “alumno” y el siguiente conjunto
de constantes SC={Fsther, Juan, Rosa, Miguel, Pepe}. Consideremos el si-
guiente programa P sobre L:
alumno(Esther) <
alumno(Juan) +

alumno(Rosa) <

Supongamos que nuestro objetivo es probar que —alumno(Miguel) es conse-
cuencia légica de P. Con las herramientas que tenemos hasta ahora no pode-
mos, ya que podemos encontrar modelos de P U {<— —alumno(Miguel)}, pero
tampoco podriamos probar alumno(Pepe) ya que también existen modelos de
P U {+ alumno(Pepe)}°.

Para intentar solucionar este problema vamos a introducir otra regla de
inferencia, la hipétesis del mundo cerrado, HMC: Si un dtomo cerrado A no
es consecuencia légica de un programa P entonces inferimos —A.

Esta regla no es més que la generalizacién de la forma de razonar en una
base de datos: La informacion que no se da de forma explicita se toma como
falsa. Con esta regla de inferencia solucionamos nuestro problema ya que con
ella podemos deducir informacion negativa. El problema es que la légica de
primer orden no es decidible y no existe ningin algoritmo que tomando como
datos de entrada un programa P y un atomo cerrado A nos devuelva en tiempo
finito si A es consecuencia logica de P o no, ya que si el atomo cerrado A no es
consecuencia logica de P podemos entrar en un proceso infinito. En la practica
restringimos la aplicacion de la HMC tnicamente a aquellos dtomos cerrados
tales que al intentar hacer una refutacién fallamos de forma finita.

Fallo finito

La regla de inferencia denominada regla de fallo finito (Seccién 4.2) es menos
potente que la HMC y nos permite inferir menos informacion, no obstante
tiene la ventaja de ser facilmente automatizable. Es la siguiente:

Dado un programa definido P y un objetivo definido <+ A, si existe un
SLD-drbol finito sin ramas con éxito de P U {< A} deducimos ~A

6Ver seccién 4.1 para los detalles.
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La regla es facilmente implantable una vez solucionado un pequeno pro-
blema. La regla habla de existencia, pero encontrar (o demostrar la existencia)
de tal SLD-arbol no parece tarea facil.

En ese sentido Lassez y Maher definieron una SLD- derivaciéon favorable
como una derivacion que

e O bien es finita y no tiene éxito

e O bien cada atomo de la SLD-derivacién es seleccionado en un numero
finito de pasos

y se define un SLD-arbol favorable como un SLD-arbol tal que todas sus ramas
sean SLD-derivaciones favorables.

Con esa definicién podemos probar el siguiente resultado (Tma. 4.2.13):
Dado un datomo cerrado A y un programa definido P, existe un SLD-drbol finito
sin éxito de P U {< A} si y sdlo si cada SLD-drbol favorable es finito y no
contiene ramas con €éxito.

Este teorema muestra que la SLD-derivacién es una implantacion adecuada
y completa de la regla de fallo finito.

Puesto que ahora tenemos un algoritmo de deduccién de informacion ne-
gativa podemos dar un salto hacia conjuntos maés generales de clausulas: los
programas normales.

Programas normales

Como vimos, una cldusula de programa definido era una clausula de la forma
A+ Bl; ceey Bn

donde tanto A como los B; eran literales positivos. Pues bien una clausula de
programa normal tiene la misma estructura, con la salvedad de que los literales
B; pueden ser negativos. Analogamente, un objetivo normal es una clausula
de la forma

<~ By,...,B,

donde los B; pueden ser literales negativos. Nuestro objetivo ahora sigue siendo
el mismo: Demostrar la inconsistencia de un conjunto de clausulas mediante
procedimientos automatizables, el problema para utilizar la SLD- resolucién
estd en que el literal seleccionado puede ser negativo, por lo que tendremos
que modificar nuestro sistema de derivacion. La idea es utilizar la regla de
fallo finito en los casos en que seleccionemos literales negativos.
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Para justificar su uso Clark [10] da un nuevo sentido a la interpretacién de
las clausulas. Una clausula del tipo

A+ Bl; Cae Bn
podemos interpretarla del siguiente modo: A es walido si lo son By, ..., B,.
Clark apunta una nueva interpretacion: A es valido si y solo silo son By, ..., B,.

La formalizacion de esta idea lleva consigo el desarrollo de una teoria au-
xiliar no exenta de controversia, puesto que tenemos que introducir un nuevo
simbolo de predicado “=" junto con unos nuevos axiomas, los axiomas de la
teoria de igualdad (Sec. 4.4).

Las férmulas resultantes de la completacién de P (esto es, la formalizacién
del si y sélo si) junto con los axiomas de la teoria de igualdad constituyen un
conjunto de férmulas que llamaremos comp(P). Se puede probar que comp(P)
no es mas que una generalizacion de P en el sentido de que la informacion
positiva que podemos obtener de comp(P) es exactamente la misma que po-
demos obtener de P y ademas nos va a permitir deducir informacién negativa.
El problema, como siempre, es hacer el proceso automatico.

SLDNF-resolucion

El método que vamos a seguir en el caso de programas y objetivos normales
es la SLDNF-resolucién, que no es otro que la SLD- resolucién aumentada con
la regla de fallo finito. Sélo imponemos una condicién para poder probar mas
tarde resultados de adecuaciéon y es que los literales negativos que seleccio-
nemos deben ser cerrados’. La descripcién formal del proceso destaca varios
casos y utiliza induccién sobre lo que Lloyd [37] llama rango de la refutacién.

No es mas que un intento de formalizacién de una idea simple: Dado un
programa normal P y un objetivo normal G el proceso a seguir es el siguiente:

1. Mientras que los literales seleccionados sean positivos aplicamos la SLD-
derivacion que hemos estudiado.

2. Cuando seleccionamos un literal negativo, L; = —A del objetivo
+— L;.. -Li—laLiaLi—i—la ..., L,

intentamos encontrar un SLDNF-drbol finito sin éxito de PU {«+— A}. Si
existe deducimos
— Ll---Li—laLi—i—l;---aLn

"Llamamos a esa condicién “condicidn de sequridad”, Cf. 4.5.1.
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y continuamos nuestra derivacion. Si no existe paramos ahi y considera-
mos que nuestra derivacién no tiene éxito.

Por supuesto, puede ocurrir que en nuestro SLDNF-arbol, que no es més que un
arbol cuyas ramas son SLDNF-derivaciones, seleccionemos en algiin momento
un literal negativo. No importa, volvemos a tomar otro SLDNF-arbol auxiliar.

El niimero de veces que tenemos que hacer eso es lo que Lloyd llama rango de
la SLDNF-derivacion.

Lo vemos més claro con un ejemplo. Sea P el programa normal

L p(x) < q(z), ~r(a)
2. r(y) < s(y)
3. q(b) +

y el objetivo normal < p(z). Veamos un esquema de una SLDNF-derivacién
de PU {+ p(2)}. (Marcamos el literal seleccionado en negrita)
+ p(2)

L 6= {z/n)

—q(z),r(a) - «r(a)

21 o={y/a}

~q(x) < s(a)
fallo

Las definiciones de respuestas correcta y computada se traspasan de forma
natural a los programas y objetivos normales. La pregunta es ahora si las
respuesta obtenidas mediante SLDNF- resolucién son correctas. La solucion a
esta cuestién la dio Clark en su teorema de adecuacion de la SLDNF-resolucion
(Tma. 4.6.5): Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Entonces
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toda respuesta computada de P U {G}es una respuesta correcta de comp(P) U
{G}. (Y la completitud? ;Podemos probar que si existe alguna sustitucién que
sea respuesta correcta la encontraremos mediante la SLDNF-resolucion? No se
sabe. Atn no tenemos resultados generales. Se ha probado para determinados
tipos de programas pero ain no tenemos un resultado general. En esa linea
va el articulo publicado por Apt y Doets en el tltimo nimero del Journal
of Logic Programming. En su articulo afirman que aun no se han obtenido
resultados generales porque no existen definiciones rigurosas de muchos de los
conceptos estudiados y una gran cantidad de trabajos publicados buscan mas
la rapida aplicacion practica que la fundamentacién teérica. Los detalles sobre
sus nuevas definiciones estan en la seccién 4.8 y sélo comentar que pese a su
esfuerzo por dar definiciones formales, queda mucho por hacer dentro de este
campo.

Para terminar un tltimo comentario general sobre la Programacién Logica
y es el tema del que trata el 1iltimo capitulo de esta memoria: la conexién
que existe entre la Programacion Légica y la Teoria de la Recursién. Se puede
probar, y de hecho presentamos dos resultados importantes®, que una funcién
es recursiva si y solo si existe un programa definido que la compute.

Breve descripcién del contenido

El presente trabajo intenta unificar criterios, condensar en un tnico trabajo la
informacién existente sobre esta materia y presentarla de forma ordenada.

El Capitulo I presenta la introduccién clasica a la Programacién Légica a
través de los modelos y teorema de Herbrand, a la vez que nos introduce en
los programas mas sencillos sobre los que trata la Programacién Loégica: los
programas definidos. El capitulo termina con la presentacién del operador con-
secuencia inmediata y una coleccion de resultados para los que necesitaremos
aritmética transfinita.

El Capitulo II entra ya de lleno en los métodos de resolucion de los pro-
blemas presentados. Presentamos la SLD-resolucién junto con los resultados
correspondientes de adecucion y completitud desde un punto de vista teérico,
sin hacer referencia a los métodos de control que tienen estos sistemas en sus
implantaciones practicas (el “corte” en PROLOG, por ejemplo).

El Capitulo III profundiza en la relacién existente entre las funciones re-
cursivas y la Programacion Logica demostrando que las funciones recursivas
pueden ser computadas por programas logicos.

8Teoremas de Andreka y Nemeti, 3.3.8, y de Sebelik y Stepanek, 3.4.1.
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Con el Capitulo IV entramos ya en un campo de investigacién en el que
alin quedan muchos problemas por resolver: La informacién negativa. Para
presentar los resultados existentes introducimos un nuevo concepto: el pro-
grama normal, asi como algunos de los resultados parciales que se conocen
sobre completitud y adecuacién de uno de los métodos de resolucién que pre-
sentamos. Como muestra del estado de efervescencia en que se encuentra hoy
dia la investigacién en este area, bajo el epigrafe “Resultados recientes” (cf.
4.8) incorporamos a esta memoria el iltimo trabajo publicado por Apt y Doets
[5] en el que dan definiciones alternativas de los conceptos cldsicos buscando
mayor rigor y fluidez en las demostraciones.

La memoria termina con dos apéndices, el Apéndice A, que recopila algunos
resultados elementales de teoria de conjuntos y nos presenta las herramientas
basicas de la légica de primer orden sobre la que nos vamos a basar para
construir la Programacién Loégica. Dentro de esta presentacion merece trato
especial el tema de las sustituciones, intentando fundamentar con rigor a un
tema crucial en la Programacién Légica: La Unificacién, a la que dedicamos
el Apéndice B. Este capitulo trata uno de los temas mas controvertidos dentro
de la Programacion Légica. Podemos encontrar casi una decena de definicio-
nes alternativas de unificador y unificador de maxima generalidad en trabajos
publicados en los ultimos anos. La presentacién que hacemos se basa en los
trabajos de T. Nipkow de 1992, aunque también tomamos datos de trabajos
de Lloyd [37], Apt [3], Lasser, Maher y Marriot [34] entre otros. El capitulo
termina con la presentacion del Algoritmo de Unificacion de Herbrand y algin
comentario sobre otros algoritmos, sin que sea la intenciéon de esta memoria el
estudio de los mismos.
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Capitulo 1

Modelos de Herbrand.
Operador consecuencia
inmediata

Como hemos visto en la introduccién, nuestro trabajo consiste en estudiar la
consistencia de un conjunto de clausulas. En una primra aproximacién vamos
a estudiar el caso historicamente mas importante: el caso en que las cladusulas
que representan las hipdtesis de nuestro problema tengan un y sélo un literal
positivo, esto es, sean clausulas de programa definido. En este primer capitulo
reduciremos el problema de encontrar modelos al problema de encontrar un
tipo determinado de modelos, los modelos de Herbrand. Como veremos, po-
demos identificar un modelo de Herbrand con un determinado conjunto, con
lo que podemos utilizar toda la potencia de la Teoria de Conjuntos para pro-
bar nuestros resultados. En la ultima parte del capitulo definimos el operador
consecuencia inmediata, que es continuo para programas definidos, con el que
podremos caracterizar facilmente los modelos de Herbrand del programa.

1.1 Programas definidos

1.1.1 Definicién. Una cldusula es una féormula de la forma

donde cada L;, i € {1,...,m}, esun literal y zy, ...,z son todas las variables
que ocurren en Ly V...V Ly,.

1.1.2 Nota. Otros autores prefieren definir las clausulas como conjuntos de
literales C' = {Lq,...,L,} y luego definir la férmula correspondiente a la

18
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clausula C como:

Form(C) =Vz; .. V(L1 V...V L)

1.1.3 Nota. En lo que sigue usaremos las clausulas constantemente, por lo
que adoptaremos el siguiente acuerdo de notacién. Denotaremos la clausula

Vo, ... Veg(Ay V... VA V=B V...V -B,)

donde Aq,...,Ax, By,..., B, son atomos y x1,...,%, son todas las variables
que ocurren en esos atomos como

Al;---;Ak%Bla---;Bn

1.1.4 Definicién. Una cldusula de programa definido es un clausula de la
forma
A+ Bl; ceey Bn

esto es, que contiene sélo un literal positivo. A este literal positivo, A, lo lla-
mamos cabeza de la clausula. Al resto de los literales, By, ..., B,, los llamamos
cuerpo de la cldusula.

Podemos dar dos interpretaciones diferentes a las cldusulas de programa definido!
relacionadas con nuestro propdésito. La primera seria una interpretacion decla-
rativa, esto es, podemos interpretar la clausula A < By, ..., B, del siguiente
modo: Para cualquier interpretacion M si By, ..., B, son vdlidos en M enton-
ces A es valido en M. También podemos darle una interpretacion procedural:
Descomponemos el problema A en problemas mas simples By, ..., B,, cuando
tengamos resueltos By, ..., B, podremos resolver A.

1.1.5 Definiciéon. Una cldusula unidad es una clausula con un unico literal.
Si el literal es positivo tendremos una cldusula unidad positiva

A+
y si el literal es negativo una cldusula unidad negativa

~— B

1.1.6 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden. Un programa definido
es un conjunto finito de clausulas de programa definido del lenguaje.

1Y en general a todas las cldusulas
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1.1.7 Nota. En lo que sigue no haremos referencia de forma explicita al len-
guaje en que estd escrito un programa P. Si no indicamos lo contrario su-
pondremos que las tnicas constantes y simbolos de funcién y predicado del
lenguaje son los que ocurren en las cldusulas del programa. En caso de ambi-
gliedad, denotaremos este lenguaje como Lp.

1.1.8 Definicion. En un programa definido, el conjunto de clausulas que tie-
nen en la cabeza el simbolo de predicado p se denomina definicion de p.

1.1.9 Definicién. Un objetivo definido es una cldusula donde todos los lite-

rales son negativos.
<~ By,...,B,

Cada uno de esos literales negativos, B;, los llamamos subobjetivos del objetivo.

1.1.10 Definicién. La cldusula vacia denotada por O es la clausula que no
tiene literales.

Puesto que una clausula es el cierre universal de una disyuncién de literales,
diremos que una interpretacion M satisface una clausula si y sélo si toda
asignacién satisface al menos uno de los literales. Esta condicién no se puede
verificar en la clausula vacia, luego O es insatisfacible.

1.1.11 Definicién. Una cldusula de Horn es una clausula con un literal po-
sitivo como maximo, esto es, una clausula de programa definido o un objetivo
definido.

1.2 Modelos de Herbrand

Nuestro objetivo es el siguiente: Dado un conjunto de férmulas S y una férmula
F. saber si F' es consecuencia légica de S o no. Segin vimos en el Teorema
A.3.14 este problema es equivalente a saber si S U {F'} es insatisfacible. Este
problema asi planteado parece insalvable, puesto que para demostrar que S U
{F} es insatisfacible tenemos que probar que ninguna interpretacién M de L
es modelo de S U {F'}. Herbrand [24] resolvid el problema para cldusulas en
1930.

1.2.1 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden.

1. El uniwerso de Herbrand de L, Uy,, es el conjunto de todos los términos
cerrados de L2

2Si Lp no tuviera constantes afiadimos una nueva constante a al alfabeto para formar el
Universo de Herbrand
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2. La base de Herbrand de L, By, es el conjunto de todos los 4tomos cerra-
dos de L.

1.2.2 Ejemplo. Sea P el programa definido

p(a) < q(f(z))
r(g(z)) < q(b)

En este caso el universo de Herbrand es Uy, = {a, b, f(a), f(b), g(a), g(b),

f(f(a)), f(f(b)), f(a(a)), f(9(b)), 9(f(a)), 9(f(b)), 9(9(a)), 9(9(b)),- -} ¥ la base
de Herbrand By, = {p(t) : t € U, } U {q(t) : t € U,y U {r(t) : t € Ug,}

1.2.3 Definiciéon. Sea L un lenguaje de primer orden. Diremos que el par
M= (D, I) es una preinterpretacion de Herbrand del lenguaje L si:

1. D = Uy, esto es, el universo de la preinterpretacion es el universo de
Herbrand del lenguaje.

2. Para toda constante ¢ de L,

I(c) =c

3. Para todo stmbolo de funcién n-ario f, I(f) es la aplicacién I(f) : Up," —
Uy, tal que
I(f)(tr, .o tn) = f(t1, . tn)

Una interpretacion de Herbrand es una interpretacién basada en una preinter-
pretacién de Herbrand.

1.2.4 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden y sea I el conjunto de
todas las interpretaciones de Herbrand de L. Se define la aplicacién ¥ del
conjunto I en el conjunto de las partes de la base de Herbrand del siguiente
modo:

v : 1 — P(B)
M — @(M)={Ac B : M}k A}

1.2.5 Proposicién. En las condiciones de la definicion anterior, la aplicacion
VU asi definida establece una biyeccion entre el conjunto I de las interpretaciones
de Herbrand de L y el conjunto de las partes de la base de Herbrand P(By,).

Demostracion:
Inyectividad.
Sean M= (D,I) y M' = (D, I') dos interpretaciones de Herbrand tales que
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U(M) = ¥(M'). Puesto que ambas interpretaciones se basan en la misma
preinterpretacién, para ver que M=M" basta ver que Vp € SP I(p) = I'(p).
¥(M) = & (M)
— {p(ti,...,ty) € By, M =p(ty,....t,)} =
{p(t1,...,ty) € By, - M' =p(ty,...,t,)}
= Vp e SPY(t,....t;,) € UL (t,....ta) € I(p) < (t1,....tn) € I'(p)
= Vp e SP I(p) =1'(p).

Sobreyectividad

Sea X C By, y sea M la interpretacién de Herbrand tal que VA € By, M =
A<= A€ X. Obviamente (M) = {A € Bf,: M = A} = X. O
1.2.6 Nota.

1. En virtud de la proposicién anterior podemos identificar la interpretacién
de Herbrand M con el subconjunto (M) = {A € By, : M |= A} de
Bp.?

2. En lo que sigue identificaremos M con ¥(M) y usaremos la notacién

I,1,,1,.... para las interpretaciones de Herbrand.

1.2.7 Proposicién. Sea P un programa definido y {M,};cr un conjunto no
vacio de modelos de Herbrand de P. FEntonces N M; es un modelo de Her-
brand de P.

Demostracién:
Obviamente N;c;yM; es una interpretacion de Herbrand de P. Veamos que es
modelo de todas sus clausulas. Sea C la clausula

C=Vry...x,(p(x1,...,20) Vo1 (T1, ., 2n) Voo oV 2@ (T, .., )
NierM; F C <= Para toda n-upla (ai,...,a,) = d € Uf se tiene

e O bien p(a@) € NierM;
e O bien 3 € {1,...,m} tal que ¢;(@) ¢ NicsM;
Sea @ € U y supongamos p(d@) ¢ NierM;. Entonces

3j € I tal que p(a) ¢ M,
Jj eI Jied{l,...,m} tal que ¢;(a@) ¢ M;
J5 €I 3Jie{l,...,m} tal que ¢;(@) ¢ Nier M,

Por tanto N;c;M; es modelo de P. O

—
—

3De hecho hay autores que definen las interpretaciones de Herbrand como subconjuntos
de Bp.
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1.2.8 Lema. Sea P un programa definido. FEntonces Bp es un modelo de
Herbrand de P.

Demostracion:
Trivial. Para toda cldusula C de P

m

C=Vry...x,(p(x1,...,2,) V [\_/lﬂQj(xli"'axn)])

Bp [ C puesto que para toda n-upla (a1,...,a,) € U}, p(ai,...,a,) € Bp.
O

1.2.9 Definicién. En virtud del lema anterior, dado un programa definido P
el conjunto de los modelos de Herbrand de P es no vacio, y por la proposicion
1.2.7 la interseccién de todos los modelos de Herbrand de P es otro modelo de
Herbrand, que llamaremos el menor modelo de Herbrand de P y denotaremos
como Mp, i.e.,

Mp = (){M : M es modelo de Herbrand de P}

1.2.10 Nota. Es importante destacar que la interseccion de modelos de Her-
brand es modelo de Herbrand sélo si estamos hablando conjuntos de clausulas
de Horn. Para verlo baste tomar el conjunto S = {p(a) V p(b)} formado por
una sola cldusula que no es cldusula de Horn. En este caso I; = {p(a)} e
I, = {p(b)} son modelos de Herbrand de S, pero I N Iy = () no lo es.

1.2.1 El teorema de Herbrand

1.2.11 Definicién.

1. La sustitucién 6 es bdsica si Rang(f) C Uy,.

2. La clausula C' es una instancia bdsica de la cldusula C si existe una
sustitucién bésica 6 tal que C' = 6(C).

3. En general diremos que una cldusula es bdsica si los literales que ocurren
en ella son cerrados.

1.2.12 Teorema. Sea S un conjunto de cldusulas y supongamos que S tiene
un modelo. Entonces S tiene un modelo de Herbrand.
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Demostracion:
Supongamos que M es modelo de S. Sea M’ la interpretacion de Herbrand
dada por
M' ={A e B, :M = A}
Veamos que es modelo de todas las clausulas de S. Sea C' una de estas cldu-

sulas:
n m

C=Var...xo([\ pi(z1,. .. 20 VIV g (21, ..., 20)])

i=1 j=1

M es modelo de C si y sélo si V(ay,...,a,) € Ut

n m
M = [\/ pilar, ..., an)] V [\/ —g;(a, ..., ap]
i=1 j=1
Sea (ay,...,a,) € Ui. Entonces se tiene al menos una de estas opciones:

e Jic{l,...,n} tal que M = p;(as,...,a,) = pila,...,a,) € M’
e Jj e {1,...,m} tal que M = ~¢;(as,...,a,) = q;(a,...,a,) ¢ M’

Por tanto de una forma u otra

n

M = ([\“/ pilar, ..., ap] V [\/ gj(ay, ..., a,)])

i=1 j=1

Y esto concluye la demostracion. O

1.2.13 Teorema. Sea S un conjunto de cliusulas. Entonces S es insatisfaci-
ble si y solo si no tiene modelos de Herbrand.

Demostracién:
(=) Trivial. Si S es insatisfacible, no tiene modelos. En particular no tiene
modelos de Herbrand.
(«=) Por el teorema anterior, si S no tiene modelos de Herbrand, no tiene
ningiin modelo. O]

Corolario. 1.2.14 (Léwenheim-Skolem) Si ? un conjunto consistente de
clausulas, entonces tiene un modelo numerable.

Demostracion:
Si tiene trivialmente a partir del teorema 1.2.12, puesto que dado un lenguaje
L, Uy, siempre es numerable. O

Es importante destacar que las tesis de los teoremas anteriores sélo son validas
si S es un conjunto de cldusulas y no un conjunto de formulas cualesquiera.
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1.2.15 Ejemplo. Sea S = {p(a), Iz—p(z)}. Ndbtese que Jz—p(x) no es una
clausula. Evidentemente, S es satisfacible, basta tomar la interpretacién M=
(D,I) con D = {0,1} e I(a) = 0 e I(p) = {0}. Obviamente M es modelo
de S. Pero S no tiene modelos de Herbrand. Las tnicas interpretaciones de
Herbrand de S son I; = () e I, = {p(a)}, pero ninguna de las dos es modelo
de S

Para intentar evitar situaciones como esta Skolem propone la incorporacion al
lenguaje de unos simbolos de funcién con los cuales podemos poner el cierre
universal de cualquier férmula en forma prenexa sin cuantificadores universales.

1.2.2 El teorema de Skolem

1.2.16 Definicién. Para cada formula F' definimos su forma de Skolem, Sko-
lem(F), como el resultado del siguiente “algoritmo” recursivo:

e Sea F| una férmula en forma normal equivalente a V(F).
e Si F} no tiene cuantificadores existenciales, entonces Skolem(F') es Fj.

e Si I} es de la forma Vx; ...Vz,3yG entonces
Skolem(F) = Skolem(Vzy ... Vx,Gly/ f(x1, ..., x,])

donde f es un simbolo de aridad n que no ocurre en F. En este caso se
dice que f es una funcion de Skolem.

1.2.17 Ejemplo.

Si Fy = Jz—p(x) entonces Skolem(Fy) = —p(c)

Si Fy = Va3Iyp(x,y) entonces Skolem(F) = Vap(z, f(z))

Si F3 = J2Vy3z(p(x,y) V q(2)) entonces Skolem(F3) = Yy(p(c,y) V q(f(y)))

1.2.18 Nota.

1. Las formas de Skolem son formas prenexas cuyo prefijo no contiene cuan-
tificadores existenciales.

2. A veces, se suprime el prefijo de las formas de Skolem (sobrentendiéndose
que todas las variables estdn universalmente cuantificadas).

Teorema. 1.2.19 (Teorema de Skolem) Una formula F es consistente si
y sdlo si su forma de Skolem Skolem(F') es consistente.
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Demostracion:
Vamos a establecer el resultado para una férmula del tipo Va3yp(z,y). La
demostracion del caso general se basa en los mismos razonamientos.
(=) Sean ¢ = VazIyp(x,y) y Skolem(¢) = Vap(z, f(z)) donde f es un sim-
bolo de funcién n-ario que no pertenece a L.
Sea M= (D, I) un modelo de ¢, por tanto para toda a € D, existe b € D tal
que (a,b) € I(p). Sea L’=L{f} y sea M’= (D', I') la interpretacién de L’ en
la que

e D=1D
e [' se define como I con la ampliacién

Ify : D - D
a — I(f(a))

donde I(f(a)) € D es alguno de los elementos b € D tal que (a,b) €
I(p)".

Se tiene entonces que M’ = Vap(z, f(z)), puesto que para toda a € D,

(a, f(a)) € I(p).

(«<=) Supongamos ahora que M' |= Vap(z, f(r)) donde M” es la interpretacién
que acabamos de construir. Resulta evidente entonces que M = Vz3yp(z, y)
O

1.2.20 Nota.

1. Hemos probado un poco mas de lo que afirma la tesis del teorema. He-
mos visto que si F' es una féormula y M = F podemos encontrar otra
interpretacion M’ con el mismo dominio tal que M' = Skolem(F).

2. No obstante, F'y Skolem(F) no son légicamente equivalentes, esto es,
Skolem(F) = F, pero no es cierto que F' = Skolem(F'). Lo podemos
ver en el siguiente ejemplo.

1.2.21 Ejemplo. Sean F = Jzp(x) y Skolem(F) = p(a). Sea M = (D, I) la
siguiente interpretacion:

e D={0,1}

. { I(a) = 0
I(p) = {0}

4Para tomar ese elemento b tenemos que hacer uso del axioma de eleccién.
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Obviamente M es modelo de Skolem(F'), pero no lo es de F.

1.2.22 Corolario. Sea 7 = {Fy,..., F,} un conjunto de formulas y 7' =
{Skolem(F;) : 1 < i < n} el conjunto de sus formas de Skolem, obtenidas
usando para cada una distintas funciones de Skolem. Entonces? es consistente
si y solo si 7' es consistente.’

Demostracién:
Trivial a partir del teorema anterior. 0O

1.2.3 Interpretacion de Mp

En general, cuando un programador escribe una férmula o un conjunto de
férmulas tiene en mente una interpretacién determinada, que llamamos inter-
pretacion intencionada. Obviamente ese conjunto de férmulas admitird una
gran cantidad de interpretaciones posibles y no podemos tener seguridad de
cual es la interpretacion intencionada. Esta puede ser Mp o no, pero la si-
guiente proposicion nos induce a pensar que Mp es la interpretacién natural
de un programa P. El siguiente resultado es debido a van Emden y Kowalski
[50].

1.2.23 Teorema. Sea P un programa definido. Entonces se tiene que

Mp ={A € B: A es consecuencia ldgica de P}

Demostracion:
A es consecuencia logica de P
<= P U{—A} es insatisfacible
<= P U {—A} no tiene modelos de Herbrand
<= Para todo modelo de Herbrand M de P, M no es modelo de —A
<= Para todo modelo de Herbrand M de P, A e M
< Ae Mp O

®Una vez estudiada la skolemizacién de una férmula podemos presentar el problema
general de la demostracién automaética: Dado un conjunto de férmulas S, saber si la férmula
F' es consecuencia légica o no de S. Este problema es equivalente a saber si I' = SU{F} es
inconsstente, esto es, si tiene o no modelos. Pero segiin acabamos de ver, I' es consistente si
el conjunto formado por las formas de Skolem de sus férmulas, que llamaremos Skolem(T)
es consistente. Pero a su vez el conjunto Skolem (") no es mas que un conjunto de clausulas,
por tanto hemos reducido nuestro problema a saber si un conjunto de cldusulas es consistente
0 no.
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1.3 Operador consecuencia inmediata

Esta seccién presenta un enfoque distinto dentro de la Programacion Légica,
relacionando estrechamente la sintaxis y la seméntica, las interpretaciones pro-
cedural y declarativa. La idea original se debe a van Emden y Kowalski [50].

1.3.1 Definicién. Sea L un reticulo completo y T : L. — L una aplicacién.
Se dice que T es mondtona si T'(z) < T(y) cuando = < y.

1.3.2 Definicion. Sea L un reticulo completo y X C L. Se dice que X es
dirigido si cada subconjunto finito de X tiene un cota superior en X.

1.3.3 Definicion. Sea L un reticulo completo y T : L. — L una aplicacion.
Decimos que T es continua si T'(sup(X)) = sup(T(X)), para todo subconjunto
dirigido X de L.

1.3.4 Definicion. Sea L un reticulo completoy sea T : L — L una aplicacion.
Diremos que a es un punto fijo de T si T'(a) = a. Se dird que a € L es el menor
punto fijo de T, mpf(T), si para todo punto fijo b de T se tiene que a < b. De
forma andloga se define el mayor punto fijo, Mpf(T).

El siguiente resultado es una versién débil de un teorema debido a Tarski [49],
que generaliza un resultado anterior de Knaster y Tarski.

1.3.5 Proposicién. Sea L un reticulo completo y T : L — L una aplicacion
mondtona. Entonces T tiene un menor punto fijo, mpf(T), y un mayor punto
fijo, Mpf(T). Mds ain, se tiene que

mpf(T) =inf{x:T(zx) =z} =inf{z:T(x) <z}
Mpf(T) = sup{x:T(x) =z} = sup{x: 2 <T(x)}

Demostracién:
Sea G ={x:T(x) <zx}yg=inf(G). Veamos que g € G.

reqd
— g<=x Por ser g el infimo de G
= T(g) <T(z) Por la monotonia de T’
= T(g)<=x Por la definicién de G

Luego, T'(g) < g, ya que ¢ = inf(G) y por tanto, g € G. Veamos ahora que g
es punto fijo, esto es, T'(g) = ¢g. Tenemos que g € G, luego T'(g) < g. Veamos
9 < T(g).

T(g)<g=T(T(g9)) <T(9)=T(g9) € G= g <T(g)
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Por tanto T'(g) = g. Sea ahora ¢’ = inf{z : T'(z) = z}. Por ser g punto fijo
tenemos que ¢’ < g. Por otra parte tenemos que {z : T'(z) =2} C {z: T(z) <
z}, luego g < ¢’ y esto termina la demostracion.

La demostracion de las igualdades del Mpf(T) es andloga. O

1.3.6 Proposicién. Sea L un reticulo completo y T : L — L una aplicacion
mondtona. Supongamos que a € L y a < T(a). Entonces existe un punto fijo
a' de T tal que a < a'. Andlogamente, sib € L y T(b) < b, entonces existe un
punto fijo b’ de T tal que b’ <.

Demostracion:
Se tiene por la proposicion anterior.
a<T(a) = a€c{x:2<T(2)}
— a<sup{x:x<T(x)} = Mpf(T)=2d
Th)<b = bef{z:T(x) <z}

- = b>inf{x:T(x) <z} =mpf(T)=1

En los siguientes resultados utilizamos aritmética transfinita. Las definiciones
y propiedades que se necesitan pueden encontrarse en [27].

1.3.7 Definicién. Sea L un reticulo completo y sea T : . — L una aplicacion
mondétona. Definimos:

1. T40=1

2. T+ (a+1)=T(T 1 a)
3. Tta=sup{T13:0 < a},siaesun ordinal limite
4. TL0=T

5. T} (a+1)=T(T ] a), si @ es un ordinal sucesor

6. Tla=inf{T | f:0 < a},siaesun ordinal limite

1.3.8 Proposicién. Sea L un reticulo completo y T : L — L una aplicacion
mondtona. FEntonces, para todo ordinal a, T 1 o < mpf(T) y T | a >
Mpf(T). Mds ain, existen ordinales (1 y (o tales que si vy > [ entonces

Tty =mpf(T) y si~yy > Bs entonces T | vo = Mpf(T).

Demostracion:
Damos aqui una demostracién para el mpf(T). La demostracién para el
Mpf(T) es andloga. Seguiremos los siguientes pasos:
PAso 1: Para todo ordinal o, T T o« < mpf(T).
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e T10=1=1inf(L) <mpf(T).

o SiaessucesorT T a=T(T 71T (aLll) <T(mpf(T)) = mpf(T) Por
hipétesis de induccién y ser T' mondtona.

e Siaeslimite Tt a=sup{T1 [0 <a}l <mpf(T) Por hipdtesis de

induccién. (Ya que si mpf(T) C sup{T 1+ 3:0<a}=U{T1p:0<
a}®, existe 3 < a tal que T 1 3 £ mpf(T))

PAsO 2: Para todo ordinal o, Tt o« < T 1 (v + 1)

e T10=1=inf(L)<T11.

o SiaessucesorTTa=T(T1(all) <T(T1ta)=T1(a+1) Por
hipdtesis de induccién y ser T monodtona.

o 57« es limite

Tta = UTTE:0<a}
< U{T1H(B+1):8<a} Porh.i.
= UWT(T1P):p<a}
< TUIT16:f<0)) ()
= T(T 1 «)
= Tt (a+1)
Veamos ().
Paratodo f<a TTHCU{T1T/:0<a} —

Paratodo f<a T(T1H) CT(U{TT0:<a}) =
UT(T1P):f<a} CTUA{TTF:0<a})

PAso 3: Para cualesquiera ordinales o y 3, a < — T 1ta<T1pg
Por induccién sobre (.

e Si «v es sucesor
a<ff =
a=01l1=T()=T(HL1) <T() Por PASO 2
a<fll=T(a)<T(FL1) <T(F) Porhi.yPaso 2

e Siaeslimitea<f=T1taCU{Tty:v<p}=T10.

6Usamos el simbolo C, para la inclusidn estricta, estoes, AC B<= ACBAA#RB
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PASO 4: Para cualesquiera ordinales o y 3, siaa < 8 yT T a=T 1 [ entonces

T1a=mpf(T).
a<f =
a+l=8=T1(a+1)=T14
a+1<f=T41(a+1)<T18 PorPaso3 [
— T4(a+1) < T18 .
Por Paso 2 Tt a < TH(a+1)
= Tta<Tt(a+1)<T14
Por hipétesis T 1ta=T1 0 —

Tta=T1(a+1)=T(T1ta) =T 1 aespunto fijo =T 1+ a=mpf(T)
Por PAso 1

PAsoO 5: Existe un ordinal (8 tal que para cualquier otro ordinal v, si v > [3
entonces T T v =mpf(T)
Sea a el menor ordinal cuyo cardinal sea mayor que el cardinal de L. Supon-
gamos que T 1§ # mpf(T) para todo ordinal § < a.. Definamos la aplicacién
siguiente
h : a — L
d = h(o)=T19

Por PAso 4 la aplicacion h es inyectiva, lo que contradice la eleccién de a.
Luego T' 1 v = mpf(T), para algiin § < a. El resto de lo que afirma este paso
se obtiene trivialmente a partir de los PAsos 1 y 3. a

1.3.9 Proposicién. Sea L un reticulo completo y seaT' : L — L una aplica-
cion continua. Entonces mpf(T) =T 1 w.

Demostracion:
Por la proposicién anterior basta ver que T 1T w es un punto fijo. Notese que
el conjunto {T' T n:n € w} es dirigido, ya que T es moné6tona. Asi
T(Ttw) = T(sup{T tn:n € w})
= sup{T(T T n):n€w}
= Ttuw

1.3.10 Nota. Dado un programa definido P, usaremos la notacién 257 para
referirnos al conjunto de todas las interpretaciones de Herbrand de P, que es
un reticulo completo para la inlusién de conjuntos C.
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1.3.11 Definicién. Sea P un programa definido. Llamamos operador conse-
cuencia inmediata a la aplicacion

Tp : 28P 5 9BP

definida del siguiente modo. Sea I una interpretacién de Herbrand de P.
Entonces Tp(I) = {A € Bp: A < Ay,..., A, es una instancia bdsica de una
clausula de Py {A4;,...,A,} C I}

Claramente Tp es mondtona.

1.3.12 Proposicion. Sea P un programa definido. Entonces la aplicacion Tp
es continua.

Demostracion:
Sea X un subconjunto dirigido de 287 y veamos que Tp(sup(X)) = sup(Tp(X))
para lo cual necesitamos el siguiente aserto: Aserto. {A4y,... A} C
sup(X) <= {Ay,..., A,} C I para algin I € X.

Suponiendo cierto al aserto se tiene: A € Tp(sup(X)) <= A« Ay,..., A,
es una instancia bésica de una cldusula de Py {Ay,..., A,} C sup(X) <=
A<« Ay,..., A, es una instancia basica de una cldusulade Py {A;,..., A,} C
I para algin I € X <= A € Tp(I) para algin I € X <= A € sup(Tp(X)

Demostracion del aserto
(=) Puesto que X es un conjunto dirigido todo conjunto finito tiene una
cota superior en X. Tenemos
{Ay,..., Ay} C sup(X) = UrexI, en particular, Vi € {1,...,n} 3I; € X tal
que A; € I;. Entonces {Ay,..., A,} C UL, [; = sup{I4,...I,}. Puede ocurrir
que el supremo no esté en X, pero sabemos que existe un .J € X que es cota
superior de {Iy,..., I, },i.e, {Ay,..., A} Csup{h,...I,} CJ.

(:) Trivial. 97 € X tal que {Al, .. ,An} Cl]—= {Al, . ,An} C UIEXI =
sup(X). O

1.3.13 Proposicion. Sea P un programa definido e I una interpretacion de
Herbrand de P. Entonces se tiene que I es un modelo de P si y sdlo si Tp(I) C
1.

Demostracion:
I es modelo de P <= Para toda instancia basica A + Aj,..., A, de una
clausula de P tal que {Ay,...,A,} C I tenemos que A € [ <= Tp(I) CI. O
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1.3.14 Teorema. Sea P un programa definido. Entonces se tienen las igual-

dades siguientes
Mp =mpf(Tp) =Tp T w

Demostracidn:

Mp = N{I:1 es modelo de Herbrand de P}
N{I:Tp(I) C I}

inf I Tp(I) C 1)

mpf(Tp) Por 1.3.5
= Tptw Por 1.3.9y 1.3.12

1.4 Clausura ordinal de Tp |

1.4.1 Definicién. Por el teorema 1.3.8 sabemos que si P es un programa
definido existe un ordinal o tal que para todo § > « se tiene Tp | [ =
Mpf(Tp). Llamaremos a este ordinal « la clausura ordinal de Tp | y lo
denotaremos ||Tp | ||.

Es facil ver que si Tp | es continua ||7Tp | || < w.

1.4.1 Asimetria de Tp |

Dado un programa definido P el operador T es continuo, sin embargo Tp |
no tiene porqué ser continuo. Lo vemos en el siguiente ejemplo.

1.4.2 Ejemplo. Consideremos el siguiente programa

p(f(x)) < p(x)
q(a) < p(x)

Se tiene que paran > 1 Tp | n = {q(a)} U {f*(a) : k > n}. Luego Tp | w =
{q(a)} y por consiguiente Tp | w+1=10. De ahi que |Tp | || =w+ 1y Tp
no sea continua.

Por tanto dado un programa definido, no tenemos garantizado que su clausura
ordinal sea menor o igual que w. Dedicaremos esta secciéon a presentar una
cota para la clausura ordinal de un programa definido. Para ello necesitamos
algunas definiciones:
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1.4.3 Definicion. Sea R un orden parcial bien fundamentado en w en el que
denotaremos como dom(R) su dominio y escribiremos a <r b en lugar de
(a,b) € R. Asociaremos al orden R el ordinal ||R|| definido del siguiente modo

lal| = 0 si a es un elemento <pz-minimal de dom(R)
sup{||b|| +1:b <g a} en otro caso

[1Rl| = sup{[lal| - a € dom(R)}

Diremos que un ordinal « es recursivo si @« = ||R|| para algin orden parcial
bien fundamentado R que sea un predicado recursivo.

1.4.4 Definicién. Denotaremos como w$* al menor ordinal no recursivo’.

El siguiente teorema nos caracteriza los ordinales ||Tp | ||.
1.4.5 Teorema.
1. Para todo ordinal o < w* existe un programa definido P tal que
ITr 4] =a

2. Para todo programa definido P, | Tp | || < wi*.

1.4.6 Ejemplo. Para cada n,m € w sea P el programa definido

{p;i(f(2)) < p;(x):5€{0,...,m L1}}
{pjs1(ci) < pj(x):j€{0,...,m L1} i€ {0,...,n}}
{Pm(cit1) < pmlci) i €{0,...,n L1}}

{Pm(cn) < Pm(cn)}

P’I’L

m

ccc

Se comprueba facilmente que el Mpf(P!) = {pm(cy)} v que la clausura ordinal
es |Tpn | || = wm+n.

La demostracién de este teorema necesita resultados de la Teoria de la Recur-
sién y la Teoria de Conjuntos que exceden los limites de esta memoria. Blair
presenta una demostracién en [8] y Apt comenta este y otros resultados en [3].

Tw§* (w; de Church y Kleene) recibe este nombre por ser el andlogo constructivo del
primer ordinal no numerable w;. Este ordinal es numerable y fue presentado por Church y
Kleene en 1937 en [14]. Podemos encontrar distintos comentarios sobre este ordinal en [41]



Capitulo 2

SLD-resolucion

En este capitulo presentamos los procedimientos basicos que se usan en Pro-
gramacion Logica para la demostraciéon de teoremas. Existen muchas variantes
y refinamientos de los métodos que no entramos a describir, todas ellas basadas
en el método de resolucién presentado por Robinson [44] en 1965.

2.1 Respuestas

Como vimos, desde un punto de vista procedural, podemos considerar que
una unificacién dentro de un problema no es mas que la asignacién de un valor
determinado a una incégnita del problema, esto es, planteada una pregunta el
unificador es la respuesta.

2.1.1 Nota. En lo que sigue consideraremos que el objetivo siempre es una
férmula del lenguaje Lp.

2.1.2 Definicién. Sea P un programa definido y G el objetivo definido. Una
respuesta para P U {G} es una sustitucién 6 tal que Dom(6) C V(G).

2.1.3 Definicién. Sea P un programa definido, G un objetivo definido <
Ay, ..., Ay y 0 una respuesta para P U {G}. Decimos que 6 es una respuesta
correcta para P U {G} si V((A; A ... A Ag)f) es consecuencia logica de P.

A partir del Teorema 1.2.23 y de la definicién de respuesta correcta podria
pensarse que dado un programa P la respuesta 6 es correcta si y sélo si

Mp EV((A1 A ... A Ag)D)

Desafortunadamente, esto no es asi en general.

35
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2.1.4 Ejemplo. Sea P el programa
pla) <

Sea G el objetivo < p(z) y 0 la sustitucién identidad. Se tiene que Mp =
{p(a)} y Mp = Vap(z)f. No obstante, # no es una respuesta correcta, ya
que Vap(x) no es consecuencia logica de P. La razén es que —Vap(z) no es
una clausula y no podemos restringir nuestra atencion a las interpretaciones
de Herbrand.

2.1.5 Teorema. Sea P un programa definido y sea G un objetivo definido
— Ay,..., Ag. Supongamos que 0 es una respuesta para P U {G} tal que
(AN, . .ANAg)O es basica. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. 0 es correcta.
2. Para todo modelo de Herbrand M de P, M = (A; A ...\ Ag)b.
3. Mp = (AN ... NAg)0

Demostracién:
Las demostraciones de (1) = (2)y (2) = (3) son triviales. Veamos (3) = (1)
Mp = (A1 N...NA,)0
Para todo M modelo de Herbrand de P, M |= (4; A ... A A,)f
PU{=(A; A... A A,)B} no tiene modelos de Herbrand
PU{=(A; A... A A,)B} no tiene modelos
(Ay A ... A A, es consecuencia logica de P
6 es correcta. O

LEnld

2.2 SLD-resoluciéon

La SLD-resolucién es una adaptacion del método de resolucion para programas
definidos descrito por primera vez por Kowalski, aunque es en un articulo de
Apt y van Emden [6] donde aparece por primera vez este término.?

!Sea M = (D, I) la interpretacién de Lp dada por

D ={0,1}
{ I(a) =0
I(p) = {0}

Se comprueba trivialmente que M es modelo de p(a), pero no lo es de Vzp(z).

2El término SLD-resolucién, (SLD-resolution, en inglés) es un acrénimo de “SL-
Resolution for Definite clauses”, donde a su vez “SL-Resolution” es un término abreviado
de “Linear resolution with Selection function”.



2.2. SLD-resolucion

2.2.1 Definiciéon. Sea G el objetivo <+ Ay,..., Ap,..., Ax v C la clausula
A < By,...,B,. Se dice que el objetivo G' es derivado de G y C usando el
umg 0 si se verifican las siguientes condiciones:

1. A,, es un atomo de G, llamado el atomo seleccionado.
2. 6 esun umg de A,, v A.

3. G' es el objetivo < (Ay,..., Am_1, B1, ..., By, Aty ..., Ag)b.

Diremos entonces que G’ es una resolvente de G'y C.

2.2.2 Definicién. Sea P un programa definido y G' un objetivo definido. Una
SLD-derivacion de PU{G} es una sucesién (finita o infinita) de objetivos G =
Go,G1,Gy ..., una sucesion (', Cy ... de variantes de clausulas del programa
P y una sucesién 60,60,, ... de umg y tales que

1. G441 se deriva de G; y C;;1 usando 6, ;.

2. V(Cip)N(V(G)UV(CHUV(Co)U...UV(C;)) =0, esto es, ninguna de
las variables que ocurren en C;,; ocurre en GG, Cy, C5, ...0 C;. Denomi-
naremos a esta condicién separacion de variables (“Standardising apart”
en inglés)?.

Cada variante de una clausula de programa C4,C5... se le llama cldusula de
entrada de la derivacién. (En la pédgina siguiente se muestra un esquema de
SLD-derivacién).

2.2.3 Definicién. Una SLD-refutacién® de P U {G}es una SLD-derivacién fi-
nita de P U {G}que tiene la cldusula vacia O como tltimo objetivo. Si G,, = O
se dice que la refutacion tiene longitud n.

A lo largo del capitulo, cuando hablemos de “derivacién” y “refutacién” nos
referiremos siempre a SLD-derivacion y SLD-refutacién.

3De esta forma evitamos que las derivaciones dependan de las variables utilizadas. En la
préctica, esta condicién se cumple generalmente numerando las clausulas y asociando a las
variables el subindice correspondiente.

4El principal objetivo de la Programacién Légica es la demostracién de teoremas mediante
refutacion, pero la SLD-derivacién no sélo nos permite refutar, sino también computar, ya
que como vimos, el proceso de unificacién no es mas que la asignacién de valores a las
variables y esto puede ser tomado como la bisqueda de soluciones a problemas.
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2.2.4 Definicién. Definimos una SLD-derivacion no restringida como una

SLD-derivacion, salvo que no exigimos que los #; sean umg, basta con que sean
unificadores.

SLD-derivacidn

Go=G Ci, 6,
Gl CQ: 92
GQ C37 93

Gry Ch, 0,
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2.2.5 Definicién. Una SLD-derivacién puede ser finita o infinita. Una SLD-
derivacion finita puede tener éxito o ser fallida.

1. Una SLD-derivacion con ézito es una SLD-derivacion que termina con la
clausula vacia, esto es, una refutacion.

2. Una SLD-derivacién fallida es una SLD-derivacién que termina en una
cldusula no vacia con la propiedad de que el atomo seleccionado en el 1l-
timo objetivo no unifica con la cabeza de ninguna clausula del programa.

2.2.6 Definicién. Sea P un programa definido. El conjunto de éxito de P es
el conjunto de todos los A € Bp tales que PU{<— A} tiene una SLD-refutacién.

El conjunto de éxito de P es la contrapartida procedural del menor modelo
de Herbrand de P. Veremos mas adelante que realmente ambos conjuntos
coinciden.

2.2.7 Definicién. Sea P un programa definido y G’ un objetivo definido. Una
respuesta computada 6 para P U {G} es la sustitucién obtenida restringiendo
la composicion 6, .. .0, a las variables de GG, donde 61, ..., 0, es la sucesion de
umg usada en una SLD-refutacién de P U {G}.

2.3 Adecuacion de la SLD-resolucion

La siguiente version del teorema de adecuacién de la SLD-resolucién se debe
a Clark [11].

Teorema. 2.3.1 (Adecuacién de la SLD-resolucién) Sea P un programa
definido y G un objetivo definido. Entonces cada respuesta computada para
P U{G} es una respuesta correcta para P U {G}.

Demostracién:

Sea G el objetivo < Ay,..., Ay ysea q,...,0, lasucesion de umg usada en la
refutacién de PU{G}. Veamos que V((A1 A... A Ag)b;...0,) es consecuencia
légica de P. Lo probamos por induccion en la longitud de la refutacién.

(n = 1) Si la refutacion es de longitud 1 es porque G es un objetivo de la forma
< Ay, el programa tiene una clausula unidad A < y existe un umg 6; tal que
Af, = A,60,. Por tanto, puesto que Af; es una instancia de una clausula de P,
tenemos que V(A6;) es consecuencia légica de P.

(n L 1 = n) Supongamos probado el resultado para refutaciones de longitud
n Ll 1yseaf,...,0,lasucesién de umg usada en una refutaciéon de P U {G}



40

Capitulo 2. SLD-resolucion

de longitud n. Sea A < By,..., B, la primera cldusula de entrada y A,, el
atomo seleccionado en GG. Por hipétesis de induccion

V(ALAN o ANAp A ANBIAN L ABy AN A Ao N AR 6y)

es consecuencia légica de P. Luego si ¢ > 0 V((Bi A ... A By)0;...6,) es
consecuencia légica de Py por tanto V(A,,0;...6,) (que es lo mismo que
V(A0 ...60,)) es consecuencia légica de Py por tanto

como queriamos probar. O

2.3.2 Corolario. Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Su-
pongamos que existe una SLD-refutacion de P U {G}. Entonces P U {G} es
insatisfacible.

Demostracion:
Sea (G el objetivo < Ay, ..., A;. Por el teorema 2.3.1 la respuesta computada
 que hemos obtenido en la SLD-refutaciéon de P U {G} es correcta, luego

P =V((A1 A ... A Ag)D)
Aplicando ahora el teorema A.3.14 tenemos que
PU{=Y((A1 A ... A Ap)O)
es insatisfacible. De ahi que P U {G} sea insatisfacible. O

2.3.3 Corolario. FEl conjunto de éxito de un programa definido estd contenido
en su menor modelo de Herbrand.

Demostracién:
Sea P un programa definido y sea A € Bp.

A pertenece al conjunto de éxito de P
<= P U{« A} tiene una SLD-refutacién
— PEA Por 2.3.1
<— A€ Mp Por 1.2.23
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2.3.4 Definicién. Si A es un atomo, definimos
[A] = {A" € Bp : A" = Af para alguna sustitucién 6 }
Asi [A] es el conjunto de todas las instancias cerradas de A.
2.3.5 Teorema. Sea P un programa definido y sea G el objetivo definido <
Ay ... Ag. Supongamos que P U {G} tiene una SLD-refutacion de longitud n

y 01...0, es la sucesion de umg de la SLD-refutacion. Entonces tenemos que
szlk[Ajgl e gn] Q Tp T n.

Demostracién:
Probamos este teorema por induccion sobre la longitud de la derivacidn.
(n = 1) En este caso G es de la forma < A; y el programa tiene una cldusula
unidad A « tal que existe un umg 6 de A y A; tal que A;0 = Af. Obviamente
[A] € Tp 11 y por tanto

[A10] = [A0] C [A] CTp 11

(nL1 = n) Supongamos ahora el resultado cierto para refutaciones de longitud
(n L 1) y consideremos una refutacién de P U {G} de longitud n.

Tomemos entonces A;6;, un dtomo de G, el segundo objetivo de la refutacién.
Por hipétesis de induccion

y por la monotonia de Tp, Tp T (n L 1) C Tp 1 n.
Supongamos ahora que A; es el &tomo seleccionado en G y sea B < By, ..., B,
la primera cldusula de entrada. Tenemos que Bf; = A;6,

e Sig=0.[B]CTp 11 con loque tenemos
[4;0,...0,] C[A;0,] C[B]CT,t1CT,1n
e Siq > 0. Por hipétesis de induccién, para todo i € {1,...,q}
[Biby...0,] CT, 1 (nL1)

y por la definiciéon de Tp,
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2.4 Completitud de la SLD-resolucion

Para la demostracién de los resultados de esta seccion necesitamos dos lemas
técnicos que enunciamos a continuacion. No damos aqui sus demostraciones
aunque si ejemplos ilustrativos. Los detalles de las demostraciones pueden
encontrarse en [37].

Lema. 2.4.1 (Lema umg) Sea P un programa definido y sea G un objetivo
definido. Supongamos que P U {G} tiene un SLD-refutacion no restringida.
Entonces P U {G} tiene una SLD-refutacion de la misma longitud tal que, si
b1,...,0, son los unificadores de la SLD-refutacion no restringida y 07, ...,0,
son los umg de la SLD-refutacion, existe una sustitucion vy tal que 0y ...6, =

g ...0 .

2.4.2 Ejemplo. Sea el programa P

Consideremos la siguiente derivacién no restringida del objetivo G =« p(v, w)

+— p(v,w)

1 b = {a/u,y/u,0fu,w/u}

+— q(u,u)

2 0, ={z/a,u/a}




2.4. Completitud de la SLD-resolucion

43

Tenemos que 016, = {z/a,y/a,v/a,w/a,z/a,u/a}. Veamos ahora una refuta-
cion del mismo objetivo donde los unificadores son de maxima generalidad
< plv, w)
! 0y ={v/z,w/y}
“q(z,y)

2 0y = {x/zy/a}

Aqui 810, = {v/z,w/a,z/z,y/a}. Basta tomar como sustitucién vy

v ={z/a,ufa}

para que se verifique la tesis del lema.

La demostracion del caso general se realiza por induccién sobre la longitud
de la refutacién. Para longitud uno se aplica directamente la definicion de
unificador de maxima generalidad. Para longitud superior a uno se aplica esta
misma definicién junto con la hipétesis de induccién.

Lema. 2.4.3 (Lema de la elevacién) Sea P un programa definido, G un ob-
jetivo definido y 0 una sustitucion. Supongamos que existe una SLD-refutacion
de P U{GO}. Entonces existe una SLD-refutacion de P U {G} de la misma
longitud tal que, si 6y, ...,0, son los umg de la SLD-refutacion de PU{G0} y
0),...,0 son los umg de la SLD-refutacién de P U {GY}, entonces eziste una
sustitucion vy tal que 66, ...0, =07...0,~.

2.4.4 Ejemplo. Sean el programa P

{ L p(z,y) + q(z,y)
2. q(z,2)
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el objetivo G =« p(v,w) y la sustitucién § = {v/a}. Consideremos la si-
guiente refutacién de G =< p(a,w)

+— pla,w)
1 0 = {y/w,z/a}
+— q(a,w)

2 0y ={z/a,w/a}

donde las clausulas y unificadores utilizados en cada paso se dan de forma
explicita en el diagrama. Tenemos que

0.0y = {x/a,y/a, z/a}

Veamos que podemos encontrar una refutacion de G verificando la tesis del
lema

+— p(v,w)

! 0y = {x/v,y/w}

+— q(v,w)

2 0, ={v/z,w/z}

Con 6,0, = {x/z,w/z}. Puesto que
06,05 = {v/a,x/a,y/a, z/a}

tomando v = {z/a,v/a,y/a} se tiene lo que afirma el teorema.

En el caso general la idea de la demostracion es simple. Basta considerar que
la composicion de # con la sucesion de unificadores 64, . .., 0, resultante de una
refutacién de GG6 dan lugar a una refutacion no restringida de GG. Luego basta
aplicar el lema 2.4.1.
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2.4.5 Teorema. El conjunto de éxito de un programa definido es igual a su
menor modelo de Herbrand.

Demostracion:
Sea P un programa definido. Por el corolario 2.3.3 es suficiente probar que el
menor modelo de Herbrand de P esta contenido en el conjunto de éxito de P.
Sea A € Mp. Por el Teorema 1.3.14

AGMPZTPTLU:U{TPTTLIHGLU}

Por tanto A € Tp 1T n para algtin n € w. Probemos por inducciéon sobre n que
si A € Tp 1 n entonces P U {« A} tiene una SLD-refutacién y por tanto A
pertenece al conjunto de éxito de P.

(n=1)Si A€ Tp 11 es porque existe una cldusula unidad en P, A; + tal
que A es una instancia cerrada de A;. En este caso es evidente que PU{+ A}
tiene una refutacion.

(n L 1 = n) Supongamos el resultado cierto para n L. 1. Sea A € Tp 1
n. Por la definicién de p existe una instancia basica de una clausula de P,
B < By,...,B; tal que A = B8y {Bf,...,B,#} C Tp 1 (n L 1) para
algin 6. Por hipétesis de induccién, para todo i € {1,...,q} P U {«+ B;f}
tiene una SLD-refutacién. Puesto que para todo i € {1,...,q} B;f es cerrado,
estas refutaciones se pueden combinar para obtener una refutaciéon de P U {«+
(By,...,By)0}, de donde P U {« A} tiene una refutacién no restringida. Por
ultimo aplicamos el lema 2.4.1 y obtenemos una refutacién de P U {«+ A}. O

Teorema. 2.4.6 (Completitud de la SLD-Resolucién) Sea P un progra-
ma definido y G un objetivo definido. Supongamos que P U {G} es insatisfa-
cible. Entonces existe una SLD-refutacion de P U {G}.

Demostracion:
Sea G el objetivo definido <— Ay, ..., A,. Puesto que P U {G} es insatisfacible
Mp 2 PU{G}, de donde tenemos que Mp 2 G. Por tanto para alguna susti-
tucién 6, {A0,..., A0} C Mp. Por el teorema 2.4.5 para todo i € {1,...,n}
hay una SLD-refutacién para P U {A;0}. Pero los A;6 son atomos cerrados,
asi que podemos combinar esas refutaciones para obtener una refutacién de

PU{+ (Ar,...,A)0)

Por tltimo, si existe una refutaciéon de P U {G8}, por el lema 2.4.3 existe una
refutaciéon de P U {G}. O

2.4.7 Lema. Sea P un programa definido y A un dtomo. Supongamos que
V(A) es consecuencia ldgica de P. Entonces eziste una SLD-refutacion de
P U {« A} con la sustitucion identidad como la respuesta computada.



46

Capitulo 2. SLD-resolucion

Demostracion:
Sea {z1,...,x,} el conjunto de las variables que ocurren en A. Sea {ay,...,a,}
un conjunto de n constantes del lenguaje que no ocurren® en P ni en A, y sea
f la sustitucién

0=A{z1/a,...,xn/a,}

Obviamente Af es consecuencia logica de P. Puesto que A# es cerrado, por el
teorema 2.4.5 P U {« Af} tiene una refutacién. Puesto que a; no ocurre en A
ni en P, sustituyendo a; por z;, i € {1,...,n}, obtendriamos una refutacién
de PU {<— A} con la sustitucién identidad como respuesta computada. O

El siguiente resultado es un inverso parcial del teorema de adecuacién. Se debe
a Clark [11].

2.4.8 Teorema. Sea P un programa definido y sea G un objetivo definido.
Para toda respuesta correcta 6 para P U {G} eziste una respuesta computada
o para PU{G} y una sustitucidn vy tal que 6 = o7y.

Demostracion:
Sea G el objetivo <— Ay, ..., Ag. Puesto que 0 es correcta V((A;A...AAg)0) es
consecuencia légica de Py por el lema 2.4.7 para todo i € {1,...,k} existe una

refutacion de P U {« A;f} tal que la respuesta computada es la sustitucion
identidad. Podemos por tanto combinar esas refutaciones para obtener una
refutacién de P U {< GO} tal que la respuesta computada sea la identidad.
Sea 6y,...,0, la sucesién de umg de la refutaciéon de P U {<— GO}. Puesto
que su composicién es la sustitucion identidad tenemos que G606, ...60, = GO
y por el lema de elevacién 2.4.3 existe una refutacién de P U {G} con los umg
61,...,0 tal que
00, ...0,=0y,...,0 9

para alguna sustitucién 7'. Sea o la restriccién de 6] ...6! a las variables de
G. Entonces § = oy donde y es la restriccién de ' apropiada. a

2.5 Reglas de computacion

Existen muchas formas de seleccionar los atomos de un objetivo en una resolu-
cion. Presentamos aqui un criterio cldsico en el que dado un objetivo siempre
seleccionamos en él el mismo atomo independientemente del punto de la deri-
vacion en que nos hallemos. Esta definicién de regla de computacion, aunque
rigida, nos permite probar que la existencia o no de refutaciéon no depende de
la regla elegida.

5Si no existen tales constantes se las afiadimos al lenguaje
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2.5.1 Definiciéon. Dado un lenguaje L, una regla de computacion es una apli-
caciéon entre el conjunto de objetivos definidos y el conjunto de atomos, de
forma que la imagen de un objetivo por esa aplicaciéon sea un atomo de ese
objetivo, llamado el atomo seleccionado de ese objetivo.

R : Objetivos Definidos — Atomos
(< By,...,B,) +— R(+ By,...,B,)=B; ie{l,...,n}

2.5.2 Definicién. Sea P un programa definido, G' un objetivo definido y R
una regla de computacién. Una SLD-derivacidn de P U {G} via R es una
SLD-derivacién de P U {G} en la cual usamos la regla de computacién R para
seleccionar atomos

Al definir de este modo las reglas de derivacion estamos imponiendo una res-
triccién muy fuerte, ya que si un objetivo aparece en diferentes momentos
tenemos que seleccionar en él siempre el mismo atomo. Dicho de otro modo,
existen SLD-derivaciones que no son SLD-derivaciones via R para ninguna re-
gla de computacion R.

Hay otros autores que consideran esta restriccién demasiado fuerte y dan otras
definiciones mas flexibles de lo que puede ser una regla de computacién.®

2.5.3 Definicién. Sea P un programa definido, G' un objetivo definido y R
una regla de computacién. Una SLD-refutacion de PU{G} via R es una
SLD-refutacién de P U {G} en la que usamos la regla de computacién R para
seleccionar dtomos.

2.5.4 Definicién. Sea P un programa definido, G' un objetivo definido y R
una regla de computacién. Una respuesta R- computada de P U{G} es una
respuesta computada de P U {G}obtenida a partir de una SLD-refutacién via
R.

Nuestra intencion es demostrar que si tenemos un programa definido P, un
objetivo definido G y P U {G} es insatisfacible entonces podemos encontrar
una SLD-refutacién de PU{G} independientemente de la regla de computacion
que usemos, esto es, que si existe una SLD-refutacién de PU{G} entonces existe
una SLD-refutacién via R, para cualquier regla de computacién que usemos.
Para probarlo necesitamos un lema técnico previo en el que empleamos la
siguiente notacion:

Si C' es una cldusula de un programa definido, C* denotara la cabeza de la
causula y C'~ denotard el cuerpo.”

6Ver Apt [3].
"No damos aquf la demostracién del lema, que puede encontrarse en [37].



48

Capitulo 2. SLD-resolucion

Lema. 2.5.5 (Lema del Cambio) Sea P un programa definido y G' un ob-
jetivo definido. Supongamos que P U {G} tiene una SLD-refutacion

GO:G7G17'"an—lanaaq-I-la"-aGn:D

con clausulas de entrada C1,...,C, y umg 61,...,0,. Supongamos que

Gq,1 es <—Al,...,Aifl,Ai,...,Ajfl,...,Ak

Gq es < (Al, R ;Ai—la qu, R ;Aj—la Aj, Ak)gq

Gq+1 €S8 < (Al, R ;Ai—la qu, . ;Aj—la Cq_|_17, e Ak)gqeq—l—l

Entonces eziste una SLD-refutacion de P U {G} en la cual A; es el dtomo se-
leccionado en Gy en lugar de A; y A; es el seleccionado en G, en lugar de A;.
Mas ain, si o es la respuesta computada para P U{G} en la refutacion dada
y o' es la respuesta computada de PU{G} en la nueva refutacidn, entonces
Go es una variante de Go'.

2.5.6 Ejemplo. Consideremos el siguiente programa P

L op(z1,y1,21) < g1, 1), 7(y1, 21, 1)
2. q(ana) A
3. r(yo, 22, b) +

Consideremos la siguiente refutacién del objetivo < p(z,y, z), donde las clau-
sulas de entrada son, por este orden, 1, 2 y 3. (Marcamos en negrilla el &tomo
seleccionado).

< p(x,y,2)
1 Oy = {x/x1,y/y1, 2/}
—d(x1,y1),7(y1, 21, 1)
2 0o = {x1/72,y1/a}
< r(a,z1,Xs)

3 63 - {?JQ/CL, ZQ,Zl,l‘Q/b}

Tenemos que la respuesta computada en esta derivacion es

o={z/by/a,z/x}
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y por tanto Go =« p(b, a, z1).
Veamos ahora una derivacién del mismo objetivo donde se han permutado los
atomos seleccionados en G; y (o, esto es, las clausulas de entrada son, por
este orden, 1, 3 y 2.
< pxy.2)
1 911 :{ZE/LEl,y/yl,Z/Zl}

—q(x1, 1), v(y1, 21, X1)

3105 = {y1, y2, 21/ 22, 11 /b}

— q(ba Y2)

2 Oy = {x2/b,y2/a}

La respuesta computada en esta derivacion es

o' ={z/by/a,z/ 2}

y por tanto Go' =< p(b, a, z3). Obviamente se tiene que Go' es una variante
de Go como afirma el lema.

Teorema. 2.5.7 (Independencia de la regla de computacién)

Sea P un programa definido y G' un objetivo definido. Supongamos que existe
una SLD-refutacion de P U {G} con o como respuesta computada. Entonces,
para cualquier regla de computacidn R, existe una SLD-refutacion de P U {G}
via R con una respuesta R-computada o' tal que Go' es una variante de Go.

Demostracion:

Sea G = Gg,G4,...,G, = O la sucesion de objetivos de la SLD-refutacion I7
de P U {G} que sabemos que existe por hipdtesis y sea o la respuesta compu-
tada en esa refutacién. Suponemos que para todo i € {0,...,n L 1} G;4; se
obtiene a partir de GG; y la cldusula de entrada C; mediante el umg 6;.

Sea i el menor indice para el cual la seleccién de atomos determinada por R
y la realizada en la SLD- refutacién IT varian. Sea A’ el 4tomo seleccionado
por R en G;. Puesto que la SLD-derivacién dada IT termina en la cldusula
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vacia, ese d4tomo (o su variante correspondiente) es seleccionado en un paso
posterior de la refutacién. Supongamos que es en el objetivo G, (r > i) donde
seleccionamos A’. En virtud del lema del cambio 2.5.5 podemos permutar los
atomos seleccionados de G, y G,_; con lo que obtendriamos una nueva refu-
tacién en la que seleccionamos A’ en el objetivo G,_;. Permutando ahora los
atomos seleccionados en G,_1 vy G,_9, G,_3 v G,_3, etc...podemos conseguir
una SLD-refutacién II' en la que seleccionamos A’ en el objetivo G;. Si o’ es
la respuesta computada en esta nueva derivacién II' es evidente que Go’ es
una variante de Go.

En el paso siguiente volvemos a tomar el menor indice j para el cual la se-
leccién de dtomos realizada en I1' y la indicada por R difieren. Obviamente
j > 1y puesto que la refutacion tiene un niimero finito de objetivos, el proceso
termina. O

2.5.8 Definicién. Sea P un programa definido y R una regla de computacién.
El conjunto de R-éxito de P es el conjunto de todos los A € Bp tales que
P U {« A} tiene una SLD-refutacién via R.

2.5.9 Teorema. Sea P un programa definido y R una regla de computacion.
Entonces el R-conjunto de éxito de P es igual a su menor modelo de Herbrand.

Demostracion:
Se tiene directamente a partir de los teoremas 2.4.5 y 2.5.7. a

2.5.10 Teorema. Sea P un programa definido, G un objetivo definido y R una
regla de computacion. Supongamos que PU{G} es insatisfacible. Entonces
existe un SLD-refutacion de P U {G} via R.

Demostracion:
Directamente a partir de 2.4.6 y 2.5.7. a

El teorema de completitud de la SLD-Resoluciéon puede ser generalizado en
distintas direcciones. Una de ellas es la siguiente:

2.5.11 Teorema. Sea P un programa definido , G un objetivo definido y R una

regla de computacion. Entonces, para toda respuesta correcta 6 de PU{G}
existe una respuesta R-computada o para P U{G} y una sustitucion + tal que
0 =on.

Demostracion:
Trivial a partir de 2.4.8 y 2.5.7. O
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2.6 Procedimientos de SLD-Refutacion

En esta seccion vamos a formalizar la definicion de SLD-arbol, que no es mas
que el arbol formado por todas las posibles derivaciones de un programa y un
objetivo. El problema consiste ahora en estudiar la existencia o no de ramas
con éxito dentro de un arbol. Este estudio es mas propio de la Teoria de
Grafos que de la Programacién Légica, por lo que no entramos a estudiarlo
en profundidad. Nos limitamos a presentar sin demostracién® tres teoremas
elementales (2.6.4, 2.6.5, 2.6.6) y un ejemplo cldsico debido a Apt y van Emden
que pone de manifiesto la importancia de estos procedimientos y estrategias.

2.6.1 Definicién. Sean P un programa definido y G un programa definido.
Un SLD-drbol para P U {G}es un arbol satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Cada nodo del arbol es un objetivo definido (puede ser la cldusula vacia).
2. El nodo raiz es G.

3. Sea < Ay, ..., Ap, ..., Ax (k> 1) un nodo del drbol y supongamos que
A,, es el atomo seleccionado. Entonces, para cada clausula de entrada
A« By,...,B; tal que A,, y A son unificables mediante el umg 6 el
nodo tiene un hijo

— (AI: R ,Amfl,Bl, R ,Bq,Am+1, R ,Ak)ﬁ
4. Los nodos que son clausulas vacias no tienen hijos.

Cada rama del SLD-édrbol es una derivacién de P U {G}. Las ramas corres-
pondientes a derivaciones con éxito las llamaremos ramas con éxito, las ramas
correspondientes a derivaciones infinitas las llamaremos ramas infinitas y las
ramas que corresponden a derivaciones fallidas las llamaremos ramas fallidas.
Diremos que un SLD-arbol tiene éxito si contiene alguna rama con éxito.

Podemos enunciar ahora el siguiente

Teorema. 2.6.2 (Teorema del éxito) Sea P un programa definido y A un
atomo cerrado. Son equivalentes:

1. A pertenece al conjunto de éxito de P.

2. A€ Tptw

8Las demostraciones pueden encontrarse en Lloyd [37].
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3. Cada SLD-drbol de P U {< A} tiene ézito.

J. P E A

Demostracién:
Por los teoremas 1.2.23, 1.3.14 y 2.4.5 tenemos las equivalencias (1) <=
(2) <= (4). Por otra parte, a partir de la definicién de SLD-drbol, la afirma-
cién (3) equivale a afirmar

“Existe una refutacién de P U {« A}”

de donde la equivalencia entre (1) y (3) resulta evidente. O

2.6.3 Definicidon. Sea P un programa definido, G' un objetivo definido y R
una regla de computacién. El SLD-drbol de P U {G} via R es el SLD-arbol de
P U {G} en el que se ha usado R como regla de computacion.

2.6.4 Teorema. Sea P un programa definido, G un objetivo definido y R una
regla de computacion. Supongamos que P U {G} es insatisfacible. Entonces el
SLD-drbol de PU{G} via R tiene al menos una rama con ézxito.

2.6.5 Teorema. Sea P un programa definido, G un objetivo definido y R una
regla de computacidn. Entonces cada respuesta correcta 0 de PU{G} estd
puesta de manifiesto (“displayed”) en el SLD-drbol de P U {G} via R. Donde
“puesta de manifiesto” significa que, dado 6 hay una rama con éxito tal que 0
es una instancia de la respuesta computada de la refutacion correspondiente a
esa rama.

2.6.6 Teorema. Sea P un programa definido y G un objetivo definido . En-
tonces o bien todo SLD-drbol de P U {G} tiene infinitas ramas de ézito, o bien
todo SLD-drbol de P U {G} tiene el mismo nimero finito de ramas de éxito.

2.6.7 Definicidon. Una regla de busqueda es una estrategia para encontrar ra-
mas con éxito dentro de los SLD- arboles. Un procedimiento de SLD- refutacion
viene dado por una regla de computaciéon junto con una regla de bisqueda.

Finalizamos este capitulo con un ejemplo cldsico debido a Apt y van Emden
[6] que pone de manifiesto como puede cambiar la forma y el tamano de un
SLD-arbol al cambiar la regla de computacion.
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2.6.8 Ejemplo. Se P el siguiente programa

1. camino(x, z) < arco(x,y), camino(y, z)
2. camino(z, x)
3. arco(b,c) «

Una posible interpretacién de P es la evidente, esto es, se verifica camino(x, y)
si existe un camino de x a y y se verifica arco(z, y) si existe un arco de z a y.
Las dos figuras siguientes muestran SLD-arboles de

P U {« camino(x,c)}

El atomo seleccionado esta en negrilla y las cldusulas se modifican segun las
sustituciones indicadas. Las clausulas de entrada del nivel ¢ se obtienen de
la cldusula original anadiendo el subindice ¢ a las variables que ya han sido
consideradas en la derivacién. De esta forma se garantiza la condicion de la
separacion de variables.

+ camino(x,c)

{z/c,z1/x} L RS .. {z/e,z1/c}

A~
-

. 1 2 -

Py
» Va

+ arco(x,y),camino(y,c) O

3| {a/by/c}

+ camino(c,c)

{mfe,mfc) .27 T (/o)

. 1 2 Ty

» Va

+ arco(c, y2), camino(ys, c) a
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Notese que este primer SLD-arbol es finito, en cambio el que ofrecemos a
continuacion es infinito.

+ camino(x,c)

{z/e,x1/2} A“A T Az/em/c}
P 1 2 “‘

+ arco(x,y), camino(y, c) O

A

foafyzafey 277 {y/em))

v

. 1 P -
« arco(x,y),arco(y, ys), camino(ys, ) + arco(x,c)
u“‘;”‘;”ij/qy?k} 3| o)
< arco(x,y),arco(y,c) O
Subdrbol 3 {y/b}

infinito

+ arco(x,b)

2.6.9 Nota. Existen numerosos estudios sobre estrategias y procedimientos
de refutacién. Podemos encontrar una exposicién clara en [22].



Capitulo 3

Funciones recursivas

En este capitulo estudiamos la relacion que hay entre la Programacién Légica
y la Teoria de la Recursion, demostrando que toda funcién recursiva puede ser
computada por un programa definido.

3.1 Interpretaciones declarativa y procedural

El estudio de la Programacion Logica admite dos interpretaciones contrapues-
tas y a la vez complementarias a las que ya hemos hecho referencia: Una
interpretacién declarativa y otra procedural.

La interpretacién declarativa hace referencia a qué debe ser computado
por el programa, nos da el objetivo, a dénde queremos llegar, indepen-
dientemente de que exista un algoritmo o no que nos conduzca a ese
objetivo. Entre los conceptos que hemos definido, tienen un clara in-
terpretacién declarativa: El menor modelo de Herbrand, el conjunto de
fallo finito, etc...

La interpretacién procedural hace referencia a cdmo computa el programa,
a cudles son los pasos que sigue para conseguir su objetivo. Tienen una
fuerte interpretacion procedural conceptos como: El conjunto de éxito
de un programa, el SLD- conjunto de fallo finito, etc...

Resumiendo, podemos decir que la interpretacién declarativa hace referencia
al significado, al sentido de lo que hacemos y la interpretacion procedural al
método, al procedimiento.

Bajo esta perspectiva general, los teoremas de adecuacién demuestran que los
conceptos definidos de forma procedural realmente son los mismos que aquellos

%)
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que se han definido de forma declarativa y por otra parte los teoremas de
completitud no hacen mas que probar que los conceptos definidos de forma
declarativa son los mismos que los definidos de forma procedural.

3.2 Funciones recursivas

3.2.1 Definicidn. Se definen las funciones bdsicas como las siguientes funcio-
nes

1. O:w—w O(x)=0 Funcidn cero

2. S:w—w S(z)==x+1 Funcidn sucesor

3" = w IMxy,...,2p)=x; Yn>1 Vie{l,...,n}
Funcion proyeccion

3.2.2 Definicion.

1.Sif:w" = wygl,...,g0,: w™ — wson funciones parciales, la aplicacion
parcial h : w™ — w definida por

h(ay, ..., am) = flgi(ar,...;am), ..., gnla1, ..., an))
diremos que se obtiene de f, g1, 92, ..., gn POr composicion.

2.5 f:w" - wyg:w? — wson funciones parciales, la aplicacién
parcial h : W™t — w definida por

h(ay,...,a,,0) = f(ay,...,a,)
h(ai,...,an, x4+ 1) =glay,...,an, x, hiay, ..., a,, 1))

diremos que se obtiene de f y g por recursion (o recursion primitiva).

3. Sean f:w"™t s wy(ay,...,a,) = da, la aplicacién

wa(f(@.z) = 0) = { y. si fdy) =0y Yz <y(f(dz) 1#0)

T, en otro caso

diremos que se obtiene de f por uL recursion'

Definicién. 3.2.3 (Dedekind, Skolem, Gédel) La clase de las funciones
primitivas recursivas es la menor clase de funciones que

14 significa que la funcién no estd definida y | que sf est4 definida.
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1. Contiene las funciones basicas.
2. Es cerrada bajo composicion.

3. Es cerrada bajo recursién primitiva.

3.2.4 Definicién. La clase de las funciones recursivas es la menor clase de
funciones que

1. Contiene las funciones bésicas

2. Es cerrada bajo composicién, recursién primitiva y p-recursion.

Nuestro objetivo es establecer un resultado esencial dentro de la fundamen-
tacion tedrica de la Programacion Légica, y es el hecho de que toda funcién
computable puede ser computada por un programa definido. Podemos encon-
trar distintos articulos tratando este tema, cada uno de los cuales asume una
definicién diferente de “funcién computable”. Asi podemos encontrar demos-
traciones de que toda funcién Turing computable puede ser computada por un
programa definido (Tarnlund, [48]), o bien usando maquinas de registro ilimi-
tadas para definir funciones computables (Shepherdson, [46]). Kowalski [31]
establecio el resultado mostrando cémo transformar un conjunto de ecuaciones
recursivas en un programa definido. Andreka y Nemeti [2] y Sonenberg y Topor
[47] demostraron la adecuacién de los programas definidos para la computacién
sobre un universo de Herbrand. Sebelik y Stepanek [45] demostraron que toda
funcion recursiva parcial puede ser computada por un programa definido.

Presentamos aqui los teoremas de Andreka y Nemeti y Sebelik y Stepanek.

3.3 Teorema de Andreka y Nemeti

3.3.1 Nota. Asumiremos que L es un lenguaje con al menos un simbolo de
constante. Asimismo supondremos que para cada n € w el lenguaje tiene una
cantidad infinita numerable de simbolos de predicado de aridad n.

3.3.2 Definicién. Diremos que un programa definido P computa un subcon-
junto R de Ui, mediante el simbolo de predicado r de aridad n si para toda
n-upla (t1,...,t,) € Uf, se tiene

(t1,...,ty) € R <= Existe una SLD-refutacién de P U {« r(t1,...,t,)}

Esta definicién, de clara intencion procedural, tiene su contrapartida declara-
tiva:
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3.3.3 Definicién. Diremos que un programa definido P define un subcon-
junto R de Ui, mediante el simbolo de predicado r de aridad n si para toda
n-upla (t1,...,t,) € Uf, se tiene

(ti,...,ty) ER <= Plr(t,... t)}

3.3.4 Teorema. Sea P un programa definido, R C Ui y r un simbolo de
predicado n-ario de L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P computa R usando r.
2. P define R usando r.
3. Para todo (t1,....1,) € Uf se tiene

(t1y.. . ty) ER <= r(t1,...,t,) € Mp

Demostracion:
Se tiene por aplicacién directa de los teoremas 1.3.14 y 2.6.2. O

Asi, el problema de cudles son los subconjuntos computables por programas
definidos se reduce a estudiar qué subconjuntos del tltimo modelo de Herbrand
puede ser definido mediante atomos. Nosotros vamos a estudiar el caso en que
el lenguaje L tenga al menos un simbolo de constante y al menos un simbolo
de funcion, con lo que garantizaremos que Uy, es infinito.

La asuncion de que L contiene infinitos simbolos de predicado para cada aridad
n, con n € w nos permite construir nuevas clausulas sin problemas sintacticos.
También exigiremos que tanto el conjunto de las constantes del lenguaje como
el conjunto de los simbolos de funcién sean finitos

3.3.5 Definicién. Diremos que una relacién binaria R en Uy, es una enu-
meracion de Uy, si R define una funcién sucesor en Uy, ; esto es, existe una
aplicacién biyectiva ¢ : w — Uf, tal que para todo par (z,y) € R, existe n € w
tal que x = ¢(n) e y = p(n + 1)

Como primer paso hacia la caracterizacion de los predicados computables por
programas légicos probamos el siguiente resultado debido a Andreka y Nemeti
[2]. La presentacién que hacemos se debe a Blair [9].

Teorema. 3.3.6 (Teorema de enumeracién) FEziste un programa sucesor
tal que computa una enumeracion de Uy, usando la relacion binaria suc.
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Demostracion:
La construccion del programa sucesor es bastante tediosa. La idea que Blair
utiliza es definir una funcién peso de un término cerrado 2

peso(x) = 0 si z es una constante
peso(f(ty, ..., tn)) =1+ max{peso(t;) :i € {1,...,n}}

y un buen orden en el conjunto de simbolos de funcién y constantes mediante
una biyeccion con w. Mas tarde con ayuda de la funcion peso establece un buen
orden en el conjunto de los términos cerrados. La construcciéon del programa
sucesor se lleva a cabo trasladando minuciosamente la definicién de ese buen
orden al lenguaje de las cldusulas. Los detalles pueden encontrarse en [3]. O

3.3.7 Proposicion. Para todo programa P, Mp es recursivamente enumera-

ble.

Demostracién:
Por el teorema 1.3.14 tenemos que A € Mp si y solo si existe k£ € w tal que
A € Tp 1 k, por tanto el resultado es inmediato, puesto que, mediante una
codificacién apropiada es facil ver que el predicado pertenecer a Tp 1 k es
recursivo. 0O

El teorema de enumeracion nos permite identificar cualquier universo de Her-
brand, con las retricciones antes expuestas, con el conjunto de los nimeros
naturales, por lo que podemos aplicar ahora sobre este conjunto la teoria de
la recursion.

Teorema. 3.3.8 (Andreka y Nemeti, 1978) Para toda funcion recursiva
f existe un programa P que computa el grafo de f usando una relacion py.

3.3.9 Nota. No damos aqui la demostraciéon del teorema de Andreka y Nemeti
puesto que es analoga a la que presentamos del teorema de Sebelik y Stepanek.
Una presentacién amena de esta demostracién puede encontrarse en [3].

3.3.10 Corolario. Un predicado R definido sobre Uy, es recursivamente enu-
merable si y solo si existe un programa P que lo computa usando una relacion
T.

2Nétese la semejanza entre el concepto que Blair define como peso (height) y el que
Lassez, Maher y Marriot definen como profundidad (depth), [34].
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Demostracion:
(=) Supongamos que para algin predicado recursivo S se tiene que

d€ R<=3b(a,b)eS

Sea Pg es programa que computa la funcion caracteristica de S, C'g, usando
la relacion pg. Entonces el programa Pgs aumentado con la clausula

pR(xla"'axk) <_pS(xla'"7:E]€7y70)

computa el predicado R usando es simbolo de predicdo pg.
(<) Se tiene directamente a partir de los teoremas 3.3.4 y 3.3.7. O

3.3.11 Corolario. Si un programa P computa el grafo de una funcion total
usando alguna relacion, entonces la funcion es recursiva.

Demostracion:
Una funcién total es recursiva si y sélo si su grafo es recursivamente enumera-
ble. O

3.3.12 Corolario. Fxiste un progrma P tal que Mp es r.e.-completo.

Demostracion:
Sea R una relacion r.e.-completa definida sobre Uy, . Por el corolario 3.3.10 y
el teorema 3.3.4 tenemos que para todo da,

i€ R <= r(d)eMp

donde P es un programa que computa 2 usando una relacion r. Esto prueba
que Mp es r.e.-completo. O

3.3.13 Nota. En [3] podemos encontrar diversos resultados relacionados con
este teorema.

3.4 Teorema de Sebelik y Stepanek

Teorema. 3.4.1 (Sebelik y Stepanek, 1982) Sea f una funcién recursiva
parcial n-aria. Entonces existe un programa definido Py y un simbolo de pre-
dicado (n + 1)-ario py tal que todas las respuestas computadas de Py U {«
pr(s¥1(0),...,s™(0),2)} son de la forma {x/s*(0)} y para toda n-upla de
enteros no negativos (ky,...,k,) y para todo entero no negativo k tenemos
que f(ki,...,kn) = k si y solo si {x/s*(0)} es una respuesta computada de
Py U {< ps(s¥(0),...,s*(0),z)}.
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Demostracion:
En el programa P; representamos el entero no negativo k como s;(0), donde s
representa la funcion sucesor. Por el teorema 2.5.7 podemos suponer que toda
respuesta computada es R- computada, donde R es la regla de selecciéon en la
que siempre seleccionamos el atomo mads a la izquierda. Hacemos la demos-
tracién por induccién sobre ¢, el niimero de veces que aplicamos composicién,
recursion primitiva y plrecursién para definir f.

(¢ =0) En este caso f es una funcién basica.
1. Si f es la funcidn cero, entonces Py es el programa
pr(z,0)
2. Si f esla funcidn sucesor, entonces Py es el programa
ps(z, s(z)) <

3. Si f es la funcidn proyeccion, II(xy,...,x,) = z; entonces Py es el
programa
pf(:cl, .. ,:1:”,:171') <—

Obviamente, para cada una de estas funciones, los programas dados cumplen
las condiciones requeridas.

(¢ L1 = q) Supongamos ahora que la funcién recursiva parcial f estd definida
para ¢ (¢ > 0) aplicaciones de composicion, recursién primitiva y plrecursion.

Composicion
Supongamos que la definicién de f es

flzr, .o yxn) =h(gi(zr, o 2n), o gm (T, 2))

con h,gi,..., g, funciones recursivas parciales. Por hipdtesis de induccién,
para cada i € {i,...,m} existe un programa definido P,, y un simbolo de pre-
dicado p,, que satisfacen las condiciones del teorema. Andlogamente existe un
programa definido P, y un simbolo de predicado p, que satisface las condicio-
nes del teorema. Podemos suponer que los simbolos de predicado que ocurren
en los programas P, ,....P, v P}, son distintos. Definimos Py como la unién
de esos simbolos de predicado junto con la clausula

pf(xla"':xnaz) %pm(xl:"':xn:yl);"'pgm(xla"'7xn:ym)7ph(y1:"'aymaz)

Claramente podemos ver, por induccion, que toda respuesta computada de
Py U {+ ps(s"(0),...,s*(0), 2} es de la forma {z/s*(0)}. Supongamos que
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f(ky,...,k,) = k y para cada i € {i,...,m} sea g;(ki,...,k,) = n;. Por
hipédtesis de induccién tenemos que {y;/s"(0)} es una respuesta computada de
P, U{ p,(s"(0),...,s*(0),y;} y que {z/s*(0)} es una respuesta computada
de P, U {«+ pu(s™(0),...,5"(0),z}, por tanto {z/s*(0)} es una respuesta
computada para Py U {« p;(s*(0),..., s*(0), z}.

Por otra parte, supongamos que {z/s¥(0)} es una respuesta computada de
Py U {+ ps(s*(0),...,s"(0),2}. De la refutacién en la que obtenemos esta
respuesta podemos extraer, para cada i € {i,...,m}, una respuesta computada
{yi/s"(0)} para P,, U{< py,(s¥1(0),...,s"(0),y;} y una respuesta computada
{2/5%(0)} para P, U {< pp(s™(0),...,s™(0), 2z}. Entonces, por hipétesis de
induccién tenemos que, para cada i € {i,...,m}, g;(ki,...,k,) = n; y que
h(ni,...,ny,) =k. De ahi que f(ky,..., k,) = k.

Recursion primitiva
Supongamos que f tiene a siguiente definicion:

fz, oo 2,,0) = h(zy, ..., 2,)
f(xla"'axnay+1) :g(xla'":xn:y;f(xla"'axnay))

donde h y g son funciones recursivas parciales. Por hipétesis de induccion, para
las funciones h y g existen dos programas definidos P, y P, y dos simbolos de
predicado py, y py que satisfacen las propiedades del teorema. Podemos también
suponer que P, y P, no tienen simbolos de predicado en comtn. Definimos P;
como la unién de P, y P, junto con las cldusulas

pr(z1, .., 20,0,2) <= pu(x1,..., 2, 2)
pr(zr, .. w0, s(y), 2) « pr(ze, .o xn, Y, w), pe(T1, .o 0, Y, U, 2)

Un razonamiento similar al que hemos hecho con la composicién nos demuestra
que este programa tiene las propiedades deseadas.

uLrecursion
Supongamos que f estd definida de la siguiente manera

fay, . m,) = pylg(z, ... 20, y) = 0)

con g una funcién recursiva parcial. Por hipdtesis de inducciéon tenemos que
para la funcién g existe un programa definido P, y un simbolo de predicado p,
que satisfacen las condiciones del teorema. Definimos Py como P, junto con
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las cldusulas siguientes®

pr(Zy)  py(T,y,0), % g(3y) =
r(Z,y) % Vz(z<y— g(Z 2) >0)

r(Z,y) <« suc(y,y), % y=y +1
r(Z,y'), % Vz(z <y — g(Z z) > 0)
pe(7. Y. 2), % g(Z,y) ==z
p<(0, 2) % 0<z

Donde tras el simbolo % indicamos las interpretaciones intencionadas de las
distintas clausulas.

Un argumento similar a los usados anteriormente, puesto que los predicados
utilizados son recursivos, demuestra que el programa definido Py cumple la
tesis del teorema. O

3Para simplificar la notacién escribimos & en lugar de la n-upla 1, ..., Z,.
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Informacion Negativa

4.1 Introducciéon

Hasta el momento, con nuestro estudio sobre Programacion Logica sélo pode-
mos demostrar teoremas que nos dan informacion positiva; es decir, sélo los
literales positivos pueden ser ser consecuencia logica de un programa. Asi, si
tenemos un programa definido P y un atomo A € Bp no podemos probar que
—A sea consecuencia légica de P. La razon estd en que PU{A} es satisfacible
teniendo a Bp como modelo.

4.1.1 Ejemplo. Sea L el lenguaje de primer orden sin simbolos de funcién
n- arios (n > 0), con un tnico simbolo de predicado 1-ario: “alumno” y el
siguiente conjunto de constantes SC={FEsther, Juan, Rosa, Miguel, Pepe}.
Consideremos el siguiente programa P sobre L:

alumno(Esther) <

alumno(Juan) <

alumno(Rosa)

Supongamos que nuestro objetivo es probar que —alumno(Miguel) es con-
secuencia logica de P. Con las herramientas que tenemos hasta ahora no
podemos, ya que Bp es modelo de P U {< —alumno(Miguel)}, pero tampoco
podriamos probar alumno(Pepe) ya que I={alumno(Esther), alumno(Juan),
alumno(Rosa)} es modelo de P U {<— alumno(Pepe)}.

Para intentar solucionar nuestro problema vamos a ampliar el conjunto de
nuestras reglas de inferencia para poder deducir informacién negativa. La
primera regla de inferencia que presentamos para deducir informacion negativa,
fue presentada por Reiter [43].

64
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4.1.2 Definicién. [Regla de Inferencia HMC]' Si un dtomo cerrado A no es
consecuencia légica de un programa, entonces inferimos —A.

4.1.3 Nota. El acrénimo HMC' es la abreviatura de hipdtesis del mundo ce-
rrado, traduccién del acrénimo inglés CW A, closed world assumption.

4.1.4 Ejemplo. Asi, en el ejemplo anterior el dtomo cerrado alumno(Pepe)
no es consecuencia légica del programa P y por tanto, usando la regla HMC
podemos inferir —alumno(Pepe).

La HMC es la forma usual de razonamiento cuando se trabaja con bases de
datos: La informacion que no esta presente de forma explicita en la base de
datos se toma como falsa. La HMC' es un ejemplo de regla de inferencia no
monotona.

4.1.5 Definiciéon. Una regla de inferencia F se dice mondtona si dados dos
programas Py P’, para toda férmula ¢ se tiene

Pr¢= PUP ¢

esto es, la regla de inferencia es no mondtona si anadiendo nuevos axiomas
puede reducirse el niimero de teoremas.

En consecuencia, dado un programa P al que podamos aplicar la HMC' y
dado un atomo A € Bp, si queremos probar —A lo tnico que tenemos que ver
es que A no es consecuencia logica de P. Pero desgraciadamente el problema
de la validez en légica de primer orden es indecidible, por tanto no hay ningtin
algoritmo que tomando como datos de entrada un programa definido P y un
atomo A € Bp nos devuelva en un tiempo finito si A es o no consecuencia légica
de P, ya que si el &tomo cerrado A no es consecuencia logica de P podemos
entrar en un proceso infinito. En la practica restringimos la aplicacién de la
HMC tnicamente a aquellos atomos cerrados tales que al intentar hacer una
refutacién fallamos de forma finita.

4.2 Fallo finito

4.2.1 Nota. El planteamiento que hacemos aqui fue presentado por Lloyd en
1987 (ver [37]) y es generalmente aceptado. No obstante otros autores han
publicado trabajos que difieren de esta presentacién.?

! Apt nace una presentacién detallada de esta regla de inferencia en [3].
2Ver la seccién “Resultados recientes” en este mismo capitulo.
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La regla de inferencia denominada regla de fallo finito es menos potente que
la HMC y nos permite inferir menos informacién, no obstante tiene la ventaja
de ser facilmente automatizable. Es la siguiente:

Dado un programa definido P y un objetivo definido < A, si existe un
SLD-drbol finito sin ramas con éxito de P U {«— A} deducimos —A

Veamos algunos resultados relacionados con esta regla:

4.2.2 Definicién. Sea P un programa definido. Se define el conjunto de dto-
mos de Bp con fallo finito de profundidad d, Fg, de la siguiente manera:

1.AcFLsiA¢Tpl1.

2. A € Fg para d > 1 si para toda cldusula B < By,..., B, de Py toda
sustitucién 6 tal que A = B y B46,..., B, sean atomos cerrados ,
existe un k € {1,...,n} y By € F&'.

4.2.3 Definicién. Sea P un programa definido. Se define el conjunto de fallo
finito, Fp de P como el conjunto

Fp = Udleﬁ

4.2.4 Proposicion. Sea P un programa definido, entonces

FP:BP\TP\LW

Demostracion:
En la demostracién de esta proposicién necesitamos el siguiente Aserto.

Bp\Ff =Tp | dV¥d>1
Suponiendo cierto el aserto se tiene que
Bp\Fp = Bp\ Ug>1 F{i = ﬂd21(BP\Fg) =Ng=1Tpld=Tp lw

Demostracion del aserto

(D) Lo vemos por induccidn.

(d=1) Sea A € Bp. Por definicién, si A ¢ F} entonces A € Tp | 1.

(d = d+1)Sea A € Bp. Si A ¢ Fi! entonces existe una clausula B <«
By, ..., B, y una sustitucién # con A = By {By,...,B,} C Bp tal que
para todo k € {1,...,n} Bif € Bp\F&. Pero por hipétesis de induccién
Bp\F2 C Tp | d con lo que tenemos que existe una clausula B < By, ..., B,
y una sustitucién # con A = Bl y {By,...,B,} C Bp tal que para todo
ke {l,....,n} B € Tp | d, por tanto A € Tp | d+ 1, como queriamos
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probar.

(C) También lo vemos por induccién

(d=1) Sea A € Bp. Por definicién, si A € Tp | 1 entonces A ¢ Fp.

(d= d+1) Sea A € Bp. Si A € Tp | d+ 1 entonces existe una cldusula
B < By,...,B, y una sustitucién § con A = Bl y {B0,...,B,0} C Tp |
d. Pero por hipétesis de induccién Tp | d € Bp\Fg&, con lo que tenemos

que existe una clausula B < By,..., B, y una sustitucién # con A = Bf y
{By,...,B,} C Bp tal que para todo k € {1,...,n} Bif € Tp | d, por tanto
A¢ Fg. O

4.2.5 Definicion. Sea P un objetivo definido y G un objetivo definido. Un

SLD-drbol finitamente fallido de P U {G} es un SLD-arbol finito que no con-
tiene ramas con éxito.

4.2.6 Definicién. Sea P un programa definido, se define el SLD-conjunto de
fallo finito de P como el conjunto de todos los a&tomos A € Bp para los cuales
existe un SLD-arbol finitamente fallido de P U {«+— A}, esto es un arbol finito
sin ramas con éxito.

Nétese que solo se exige la existencia de un SLD-arbol finitamente fallido de
PU{«+ A} para que A € Bp pertenezca al SLD-conjunto de fallo finito de P.
La siguiente proposicién y los dos lemas previos se deben a Apt y van Emden.
No presentamos la demostracién de los lemas, pero pueden encontrarse en [6].

4.2.7 Lema. Sea P un programa definido, G un objetivo definido y 0 una sus-
titucion. Supongamos que P U {G}tiene un SLD-drbol finitamente fallido de
profundidad < k. Entonces PU{G0} tiene también un SLD-drbol finitamente
fallido de profundidad < k.

4.2.8 Lema. Sea P un programa definido y {Ay, ..., An} C Bp. Supongamos
que PU{«+ Ay, ..., Ay} tiene un SLD-drbol finitamente fallido de profundidad
< k entonces existe i € {1,...,m} tal que P U {< A;} tiene un SLD-drbol
finitamente fallido de profundidad < k.

4.2.9 Proposicién. Sea P un programa definido y A € Bp. Si P U {+ A}

tiene un SLD-drbol finitamente fallido de profundidad < k entonces se tiene
que A ¢ Tp | k.

Demostracion:
Lo probamos por induccién sobre k.
(k = 1) Supongamos que P U {« A} tiene un &rbol finitamente fallido de
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profundidad uno, esto es, A no unifica con la cabeza de ninguna cldusula de
P. Obviamente A ¢ Tp | 1.

(k L 1= k) Lo vemos por reduccién al absurdo. Supongamos que para todo
A" € Bp tal que P U {< A’} tiene un SLD-drbol finitamente fallido de pro-
fundidad menor o igual que k se verifica que A" ¢ Tp | k, esto es, se verifica
la tesis de la proposicion para k L 1, y que existe A € Bp con un arbol finita-
mente fallido de P U {«+ A} de profundidad menor o igual que k y a su vez
AeTp | k.

Si A € Tp | k, existe una clausula B <+ By,..., B, y una sustitucién 6
tal que A = By {Bif,...,B,0} C Tp | (k L 1). Por tanto podemos
encontrar un umg v de A y B, A = By tal que § = ~o para algin o.
Pero entonces < (Bjy,...,By,)y es raiz de un SLD-érbol finitamente fallido
de profundidad menor o igual que k£ L 1. Por el lema 4.2.7 también existe un
SLD-arbol finitamente fallido de profundidad menor o igual que k£ L 1 para
PU{«+ (By,...,B,)0}. Aplicando ahora el lema 4.2.8 existe i € {1,...,n}
tal que existe un drbol finitamente fallido para P U {«+ B;#} de profundi-
dad menor o igual que k£ L 1. Pero por hipétesis de induccién, si esto ocurre
Bl ¢ Tp | k L1, con lo que llegamos a contradiccidn. O

La definicién 4.2.6 sélo exige la existencia de un arbol finitamente fallido.
Seria muy util que tuviéramos alguna forma de encontrar ese arbol finitamente
fallido, caso de que exista. La siguiente definicién, presentada por Lassez y
Maher en [33] va en esa direccidn.

4.2.10 Definicién. Una SLD-derivacién es favorable?® si

e O bien es fallida

e O bien cada d4tomo B de la derivacién®, B es seleccionado en un nimero
finito de pasos.

4.2.11 Definicién. Diremos que un SLD-arbol es favorable si cada rama del
arbol es una SLD-derivacién favorable.

4.2.12 Proposiciéon. Sea P un programa definido y < Ay,... A, un obje-
tivo definido. Supongamos que existe una SLD-derivacion favorable no fallida
+— Aq,... A, =Gy, Gyq,... conlos umg0y,0,,.... Entonces, dado k € w existe
n € w tal que [A;b0y,...0,]C Tp L k, parai € {1,...,m}.

Demostracion:
Por el teorema 2.3.5 podemos asumir que la derivacion es infinita. Claramente

3Traduccién libre del término inglés “fair”.
40 alguna instancia suya
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es suficiente probar que dado 7 € {1,...,m} y k € w existe n € w tal que
[A;01,...0,]C Tp | k.

Fijemos i € {1,...,m} y veamos que el resultado es cierto por innduccién
sobre k.

(k = 0) Trivial.

(k L1 — k) Asumamos que el resultado es cierto para k L 1 y suponga-
mos que A;0;...60,_1 es seleccionado en el objetivo G,_;. (Por ser la deri-
vacién favorable, A; es seleccionado en algiin momento). Sea G, el objetivo
< By,...,B; con ¢ > 1. Por hipétesis de induccion existe s € w tal que
US_1[Bjbps1, . 0pss]C Tp | (k L 1). De ahi que

[Aiby, . 0] © To(UI_y[ByBysr, - Opssl € Tp(To L (k L 1)) =Tp Lk

Y esto concluye la demostracion. a

Combinando ahora los resultados de Apt y van Emden [6] y Lassez y Maher
[33] obtenemos la siguiente caracterizaciéon del conjunto de fallo finito de un
programa.

4.2.13 Teorema. Sea P un programa definido y A € Bp. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A€ Fp

2. A¢Tplw

3. A esta en el SLD-conjunto de fallo finito.

4. Cada SLD-drbol favorable de P U {«+ A} es finitamente fallido.

Demostracién:
El esquema de la demostracion es el siguiente:

1< 2
4=3=2=14

Con lo que tendremos probada la equivalencia entre las cuatro afirmaciones.
(1) & (2) Se tiene por la proposicién 4.2.4.

(4) = (3) Obvio.

(3) = (2) Por la proposicién 4.2.9.

(2) = (4) Lo vemos por reduccién al absurdo. Supongamos que es falsa la
afirmacién (4), esto es, existe una SLD-derivacién favorable de < A que no
falla en un numero finito de pasos. Entonces, por la proposicién 4.2.12 para
todok€w AeTp | k,estoes A€ Tp | w. Contradiccién con (2). a

Este teorema muestra que la SLD-derivacion favorable es una implantacion
adecuada y completa de la regla de fallo finito.
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4.3 Programas normales

En esta seccién seguimos nuestro estudio sobre la informacion negativa am-
pliando el concepto de programa definido a programa normal.

4.3.1 Definicion. Una cldusula de programa es una clausula de la forma
A+ Li,....L,

donde A es un atomo y Lq,...L, son literales.

Nétese que las clausulas de programa definido son un caso particular de las
cldusulas de programa.

4.3.2 Definicién. Un programa normal ® es un conjunto finito de cldusulas
de programa.

4.3.3 Definicion. Un objetivo normal es una clausula de la forma
— Lq,...,L,
donde Ly, ..., L, son literales.
4.3.4 Definicién. La definicion de un simbolo de predicado p en un programa

normal P es el conjunto de todas las clausulas de programa de P que tienen
el simbolo p en su cabeza.

4.3.5 Definicién. Adoptaremos la siguiente definicién de completacién de un
programa:

Sea p(ty,...,ty) + Ly,..., Ly, una cldusula de un programa normal P.
Consideraremos un nuevo simbolo de predicado =, que no aparezca en Lp, con
la interpretacion “intencionada” de la relacion identidad. Vamos a transformar
la cldusula dada siguiendo los siguientes pasos:

1. Transformamos la clausula dada en
p(x1,. . xn) — (w1 =t) Ao AN (T =t)) NAL1 A .. A Ly,

donde zy,...,x, son n variables que no aparecen en la clausula dada.

5 Atin podemos generalizar més el concepto con los programas generales cuyas cliusulas
son del tipo
Al,...An <~ Ly,....Lg

donde los A; son dtomos y los L; literales cualesquiera.
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2. Siy,...,yq son las variables que existen en la clausula original hacemos

p(x1, ..y xp) =yt Fya((r =t) Ao A (T =t)) ALY A .. A Ly)

3. Supongamos que ya hemos hecho esta transformacion para toda clausula
que pertenezca a la definicién de p. Obtenemos por tanto k£ > 1 férmulas
del tipo

p(1,...,x,) < Ey

p(z1, ..., x,) < Ey

donde cada FEj; tiene la forma genérica

Por 1ltimo se define la definicion completada de p como la férmula

Vg .. Vo (p(x,. .. 2) <> E1 V...V Ey)

4.3.6 Nota. Puede ocurrir que alguno de los simbolos de predicado que ocu-
rran en el programa nunca aparezcan en la cabeza de una cldusula. Para cada
uno de esos simbolos de predicado ¢ anadimos explicitamente la cldusula

V.. Vep—g(xy, ... z)

que es la definicion de ¢ dada de forma implicita en el programa . También
llamaremos a esta férmula la definicion completada de q.

4.3.7 Ejemplo. La definicién completada del predicado alumno del ejemplo
que vimos al principio del capitulo es

Vz(alumno(z) <> (x = Esther) V (z = Juan) V (x = Rosa))

4.4 La teoria de igualdad

En la definicién de completacién de un programa normal hemos introducido un
nuevo simbolo de predicado = que no aparecia en el programa. Evidentemente
queremos que la interpretacién del simbolo sea la relacion identidad, pero tene-
mos que dar unas reglas para su uso desde un punto de vista sintactico. Llama-
remos a los siguientes axiomas aziomas de la teoria de la igualdad.(Usaremos
la notacién# en lugar de = =):
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L V(f(x1,...,xn) # 9(¥1,...,Ym)) para todo par de simbolos de funcién
distintos f y g.

2. Y(f(x1,...,2,) # c para todo simbolo de funcién f y toda constante c.

3. V(t(x) # x) para todo término t(z) es que ocurra x y sea distinto de x.

4 V(@ #y) Voo V(@0 # yn) = f(T1,. . 20) # f(Y1,- -+, Yn)) Para todo
simbolo de funcion f.

5. V(z = x).

6. V((x1 =y1) Ao . AN (2 =yn) = f(z1,...,20) = f(¥1,...,Yyn)) para todo
simbolo de funcion f.

7. V(1 =y)A ATy =yn) = (p(x1,. .. 20) = p(Y1,...,ys)) para todo
simbolo de predicado p, incluido =.

4.4.1 Definicién. Sea P un programa normal. Denominaremos completacion
de P, comp(P), al conjunto de férmulas formado por las definiciones comple-
tadas de los simbolos de predicado que ocurren en P junto con los axiomas de
la teoria de igualdad.

4.4.2 Definicién. Sea P un programa normal y G el objetivo normal. Una
respuesta para P U {G} es una sustitucion 6 tal que Dom(f) C V(G).

4.4.3 Definicién. Sea P un programa normal, G un objetivo normal
< Ly,...,L; y 0 una respuesta para P U {G}. Decimos que 6 es una res-
puesta correcta para comp(P) U {G} si Y((Li A ... A L)f) es consecuencia
légica de comp(P).

Veremos que estas definiciones generalizan las definiciones dadas anteriormente
de respuesta y respuesta correcta. Para ello el primer resultado que vemos es
el siguiente:

4.4.4 Proposicion. Sea P un programa normal. Entonces P es consecuencia
légica de comp(P).

Demostracion:
Para probarlo tenemos que ver que todo modelo de comp(P) es modelo de P.
Sea M un modelo de comp(P) y sea p(ti,...,t,) < Li,..., L, una clausula
de P. Sean yy,...,y, las variables que ocurren en la clausula y supongamos
una asignacién o de esas variables tal que

M=o(LiN...NLy,)
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Consideremos la definicién completada de P
Vo .. Vo, (p(xy,...,z,) < E1 V...V Ey)
y supongamos que FE; es
Ty Fya((zr =)Ao A (g =t)) ALy A..A L)

Si modificamos o de forma que a cada z; le hace corresponder el término o(t;)
tenemos
MEo(LiN...NLy)

que junto con el axioma 6 de la teoria de igualdad hace que M |= E;. De ahi
que M = p(ty,...,t,) como queriamos probar. O

Vamos a generalizar la definicién de operador consecuencia inmediata a pro-
gramas normales.

4.4.5 Definicion. Sea .J una preinterpretacion de un programa normal P y
sea [ una interpretacion basada en .J. Entonces

TH(I)={Ajs: A< LiA...ANL, € P, V es una asignacién de variables
deJyl=o(LiN...NL,)}

Si J es la preinterpretaciéon de P, escribiremos Tp en lugar de T3.

4.4.6 Nota. T no es en general monétona, como se ve si consideramos el
siguiente programa P:

D< P
No obstante, si P es un programa definido T} es mondtona.

4.4.7 Proposicién. Sea P un programa normal, J una preinterpretacion de
Lp, e I una interpretacion basada en J. Entonces I es modelo de P si y solo
si TH(I) C 1.

Demostracion:
I es modelo de P si para toda instancia cerrada A < L4, ..., L, de una clausula
de P tal que I = Ly A... A\ L, tenemos I = A. Pero esto es lo mismo que
decir que si A € TZ(I) entonces A € I, que es lo que queriamos probar. O

4.4.8 Proposicién. Sea P un programa normal, J una preinterpretacion de
P, e I una interpretacion basada en J. Supongamos que I junto con la relacion
identidad asignada a = es un modelo de la teoria de igualdad. Entonces I junto

con la relacion identidad asignada a =, es un modelo de comp(P) si y sélo si
TS(I)=1.
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Demostracion:
Supongamos primero que T3 (1) = I. Puesto que asumimos que I, junto con
la relacién identidad asignada a = es modelo de la teoria de igualdad, basta
probar que esta interpretacién es modelo de cada definicion completada de
comp(P). Consideremos una definicién del tipo

V.. Vep—g(xy, ... xy)

puesto que I es punto fijo, se tiene que esta interpretacion es modelo de la
férmula. Consideremos ahora una definicién completada de la forma

V.. Vo, (p(xy,...,x,) < E1 V...V Ey)
Puesto que T3 (1) C I tenemos que la interpretacién es modelo de la férmula
V.. Ve, (p(xy, ... x,) < E1 V...V Ey)

Pero también tenemos que T3 (1) O I de donde tenemos que esa interpretacion
también es modelo de la férmula

Vay .. Ve (p(x,. .. xn) = Ey V...V Ey)

Supongamos ahora que [ junto con la relacién identidad asignada a = es
modelo de la completacién. Entonces usando el hecho de que la interpretacién
es modelo de las férmulas del tipo

V.. Vo, (p(xy, ... x,) « E1 V...V Ey)

tenemos que T3 (I) C I. Andlogamente, puesto que la interpretacién es modelo
de
Vay .. Ve (p(x,. .. xn) = Ey V...V Ey)

tenemos que TZ(I) D I. O

4.4.9 Proposicion. Sea P un programa definido y A € Bp. Entonces A €
Mpf(Tp) siy sélo si comp(P)U{A} tiene un modelo de Herbrand.

Demostracion:

(=) Supongamos que A € Mpf(Tp). Por la proposicién anterior Mpf(Tp) U
{s =s:s € Up} es modelo de Herbrand de comp(P) U {A}.

(<) Supongamos ahora que comp(P)U{A} tiene un modelo de Herbrand M.
Puesto que M = comp(P), el simbolo de predicado = tiene asignada la relacién
identidad en M. Por tanto M tiene la forma M =TU {s = s:s € Up} para
alguna interpretacion de Herbrand I de P. Luego, por la proposicién anterior
I=Tp(I)y A€ I. Deahique AcTC Mpf(Tp). 0
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4.4.10 Proposicion.  Sea P un programa definido y sean Ay, ..., A, dto-
mos. SiV(Ai1A...NAp) es consecuencia [6gica de comp(P) entonces también
lo es de P.

Demostracion:
Sean x1,...,x las variables que ocurren en Ay A ... A A,,. Vamos a probar
que Vzy...Vor (A A ... A A,,) es consecuencia l6gica de P, esto es, que P U
{=Vx;... Vo (A1 A ... AN Ay,)} es insatisfacible, o lo que es lo mismo, que

S=PU{-A4A)Vv...v-A }

es insatisfacible, donde A es A; con las variables zy, ..., x; reemplazadas por
constantes de Skolem apropiadas.

Puesto que S esta en forma clausal podemos restringir nuestra atencién
a interpretaciones de Herbrand. Sea I una interpretacién de Herbrand de S.
Podemos considerar I como una interpretacién de P®. Supongamos que I es
modelo de P y consideremos la preinterpretacion J obtenida de I ignorando
la asignacion que esta interpretacién hace a los simbolos de predicado del
lenguaje. Por la proposicién 4.4.7 tenemos que T3 (I) C I. Puesto que T3 es
mondétona, por la proposicién 1.3.6 existe un punto fijo I’ de T3 tal que I' C I.
Puesto que I' junto con la relacién identidad asignada a = es obviamente
un modelo de la teoria de igualdad, por la proposicion esta interpretacién es
modelo de comp(P). De ahi que =A|V...V—A] sea falsa en esta interpretacion
y puesto que I' C I, tenemos que = A} V...V —A" es falso en I. Luego S es
insatisfacible. O

Notese que combinando las proposiciones 4.4.4 y 4.4.10 tenemos que la infor-
macién positiva que podemos deducir de comp(P) es exactamente la misma
que podemos deducir de P. Es decir, hemos obtenido el siguiente resultado:

4.4.11 Teorema. Sea P un programa definido, G un objetivo definido y 6 una
respuesta para P U {G}. Entonces 0 es una respuesta correcta para comp(P)U
{G} siy sdlo silo es para PU{G}.

4.5 SLDNPF-resolucion

Acabamos de definir el concepto declarativo de la completacién de un pro-
grama. Veamos ahora su contrapartida procedural, esto es, cémo podemos
llevarlo a la practica para poder deducir informacion negativa. La idea basica
es usar la SLD-resolucién aumentada con la regla de fallo finito, esto es la
SLDNF- resolucion.

6Né6tese que I no es necesariamente una interpretacién de Herbrand de P
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4.5.1 Nota. Nuestra intencién es probar la adecuacién de la SLDNF-resolu-
cion una vez la hallamos definido formalmente. Para ello necesitamos alguna
regla en el proceso de seleccién de los atomos que nos garantice esa adecuacion.
La seleccion se realizara del siguiente modo:

No hay restriccion para la eleccion de un literal positivo, en cambio solo
podremos seleccionar literales negativos cerrados.

Llamaremos a esta condicién condicion de sequridad (safeness condition)”.

4.5.2 Definicién. Sea G el objetivo <— Ly,...,Ly,,..., L, y C la cldusula
A < My, ... M,. Se dice que el objetivo G' es derivado de G y C usando el
umg 0 si se verifican las siguientes condiciones:

1. L,, es un atomo de G, llamado el atomo seleccionado.
2. 6 es un umg de L,, y A.

3. G' es el objetivo normal <— (Ly,..., Ly, My,..., My, L1, ..., L,)0.

4.5.3 Definicién. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una
SLD-refutacion de rango 0 de P U {G} consiste en una sucesién

Go=G,Gi,...,G, =0

de objetivos normales, una sucesién C4,...,C, de variantes de clausula de
programa de P y una sucesién de 6;...,6, de umg tales que cada G;;, se
deriva de G; y C;,; usando 6;,,.

4.5.4 Definicién. Sea P un programa normal y sea GG un objetivo normal.
Un SLDNF-drbol finitamente fallido de rango 0 para P U {G} es un arbol
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. El arbol es finito y cada nodo del arbol es un objetivo normal distinto
de la cldusula vacia.

2. El nodo raiz es G.

3. Los literales seleccionados son siempre positivos.

TEsta condicién es muy fuerte. Lloyd comenta en [37] cédmo debilitarla.
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4. Sea < Li,..., Ly, ..., L, un nodo del arbol que no sea hoja y suponga-
mos que L,, es el atomo seleccionado. Entonces, para cada clausula de
programa (o variante) A <— M,,..., M, tal que L,, y A son unificables
mediante el umg f el nodo tiene un hijo

— (Ll,...,Lm_l,Ml,...,Mq,Lm+1,...,Lp)g

5. Sea <— Ly,..., Ly, ..., L, un nodo del arbol que no sea hoja y suponga-
mos que L, es el &tomo seleccionado. Entonces no hay ninguna clausula
en P (o variante) tal que su cabeza unifique con L,,.

4.5.5 Definicién. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una
SLD-refutacion de rango k+1 de P U {G} consiste en una sucesiéon Gy =
G,Gq,...,G, = 0O de objetivos normales, una sucesién C, ..., C, compuesta
por variantes de cldusula de programa de P y/o literales negativos cerrados y
una sucesion de 6y ..., 0, de sustituciones tales que para cada ¢

e O bien cada G, se deriva de GG; y C;;1 usando 6,1,

e O bien G; es < Ly,....Ly,.... Ly, el literal seleccionado L,, de G,
es un literal negativo cerrado —A,, y existe un SLDNF-arbol finita-
mente fallido de rango &k para P U {< A,,}. En este caso G,y es
«— Ly,....,Lp1,Lips1..... Ly, 041 es la sustitucién identidad y Cjiq
es A,,.

4.5.6 Definicién. Sea P un programa normal y sea GG un objetivo normal.
Un SLDNF-drbol finitamente fallido de rango k+1 para P U {G} es un arbol
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. El arbol es finito y cada nodo del arbol es un objetivo normal distinto
de la cldusula vacia.

2. El nodo raiz es G.

3. Sea <~ Ly,..., Ly, ..., L, un nodo del drbol que no sea hoja y suponga-
mos que L,, es el literal seleccionado. Entonces,

e O bien L,, es un dtomo y para cada cldusula de programa (o va-
riante) A < My,..., M, tal que L,, y A son unificables mediante
el umg f el nodo tiene un hijo

— (Lla---amelaMla---;Mq;Lerl:---:Lp)g
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e O bien L,, es un literal negativo cerrado —A,, y existe un SLDNF-
arbol finitamente fallido de rango k para PU{«+ A,,}, en cuyo caso
el unico hijo es <= Ly,..., Ly1, Lipy1, ..., Ly,

4. Sea <— Ly,..., Ly, ..., L, un nodo del drbol que no sea hoja y suponga-
mos que L, es el literal seleccionado. Entonces

e O bien L,, es un dtomo y no hay ninguna clausula en P (o variante)
tal que su cabeza unifique con L,,.

e O bien L,, es un literal negativo cerrado —A,, y existe una SLDNF-
refutacién de rango k de PU <+ A,,.

4.5.7 Definicién. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una
SLDNF-refutacion de PU{G} es una SLDNF- refutacién de PU{G} de rango
k, para algun k.

4.5.8 Definicién. Sea P un programa normal y G' un objetivo normal. Un
SLDNEF-drbol finitamente fallido de P U {G} es un SLDNF-arbol finitamente
fallido de P U {G} de rango k, para algin k.

4.5.9 Definicién. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una
respuesta computada 6 de P U {G} es la sustitucién obtenida restringiendo la
composicion de sustituciones #; ...#, a las variables de GG, donde 6, ...0, es la
sucesién de sustituciones obtenida en una SLDNF-refutacién de P U {G}.

4.5.10 Definicién. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una
SLDNF-derivacion de P U {G} es una sucesién (finita o infinita) de objetivos
normales G = Gy, G1, G5 . .., una sucesion C,Cs ... de variantes de clausulas
del programa P (llamadas cldusulas de entrada o literales negativos cerrados y
una sucesion f, 6,, ... de sustituciones satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Para cada ¢,

e O bien G, se deriva de G; y la clausula de entrada C;,; usando
Oit1-

e O bien G; es <= Ly,...,Ly,...,L, el literal seleccionado en L,
en (G; es un literal negativo cerrado —A y existe un SLDNF-arbol
finitamente fallido de P U {< A,,}. En este caso G, es

<_L17"':melaLm+1:"'7Lp

0;11 es la sustitucion identidad y C;1 es = A,,.
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2. Si la sucesién G = Gy, Gy, G5 . .. es finita, entonces

e O bien el ultimo objetivo es la clausula vacia

e O bien el ultimo objetivo es <= Ly,..., Ly, ..., Ly, el literal selec-
cionado es L, y es positivo y no hay ninguna cldusula de P (o
variante) cuya cabeza unifique con L,,.

e O bien el ultimo objetivo es <= Ly,..., Ly, ..., L,, el literal selec-
cionado es L,, y es un literal negativo cerrado —A,, y existe una
SLDNF-refutacién de P U {«+ A,,}.

4.5.11 Definicién. Sea P un programa normal y G' un objetivo normal. Un
SLDNF-drbol de P U {G} es un arbol que satisface lo siguiente:

1. Cada nodo del drbol es un objetivo normal (puede ser la clausula vacia).
2. El nodo raiz es G.

3. Sea « Ly,...,Ly,...,Lp (p > 1) un nodo que no sea hoja en el que
hemos seleccionado el literal L,,.

(a) Si Ly, es un atomo, entonces para cada cldusula de programa (o
variante suya) A < Mj,..., M, tal que A y L,, sean unificables
con el umg 6, el nodo tiene como hijo la clausula

— (Lla---;Lm—laMla---anaLm—l—l;---;Lp)g

(b) Si L,, es un literal negativo cerrado —A,, y existe un SLDNF-drbol
finitamente fallido de P U {<— A,,}, entonces el inico sucesor es

— (Ll, .. -;Lm—laLm—i—la .. .,Lp)g

4. Sea < Ly,...,Lp,...,Lp (p > 1) un nodo hoja en el que hemos selec-
cionado el literal L,,. Entonces

(a) O bien L,, es un dtomo que no unifica con ninguna cabeza de clau-
sula (o variante de clausula) de P.

(b) O bien L,, es un literal negativo = A y existe una SLDNF- refutacién
de PU{< A}

5. Los nodos que son cldusulas vacias no tienen sucesores.

4.5.12 Definicién.
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e Una SLDNF-derivacién es finita si consta de una sucesién finita de ob-
jetivos, en otro caso se dice infinita.

e Una SLDNF-derivacion tiene ézito si es finita y su ultimo objetivo es la
clausula vacia.

e Una SLDNF-derivacién falla si es finita y su ultima cldusula no es la
cldusula vacia.

4.5.13 Definicion. Sea P un objetivo normal y G un objetivo normal. De-
cimos que una computaciéon de P U {G} es inviable® si en algiin punto de la
computacién alcanzamos un objetivo que sélo contenga literales negativos no
cerrados.”

4.5.14 Ejemplo. Si G es el objetivo < —p(x) y P es un programa normal la
computacién de P U {G} es inviable.

4.6 Adecuaciéon y completitud de la SLDNF-
resolucion

Nuestro objetivo ahora es probar la adecuacion de la SLDNF- resolucion. Para
ello necesitamos dos lemas previos debidos a Clark. Su demostracion puede
encontrarse en [10].

4.6.1 Lema. Sean p(s1,...,8n) y p(t1,...,tn) dos dtomos.

1. Sip(s1y...,8n) yp(ty, ..., t,) no son unificables, entonces
—3((s1 =t1) Ao A (sp =1p))
es consecuencia logica de la teoria de igualdad.

2. Sip(si,...,8n) yp(ts, ..., tn) son unificables con el umg 0 = {x1/r1, ..., xx/7Tk}
dado por el algoritmo de unificacion entonces

Visi=t) Ao oA (sn=1tp) & (mr=r) A A (2, =17))

es consecuencia logica de la teoria de igualdad.

8 Floundered en el texto original
9En [37] podemos encontrar distintos resultados relacionados con la inviabilidad
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4.6.2 Lema. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Supongamos
que el literal seleccionado en G es positivo.

1. Si no tiene objetivos derivados, entonces G es consecuencia logica de
comp(P).

2. 8i el conjunto {G1,...,G,} de objetivos derivados es no vacio entonces

G GINNG,

es consecuencia légica de comp(P).

Teorema. 4.6.3 (Adecuacién de la negacién como regla de fallo)

Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Si P U {G} tiene un
SLDNF-drbol finitamente fallido, entonces G es consecuencia légica de la com-
pletacion de P, comp(P).

Demostracién:
La demostracién es por induccién sobre el rango k£ del SLDNF- &rbol finita-
mente fallido de P U {G}. Sea G el objetivo < Ly, ..., Ly.

(k = 0) El resultado se tiene directamente del lema 4.6.2.

(k — k4 1) Supongamos ahora el resultado cierto para SLDNF-arboles
finitamente fallidos de rango k y consideremos un SLDNF-drbol de PU{G} de
rango k + 1. La demostracion de que en este caso también G es consecuencia
légica de comp(P) la vamos a hacer por induccién sobre la profundidad de ese
arbol, inducciéon que llamaremos secundaria.

(d = 1) Supongamos primero que la profundidad del drbol es 1.

e Si el literal seleccionado es positivo, por el lema 4.6.2, primer apartado,
se tiene el resultado.

e Si el literal seleccionado en G, L; es el literal cerrado negativo —A;,
puesto que la profundidad es 1, existe una SLDNF-refutacién de rango
k de P U {+ A;}'" Asi, usando la proposicién 4.4.4 y aplicando la
hipétesis de induccién para arboles finitamente fallidos de profundidad
k 1 1 obtenemos que A; es consecuencia légica de comp(P). Por tltimo,
puesto que A; es cerrado, deducimos que =3(L1A...AL,) es consecuencia
légica de comp(P).

10Nétese que para un objetivo cuyo literal seleccionado sea positivo, el objetivo derivado
es consecuencia légica del objetivo dado y la cldusula de entrada.
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(d — d + 1) Supongamos ahora que el SLDNF-arbol de P U {G} que estamos
considerando tiene profundidad d + 1.

e Si el literal seleccionado en G es positivo, el resultado se tiene por el
segundo apartado del lema 4.6.2 y la hipétesis de induccién secundaria.

e Supongamos que el seleccionado en G es el literal cerrado negativo L;.
Aplicando la hipétesis de induccion secundaria obtenemos que

—“I(LyAN...ANLi i ALy Ao A Ly)

es consecuencia logica de comp(P). De ahi que =3(Ly A...AL,) también
sea consecuencia de comp(P).

O

4.6.4 Corolario. Sea P un programa definido. Si A € Fp entonces —A es
consecuencia logica de comp(P)

Demostracion:
Sea A € Fp. Por el teorema 4.2.13 todo SLD-arbol favorable de P U {« A}
falla de forma finita. En particular existe un SLD-drbol de PU{<+ A} que falla
de forma finita. Por tanto, puesto que los SLD-arboles son casos particulares
de SLDNF-arboles, tenemos que existe un SLDNF- drbol de P U {+ A} que
falla de forma finita. De ahi que comp(P) = —A. O

El siguiente resultado se debe esencialmente a Clark [10].

Teorema. 4.6.5 (Adecuacién de la SLDNF-resolucién) Sea P un pro-
grama normal y G un objetivo normal. Entonces toda respuesta computada de
PU{G} es una respuesta correcta de comp(P)U {G}.

Demostracion:
Sea G el objetivo normal <— Lq,..., Ly v 0,...,60, la sucesiéon de sustitucio-
nes usada en una SLDNF-refutacién de P U {G}. Tenemos que probar que
V((Ly A ... AN Lg)by, ..., 0,) es consecuencia 16gica de comp(P). Probamos el
resultado por induccién sobre la longitud de la SLDNF-refutacién.
(n = 1) En este caso G es de la forma < L;. Podemos considerar dos posibi-
lidades:

e L es positivo. Entonces P tiene una clausula unidad de la forma A <y
L0, = Af,. Puesto que L0, + es una instancia de una clausula unidad
de P, tenemos que Y(L10;) es consecuencia logica de P y de ahi que lo
sea de comp(P).
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e L, es negativo. En este caso, L; es cerrado, #; es la sustitucién identidad
y por el teorema 4.6.3 Ly es consecuencia logica de comp(P).

(n L 1 — n) Supongamos ahora que que el resultado se tiene para para res-
puestas computadas obtenidas con SLDNF- refutaciones de longitud n L 1.
Sea #;...0, la sucesion de sustituciones obtenida en una SLDNF-refutacién
de P U {G} de longitud n. Sea L, el literal seleccionado en G. De nuevo
podemos considerar dos casos:

e L, es positivo. Sea A < My,..., M, (¢ > 0) la primera cldusula de
entrada. Por hipétesis de induccion,

V(Ly Aee oA Lyt AMyAN o oANMGA Ly Ao A L)y ... 6y)

es consecuencia logica de comp(P). Por tanto, si ¢ > 0, V((M; A
... AM,)0y,...,0,) es consecuencia logica de comp(P) y en consecuencia
V(Lmb; ...60,), que es lo mismo que V(A6 ...0,) es consecuencia logica
de comp(P). De ahi que V((LiA...ALg)0; ...0,) sea consecuencia légica
de comp(P).

e L, es negativo. En este caso, L, es cerrado, #; es la sustitucién iden-
tidad y por el teorema 4.6.3 L,, es consecuencia légica de comp(P).
Usando la hipétesis de induccién se obtiene directamente que V((L; A
... AN Lg)by ...0,) es consecuencia légica de comp(P).

El siguiente resultado se debe a Jaffar, Lassez y Lloyd [29].

Teorema. 4.6.6 (Completitud de la negacién como regla de fallo)
Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Si G es consecuencia
légica de comp(P), entonces cada SLD-drbol favorable es finitamente fallido.

Demostracién:
Sea G el objetivo <— Ay,..., A;. Supongamos que PU{G} tiene un SLD-4rbol
favorable que no falla de forma finita. Vamos a probar que comp(P)U{3(A4; A
...NA,)} tiene un modelo.
Sea BR una rama no fallida en el SLD-arbol favorable de P U {G}. Suponga-

mos que BR es Gy = G, G4, ... conlos umg 01, 0,, ...y las clausulas de entrada
C1,Cy,. ... El primer paso es usar BR para definir una preinterpretacién .J de
P.

Supongamos que L es el lenguaje de primer orden subyacente en P. Eviden-
temente suponemos que L es lo bastante rico como para edmitir todas las
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separaciones de variables necesarias en BR. Definimos la relacion * sobre el
conjunto de los términos de L de la siguiente manera: Sean s y ¢ téminos en
L. Entonces s *t si existe n > 1 tal que s6;...0, =t ...0,, esto es, si existe
un n > 1 tal que 6;...60, unifica a s y t. Claramente se tiene que * es relacién
de equivalencia. Vamos a definir el dominio D de nuestra preinterpretacién
J como el conjunto de todas las x-clases de equivalencia de términos de L.
Denotaremos la clase del término s como [s].

Demos ahora una asignacién a los simbolos de funcién de L. Si ¢ es una cons-
tante de L le asignamos la clase de equivalencia [c]. Si f es un simbolo de
funcién n-ario, (n > 1), le asignamos la aplicacién de D™ en D definida como
([s1]5- - - 5[su])—=[f (51, .., 8n)]- Trivialmente se comprueba que estd bien defi-
nida. Esto completa la definicion de J.

El siguiente paso es dar una asignacién a los simbolos de predicado de forma
que extendamos J a un modelo de comp(P) U {3(A; A ... A A,)}. Primero
definimos el conjunto Iy como sigue:

Iy = {p([t1], ..., [ta]) : (t1, ..., t,) aparezca en BR}

Vemos que Iy C TZ(ly), donde T es la aplicacién asociada a la preinter-
pretacién J. Supongamos que p([t1],...,[t,]) € Iy y que p(ty,..., t,) apa-
rece en G, © € w. Puesto que BR es favorable y no finita existe j € w tal
que p(s1,...,8,) = p(t1, ..., tn)0iy1 ... 01, aparece en Gy, y p(s1,...,5,) €s

el dtomo seleccionado en G,y;. Supongamos que Cjyjy1 es p(ry,...,1,)
Bi,..., By, Por definicién de T3 tenemos que
p([ri0ijals oo [rabivjil) € T}Z(IO)

Entonces, usando el hecho de que, para cada k, 6;...60; puede ser tomada
como idempotente, tenemos que:

p([t], - [tn])
- p([t101+1]7 Ty [tneerl])
= o] [sn))
= p([3192+]+1], . [3nfitj41])
= p([r1bisjsl, - [rabivsel)
Asi que p([t1],. .., [ta]) € TE(Ly), y por tanto Iy C T3 (Iy).

Aplicando ahora la proposicién 1.3.6, existe I tal que Iy C I 'y I = TA(I).
Esta interpretacion I nos da la asignacién buscada a los simbolos de predicado
de L. Asignamos también la relacién identidad a =.

Esto completa la definicién de la interpretaciéon I, junto con la relacién iden-
tidad asignada a =, para comp(P) U {3(A1 A ... A A))}. Noétese que esta
interpretacién es un modelo de 3(A; A ... A A,)}, puesto que Iy C I. Nob-
tese ademas que esta interpretacion es claramente un modelo para la teoria de
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igualdad. De ahi que, aplicando la proposicién 4.4, tengamos que [ junto con
la relacién identidad asignda a = sea modelo de comp(P)U{3(A;A...ANA,))}.
O

4.6.7 Nota. El modelo construido en esta demostracién no es un modelo de
Herbrand. De hecho el teorema no puede ser probado restringiendo nuestra
atencién a modelos de Herbrand!'.

4.6.8 Definicién. Una regla de computacién sequra es una funcién del con-
junto de objetivos normales, ninguno de los cuales consiste tnicamente en
literales negativos no cerrados en el conjunto de los literales tal que el valor de
la funcién para tales objetivos sea o bien un literal positivo o bien un literal
negativo cerrado llamado el literal seleccionado de ese objetivo.

4.6.9 Definicién. Sea P un programa normal, G un objetivo normal y R una
regla de computacién segura. Adoptaremos las siguientes definiciones:

1. Una SLDNF-derivacion de P U {G} via R es una SLDNF-derivacion de
PU{G} en la que hemos usado la regla de computacién R para seleccionar
literales.

2. Un SLDNF-drbol de P U{G} via R es un SLDNF-arbol de P U {G} en
el que hemos usado la regla de computacion R para seleccionar literales.

3. Una SLDNF-refutacion de P U {G} via R es una SLDNF-refutacion de
PU{GY} en la que hemos usado la regla de computacién R para seleccionar
literales.

4. Una respuesta R-computada PU{G} via R es una respuesta computada
de P U {G} en la que hemos usado la regla de computacién R para
seleccionar literales.

4.6.10 Nota. Existen numerosos estudios sobre cémo inferir informacion ne-

gativa, no obstante ain no esta probada la completitud de forma general, lo
que abre las puertas a una posterior investigacion en este terreno.

4.7 La regla de Herbrand

Terminamos este capitulo comparando los distintos resultados que hemos pre-
sentado, pero antes veamos una nueva regla de inferencia.

"Ver Lloyd [37].
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Definicién. 4.7.1 (Regla de Herbrand) Sea P un programa definido y sea
A € Bp. Entonces si comp(P) U A no tiene modelo de Herbrand, inferimos
—A.

= A inferido con —A inferido
Negacion como regla de fallo con HMC

/ /
e ™

Tp lw \
f Mpf(Tp) \
\
Tp Tw
N /
. J

\_ /

— A inferido con
la regla de Herbrand

Tenemos ahora tres posibles reglas de inferencia para deducir informacién ne-
gativa. Si P es un programa definido se tiene que

e {A € Bp: = A puede ser deducido con la negacién como regla de fallo}=
BP\TP \l, W

e {A € Bp : = A puede ser deducido con la regla de Herbrad }=Bp\Mpf(Tp)

e {A € Bp: —A puede ser deducido con la HMC}=Bp\Tp T w
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Puesto que Tp T w C Mpf(Tp) C Tp | w, se tiene que la regla méas fuerte es la
HMC, seguida de la regla de Herbrand y por tltimo, la negacién como regla
de fallo. Como en general Tp 1t w, Mpf(Tp) y Tp | w son distintos, las reglas
son diferentes.

4.8 Resultados recientes

La nocién de SLD-resolucion presentada por Kowalski [30] en 1974 nos da un
método que nos permite deducir informacién negativa, esto es, nos permite
estudiar si un literal positivo es o no consecuencia légica de un programa.
Anos més tarde, en 1979 Clark [11] propuso ampliar esta regla con la negacidn
de fallo finito y crear asi la SLDNF- resolucién. La idea de la SLDNF-
resolucion es muy simple y ya ha sido presentada en esta memoria. Dado un
atomo cerrado A,

—A tiene éxito <= A falla de forma finita
—A falla de forma finita <= A tiene éxito

El problema es que “tener éxito” y “fallar de forma finita” no son las tinicas
posibilidades de una derivacién. Asi, por ejemplo, dado el programa P =
{A < A} y el objetivo normal G, <— = A, el SLDNF-arbol de P U {G} ni
tiene éxito ni falla de forma finita.

<—ﬁA\

Este ejemplo pone de manifiesto la existencia de una tercera posibilidad: Exis-
ten SLD- arboles que ni tienen éxito ni fallan de forma finita con las defini-
ciones hasta ahora aceptadas. Este problema ya es mencionado en 1991 en
los trabajos de Apt y Bezem [4] y Apt y Pedreschi [7]. El problema fue tra-
tado por Martelli y Tricomi en 1992 [39] quienes propusieron una revisién de
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la definicién original en la que los arboles subsidiarios utilizados en la reso-
lucién de literales negativos se construian “dentro” del arbol principal. Estos
autores utilizaban férmulas mas complicadas que los objetivos normales y la
construccion era bastante artificiosa. En el ultimo nimero de The Journal of
Logic Programming K.R. Apt y K. Doets [5] han publicado un articulo titulado
A new definition of SLDNF-resolucion en el que presentan una construccion
alternativa.

En la solucion que presentan, como en la definicion original, los arboles subsi-
diarios para la resolucion de literales negativos se construyen “aparte”, pero no
se toman como una unica arista dentro del arbol principal, sino que contruyen
sus ramas en paralelo, como un subarbol del arbol principal. Asi si alguno
de esto drboles subsidiarios es infinito, el 4bol principal se considera infinito'?
Estudiemos ahora la nueva definicién presentada por Apt y Doets.

4.8.1 Una nueva definicion

4.8.1 Definicion. Sea (' una clausula, L un literal positivo de C' y P; una
clausula de programa'® normal A «+ E.

1. Diremos que C' se resuelve a D via 6 con respecto a ¥, o de otra forma,
que el par (0, D) es un resolvente de C respecto a ¥, (con notacién

C % D(X)) si:

e ObienY = (L, P;),0esunumgde Ly Ay D es la cldusula obtenida
sustituyendo en C' el literal L por F y aplicando 6.

e O bien X es un literal negativo de C, § = ¢ y D es la cldusula
obtenida a partir de C' eliminando la ocurrencia del literal X.

2. Diremos que una clausula es aplicable a un dtomo si alguna variante de
su cabeza unifica con el d4tomo.

. o2 . . . . 0 Ont1
4.8.2 Definicién. Una sucesién (finita o infinita) Cy = ... Cp, =" Cpyy ...
de pasos de resolucion es una pseudoderivacion si para cada paso:

e La clausula de entrada empleada no contiene variables que ocurran en el
objetivo inicial ni en ninguna de las demas clausulas de entrada de los
pasos anteriores (“Separacién de variables”).

12Veremos la construccién formal més adelante

13Apt y Doets presentan su definicién para programas generales que nosotros no hemos
tratado en esta memoria, por eso, en la medida de lo posible, adaptaremos estos resultados
a programas normales.
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e El umg empleado es relevante (“Relevancia”).

Intuitivamente, segiin esta construccién, una SLDNF-derivaciéon va a ser una
pseudoderivacién en la que la resolucion de la cldusula S a la cldusula D
respecto X, cuando X sea un literal negativo, esté justificada por un SLDNF-
arbol finitamente fallido. A continuacién vamos a considerar unos sistemas de

arboles que Apt y Doets llaman drboles complejos™.

4.8.3 Definicién. Un drbol complejo es una terna T=(T,T, subs) donde:

e 7 es un conjunto de arboles.
e T es un elemento de 7 que llamaremos drbol principal.

e subs es una funcién parcial definida sobre el conjunto de los nodos de
los arboles de T, tal que a algunos de estos nodos les asigna un arbol
(“susbsidiario”) de T.

4.8.4 Definicién. Definiremos un camino en T como una sucesion de nodos
Ny,...,N;, ... de arboles de T tal que para todo 7, N;;; es

e O bien un hijo de N; en el correspondiente arbol de T

e O bien la raiz del drbol subs(N;).

Asi podemos considerar un arbol complejo como un tipo especial de grafo
dirigido, en el que hay dos tipos de aristas: las “usuales”, que unen dos nodos
de un mismo arbol y las que unen un nodo con la raiz de un arbol subsidiario.
Un SLDNF-arbol va ser un arbol complejo de un tipo especial, construido
como limite de ciertos arboles complejos finitos: los pre-SLDNF- drboles.

En lo que sigue fijaremos un programa P.

4.8.5 Definicién. Un pre-SLDNF-arbol (relativo a P) es un drbol complejo
cuyos nodos son objetivos (posiblemente marcados) o literales (posiblemente
marcados). La funcién subs asigna a los nodos que sean literales negativos

cerrados = A un arbol en T de raiz A. Definimos por induccién la clase de los
pre-SLDNF- arboles.

e Para cada objetivo C, el drbol complejo ({C},C,0) es un pre-SLDNF-
arbol (un pre-SLDNF-arbol inicial).

14 Apt y Doets comentan en su articulo que les dan este nombre “a falta de uno mejor”
(for lack of a better name)
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e Si T es un pre-SLDNF-arbol, entonces cualquier extension de T es un
pre-SLDNF-arbol.

Definimos una extension de T como el arbol complejo resultante de aplicar los
siguientes pasos a todo objetivo distinto de la clausula vacia que sea una hoja
no marcada en algin arbol de T .
Sea C' por tanto una tal clausula.

1. Primero tomamos el literal seleccionado de la clausula C. Si no existiera
ninguno con la marca “seleccionado” marcamos uno. Sea L el literal
seleccionado de C.

e Si L es positivo.

— Si C' no tiene resolventes respecto a L y alguna clausula de P,
entonces marcamos la cldusula C' como fallo.

— Si C tiene resolventes, para cada clausula P, de P aplicable
a L, elegimos una resolvente (0, D) de C respecto a L'y P; y
la anadimos como inmediato sucesor de C' en T'. Estas resol-
ventes de eligen de tal modo que todas las ramas de T sean
pseudoderivaciones.

e . = —A es un literal negativo.

— Si A no es cerrado, marcamos C' como inviable.
— Si A es cerrado
% Si no estd definido subs(C), entonces anadimos un nuevo
drbol T" = ({A},0)" a T y definimos subs(C) = T".
x Si subs(C) esta definido y tiene éxito, marcamos C' con la
etiqueta “fallo”

% Si subs(C) estd definido y falla de forma finita, entonces
anadimos la resolvente de C' (¢,C L {L}) como el tinico
sucesor inmediato de C' en 7.

2. Ademds, marcamos todas las clausula vacias como “éxito”

Notese que si T no tiene hojas sin marcar, T es trivialmente una extension
suya, con lo que el proceso se estaciona.

Cada pre-SLDNF-arbol no es mas que un arbol complejo, por lo que tiene sen-
tido hablar de inclusion entre pre-SLDNF-drboles y de limite de una sucesion
de pre-SLDNF-arboles encajados.

I5Representamos un &rbol como un par ordenado T' = (N, A) donde A es el conjunto de
los nodos y A el conjunto de las aristas. En este caso el nuevo drbol que anadimos a T no
tiene aristas y tiene un dnico nodo: A



4.8. Resultados recientes

91

4.8.6 Definicion.

e Un SLDNF-drbol es el limite de una sucesion T, ..., T,,... tal que Ty
es un pre-SLDNF-arbol inicial y, para todo 7, T;,; es una extension de
T;.

e Un SLDNF-drbol para C' es un SLDNF-arbol con C' como raiz del arbol
principal.

e Se dice que un (pre-)SLDNF-drbol “tiene ézito” si contiene hojas mar-
cadas como éxito.

e Se dice que un (pre-)SLDNF-drbol “falla de forma finita” si es finito y
todas sus hojas estdn marcadas como “fallo”.

e Se dice que un SLDNF-arbol es finito si no contiene caminos infinitos
(cf. Definicién 4.8.4).

Definamos ahora el concepto de SLDNF-derivacion.

4.8.7 Definicién. Una (pre-)SLDNF-derivacidn para C' es una rama del ar-
bol principal de T junto con todos los arboles de T cuyas raices puedan ser
alcanzadas desde los nodos de esta rama. Se dice que una SLDNF-derivacién
es finita si todos los caminos contenidos en ella (i.e., en la rama del &rbol
principal considerada y sus drboles subsidiarios) son finitos.

Finalmente, veamos la definicion de respuesta computada.

4.8.8 Definicién. Consideremos una rama del drbol principal de un (pre-)
SLDNF-arbol que termine con la cldusula vacia. Sean 64, ..., 6, las sustitucio-
nes obtenidas a lo largo de esa rama. Entonces a la restriccién (0, ...6,) , V(C)
de la composicion #; ...0, a las variables de C' la llamaremos respuesta com-
putada de C.

Los pre-SLDNF-arboles pueden crecer indefinidamente. No obstante, si el
SLDNF-resultante tiene éxito o falla de forma finita, este hecho puede ser
conocido tras un nimero finito de pasos.

4.8.9 Ejemplo. consideremos el siguiente programa P:

A%—!B
B+ B
B +
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Si consideramos el objetivo < A, tenemos el siguiente SLDNF-drbol de PU{+
A},

. AVVV
AA VV
AA VV
- -
O ~— B
AV
;. v
ézito AAA v,
A v
AA VV
- -
O
éxito

Aqui el arbol subsidiario con raiz <— B crece indefinidamente. No obstante una
extension del arbol subsidiario inicial formado por el nodo + B tiene éxito,
por lo que en la siguiente extensién el nodo <— =B es marcado como fallo. En
consecuencia el SLDNF-arbol se considera finitamente fallido aunque no sea
finito.

El siguiente teorema es el principal resultado presentado por Apt y Doets en
su articulo.

4.8.10 Teorema.

1. Todo pre-SLDNF-drbol es finito.

2. Todo SLDNF-darbol es limite de una unica sucesion de pre- SLDNF-
arboles.

3. Si el SLDNF-darbol T es limite de la sucesion de pre- SLDNF-drboles
Ty,..., T, ..., entonces para toda sustitucion 0

(a) T tiene éxito y tiene a O como respuesta computada si y sélo si algin
T, tiene éxito y tiene a 0 como respuesta computada.
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(b) T falla de forma finita si y sdlo si algin T; falla de forma finita.
Demostracién:

1. Se tiene trivialmente por induccién.

2. La tnica forma de que dos extensiones de un pre-SLDNF-arbol incluido
en un SLDNF-arbol dado sean distintas es por la seleccién de literales

en los objetivos no vacios. No obstante esta seleccién viene marcada por
el SLDNF-arbol dado.

3. Vemos las equivalencias (1) y (II) con el mismo razonamiento:

(=) Una rama del arbol principal de 7 finalizada con O o un arbol de
7 finitamente fallido no es mas que un conjunto de nodos (posible-
mente marcados). Cada uno de esos nodos (incluidos los marcados)
pertenecen a algin T;. El mayor de esos T; es el que buscamos.

(<=) Se tiene trivialmente, ya que cada T; esta contenido en 7. O

Este resultado nos permite asociar a cada SLDNF-arbol con éxito o finitamente
fallido 7 un nimero natural que denominaremos rango de 7 y 6, rang(t,6),
que es el menor i para el que se tiene la equivalencia (3), con § = ¢ si 7 es
finitamente fallido.

Otro de los conceptos fundamentales en el estudio de la deduccién negativa,
el concepto de regla de seleccion, también estd implicitamente definido. En
la definicién de SLDNF-arbol la regla de seleccién estd “incorporada” en la
construccién de una extensién. Claramete este proceso de seleccion puede
ser separado de la construccién de una extensiéon, de forma que una regla de
seleccion es una funcion que en cada pre-SLDNF-drbol selecciona un literal en
cada una de sus hojas distintas de la cldusula vacia no marcadas.

4.8.2 Comparacion con la definicion de Lloyd

Las definiciones presentadas en la primeraparte del capitulo, que hasta el mo-
mento son las mas aceptadas, fueron presentadas por Lloyd en la segunda
edicién de su libro Foundations of Logic Programming en 1987 [37]. En la
segunda parte de su articulo Apt y Doets comparan esta definicion clasica con
su nueva definicion.

Como hemos visto, Lloyd define las SLDNF-derivaciones finitamente fallidas
y los SLDNF-drboles (para abreviar, SLDNF- objetos) por induccién sobre
su rango, donde rango podemos definirlo informalmente como el nimero de
niveles del arbol en los que seleccionamos literales negativos.
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Asi, en las SLDNF-derivaciones con éxito de rango 0 y arboles finitamente
fallidos de rango 0 ningun literal negativo es seleccionado y la seleccion de un
literal negativo cerrado = A en un SLDNF-objeto de rango n+1 tiene éxito si
existe un SLDNF-arbol con raiz < A finitamente fallido de rango n, y falla si
existe una SLDNF-derivacién de <— A de rango n.

Ignorando pequenos detalles!®, hay tres diferencias fundamentales entre el tra-
tamiento del preoblema de Lloyd y el de Apt y Doets.

La primera ya na sido mencionado y es el hecho de que para algunos progra-
mas y objetivos como P = {A < A} y = A no exista ni SLDNF-refutaciones
ni SLDNF-arboles finitamente fallidos segiin la definicion de Lloyd.

La segunda es que segun Lloyd la seleccién de un literal negativo cerrado —A
falla si existe un SLDNF-derivacién para < A, mientras que en el caso de Apt
y Doets falla si existe un SLDNF-drbol con éxito para + A. Reemplazando
SLDNF-derivacion con éxito por SLDNF-drbol con éxito se puede probar por
induccién sobre el rango que si un SLDNF- objeto existe segin la definicién
de Lloyd, entonces también existe segun la definicién de Apt y Doets.

Por tltimo el tratamiento de la inviabilidad es diferente. Para Lloyd un ob-
jetivo es inviable si consta unicamente de literales negativos no cerrados y la
inviabilidad se deriva de no poder seleccionar ningin literal en ese objetivo.
Para Apt y Doets la inviabilidad se deriva en el momento en que seleccionamos
un literal negativo no cerrado en un objetivo. Evidentemente esta diferencia no
es esencial y podemos adaptar facilmente la definicién de Lloyd, no obstante
Apt y Dots destacan que su definicion es mds apropiada cuando se estudia
SLDNF-resolucion con una regla de selecciéon fijada como puede ser en el caso
de PROLOG, y su regla de tomar el literal mds a la izquierda.

4.8.11 Nota. Distintos problemas relacionados con la SLDNF- resolucién como
puedan ser la terminacion, la ausencia de inviabilidad o la seleccion de literales
negativos no cerrados sélo serdn resueltos una vez que tengamos una definicién
formal y clara de la misma. Los distintos trabajos publicados con un caracter
eminentemente practico carecian de este rigor tanto en las definiciones como en
las demostraciones de los resultados. En su articulo Apt y Doets profundizan
en este tema y dan una definicién que perfila resultados conocidos aunque deja
cabos sin atar, con lo que abre todo un campo para futuras investigaciones.

16Hay pequefias diferencias en las presentacién de la teoria entre Lloyd y la que hacen Apt
y Doets. En la adaptacién que hacemos de su articulo estas diferencias han sido subsanadas.
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El estudio de la Programacién Légica es esencialmente el estudio de ciertos
conjuntos de férmulas de un lenguaje de primer orden. Este primer apéndice
presenta los principales resultados en Teoria de Conjuntos y Légica de Primer
Orden que necesitamos en la presente memoria.

A.1 Nociones basicas de Teoria de Conjuntos

A.1.1 Definicion. Sea S un conjunto. Una relacion R sobre S es un subcon-
junto del producto cartesiano S x S.

A.1.2 Definicion. Una relaciéon R sobre un conjunto S es un preorden si se
verifican las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: Para todo z € S, (z,z) € R.

2. Transitiva: Si (z,y) € Ry (y,2) € R, entonces (z,2) € R, para todo
{z,y.2} CS.

A.1.3 Definicién. Una relacién R sobre un conjunto S es un orden parcial si
se verifican las siguientes condiciones:

1. R es un preorden.

2. Si (z,y) € Ry (y,x) € R entonces x = y, para todo {z,y} C S.
Propiedad Antisimétrica.

A.1.4 Nota. A partir de ahora usaremos la notacién usual xRy para indicar
(z,y) € Ry sino se indica lo contrario < denotard la relacién indicada por el
contexto.

95
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A.1.5 Definicién. Sea S un conjunto con un orden parcial <y X un subcon-
junto de S. Entonces se dice que a € S es una cota superior de X si para todo
x € X se tiene x < a. Andlogamente se dice que b € S es una cota inferior de
X si para todo x € X se tiene b < x.

A.1.6 Definicion. Sea S un conjunto con un orden parcial <y sea X C S.
Se dice que a € S es el supremo de X, sup(X), si a es una cota superior y
para cualquier otra cota superior a' se tiene que a < a’. De forma analoga se
dice que b € S es el infimo de X, inf(X), si b es una cota inferior de X y para
cualquier otra cota inferior de X, b', se tiene que b’ < b.

A.1.7 Nota. Es fécil ver que dado un conjunto Sy X C S, si la relacién <
es orden parcial y existen sup(X) o inf(X), estos son tinicos. No obstante si
la relacion sélo es un preorden no se tiene la unicidad de supremos e infimos.

A.1.8 Definicion. Sea A es un conjunto y < un orden parcial en A. Decimos
que el par (A, <) es un semirreticulo superior si para cualquier subconjunto
finito de A, X, existe sup(X).

A.1.9 Definicion. Sea A es un conjunto y < un orden parcial en A. Decimos
que el par (A4, <) es un reticulo si para cualquier subconjunto finito de A, X,
existe sup(X) e inf(X).

A.1.10 Definicién. Sea A es un conjunto y < un orden parcial en A. Decimos
que el par (A, <) es un reticulo completo si para cualquier subconjunto de A,
X, existe sup(X) e inf(X).

A.1.11 Nota. Sea L un reticulo completo. Usaremos el simbolo T para refe-
rirnos al supremo de L, y el simbolo L para el infimo de L.

A.1.12 Ejemplo. Sea S un conjunto y P(S) el conjunto de las partes de S,
en el que establecemos el orden parcial dado por la inclusién de conjuntos C.
Es facil verificar que el par (P(S), C) es un reticulo completo en el que T = S
y L=20.

A.2 Sintaxis de la légica de primer orden

A.2.1 Definicién. Un lenguaje de primer orden consta de un alfabeto y del
conjunto de férmulas que podemos definir sobre él'. El alfabeto de un lenguaje
de primer orden L consta de

!Una fundamentacién rigurosa de los conceptos de Légica que aqui presentamos puede
encontrarse, por ejemplo, en [20]
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Un conjunto numerable de variables, V.
Las conectivas ldgicas: — (negacién) y \/ (disyuncién).
El cuantificador existencial: 3

Un conjunto numerable de simbolos de funcién, posiblemente vacio, SF'.

. Un conjunto numerable de simbolos de predicado, SP.

wn 2

Unos simbolos auzxiliares: “(”, )" y “,

A.2.2 Nota.

Los conjuntos anteriormente descritos son disjuntos.

. El conjunto de los simbolos de funcién SF' lleva asociado una funcién

aridad que a cada simbolo f le asocia un entero no negativo a(f), llamado
la aridad del simbolo de funcion f.

Analogamente, el conjunto de los simbolos de predicado SP lleva aso-
ciado una funcién aridad que a cada simbolo p le asocia un entero no
negativo a(p), llamado la aridad del simbolo de predicado p

Los simbolos de predicado de aridad cero se denominan simbolos propo-
sictonales.

. Llamaremos constantes a los simbolos de funcién de aridad cero y deno-

taremos por SC al conjunto de las constantes.

Usaremos los siguientes simbolos para referirnos a los elementos de los
distintos conjuntos. (Los usaremos frecuentemente con subindices)

e ..., x,y,z seran variables.

® a,b,c,...serdan constantes.

e f.g,h,...seran simbolos de funcién de aridad > 1.
® p,q,r,...seran simbolos de predicado.

A.2.3 Nota. En lo que sigue, nos referiremos siempre al lenguaje de primer
orden L asi definido.

2Ademas de los conjuntos de simbolos que aqui damos otros autores (Hogger [26] y
Apt [3], por ejemplo) afiaden las constantes booleanas TRUE y FALSE como simbolos
proposicionales especiales, no obstante, la construccién de la Programacién Logica se puede
hacer sin necesidad de estas constantes, como veremos.
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A.2.4 Definicién. Adoptaremos la siguiente definicién inductiva de término:

1. Una variable es un término
2. Una constante es un término

3. Si f es un simbolo de funcién n-ario y tq,...,t¢, son téminos, entonces
f(t1,...,ty) es un término.

Llamaremos TERMj, al conjunto de téminos del lenguaje L y simplemente
TERM cuando no exista ambigiiedad.

A.2.5 Definicién. Una formula se define del siguiente modo:

1. Si p es un simbolo de predicado n-ario y ¢y, ...,t, son términos entonces
p(ti,...,t,) es una férmula, que llamaremos férmula atémica o simple-
mente dtomo.

2. Si F'y G son férmulas entonces (=F) y (F'V G) son férmulas.

3. Si F es una férmula y z es una variable entonces (3zF) también es una
formula. Llamaremos FORMy, al conjunto de téminos del lenguaje L y
simplemente FORM cuando no exista ambigiiedad.

A.2.6 Nota. Sean F'y (G dos féormulas y x una variable. Adoptaremos las
siguientes abreviaturas:

e Escribiremos VzF' en lugar de =dz—F
e FFAG en lugar de =((=F) V (=GQ))
e F'— G en lugar de ((—=F) V G)

e FF<>Genlugarde (F — G)N (G — F)

(VI_,F;) en lugar de (Fy V (Fo V...V (F_1 V Fy) . .)

(AL, F;) en lugar de (Fy A (Fo AL . A (Fpmi A Fy) L)

A.2.7 Nota. Para simplificar la notacién adoptaremos los siguientes conve-
nios:

1. Pueden eliminarse los paréntesis externos.
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2. Las conectivas tienen una precedencia de asociacion. De menor a mayor
estan ordenadas por: —, A, V, —, <.

3. Cuando una conectiva se asocia repetidamente, se asocia por la derecha.

A.2.8 Definicién. Diremos que e es una expresion de L si es un término o
una férmula de L.

A.2.9 Nota. Si e es una expresién, denotaremos como V' (e) al conjunto de
variables que ocurren en e.

A.2.10 Definicién. El alcance de Vz (resp. 3z) en la férmula VzF' (resp.
dxF) es F.

A.2.11 Definicién. Definimos recursivamente el conjunto de las variables li-
bres de un término ¢, Libre(t), del siguiente modo:

. | {z} si t = x es una variable
Libre(t) = { Libre(t) U... U Libre(t,) sit= f(t...t)

A.2.12 Definicién.

1. El conjunto de las variables libres de una férmula F', Libre(F'), se define
recursivamente del siguiente modo:

Libre(t,) U...U Libre(t,) sit=p(ty...t,)
, |} Libre(Q) si F'=-G
Libre(F) =\ Libre(G) U Libre(H) si F=(GVH)
Libre(G) L {z;} si F = 3z,G

2. El conjunto de las wvariables ligadas de una férmula F', Ligada(F), se
define recursivamente del siguiente modo:

Ligada(ty) U . ..U Ligada(t,) sit=p(t;...t,)
: |} Ligada(Q) si F'=-G
Ligada(F) = Ligada(G) U Ligada(H) si F=(GVH)
Ligada(G) U {z;} si F'=du;G

A.2.13 Definicidn.

1. Un término cerrado es un término en el que no ocurre ninguna variable.
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2. Una férmula cerrada es una férmula en la que no ocurre libre ninguna
variable. Por tanto un dtomo cerrado es un atomo en el que no ocurre
ninguna variable.

3. Una formula abierta es una formula que no contiene cuantificadores.

A.2.14 Definicién. Si Libre(F) = {z1,...,z,} entonces:

1. La clausura universal de F', V(F') es

(Vzq)...(Vz,)F

2. Andlogamente, la clausura existencial de F', 3(F) es

(Fzq) ... 3z, F

A.2.1 Sustituciones

A.2.15 Definiciéon. Dado un lenguaje de primer orden L, una sustitucion 6
es una funcién del conjunto V' de las variables en el conjunto TERM de los
términos

0:V -TERM

Denotaremos por SUST al conjunto de las sustituciones.

A.2.16 Definicién. Adoptaremos las siguientes definiciones:

1. Definimos el dominio de una sustitucion # como el conjunto siguiente
Dom(0) = {zx €V :0(x) # x}

2. El codominio de una sustitucién # como Cod(0) = {0(z) : © € Dom(0)}

3. El rango de una sustituciéon 6 como Rang(0) = Uepom(a)V (0(7))

A.2.17 Definicién. Llamaremos sustitucidn identidad a la sustitucion de do-
minio vacio y la denotaremos e.

A.2.18 Definicién. Una sustitucién 6 es finita si D(f) es finito.

A.2.19 Nota. En lo que sigue sélo consideraremos sustituciones finitas y omi-
tiremos el adjetivo.
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A.2.20 Definicion. Diremos que una sustituciéon 6 es bdsica si para todo
xz € Dom(6), 6(x) es un término cerrado.

A.2.21 Nota. Sea 6 una sustitucién de dominio Dom(0) = {z1,...,x,}. No-
taremos 6 de la siguiente forma

{z1/0(x1),...2,/0(x,)}

A.2.22 Definicién. Dada una sustitucién 6, a cada par ordenado (x,0(x))
donde z € Dom(0) lo llamaremos enlace de la sustitucién. Con la notacién
anterior, un enlace es cada una de las expresiones x/6(z) € 6.

A.2.23 Teorema. Para cada sustitucion 6 existe una unica aplicacion
¢ : TERM — TERM
definida por
o(1) = { 9(75), ’ szj t es una variable
fO0(t)...0(ty) sit=f(t1...ty)

Haciendo un abuso de notacién escribiremos 6(t) en lugar de #'(¢) y seguiremos
llamando sustitucién a esta nueva aplicacién.?

A.2.24 Definicién. Sean dos términos s y ¢ y la sustitucién § = {z/t}. El
término resultante de sustituir en s la variable x por el término ¢ es

slx/t] = 0(s)

A.2.25 Definicién. Sean F' una férmula y ¢ un término. La férmula resul-
tante de sustituir en F' la variable z por el término ¢ se define recursivamente
por

p(le/t],. .. tala/f]) s F=pltr.... 1)

-G[z/t] si F=-G

Flx/t] =4 Glz/t]V H[z/t] si F=GVH
JyGlz/t] siF=3yGyz#y
JzG si F' = dzG

3Para poder dar la demostracién de este resultado y otros andlogos que citamos méas
adelante seria necesario establecer algunos resultados previos sobre el principio de induccién
para términos y férmulas y la libre generacion de éstos, en los que no vamos a entrar. Estos
resultados podemos encontrarlos en [20].
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A.2.26 Definicion. Una variable x de F' es sustituible por el término ¢ si se
cumple una de las siguientes condiciones:

1.

2.

3.

4.

5

F' es atémica.

F = =G y x es sustituible por t en G.

F =GV H y x es sustituible por t en Gy H.
F =432G

F =3yG, x # y, y no ocurre libre en ¢ y x es sustituible por ¢ en G.

A.2.27 Nota.

. En lo sucesivo, al escribir F[z/t] supondremos que z es sustituible por ¢

en F.

Si una féormula F' contiene una variable libre x, escribiremos F' como
F(z) y abreviaremos F[z/t] como F(t).

A.3 Semantica

A.3.1 Definicion. Sea L un lenguaje de primer orden. Una preinterpretacion
de L es un par M’= (D, I) tal que:

1.

2.

D es un conjunto no vacio, llamado el dominio de la preinterpretacién.
I es una aplicacion definida sobre SF' tal que:

(a) Para cada constante ¢ del lenguaje, I(c) € D.

(b) Para cada simbolo de funcién n-ario del lenguaje I(f) es una apli-
cacion parcial de D" en D.

A.3.2 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden. Una interpretacion
de L es un par M= (D, I) tal que:

1.

M es una preinterpretacion de L.
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2. Ademads extendemos la aplicacién I a los simbolos de predicado del si-
guiente modo: Para todo simbolo de predicado n- ario (n > 0)

I(p) C D"

En este caso se dice que la interpretacion M esta basada en la interpretacién
M.

A.3.3 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden y M= (D, ) una in-
terpretacién de L. Una asignacion o es una aplicacién del conjunto de las
variables de L, V, en el universo de la interpretacion, D.

oc: V=D

A.3.4 Teorema. Sea M= (D, I) una interpretacion de L . Para cada asig-
nacion o existe un unica aplicacion 6 : TERM — D definida por

| oa(t) si t es una variable
*) —{ G, 50 sit= f(h... 1)

En lo sucesivo escribiremos o(t) en lugar de 7(t).

A.3.5 Definicién. Sea M= (D, I) una interpretacién para L, d € D y o una
asignacién. Se representa por o[z/d] la asignacién o' definida por

{d siy=ux

o) = oy) siy#uw

A.3.1 Consistencia y validez

A.3.6 Definicién. Los elementos del conjunto 2 = {1,0} se llaman walores
de verdad. Diremos que 0 es el valor falso y que 1 es el valor verdadero.

A.3.7 Definicion. Definimos las funciones de verdad del siguiente modo
1. La funcion de verdad de la negacion es H- : 2 — 2 definida por
H. (i)=11i
2. La funcion de verdad de la disyuncién es Hy : 2 X 2 — 2 definida por

Hy (i, j) = maz{i, j}
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3. Se define la funcién Hs : P(2) — 2 del siguiente modo:

1, sileX
H3(X) = { 0, en caso contrario
A.3.8 Teorema. Sea M una interpretacion de L. Para cada asignacion o
existe una unica aplicacion 6 : FORM — 2 tal que

1, si F=mp(ty,... ty)

e (I(t1),....I(tn)) € I(p)
0, si F=p(ty,... t,)
H_(G) si F=-G
H,(G,H) si F=GVH

| Hz=({o[z/m](G) : m € D}) si F =32G

En lo sucesivo escribiremos o(F) en lugar de 6(F).

A.3.9 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden, F' una féormulas y M
una interpretacion de L. Diremos que:

1. F es vdlida en M respecto de la asignacion o, M=_F si o(F) = 1.

2. F es vdlida en M, M = F, si o(F) = 1 para todas las asignaciones
o. En este caso se dice que M es un modelo de F' 'y que M satisface la
férmula F.

3. F es vdlida, |= F, si es valida en todas las interpretaciones de L.

4. F' es consistente o satisfacible si tiene algiin modelo.

A.3.10 Nota. Las definiciones anteriores son las mismas en el caso en que
hablemos de un conjunto de férmulas 7.

A.3.11 Definicién. Sea T una teoria de primer orden y sea L el lenguaje
de T. Un modelo de T es una interpretacion de L que sea modelo para todo
axioma de T. Si T tiene un modelo entonces decimos que es consistente.

A.3.12 Definicién. Sea S un conjunto de féormulas cerradas y F' una férmula
cerrada. Diremos que F es consecuencia ldgica de S, y lo denotaremos S = F,

si para toda interprtetacion M, si M es modelo de S, entonces es modelo de
F.
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A.3.13 Definicién. Dos férmulas F' 'y G son [dgicamente equivalentes, F' =
G, si para toda interpretacién M se tiene que

ME=FsiysélosiM =G

A.3.14 Teorema. Sea S un conjunto de formulas cerradas y F' una formula
cerrada. Entonces se tiene que F es consecuencia ldgica de S si S U {F} es
insatisfacible.

A.4 Formas prenexas

A.4.1 Definicién. Una férmula F' estd en forma preneza si es de la forma

lel e annG

donde para todo i € {1,...n}, Q; € {V,3}, z; son variables distintas y G es
una féormula abierta. Se dice que Q... Q,x, es el prefijo de F'y que G es
la matriz de F.

A.4.2 Teorema. Para cada formula F existe una férmula F' en forma pre-
nexa equivalente a F.

A.4.3 Nota. Existen algoritmos tales que dada cualquier férmula F' devuel-
ven una férmula F’ en forma prenexa equivalente a la férmula dada.

A.4.4 Definicién. Un literal es un dtomo o la negaciéon de un atomo. Un
literal positivo es un atomo. Un literal negativo es la negacién de un atomo.

A.4.5 Definicidn.

e El complementario de un literal L es

j “p(ty, ..., tn) si Lesp(ty,... t,)
p(ty, ..., tn) st Les—p(ty,... 1)

e Dos literales L y L' son complementarios si

L'=1L

A.4.6 Definicidn.
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e Una cldusula conjuntiva C' es la conjuncién de un conjunto finito de
literales, i.e.,

e Una cldusula disyuntiva D es la disyuncién de un conjunto finito de
literales, i.e.,

A.4.7 Definicidn.

e Una férmula estd en forma normal conjuntiva, FNC, si estd en forma
prenexa y su matriz es una conjuncién de un conjunto de clausulas dis-
yuntivas, i.e.,

m;

F=Q... ann/\?zl(\/jzlLi,j)

e Una formula estd en forma normal disyuntiva, FND, si estd en forma
prenexa y su matriz es una disyuncién de un conjunto de clausulas con-
juntivas, i.e.,

F =@ ... Qn:r:n\/?zl(/\zle‘,j)
A.4.8 Definicion.

1. F es una forma normal conjuntiva de G si F' estd en forma normal
conjuntiva y F' = G.

2. F es una forma normal disyuntiva de G si F' estd en forma normal dis-
yuntiva y F' = G.

A.4.9 Teorema. Para cada formula F existen formulas G y Gy tales que G

es una forma normal conjuntiva de F' y Gy es una forma normal disyuntiva
de F'.

A.4.10 Nota. Existe un algoritmo tal que dada cualquier férmula F' devuelve
una forma normal conjuntiva (resp. disyuntiva) de F'



Apéndice B
Unificacion

En este apéndice tratamos uno de los temas mas importantes dentro de la
fundamentacién de la Programacion Logica y que tiene ramificaciones dentro
de gran parte de las matemdticas actuales. La elaboracion del apéndice se basa
en recientes trabajos de Nipkow [40] y Lassez, Maher y Marriot [34], aunque
también con aportaciones de Apt [3] y Lloyd [37]. Los conceptos que utilizo
han sido definidos en el apéndice anterior.

B.1 La relacién subsuncion

B.1.1 Definicién. Si W C V entonces o i es la restriccién de o a V| i.e.,

o(x) sizeW
x en otro caso

J)W(x):{

B.1.2 Nota. Notaremos como (s)f el término que se obtiene de aplicar a s la
sustitucion 6.

B.1.3 Definicién. La composicion de las sustituciones o y 7 la abreviaremos
or. Asi (t)(o1) = ((t)o)r. Diremos que una sustitucién o es idempotente si
oo = 0. Nétese que en este caso Dom(o) N Rang(o) = 0.

B.1.4 Definicion. Decimos que el término ¢ es una instancia del término s si
existe una sustitucién o tal que o(s) = ¢. En este caso también diremos que s
es mds general que t, (o bien que s es menos particular que t), y lo denotaremos
t <s.

107
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La eleccién de la orientacion del simbolo < vienen justificada por el hecho de
que un término puede ser considerado como el conjunto de todas sus instancias,
y desde este punto de vista ¢ es un subconjunto de s.!

B.1.5 Proposicién. La relacion < definida en TERM del siquiente modo:
t<s <= Eziste una sustitucion o tal que (s)o =t

es un preorden en TERM, es decir, es reflexiva y transitiva en TERM .

B.1.6 Definicion. Llamaremos subsuncidn a la relacion en TERM definida
en la proposicién anterior.

B.1.7 Definicién. Definimos en TERM la relacion = del siguiente modo:
s=t <<= (s<t)A(t<5s)

Si s =t diremos que s y t son equivalentes, o bien que s es una variante de t
(y viceversa).

B.1.8 Definicién. Se define en TERM la relaciéon < de la siguiente manera:
s<t <= s<t y t<Ls

Llamaremos a esa relacion subsuncion estricta.

La demostracion del siguiente teorema asi como la de los demas resultados de
este apéndice pueden encontrarse en [28].

B.1.9 Teorema. No eziste ninguna cadena descendente infinita de subsun-
cion estricta t; >ty > t3 > ..., i.e., la relacion < estd bien fundamentada.

B.1.10 Ejemplo. Sea s; el término f(z,y, h(z)). Una cadena descendente de
subsuncion estricta comenzando en s; podria ser

Si 01 ={x/a} entonces sy = (s1)01 = f(a,y,h(z))

Si 0y ={y/b} entonces s3= (s2)fy = f(a,b,h(z)
Si 03 ={z/c} entonces s4= (s3)03 = f(a,b,h(c)

~— —

No existe ningtin término estrictamente menor que s4 por lo que hemos obte-
nido | cadena descendente finita s; > S9 > S3 > S4.

ntuitivamente, si consideramos Coonj(t) = {tf : 6 sustitucién } tenemos que

s<t <= Conj(s) C Conj(t)
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B.1.11 Definicién. Una permutacion es una aplicacién € : V' — V biyectivaZ.

B.1.12 Teorema. Para cada permutacion & existe una unica aplicacion
& :TERM — TERM
definida por

(1)¢' = { ()€ sit es una variable
S ()€ sit=f(t. . )

Haciendo un abuso de notacion escribiremos (t)€ en lugar de (t)&'
B.1.13 Lema. s =t <= FEuiste una permutacion £ tal que (1) = s
B.1.14 Lema. La relacion = es de equivalencia en TERM.

B.1.15 Nota. Adoptaremos la siguiente notacién respecto de la relacion de
equivalencia:

e Para cada término ¢, representaremos por [¢] su clase de equivalencia,
i.e.,
[t]={t' e TERM :t' =t}
e Representaremos por T el conjunto cociente de TERM respecto de =,

ie.,

T={[t]:t €« TERM}

B.1.16 Definicién. Se define en T la relacion < del siguiente modo:

[t] <[s] <= t<s
B.1.17 Lema. La relacion < es un orden parcial en T.
B.1.18 Nota. El mayor elemento de T es el conjunto de las variables.

Esto se tiene porque dado un término cualquiera ¢ y una variable x siempre
podemos encontrar la sustituciéon 6 = {z/t}, con lo que tendremos t < z.

2Una permutacién es una sustitucién, por lo que notaremos como (z)¢ a la variable que
resulta de aplicar la permutacién £ a la variable x.
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B.1.19 Definicién. Sea ¢ : TERM x TERM — V una biyeccién®. Defini-
mos a partir de ¢ la siguiente aplicacion Uy : TERM x TERM — TERM

Lig(s, 1) = F(siUgti, ..., spllptn) sis= f(s1,...,8n) vyt = f(t1,...,tn)
P P(s,1) en otro caso

A partir de ahora denotaremos Lig(s,?) como sLt.

B.1.20 Definiciéon. Dada la biyeccién ¢ : TERM xTERM — V' y su corres-
pondiente Ly : TERM x TERM — TERM se define la siguiente aplicaciéon
Ug : SUST x SUST — SUST como sigue:

(#)Ug(01, 02) = (x)o1Lg ()02

Denotaremos por oLl,05 la sustitucién Lg(oy, 09)

Obviamente, como cualquier otra sustitucién, o;lLs0,, se extiende de forma
unica al conjunto de los términos.

Puesto que la operacion < definida en TERM es solo un preorden, el su-
premo de un conjunto no esta univocamente determinado, asi que s6lo podemos
hablar de la existencia o no de un supremo.

B.1.21 Proposicion. El término tiUgts es un supremo de t; y to con la re-
lacion susbsuncion.

B.1.22 Lema. Sean ¢ y 1) dos biyecciones cualesquiera de TERM x TERM
enV, ¢, Y : TERM x TERM — V', entonces sUyt = sUyt.

B.1.23 Teorema. En virtud del lema anterior podemos afirmar que T es un
semirreticulo superior con un operador supremo LI que llamaremos “la menor
generalizacion”.

Combinando los resultados anteriores se tiene el siguiente teorema.

B.1.24 Teorema. Dados dos términos cualesquiera s y t con una instancia
comun, esto es, que exista un término u tal que u < s y u < t, entonces existe
un infimo de s y t que denotaremos st.

B.1.25 Nota. Representaremos por 7 al conjunto T al que hemos anadido
un menor elemento |

3Esa biyeccién existe por se ambos conjuntos infinitos numerables.
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B.1.26 Teorema. (T, <) es un reticulo completo.

B.1.27 Definicion. En el conjunto de las sustituciones, SUST establecemos
la siguiente relacion:

0 <0 <= existe una sustitucién 6” tal que 0’6" = 0

Si f <& se dice que 0 es menos particular que 6'.

B.1.28 Lema. La relacion < es un preorden en SUST, i.e., es reflexiva y
transitiva en el conjunto de las sustituciones.

B.1.29 Lema. 5i L tiene simbolos de funcion entonces

<0 << VteTERM, 0(t) <60t

B.1.30 Lema. FEn el conjunto de las sustituciones, SUST, se define la si-
guiente relacion.:

=0 <+ (O<O)N(0 <0

Si 0 =0 decimos que 6 y 0" son equivalentes
B.1.31 Lema. 0 = 0’ si y sdlo si existe una permutacion & tal que 0§ = 6’

B.1.32 Lema. La relacion = es de equivalencia en el conjunto SUST de las
sustituciones.

B.1.33 Lema. 5i L tiene simbolos de funcion entonces

=60 <+= VNteTERM, 6(t)=0()

B.2 Unificacion

El concepto de unificacion, fundamental dentro de la Programacién Légica, ha
tenido una historia controvertida. Podemos afirmar que el primer algoritmo
de unificacién fue dado por Herbrand [24] en 1930 para resolver ecuaciones.
Posteriormente fue Robinson [44] quien retomé los estudios de Herbrand dando
la primera definiciéon de unificador de maxima generalidad como el unificador
obtenido mediante el algoritmo presentado en el mismo trabajo. Mas tarde
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fue el mismo Robinson en 1979 quien dio la siguiente definicion de umg: p
es el umg <> Para todo unificador 6, 8 = pf. Una tercera definicién, dada
por Chang y Lee en 1973 [13] y adoptada por Lloyd en su trabajo de 1984
[36] fue aceptada como “oficial” durante algin tiempo y la encontramos en
trabajos como los de Apt [3]:0 es el umg <> para todo unificador 0 existe una
susutitucion (8 tal que § = pB.* Mis tarde, en 1986 Sterling y Shapiro dan
una definicién basada en el orden parcial establecido entre los términos. En
esta memoria seguimos a Nipkow [40] en su trabajo de 1992.

B.2.1 Definicién. Sean t; y £, dos términos.

1. Se dice que la sustitucién 0 es un unificador de t1 y to si (t1)0 = (t2)0(.
2. Representaremos por U(tq,ts)al conjunto de los unificadores de ¢; y o
3. Se dice que t; y to son unificables si U(ty,t2)# 0

4. 0 es un unificador de maxrima generalidad de t, y to si

o f S U(tl,tg)

e Para toda €' € U(ty,t), ' < 6, o dicho de otro modo ,existe un
sustitucién 6" al que 00" = ¢'5

e Se dice que un umg # de dos atomos A yB es relevante si
Dom(6) U Rang(#) C V(A) UV(B)

esto es, si toda variable que ocurra en algiin enlace de 6 ocurre en
Aoen B.

Notese que puesto que < es sélo un preorden no podemos hablar del el supremo
de un conjunto.

4Lloyd[37] define la composicién de sustituciones de la siguiente manera: Dadas dos
sustituciones 8 = {u1/s1,...,um/sSm} y 0 = {vi/t1,...,vn/tn}, la sustitucién composicién
Ao es la sustitucion obtenida a partir de

{u1/s10, ..., um/sSmo,v1 [ty ..., on/tn}
eliminando los enlaces que
e Sean de la forma u;/s;0 y u; = s;o
e Sean de la forma v;/t; y v; € {ur,...,um}

Esta definicién es equivalente a la que hemos dado.
Esta definicién es equivalente a la de Chang y Lee [13].
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B.2.2 Lema. Sean t; y ty dos términos y 0 y 0" dos unificadores de mdzima
generalidad de t; y ty. Entonces 8 = 6 i.e., dados dos términos su unificador
de mazrima qeneralidad es unico salvo equivalencias.

B.2.3 Nota. Representaremos por umg(t;,ts) al conjunto de unificadores de
maxima generalidad de ¢; y t; y abreviaremos la expresion “unificador de
maxima generalidad” como umyg.

B.2.4 Ejemplo. Sean t;, = = y to = y dos téminos. La sustitucion o =
{x/z,y/z} es un unificador de z e y, pero segiin la definicién anterior no es
un umg, ya que dado el unificador o7 = {z/y} (caso andlogo con oy = {y/x})
no podemos encontrar ninguna sustitucién " tal que {x/z,y/2}0" = {x/y}.

(0{z/y} es {z/y, 2/y} pero no 7).

B.2.5 Nota. El concepto de unificador y de umg se extiende de forma natural
a conjuntos de mas de dos términos.

B.2.6 Lema. Sean s; y sy términos tales que V(s1) NV (sg) = 0. Entonces,
si o es un umg de s1 y Sy entonces 08y (= 0s9) es un infimo de sy y So.

B.2.7 Nota. Ellema anterior es falso si V(s1)NV (s3) # 0. Asi, si sy = f(z,y)

y s2 = f(y,z), un umg puede ser ¢ = {x/y}, pero o(s1) = f(y,y) no es un
infimo de s; y s9. Este tltimo seria, médulo permutacion, f(zy, 23).

B.3 Algoritmos de unificacién

El problema de la unificaciéon es mucho méas amplio de lo que aqui abordamos.
Podemos pensar que encontrar solucién a la ecuacion

24x =25

no es mas que encontrar la sustituciéon ¢ = {x/3}. Este ejemplo pone de
relieve que el problema de la Unificacién subyace en cualquier problema que
nos planteemos en Matemaéticas.

Los algoritmos de unificacion estdn muy estudiados. Desde el algoritmo de
Herbrand de 1930 hasta el algoritmo lineal presentado por Martelli y Montanari
[38] en 1976 ha corrido mucha tinta, aunque la investigacién en el campo de
la unificacion no ha hecho mas que empezar.

6He aquf un ejemplo de la controversia de la definicién de umg. Existen definiciones para
las que o es en este caso umg.
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B.3.1 Algoritmo de Herbrand

B.3.1 Definicién. Sea S un conjunto de expresiones. El conjunto discordante
de S, Dg se define como el resultado del siguiente “algoritmo”: Comparamos
los simbolos de L que aparecen en las expresiones de S empezando por la
izquierda, hasta encontrar algin simbolo distinto.

e Si comparando posicion a posiciéon todos los simbolos que encontramos
son iguales, entonces Dg = ()

e Si al llegar a una posicién determinada descubrimos simbolos distintos,
el conjunto Dg tendrd como elementos aquellas subexpresiones’ de las
expresiones de S que contengan esos simbolos.

B.3.2 Ejemplo. Sean los siguientes conjuntos de expresiones:

o 5S={p(f(x),a),p(9(x),a)}, Ds ={f(x),9(x)}
o S={p(f(x).a),p(f(y),a)}, Ds ={z,y}

o S={p(f(z),2),p(f(x),a)}, Ds = {:c a}

o S={p(f(x),2),p(f(x),2)}, Ds =

B.3.3 Nota. Sea S = {¢; : i € I} un conjunto de expresiones y # una sustitu-
cién. Denotaremos como S6 al conjunto de expresiones siguiente: S0 = {e;0
iel}.

ALGORITMO DE UNIFICACION

Consideremos un contador k

1. Pongamos k =0 yoqg =€

2. Si Soy es un conjunto unitario entonces paramos; oy es un umg de S.
En otro caso hallar el conjunto discordante Dy, de Soy.

3. Siexistev yt en Dy tal que v es una variable que no ocurre en t entonces
hacemos oy = or{v/t}, aumentamos en uno el contador k, k =k + 1,
y volvemos al paso 2. En otro caso paramos y concluimos que S no es
unificable.

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [37].

"No hemos definido “subexpresién” en esta memoria, como tampoco otros conceptos
propios de la légica. Esta y otras definiciones auxiliares pueden encontrarse en [20)].
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Teorema. B.3.4 (Teorema de Unificacién) Sea S un conjunto de expre-
siones. S1 S es unificable el algoritmo de unificacion presentado termina y da
como salida un umg de S. St S no es unificable, el algoritmo termina y da
como salida que S no es unificable.

B.3.5 Nota. El algoritmo que aqui presentamos es muy ineficiente, de tipo
exponencial en el peor de los casos. Como ya hemos comentado, Martelli y
Montanari[38] presentaron un algoritmo lineal en 1976.

Como hemos apuntado, la teoria de unificacién es muy extensa y estd
muy ramificada. Para mas informacién pueden consultarse los trabajos de
T. Nipkow[40] y Lassez, Maher y Marriot[34].
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