
UNIVERSIDAD DE SEVILLAFacultad de Matem�aticasDepto. de �Algebra, Computaci�on, Geometr��a y Topolog��a
FUNDAMENTOS DE LAPROGRAMACI�ON L�OGICA

V� B� del Tutor Tesina presentada porMiguel Angel Guti�errez Naranjopara optar alGrado de Licenciatura
Fdo. Jos�e Antonio Alonso Jim�enezProfesor Titular de laUniversidad de Sevilla Sevilla, 1 de Julio, 1994



A mis padres



Introducci�on Logic programming has aimed to bring toget-her and solve two distinct aims in logic andcomputing: making logic more practical andmaking computing more logical. R.A. Ko-walski y C.J. Hogger p�ag. 545, [32]Comenzamos esta memoria con una breve presentaci�on de lo que conocemoscomo Programaci�on L�ogica, sus or��genes, su evoluci�on hist�orica y sus objetivos.Esta introducci�on concluye con un breve resumen del contenido de la presentememoria.HistoriaRemont�andonos en el tiempo podemos tomar a Arist�oteles (384-322 a.C.) ysu teor��a silog��stica como los precursores de la l�ogica matem�atica y en conse-cuencia de la Programaci�on L�ogica. La teor��a silog��stica, que estudia una claseparticular de implicaciones con dos premisas y una conclusi�on, tambi�en fuetratada por �l�osofos contempor�aneos de Arist�oteles y largamente estudiada ensiglos posteriores, aunque no se produjeron innovaciones de inter�es hasta elsiglo XVII con los trabajos de Descartes y Leibnitz.Dos siglos despu�es Boole dio un paso importante en el sistema de razona-miento aristot�elico poniendo en relaci�on la l�ogica y el �algebra. Los trabajosde Boole fueron modi�cados y ampliados m�as tarde por l�ogicos y matem�aticoscomo Jevon, Peirce, Schroeder y Huntington entre otros.Llegamos as�� a �nales del siglo XIX y principios del XX con la revoluci�on dela fundamentaci�on de las Matem�aticas gracias a los trabajos de Frege, Cantor,Peano, Russell y Whitehead entre otros que marcan el per��odo m�as apasionantey de mayor actividad en la historia de la l�ogica matem�atica.En el primer tercio del siglo XX y tras la publicaci�on de los Principia Ma-thematica por parte de Russell y Whitehead continu�o la actividad fren�etica de1



2 innovaci�on de la mano de investigadores de la talla de Post, Hilbert, Ackerman,Brower, G�odel y por supuesto Skolem y Herbrand1Llegamos a la mitad del siglo XX y descubrimos que de forma paralela aldesarrollo de la l�ogica se ha producido un espectacular avance de las llamadas\m�aquinas de calcular", avance sobre el que re
exiona A. Turing en un art��culotitulado \>Pueden pensar las m�aquinas?", publicado en 1950 y que podemosdar como punto de partida de lo que despu�es se llamar�a Inteligencia Arti�cial.En los a~nos siguientes a la publicaci�on de este art��culo avanz�o mucho lademostraci�on autom�atica con trabajos como los de Gilmore, Davis-Putnam yPrawitz, tomando siempre como referencia los trabajos de Skolem y Herbrandsobre l�ogica de primer orden.Un hito importante en la historia de la demostraci�on autom�atica lo marc�oRobinson en 1965 con la presentaci�on de su m�etodo de resoluci�on, punto departida para los trabajos de otros investigadores como Chang, Lee, Lovelandy Wos.No obstante no es hasta la primera mitad de los setenta, con los trabajos deKowalski y el primer PROLOG de Colmerauer cuando nace la Programaci�onL�ogica como rama de la demostraci�on autom�atica con personalidad propia.En palabras de Kowalski y Hogger (cf. [32], pag. 544)\La Programaci�on L�ogica puede ser brevemente de�nida como el uso dela l�ogica simb�olica para la representaci�on de problemas y sus bases de conoci-miento asociadas, junto con el control de la inferencia l�ogica para la soluci�onefectiva de esos problemas."Tras la presentaci�on de la Programaci�on L�ogica de Kowalski en 1972 y ladel primer PROLOG por parte de Colmerauer, 1973-75 los acontecimientos sehan precipitado. Telegr�a�camente, podemos citar1965 J. Alan Robinson publica su principio de resoluci�on para la demostraci�onautom�atica en forma clausal.1972 Robert A. Kowalski formula su interpretaci�on de la l�ogica en forma clau-sal como lenguaje de programaci�on.1973 Alain Colmerauer, Philippe Roussell y otros implantan el primer sistemaPROLOG en la Universidad de Aix- Marseille.1M. Davis se culpa en su art��culo The Prehistory and Early History of Automated De-duction [16] de dar un nombre err�oneo a lo que hoy conocemos como universo y teorema deHerbrand, cuando en realidad deber��an llamarse de Skolem. Al parecer, la primera vez queaparecen estos nombres es en un art��culo suyo publicado en 1963 [17].



31974 Robert A. Kowalski presenta su programaci�on con l�ogica de predicadosen el IFIP-74.1977 Keith L. Clark publica sus resultados relacionando la negaci�on con elfallo �nito.1984 John W. Lloyd publica la primera edici�on de su libro sobre la fundamen-taci�on de la Programaci�on L�ogica, referencia b�asica en estos �ultimos 10a~nos.1984 Se funda el Journal of Logic Programming primero bajo la direcci�oneditorial de J. Alan Robinson y m�as tarde de Jean-Louis Lassez.En la �ultima d�ecada, desde la aparici�on del Journal of Logic Programmingel n�umero de art��culos publicados se ha multiplicado, existiendo actualmenteun considerable n�umero de l�ogicos y matem�aticos investigando y publicandoart��culos. Podemos citar entre otros nombres a Apt, Shepherdson, Lassez,Maher, Marriot, Hogger, Martelli, Montanari, Kunen o Pedreschi. Especialmenci�on merece el art��culo publicado por Apt y Doets este mismo a~no en elque rede�nen conceptos cl�asicos sobre Informaci�on Negativa presentados porLloyd, trabajo que incorporamos y comentamos en esta memoria.ObjetivosComo apunt�abamos antes en palabras de Kowalski y Hogger, la Programa-ci�on L�ogica estudia el uso de la l�ogica para el planteamiento de problemasy el control sobre las reglas de inferencia para alcanzar la soluci�on de formaautom�atica.As��, planteado de la forma m�as general posible, La Programaci�on L�ogicaintenta resolver la siguiente cuesti�on:Dado un problema S, saber si la a�rmaci�on � es soluci�on o no del problema,o en qu�e casos lo es. Adem�as queremos que los m�etodos sean implantables enm�aquinas de forma que la resoluci�on del problema se haga de forma autom�atica.Los pasos a seguir en la consecuci�on de nuestro objetivo los podemos sepa-rar en dos grandes grupos que podemos llamar Representaci�on y T�ecnicas deresoluci�on.Representaci�onLos procesos de representaci�on no pertenecen a la Programaci�on L�ogica pro-piamente dicha y de hecho muchos autores no los consideran. En esta fase lo



4 que hacemos es representar la informaci�on suministrada en el planteamientodel problema de forma que podamos aplicar sobre �el las t�ecnicas de resoluci�onautom�atica.El primer paso en el caso general ser��a transcribir un problema planteadoen lenguaje natural a lenguaje formal. Hoy d��a este es un problema sin resolvery de hecho las investigaciones apuntan a que s�olo un fragmento del lenguajenatural puede ser traducido2. No obstante muchas a�rmaciones pueden sertraducidas a f�ormulas de primer orden y de ellas nos ocupamos.Una vez expresado nuestro problema mediante un conjunto �nito de f�ormu-las de primer orden expresamos estas en FNC, las cuanti�camos universalmentey nos preguntamos si nuestro problema tiene o no soluci�on, y en su caso ha-llarla.En los t�erminos en que tenemos representado nuestro problema, esto es,mediante un conjunto de f�ormulas S, preguntarse por una soluci�on del pro-blema es preguntarse si una determinada f�ormula del tipo9y1 : : :9yn(B1 ^ : : : ^Bm)es consecuencia l�ogica de S3. Llamaremos � a esta f�ormula.Damos un paso m�as, porque preguntarnos si � es consecuencia l�ogica de Ses preguntarse si el conjunto S [ f:�g es consistente o no.Nos estamos acercando a nuestro objetivo. Puesto que nuestro problemaahora es saber si un determinado conjunto de f�ormulas tiene o no modelos,aplicando el Teorema de Skolem y las equivalencias l�ogicas usuales, podemosreducir nuestro problema al siguiente problema equivalente:Dado el conjunto de cl�ausulas S 0 [ f:�g estudiar su consistencia.donde por cl�ausula entendemos una f�ormula del tipo8x1 : : :8xs(A1 _ : : : _ An _ :B1 _ : : : _Bm)con los Ai y Bj �atomos y los xk las variables que ocurren en ellos. Abreviaremosla notaci�on de la f�ormula anterior comoA1 : : : An  B1 : : : BmT�ecnicas de resoluci�onAqu�� empieza el verdadero estudio de la Programaci�on L�ogica y de hecho esel punto de partida de casi todos los trabajos publicados, obviando todo lo2Las interjecciones parece imposible3Denotamos por Bi a los literales apropiados y por yj a las variables que ocurren en ellos.



5anterior. Nuestro trabajo consiste en estudiar la consistencia de un conjunto�nito de cl�ausulas.En una primera aproximaci�on vamos a estudiar al caso hist�oricamente m�asimportante. El caso en que las cl�ausulas en las que transcribimos la informaci�onde nuestro problema y que llamaremos cl�ausulas de programa de�nido sean deltipo A B1 : : : Bmesto es, tengan un y s�olo un literal positivo. Llamaremos objetivos de�nidosa las cl�ausulas sin literales positivos y llamaremos cl�ausulas de Horn tanto alas cl�ausulas de programa de�nido como a los objetivos de�nidos (cf. Secci�on1.1). N�otese que en este caso la f�ormula:9y1 : : :9yn(B1 ^ : : : ^Bm)es el objetivo  B1; : : : ; Bm.Sea como fuere, nuestro objetivo es estudiar la consistencia de un n�umero�nito de cl�ausulas. A primera vista el problema parece insalvable, puesto quetendr��amos que ver que ninguna de las in�nitas interpretaciones posibles esmodelo de este conjunto de cl�ausulas.Herbrand ya hab��a solucionado nuestro problema en 1931 de forma muyingeniosa, ya que redujo el problema a estudiar s�olo un tipo concreto de in-terpretaciones, las interpretaciones de Herbrand, que toman como universoel propio conjunto de t�erminos cerrados del lenguaje en que est�a escrito elprograma. Adem�as, como desarrollamos en el primer cap��tulo de esta tesinapodemos identi�car una interpretaci�on de Herbrand con el conjunto de los�atomos que son v�alidos en esa interpretaci�on (Prop. 1.2.5). De esta formapodemos aplicar toda la potencia de la Teor��a de Conjuntos en el estudio de laexistencia de modelos de Herbrand. De hecho podemos de�nir un operador delconjunto de interpretaciones de Herbrand en s�� mismo, el operador consecuen-cia inmediata, que para programas de�nidos es continuo, con el que podemoscaracterizar f�acilmente los modelos de Herbrand de un programa.Nuestro problema no est�a ni mucho menos resuelto todav��a. En generalexisten in�nitas interpretaciones de Herbrand y el estudio que podemos haceren t�erminos conjuntistas necesita en muchos casos aritm�etica trans�nita.El m�etodo que presentamos en esta memoria para decidir de forma me-c�anica la consistencia o no de nuestro conjunto de cl�ausulas de programade�nido es una variante del m�etodo de resoluci�on de Robinson llamado SLD-resoluci�on (Resoluci�on Lineal para cl�ausulas de programa De�nido con funci�onde Selecci�on). Se basa en dos principios: resoluci�on propiamente dicha y uni-�caci�on.



6 La resoluci�on es una regla de inferencia, la �unica utilizada en este tipode problemas, tal que dadas dos cl�ausulas nos permite inferir otra. La vemosprimero en el caso de la l�ogica proposicional. El principio es muy simple. Dadoel objetivo que representa la negaci�on de la posible respuesta A1; : : : ; Asseleccionamos un �atomo Am, A1; : : : ; Am; : : : ; Asy buscamos una cl�ausula de nuestro programa de�nido que tenga a Am como�unico literal positivo, esto es, una cl�ausula del tipoAm  B1; : : : ; BqDe ambas deducimos el siguiente objetivo (que llamamos objetivo derivado) A1; : : : ; Am�1; B1; : : : ; Bq; Am+1; : : : ; AsLlamamos derivaci�on (o SLD-derivaci�on) a una sucesi�on de pasos de derivaci�oncomo el que hemos descrito.Nuestro inter�es est�a en inferir mediante el uso de esta regla la cl�ausula vac��a,la cl�ausula sin literales, que denotamos como 2. Puesto que una cl�ausula esv�alida en una interpretaci�on si contiene un literal v�alido, la cl�ausula vac��a esinsatisfacible y pensaremos en ella como una contradicci�on. Por tanto, cabepensar que si conseguimos llegar a contradicci�on razonando a partir de nuestroconjunto de cl�ausulas, dicho conjunto es inconsistente, con lo que habremosresuelto nuestro problema.En el caso en que ocurran variables en los literales de las cl�ausulas, tendre-mos que hacer uso de la uni�caci�on.La uni�caci�on en s�� misma es todo un mundo dentro de las Matem�aticasy a ella dedicamos el segundo ap�endice de esta memoria. Visto de formamuy somera, una sustituci�on es una aplicaci�on del conjunto de variables de unlenguaje en el conjunto de sus t�erminos, que se puede extender de forma �unicaal conjunto de los t�erminos del lenguaje. As�� dos t�erminos s y t son uni�cablessi existe una sustituci�on � tal que �(s) = �(t). En tal caso decimos que � esun uni�cador de s y t. El concepto de uni�cador de m�axima generalidad, umg,es m�as controvertido y en los �ultimos a~nos han aparecido distintas de�nicionesno todas equivalentes. La idea que intentan atrapar las distintas de�nicioneses simple, un umg es un uni�cador que no hace enlaces super
uos, sino losm��nimos necesarios en la uni�caci�on, dejando los t�erminos uni�cados en lainstancia m�as general posible. En esta memoria seguimos la de�nici�on de



7T. Nipkow, que consigue plasmar esta idea mediante relaciones de orden yequivalencia, consiguiendo adem�as que el umg de dos t�erminos sea �unico salvopermutaci�on de variables.Podemos describir ahora la resoluci�on en la que hacemos uso de la uni�ca-ci�on. Sea el objetivo  A1; : : : ; Am; : : : ; Asdonde hemos seleccionado el �atomo Am. Consideremos ahora una cl�ausula delprograma A B1; : : : ; Bqtal que A yAm sean uni�cables. Tomamos su umg � e inferimos (A1; : : : ; Am�1; B1; : : : ; Bq; Am+1; : : : ; As)�En este caso tambi�en buscamos la cl�ausula vac��a mediante una derivaci�on osucesi�on de pasos como el que acabamos de describir. Caso de obtenerla tam-bi�en habremos obtenido una sustituci�on � composici�on de los distintos umgque hemos considerado en la derivaci�on. La restricci�on de esta sustituci�on �a las variables de nuestro primer objetivo se llama respuesta computada. Suinterpretaci�on es clara, la respuesta computada es la sustituci�on de variablesque dan respuesta a nuestro problema mediante el m�etodo de resoluci�on apli-cado. Vemos un ejemplo cl�asico.Problema: Dados tres puntos cualesquiera x; y; z sabemos que si existeun arco que una x e y y un camino de y a z entonces existe un camino de x az. Si consideramos que existe un camino de todo punto a s�� mismo y un arcode b a c, >existe alg�un punto desde el que pueda trazar un camino hasta c?.Las hip�otesis del problema con notaci�on clausal las puedo transcribir8><>: camino(x; z) arco(x; y); camino(y; z)camino(u; u) arco(b; c) Nos preguntamos entonces si de este programa puedo deducir9v(camino(v; c))y en su caso hallarlo. Consideramos el objetivo  camino(v; c) y la siguiente



8 derivaci�on4:
�1 = fv=x; z=cg
�2 = fx=b; y=cg
�3 = fu=cg2

 camino(c,c)
 arco(x,y); camino(y; c)

 camino(v,c) camino(x; z) arco(x; y); camino(y; z)
arco(b; c) 

camino(u; u) 
?
?
?

������������������) ������������������) ������������������)La restricci�on de la composici�on �1; �2; �3 a las variables del primer objetivo camino(v; c) nos da como respuesta computada � = fv=bg, que parece unarespuesta acertada, pero este ejemplo pone de mani�esto otros problemas:1. >Qu�e ocurre si seleccionamos otro �atomo en un objetivo?2. >Qu�e ocurre si en la derivaci�on buscamos la uni�caci�on con otra cl�ausula?3. Y lo que es m�as importante, >c�omo sabemos que la respuesta computadaes realmente la respuesta que andamos buscando?La contrapartida declarativa al concepto procedural de respuesta computada esel de respuesta correcta. Decimos que la sustituci�on � es una respuesta correctapara el programa de�nido P y el objetivo  A1; : : : ; An si 8((A1 ^ : : :^An)�)es consecuencia l�ogica de P . Obviamente, nuestra intenci�on es demostrar quetoda respuesta computada es correcta, esto es probar la adecuaci�on de m�etodode resoluci�on. Este resultado fue demostrado por Clark en 1979 (Tma. 2.3.1).Por tanto dado un programa de�nido y un objetivo de�nido podemos a�rmarque toda respuesta computada es soluci�on a nuestro problema. Nos planteamos4Marcamos en negrilla el �atomo seleccionado



9ahora la cuesti�on contraria, esto es: Si existe soluci�on a nuestro problema,>podemos encontrarla con este m�etodo? La respuesta es a�rmativa y nos lada el correspondiente teorema de completitud (Tma. 2.4.6), que a�rma que siel conjunto de cla�usulas P [ fGg con P un programa de�nido y G un objetivode�nido es insatisfacible, entonces existe una SLD-refutaci�on (o derivaci�onterminando en la cla�usula vac��a) de P [ fGg.Tenemos por tanto que la SLD-resoluci�on es un m�etodo adecuado y com-pleto, pero en la pr�actica no es tan sencillo puesto que el teorema de comple-titud s�olo a�rma la existencia de la refutaci�on, pero no c�omo hallarla.Aqu�� empieza una segunda fase dentro de la investigaci�on en Programaci�onL�ogica de la que tambi�en ofrecemos los resultados m�as importantes.>C�omo encontramos esa SLD-refutaci�on caso de que exista? Esta preguntaenlaza con las dos primeras preguntas que nos plante�abamos tras el ejemplo.1. >Qu�e ocurre en una derivaci�on si seleccionamos otro �atomo?2. >Qu�e ocurre cuando uni�camos con otra cl�ausula?En relaci�on con el problema de la selecci�on de �atomos Lloyd de�ne una regla decomputaci�on R como una aplicaci�on que asocia a cada objetivo de�nido uno delos �atomos que ocurren en �el. Esta de�nici�on es muy r��gida y muy criticada porotros autores5 puesto que en cada objetivo tenemos que seleccionar siempreel mismo �atomo independientemente del momento de la derivaci�on en queaparezca.Aunque r��gida, esta de�nici�on nos permite probar un resultado importantey es la independencia de la regla de computaci�on (Tma. 2.5.7), esto es, si existeuna SLD-refutaci�on de P [ fGg, entonces �jada una regla de computaci�on R,existe una SLD-refutaci�on de P [ fGg que toma R como regla de computaci�on.Este resultado nos permite �jar una regla de selecci�on de �atomos con latranquilidad de que si existe refutaci�on podremos hallarla con esa regla.Por tanto el �ultimo problema que nos queda por atacar es saber qu�e ocurrecuando elegimos uni�car con una cla�usula u otra. En ese sentido de�nimos losSLD-�arboles de P [ fGg que no son m�as que �arboles enraizados en el objetivoG y cuyas ramas son SLD- derivaciones. El estudio de estos �arboles pertenecem�as a la Teor��a de Grafos que a la Programaci�on L�ogica, pero apuntamosun �ultimo resultado general (Tma. 2.6.6): Dado un programa de�nido P yun objetivo de�nido G, entonces o bien todo SLD-�arbol tiene in�nitas ramascon �exito (es decir, SLD-refutaciones), o bien todo SLD-�arbol tiene el mismon�umero �nito de ramas de �exito.5Apt, por ejemplo, en [3].



10 Informaci�on negativaCon el estudio que llevamos hasta ahora s�olo podemos deducir informaci�onpositiva, es decir, s�olo los literales positivos pueden ser consecuencia l�ogica deun programa. Lo vemos con un ejemplo.Sea L el lenguaje de primer orden sin s��mbolos de funci�on n- arios (n > 0),con un �unico s��mbolo de predicado 1-ario: \alumno" y el siguiente conjuntode constantes SC=fEsther, Juan, Rosa, Miguel, Pepeg. Consideremos el si-guiente programa P sobre L:alumno(Esther) alumno(Juan) alumno(Rosa) Supongamos que nuestro objetivo es probar que :alumno(Miguel) es conse-cuencia l�ogica de P . Con las herramientas que tenemos hasta ahora no pode-mos, ya que podemos encontrar modelos de P [f :alumno(Miguel)g, perotampoco podr��amos probar alumno(Pepe) ya que tambi�en existen modelos deP [ f alumno(Pepe)g6.Para intentar solucionar este problema vamos a introducir otra regla deinferencia, la hip�otesis del mundo cerrado, HMC: Si un �atomo cerrado A noes consecuencia l�ogica de un programa P entonces inferimos :A.Esta regla no es m�as que la generalizaci�on de la forma de razonar en unabase de datos: La informaci�on que no se da de forma expl��cita se toma comofalsa. Con esta regla de inferencia solucionamos nuestro problema ya que conella podemos deducir informaci�on negativa. El problema es que la l�ogica deprimer orden no es decidible y no existe ning�un algoritmo que tomando comodatos de entrada un programa P y un �atomo cerrado A nos devuelva en tiempo�nito si A es consecuencia l�ogica de P o no, ya que si el �atomo cerrado A no esconsecuencia l�ogica de P podemos entrar en un proceso in�nito. En la pr�acticarestringimos la aplicaci�on de la HMC �unicamente a aquellos �atomos cerradostales que al intentar hacer una refutaci�on fallamos de forma �nita.Fallo �nitoLa regla de inferencia denominada regla de fallo �nito (Secci�on 4.2) es menospotente que la HMC y nos permite inferir menos informaci�on, no obstantetiene la ventaja de ser f�acilmente automatizable. Es la siguiente:Dado un programa de�nido P y un objetivo de�nido  A, si existe unSLD-�arbol �nito sin ramas con �exito de P [ f Ag deducimos :A6Ver secci�on 4.1 para los detalles.



11La regla es f�acilmente implantable una vez solucionado un peque~no pro-blema. La regla habla de existencia, pero encontrar (o demostrar la existencia)de tal SLD-�arbol no parece tarea f�acil.En ese sentido Lassez y Maher de�nieron una SLD- derivaci�on favorablecomo una derivaci�on que� O bien es �nita y no tiene �exito� O bien cada �atomo de la SLD-derivaci�on es seleccionado en un n�umero�nito de pasosy se de�ne un SLD-�arbol favorable como un SLD-�arbol tal que todas sus ramassean SLD-derivaciones favorables.Con esa de�nici�on podemos probar el siguiente resultado (Tma. 4.2.13):Dado un �atomo cerrado A y un programa de�nido P , existe un SLD-�arbol �nitosin �exito de P [ f Ag si y s�olo si cada SLD-�arbol favorable es �nito y nocontiene ramas con �exito.Este teorema muestra que la SLD-derivaci�on es una implantaci�on adecuaday completa de la regla de fallo �nito.Puesto que ahora tenemos un algoritmo de deducci�on de informaci�on ne-gativa podemos dar un salto hacia conjuntos m�as generales de cl�ausulas: losprogramas normales.Programas normalesComo vimos, una cl�ausula de programa de�nido era una cl�ausula de la formaA B1; : : : ; Bndonde tanto A como los Bi eran literales positivos. Pues bien una cl�ausula deprograma normal tiene la misma estructura, con la salvedad de que los literalesBi pueden ser negativos. An�alogamente, un objetivo normal es una cl�ausulade la forma  B1; : : : ; Bndonde losBi pueden ser literales negativos. Nuestro objetivo ahora sigue siendoel mismo: Demostrar la inconsistencia de un conjunto de cl�ausulas medianteprocedimientos automatizables, el problema para utilizar la SLD- resoluci�onest�a en que el literal seleccionado puede ser negativo, por lo que tendremosque modi�car nuestro sistema de derivaci�on. La idea es utilizar la regla defallo �nito en los casos en que seleccionemos literales negativos.



12 Para justi�car su uso Clark [10] da un nuevo sentido a la interpretaci�on delas cl�ausulas. Una cl�ausula del tipoA B1; : : : ; Bnpodemos interpretarla del siguiente modo: A es v�alido si lo son B1; : : : ; Bn.Clark apunta una nueva interpretaci�on: A es v�alido si y s�olo si lo son B1; : : : ; Bn.La formalizaci�on de esta idea lleva consigo el desarrollo de una teor��a au-xiliar no exenta de controversia, puesto que tenemos que introducir un nuevos��mbolo de predicado \=" junto con unos nuevos axiomas, los axiomas de lateor��a de igualdad (Sec. 4.4).Las f�ormulas resultantes de la completaci�on de P (esto es, la formalizaci�ondel si y s�olo si) junto con los axiomas de la teor��a de igualdad constituyen unconjunto de f�ormulas que llamaremos comp(P ). Se puede probar que comp(P )no es m�as que una generalizaci�on de P en el sentido de que la informaci�onpositiva que podemos obtener de comp(P ) es exactamente la misma que po-demos obtener de P y adem�as nos va a permitir deducir informaci�on negativa.El problema, como siempre, es hacer el proceso autom�atico.SLDNF-resoluci�onEl m�etodo que vamos a seguir en el caso de programas y objetivos normaleses la SLDNF-resoluci�on, que no es otro que la SLD- resoluci�on aumentada conla regla de fallo �nito. S�olo imponemos una condici�on para poder probar m�astarde resultados de adecuaci�on y es que los literales negativos que seleccio-nemos deben ser cerrados7. La descripci�on formal del proceso destaca varioscasos y utiliza inducci�on sobre lo que Lloyd [37] llama rango de la refutaci�on.No es m�as que un intento de formalizaci�on de una idea simple: Dado unprograma normal P y un objetivo normal G el proceso a seguir es el siguiente:1. Mientras que los literales seleccionados sean positivos aplicamos la SLD-derivaci�on que hemos estudiado.2. Cuando seleccionamos un literal negativo, Li � :A del objetivo L1 : : : Li�1; Li; Li+1; : : : ; Lnintentamos encontrar un SLDNF-�arbol �nito sin �exito de P [f Ag. Siexiste deducimos  L1 : : : Li�1; Li+1; : : : ; Ln7Llamamos a esa condici�on \condici�on de seguridad", Cf. 4.5.1.



13y continuamos nuestra derivaci�on. Si no existe paramos ah�� y considera-mos que nuestra derivaci�on no tiene �exito.Por supuesto, puede ocurrir que en nuestro SLDNF-�arbol, que no es m�as que un�arbol cuyas ramas son SLDNF-derivaciones, seleccionemos en alg�un momentoun literal negativo. No importa, volvemos a tomar otro SLDNF-�arbol auxiliar.El n�umero de veces que tenemos que hacer eso es lo que Lloyd llama rango dela SLDNF-derivaci�on.Lo vemos m�as claro con un ejemplo. Sea P el programa normal1. p(x) q(x);:r(a)2. r(y) s(y)3. q(b) y el objetivo normal  p(z). Veamos un esquema de una SLDNF-derivaci�onde P [ f p(z)g. (Marcamos el literal seleccionado en negrita)

2
 q(x)

 q(x);:r(a)1

3
2
fallo

�1 = fz=xg

�2 = fx=bg
� = fy=ag

 p(z)
 r(a)
 s(a)

?
?
?

?
-

Las de�niciones de respuestas correcta y computada se traspasan de formanatural a los programas y objetivos normales. La pregunta es ahora si lasrespuesta obtenidas mediante SLDNF- resoluci�on son correctas. La soluci�on aesta cuesti�on la dio Clark en su teorema de adecuaci�on de la SLDNF-resoluci�on(Tma. 4.6.5): Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Entonces



14 toda respuesta computada de P [ fGges una respuesta correcta de comp(P ) [fGg. >Y la completitud? >Podemos probar que si existe alguna sustituci�on quesea respuesta correcta la encontraremos mediante la SLDNF-resoluci�on? No sesabe. A�un no tenemos resultados generales. Se ha probado para determinadostipos de programas pero a�un no tenemos un resultado general. En esa l��neava el art��culo publicado por Apt y Doets en el �ultimo n�umero del Journalof Logic Programming. En su art��culo a�rman que a�un no se han obtenidoresultados generales porque no existen de�niciones rigurosas de muchos de losconceptos estudiados y una gran cantidad de trabajos publicados buscan m�asla r�apida aplicaci�on pr�actica que la fundamentaci�on te�orica. Los detalles sobresus nuevas de�niciones est�an en la secci�on 4.8 y s�olo comentar que pese a suesfuerzo por dar de�niciones formales, queda mucho por hacer dentro de estecampo.Para terminar un �ultimo comentario general sobre la Programaci�on L�ogicay es el tema del que trata el �ultimo cap��tulo de esta memoria: la conexi�onque existe entre la Programaci�on L�ogica y la Teor��a de la Recursi�on. Se puedeprobar, y de hecho presentamos dos resultados importantes8, que una funci�ones recursiva si y solo si existe un programa de�nido que la compute.Breve descripci�on del contenidoEl presente trabajo intenta uni�car criterios, condensar en un �unico trabajo lainformaci�on existente sobre esta materia y presentarla de forma ordenada.El Cap��tulo I presenta la introducci�on cl�asica a la Programaci�on L�ogica atrav�es de los modelos y teorema de Herbrand, a la vez que nos introduce enlos programas m�as sencillos sobre los que trata la Programaci�on L�ogica: losprogramas de�nidos. El cap��tulo termina con la presentaci�on del operador con-secuencia inmediata y una colecci�on de resultados para los que necesitaremosaritm�etica trans�nita.El Cap��tulo II entra ya de lleno en los m�etodos de resoluci�on de los pro-blemas presentados. Presentamos la SLD-resoluci�on junto con los resultadoscorrespondientes de adecuci�on y completitud desde un punto de vista te�orico,sin hacer referencia a los m�etodos de control que tienen estos sistemas en susimplantaciones pr�acticas (el \corte" en PROLOG, por ejemplo).El Cap��tulo III profundiza en la relaci�on existente entre las funciones re-cursivas y la Programaci�on L�ogica demostrando que las funciones recursivaspueden ser computadas por programas l�ogicos.8Teoremas de Andreka y Nemeti, 3.3.8, y de Sebelik y Stepanek, 3.4.1.



15Con el Cap��tulo IV entramos ya en un campo de investigaci�on en el quea�un quedan muchos problemas por resolver: La informaci�on negativa. Parapresentar los resultados existentes introducimos un nuevo concepto: el pro-grama normal, as�� como algunos de los resultados parciales que se conocensobre completitud y adecuaci�on de uno de los m�etodos de resoluci�on que pre-sentamos. Como muestra del estado de efervescencia en que se encuentra hoyd��a la investigaci�on en este �area, bajo el ep��grafe \Resultados recientes" (cf.4.8) incorporamos a esta memoria el �ultimo trabajo publicado por Apt y Doets[5] en el que dan de�niciones alternativas de los conceptos cl�asicos buscandomayor rigor y 
uidez en las demostraciones.La memoria termina con dos ap�endices, el Ap�endice A, que recopila algunosresultados elementales de teor��a de conjuntos y nos presenta las herramientasb�asicas de la l�ogica de primer orden sobre la que nos vamos a basar paraconstruir la Programaci�on L�ogica. Dentro de esta presentaci�on merece tratoespecial el tema de las sustituciones, intentando fundamentar con rigor a untema crucial en la Programaci�on L�ogica: La Uni�caci�on, a la que dedicamosel Ap�endice B. Este cap��tulo trata uno de los temas m�as controvertidos dentrode la Programaci�on L�ogica. Podemos encontrar casi una decena de de�nicio-nes alternativas de uni�cador y uni�cador de m�axima generalidad en trabajospublicados en los �ultimos a~nos. La presentaci�on que hacemos se basa en lostrabajos de T. Nipkow de 1992, aunque tambi�en tomamos datos de trabajosde Lloyd [37], Apt [3], Lasser, Maher y Marriot [34] entre otros. El cap��tulotermina con la presentaci�on del Algoritmo de Uni�caci�on de Herbrand y alg�uncomentario sobre otros algoritmos, sin que sea la intenci�on de esta memoria elestudio de los mismos.



Contenido
1 Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata 181.1 Programas de�nidos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181.2 Modelos de Herbrand : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201.2.1 El teorema de Herbrand : : : : : : : : : : : : : : : : : : 231.2.2 El teorema de Skolem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 251.2.3 Interpretaci�on de MP : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 271.3 Operador consecuencia inmediata : : : : : : : : : : : : : : : : : 281.4 Clausura ordinal de TP # : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 331.4.1 Asimetr��a de TP # : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 332 SLD-resoluci�on 352.1 Respuestas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 352.2 SLD-resoluci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 362.3 Adecuaci�on de la SLD-resoluci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : 392.4 Completitud de la SLD-resoluci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : 422.5 Reglas de computaci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 462.6 Procedimientos de SLD-Refutaci�on : : : : : : : : : : : : : : : : 513 Funciones recursivas 553.1 Interpretaciones declarativa y procedural : : : : : : : : : : : : : 553.2 Funciones recursivas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 563.3 Teorema de Andreka y Nemeti : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 573.4 Teorema de Sebelik y Stepanek : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6016



CONTENIDO 174 Informaci�on Negativa 644.1 Introducci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 644.2 Fallo �nito : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 654.3 Programas normales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 704.4 La teor��a de igualdad : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 714.5 SLDNF-resoluci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 754.6 Adecuaci�on y completitud de la SLDNF-resoluci�on : : : : : : : 804.7 La regla de Herbrand : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 854.8 Resultados recientes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 874.8.1 Una nueva de�nici�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 884.8.2 Comparaci�on con la de�nici�on de Lloyd : : : : : : : : : : 93A Preliminares 95A.1 Nociones b�asicas de Teor��a de Conjuntos : : : : : : : : : : : : : 95A.2 Sintaxis de la l�ogica de primer orden : : : : : : : : : : : : : : : 96A.2.1 Sustituciones : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100A.3 Sem�antica : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 102A.3.1 Consistencia y validez : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103A.4 Formas prenexas : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105B Uni�caci�on 107B.1 La relaci�on subsunci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 107B.2 Uni�caci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111B.3 Algoritmos de uni�caci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113B.3.1 Algoritmo de Herbrand : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114



Cap��tulo 1Modelos de Herbrand.Operador consecuenciainmediataComo hemos visto en la introducci�on, nuestro trabajo consiste en estudiar laconsistencia de un conjunto de cl�ausulas. En una primra aproximaci�on vamosa estudiar el caso hist�oricamente m�as importante: el caso en que las cl�ausulasque representan las hip�otesis de nuestro problema tengan un y s�olo un literalpositivo, esto es, sean cl�ausulas de programa de�nido. En este primer cap��tuloreduciremos el problema de encontrar modelos al problema de encontrar untipo determinado de modelos, los modelos de Herbrand. Como veremos, po-demos identi�car un modelo de Herbrand con un determinado conjunto, conlo que podemos utilizar toda la potencia de la Teor��a de Conjuntos para pro-bar nuestros resultados. En la �ultima parte del cap��tulo de�nimos el operadorconsecuencia inmediata, que es continuo para programas de�nidos, con el quepodremos caracterizar f�acilmente los modelos de Herbrand del programa.1.1 Programas de�nidos1.1.1 De�nici�on. Una cl�ausula es una f�ormula de la forma8x1 : : :8xs(L1 _ : : : _ Lm)donde cada Li, i 2 f1; : : : ; mg, es un literal y x1; : : : ; xs son todas las variablesque ocurren en L1 _ : : : _ Lm.1.1.2 Nota. Otros autores pre�eren de�nir las cl�ausulas como conjuntos deliterales C = fL1; : : : ; Lmg y luego de�nir la f�ormula correspondiente a la18



1.1. Programas de�nidos 19cl�ausula C como: Form(C) = 8x1 : : :8xs(L1 _ : : : _ Lm)1.1.3 Nota. En lo que sigue usaremos las cl�ausulas constantemente, por loque adoptaremos el siguiente acuerdo de notaci�on. Denotaremos la cl�ausula8x1; : : :8xs(A1 _ : : : _ Ak _ :B1 _ : : : _ :Bn)donde A1; : : : ; Ak; B1; : : : ; Bn son �atomos y x1; : : : ; xs son todas las variablesque ocurren en esos �atomos comoA1; : : : ; Ak  B1; : : : ; Bn1.1.4 De�nici�on. Una cl�ausula de programa de�nido es un cl�ausula de laforma A B1; : : : ; Bnesto es, que contiene s�olo un literal positivo. A este literal positivo, A, lo lla-mamos cabeza de la cl�ausula. Al resto de los literales, B1; : : : ; Bn, los llamamoscuerpo de la cl�ausula.Podemos dar dos interpretaciones diferentes a las cl�ausulas de programa de�nido1relacionadas con nuestro prop�osito. La primera ser��a una interpretaci�on decla-rativa, esto es, podemos interpretar la cl�ausula A  B1; : : : ; Bn del siguientemodo: Para cualquier interpretaci�onM si B1; : : : ; Bn son v�alidos enM enton-ces A es v�alido en M. Tambi�en podemos darle una interpretaci�on procedural:Descomponemos el problema A en problemas m�as simples B1; : : : ; Bn, cuandotengamos resueltos B1; : : : ; Bn podremos resolver A.1.1.5 De�nici�on. Una cl�ausula unidad es una cl�ausula con un �unico literal.Si el literal es positivo tendremos una cl�ausula unidad positivaA y si el literal es negativo una cl�ausula unidad negativa B1.1.6 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden. Un programa de�nidoes un conjunto �nito de cl�ausulas de programa de�nido del lenguaje.1Y en general a todas las cl�ausulas



20 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata1.1.7 Nota. En lo que sigue no haremos referencia de forma expl��cita al len-guaje en que est�a escrito un programa P . Si no indicamos lo contrario su-pondremos que las �unicas constantes y s��mbolos de funci�on y predicado dellenguaje son los que ocurren en las cl�ausulas del programa. En caso de ambi-g�uedad, denotaremos este lenguaje como LP .1.1.8 De�nici�on. En un programa de�nido, el conjunto de cl�ausulas que tie-nen en la cabeza el s��mbolo de predicado p se denomina de�nici�on de p.1.1.9 De�nici�on. Un objetivo de�nido es una cl�ausula donde todos los lite-rales son negativos.  B1; : : : ; BnCada uno de esos literales negativos, Bi, los llamamos subobjetivos del objetivo.1.1.10 De�nici�on. La cl�ausula vac��a denotada por 2 es la cl�ausula que notiene literales.Puesto que una cl�ausula es el cierre universal de una disyunci�on de literales,diremos que una interpretaci�on M satisface una cl�ausula si y s�olo si todaasignaci�on satisface al menos uno de los literales. Esta condici�on no se puedeveri�car en la cl�ausula vac��a, luego 2 es insatisfacible.1.1.11 De�nici�on. Una cl�ausula de Horn es una cl�ausula con un literal po-sitivo como m�aximo, esto es, una cl�ausula de programa de�nido o un objetivode�nido.1.2 Modelos de HerbrandNuestro objetivo es el siguiente: Dado un conjunto de f�ormulas S y una f�ormulaF , saber si F es consecuencia l�ogica de S o no. Seg�un vimos en el TeoremaA.3.14 este problema es equivalente a saber si S [ fFg es insatisfacible. Esteproblema as�� planteado parece insalvable, puesto que para demostrar que S [fFg es insatisfacible tenemos que probar que ninguna interpretaci�on M de Les modelo de S [ fFg. Herbrand [24] resolvi�o el problema para cl�ausulas en1930.1.2.1 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden.1. El universo de Herbrand de L, UL, es el conjunto de todos los t�erminoscerrados de L2.2Si LP no tuviera constantes a~nadimos una nueva constante a al alfabeto para formar elUniverso de Herbrand



1.2. Modelos de Herbrand 212. La base de Herbrand de L, BL, es el conjunto de todos los �atomos cerra-dos de L.1.2.2 Ejemplo. Sea P el programa de�nidop(a) q(f(x))r(g(x)) q(b)En este caso el universo de Herbrand es UL = fa, b, f(a), f(b), g(a), g(b),f(f(a)), f(f(b)), f(g(a)), f(g(b)), g(f(a)), g(f(b)), g(g(a)), g(g(b)),: : :g y la basede Herbrand BL = fp(t) : t 2 ULg [ fq(t) : t 2 ULg [ fr(t) : t 2 ULg1.2.3 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden. Diremos que el parM= (D; I) es una preinterpretaci�on de Herbrand del lenguaje L si:1. D = UL, esto es, el universo de la preinterpretaci�on es el universo deHerbrand del lenguaje.2. Para toda constante c de L, I(c) = c3. Para todo s��mbolo de funci�on n-ario f , I(f) es la aplicaci�on I(f) : ULn !UL tal que I(f)(t1; : : : ; tn) = f(t1; : : : ; tn)Una interpretaci�on de Herbrand es una interpretaci�on basada en una preinter-pretaci�on de Herbrand.1.2.4 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden y sea I el conjunto detodas las interpretaciones de Herbrand de L. Se de�ne la aplicaci�on 	 delconjunto I en el conjunto de las partes de la base de Herbrand del siguientemodo: 	 : I ! P(BL)M 7! 	(M) = fA 2 BL :M j= Ag1.2.5 Proposici�on. En las condiciones de la de�nici�on anterior, la aplicaci�on	 as�� de�nida establece una biyecci�on entre el conjunto I de las interpretacionesde Herbrand de L y el conjunto de las partes de la base de Herbrand P(BL).Demostraci�on:Inyectividad.Sean M= (D; I) y M0 = (D; I 0) dos interpretaciones de Herbrand tales que



22 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata	(M) = 	(M0). Puesto que ambas interpretaciones se basan en la mismapreinterpretaci�on, para ver que M=M' basta ver que 8p 2 SP I(p) = I 0(p).	(M) = 	(M0)=) fp(t1; : : : ; tn) 2 BL :M j= p(t1; : : : ; tn)g =fp(t1; : : : ; tn) 2 BL :M0 j= p(t1; : : : ; tn)g=) 8p 2 SP 8(t1; : : : ; tn) 2 UnL (t1; : : : ; tn) 2 I(p)$ (t1; : : : ; tn) 2 I 0(p)=) 8p 2 SP I(p) = I 0(p):SobreyectividadSea X � BL y sea M la interpretaci�on de Herbrand tal que 8A 2 BL M j=A() A 2 X. Obviamente 	(M) = fA 2 BL :M j= Ag = X. 21.2.6 Nota.1. En virtud de la proposici�on anterior podemos identi�car la interpretaci�onde Herbrand M con el subconjunto 	(M) = fA 2 BL : M j= Ag deBL.32. En lo que sigue identi�caremos M con 	(M) y usaremos la notaci�onI; I1; I2: : : : para las interpretaciones de Herbrand.1.2.7 Proposici�on. Sea P un programa de�nido y fMigi2I un conjunto novac��o de modelos de Herbrand de P . Entonces \i2IMi es un modelo de Her-brand de P .Demostraci�on:Obviamente \i2IMi es una interpretaci�on de Herbrand de P . Veamos que esmodelo de todas sus cl�ausulas. Sea C la cl�ausulaC = 8x1 : : : xn(p(x1; : : : ; xn) _ :q1(x1; : : : ; xn) _ : : : _ :qm(x1; : : : ; xn))\i2IMi j= C () Para toda n-upla (a1; : : : ; an) = ~a 2 UnL se tiene� O bien p(~a) 2 \i2IMi� O bien 9i 2 f1; : : : ; mg tal que qi(~a) =2 \i2IMiSea ~a 2 UnL y supongamos p(~a) =2 \i2IMi. Entonces9j 2 I tal que p(~a) =2Mj =)9j 2 I 9i 2 f1; : : : ; mg tal que qi(~a) =2Mj =)9j 2 I 9i 2 f1; : : : ; mg tal que qi(~a) =2 \i2IMiPor tanto \i2IMi es modelo de P . 23De hecho hay autores que de�nen las interpretaciones de Herbrand como subconjuntosde BP .



1.2. Modelos de Herbrand 231.2.8 Lema. Sea P un programa de�nido. Entonces BP es un modelo deHerbrand de P .Demostraci�on:Trivial. Para toda cl�ausula C de PC = 8x1 : : : xn(p(x1; : : : ; xn) _ [ m_j=1:qj(x1; : : : ; xn)])BP j= C puesto que para toda n-upla (a1; : : : ; an) 2 UnL, p(a1; : : : ; an) 2 BP .21.2.9 De�nici�on. En virtud del lema anterior, dado un programa de�nido Pel conjunto de los modelos de Herbrand de P es no vac��o, y por la proposici�on1.2.7 la intersecci�on de todos los modelos de Herbrand de P es otro modelo deHerbrand, que llamaremos el menor modelo de Herbrand de P y denotaremoscomo MP , i.e.,MP = \fM :M es modelo de Herbrand de Pg1.2.10 Nota. Es importante destacar que la intersecci�on de modelos de Her-brand es modelo de Herbrand s�olo si estamos hablando conjuntos de cl�ausulasde Horn. Para verlo baste tomar el conjunto S = fp(a) _ p(b)g formado poruna sola cl�ausula que no es cl�ausula de Horn. En este caso I1 = fp(a)g eI2 = fp(b)g son modelos de Herbrand de S, pero I1 \ I2 = ; no lo es.1.2.1 El teorema de Herbrand1.2.11 De�nici�on.1. La sustituci�on � es b�asica si Rang(�) � UL.2. La cl�ausula C 0 es una instancia b�asica de la cl�ausula C si existe unasustituci�on b�asica � tal que C 0 = �(C).3. En general diremos que una cl�ausula es b�asica si los literales que ocurrenen ella son cerrados.1.2.12 Teorema. Sea S un conjunto de cl�ausulas y supongamos que S tieneun modelo. Entonces S tiene un modelo de Herbrand.



24 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediataDemostraci�on:Supongamos que M es modelo de S. Sea M' la interpretaci�on de Herbranddada por M0 = fA 2 BL :M j= AgVeamos que es modelo de todas las cl�ausulas de S. Sea C una de estas cl�au-sulas: C = 8x1 : : : xn([ n_i=1 pi(x1; : : : ; xn] _ [ m_j=1:qj(x1; : : : ; xn)])M es modelo de C si y s�olo si 8(a1; : : : ; an) 2 UnLM j= [ n_i=1 pi(a1; : : : ; an)] _ [ m_j=1:qj(a1; : : : ; an]Sea (a1; : : : ; an) 2 UnL. Entonces se tiene al menos una de estas opciones:� 9i 2 f1; : : : ; ng tal que M j= pi(a1; : : : ; an) =) pi(a1; : : : ; an) 2M0� 9j 2 f1; : : : ; mg tal que M j= :qj(a1; : : : ; an) =) qj(a1; : : : ; an) =2M0Por tanto de una forma u otraM0 j= ([ n_i=1 pi(a1; : : : ; an] _ [ n_j=1:qj(a1; : : : ; an)])Y esto concluye la demostraci�on. 21.2.13 Teorema. Sea S un conjunto de cl�ausulas. Entonces S es insatisfaci-ble si y s�olo si no tiene modelos de Herbrand.Demostraci�on:(=)) Trivial. Si S es insatisfacible, no tiene modelos. En particular no tienemodelos de Herbrand.((=) Por el teorema anterior, si S no tiene modelos de Herbrand, no tienening�un modelo. 2Corolario. 1.2.14 (L�owenheim-Skolem) Si � un conjunto consistente decl�ausulas, entonces tiene un modelo numerable.Demostraci�on:Si tiene trivialmente a partir del teorema 1.2.12, puesto que dado un lenguajeL, UL siempre es numerable. 2Es importante destacar que las tesis de los teoremas anteriores s�olo son v�alidassi S es un conjunto de cl�ausulas y no un conjunto de f�ormulas cualesquiera.



1.2. Modelos de Herbrand 251.2.15 Ejemplo. Sea S = fp(a); 9x:p(x)g. N�otese que 9x:p(x) no es unacl�ausula. Evidentemente, S es satisfacible, basta tomar la interpretaci�on M=(D; I) con D = f0; 1g e I(a) = 0 e I(p) = f0g. Obviamente M es modelode S. Pero S no tiene modelos de Herbrand. Las �unicas interpretaciones deHerbrand de S son I1 = ; e I2 = fp(a)g, pero ninguna de las dos es modelode SPara intentar evitar situaciones como esta Skolem propone la incorporaci�on allenguaje de unos s��mbolos de funci�on con los cuales podemos poner el cierreuniversal de cualquier f�ormula en forma prenexa sin cuanti�cadores universales.1.2.2 El teorema de Skolem1.2.16 De�nici�on. Para cada f�ormula F de�nimos su forma de Skolem, Sko-lem(F), como el resultado del siguiente \algoritmo" recursivo:� Sea F1 una f�ormula en forma normal equivalente a 8(F ).� Si F1 no tiene cuanti�cadores existenciales, entonces Skolem(F ) es F1.� Si F1 es de la forma 8x1 : : :8xn9yG entoncesSkolem(F ) = Skolem(8x1 : : :8xnG[y=f(x1; : : : ; xn])donde f es un s��mbolo de aridad n que no ocurre en F . En este caso sedice que f es una funci�on de Skolem.1.2.17 Ejemplo.Si F1 � 9x:p(x) entonces Skolem(F1) � :p(c)Si F2 � 8x9yp(x; y) entonces Skolem(F) � 8xp(x; f(x))Si F3 � 9x8y9z(p(x; y) _ q(z)) entonces Skolem(F3) � 8y(p(c; y) _ q(f(y)))1.2.18 Nota.1. Las formas de Skolem son formas prenexas cuyo pre�jo no contiene cuan-ti�cadores existenciales.2. A veces, se suprime el pre�jo de las formas de Skolem (sobrentendi�endoseque todas las variables est�an universalmente cuanti�cadas).Teorema. 1.2.19 (Teorema de Skolem) Una f�ormula F es consistente siy s�olo si su forma de Skolem Skolem(F ) es consistente.



26 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediataDemostraci�on:Vamos a establecer el resultado para una f�ormula del tipo 8x9yp(x; y). Lademostraci�on del caso general se basa en los mismos razonamientos.(=)) Sean � � 8x9yp(x; y) y Skolem(�) � 8xp(x; f(x)) donde f es un s��m-bolo de funci�on n-ario que no pertenece a L.Sea M= (D; I) un modelo de �, por tanto para toda a 2 D, existe b 2 D talque (a; b) 2 I(p). Sea L'=Lffg y sea M'= (D0; I 0) la interpretaci�on de L' enla que� D = D0� I 0 se de�ne como I con la ampliaci�onI(f) : D ! Da 7! I(f(a))donde I(f(a)) 2 D es alguno de los elementos b 2 D tal que (a; b) 2I(p)4.Se tiene entonces que M0 j= 8xp(x; f(x)), puesto que para toda a 2 D,(a; f(a)) 2 I(p).((=) Supongamos ahora queM0 j= 8xp(x; f(x)) dondeM' es la interpretaci�onque acabamos de construir. Resulta evidente entonces que M j= 8x9yp(x; y)21.2.20 Nota.1. Hemos probado un poco m�as de lo que a�rma la tesis del teorema. He-mos visto que si F es una f�ormula y M j= F podemos encontrar otrainterpretaci�on M' con el mismo dominio tal que M0 j= Skolem(F ).2. No obstante, F y Skolem(F ) no son l�ogicamente equivalentes, esto es,Skolem(F ) j= F , pero no es cierto que F j= Skolem(F ). Lo podemosver en el siguiente ejemplo.1.2.21 Ejemplo. Sean F � 9xp(x) y Skolem(F ) � p(a). Sea M = (D; I) lasiguiente interpretaci�on:� D = f0; 1g� ( I(a) = 0I(p) = f0g4Para tomar ese elemento b tenemos que hacer uso del axioma de elecci�on.



1.2. Modelos de Herbrand 27Obviamente M es modelo de Skolem(F ), pero no lo es de F .1.2.22 Corolario. Sea � = fF1; : : : ; Fng un conjunto de f�ormulas y �0 =fSkolem(Fi) : 1 � i � ng el conjunto de sus formas de Skolem, obtenidasusando para cada una distintas funciones de Skolem. Entonces � es consistentesi y solo si �0 es consistente.5Demostraci�on:Trivial a partir del teorema anterior. 21.2.3 Interpretaci�on de MPEn general, cuando un programador escribe una f�ormula o un conjunto def�ormulas tiene en mente una interpretaci�on determinada, que llamamos inter-pretaci�on intencionada. Obviamente ese conjunto de f�ormulas admitir�a unagran cantidad de interpretaciones posibles y no podemos tener seguridad decual es la interpretaci�on intencionada. Esta puede ser MP o no, pero la si-guiente proposici�on nos induce a pensar que MP es la interpretaci�on naturalde un programa P . El siguiente resultado es debido a van Emden y Kowalski[50].1.2.23 Teorema. Sea P un programa de�nido. Entonces se tiene queMP = fA 2 B : A es consecuencia l�ogica de PgDemostraci�on:A es consecuencia l�ogica de P() P [ f:Ag es insatisfacible() P [ f:Ag no tiene modelos de Herbrand() Para todo modelo de Herbrand M de P , M no es modelo de :A() Para todo modelo de Herbrand M de P , A 2M() A 2MP 25Una vez estudiada la skolemizaci�on de una f�ormula podemos presentar el problemageneral de la demostraci�on autom�atica: Dado un conjunto de f�ormulas S, saber si la f�ormulaF es consecuencia l�ogica o no de S. Este problema es equivalente a saber si � = S [ fFg esinconsstente, esto es, si tiene o no modelos. Pero seg�un acabamos de ver, � es consistente siel conjunto formado por las formas de Skolem de sus f�ormulas, que llamaremos Skolem(�)es consistente. Pero a su vez el conjunto Skolem(�) no es m�as que un conjunto de cl�ausulas,por tanto hemos reducido nuestro problema a saber si un conjunto de cl�ausulas es consistenteo no.



28 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata1.3 Operador consecuencia inmediataEsta secci�on presenta un enfoque distinto dentro de la Programaci�on L�ogica,relacionando estrechamente la sintaxis y la sem�antica, las interpretaciones pro-cedural y declarativa. La idea original se debe a van Emden y Kowalski [50].1.3.1 De�nici�on. Sea L un ret��culo completo y T : L ! L una aplicaci�on.Se dice que T es mon�otona si T (x) � T (y) cuando x � y.1.3.2 De�nici�on. Sea L un ret��culo completo y X � L. Se dice que X esdirigido si cada subconjunto �nito de X tiene un cota superior en X.1.3.3 De�nici�on. Sea L un ret��culo completo y T : L ! L una aplicaci�on.Decimos que T es continua si T (sup(X)) = sup(T (X)), para todo subconjuntodirigido X de L.1.3.4 De�nici�on. Sea L un ret��culo completo y sea T : L! L una aplicaci�on.Diremos que a es un punto �jo de T si T (a) = a. Se dir�a que a 2 L es el menorpunto �jo de T , mpf(T ), si para todo punto �jo b de T se tiene que a � b. Deforma an�aloga se de�ne el mayor punto �jo, Mpf(T ).El siguiente resultado es una versi�on d�ebil de un teorema debido a Tarski [49],que generaliza un resultado anterior de Knaster y Tarski.1.3.5 Proposici�on. Sea L un ret��culo completo y T : L ! L una aplicaci�onmon�otona. Entonces T tiene un menor punto �jo, mpf(T ), y un mayor punto�jo, Mpf(T ). M�as a�un, se tiene quempf(T ) = inffx : T (x) = xg = inffx : T (x) � xgMpf(T ) = supfx : T (x) = xg = supfx : x � T (x)gDemostraci�on:Sea G = fx : T (x) � xg y g = inf(G). Veamos que g 2 G.x 2 G=) g � x Por ser g el ��n�mo de G=) T (g) � T (x) Por la monoton��a de T=) T (g) � x Por la de�nici�on de GLuego, T (g) � g, ya que g = inf(G) y por tanto, g 2 G. Veamos ahora que ges punto �jo, esto es, T (g) = g. Tenemos que g 2 G, luego T (g) � g. Veamosg � T (g).T (g) � g =) T (T (g)) � T (g) =) T (g) 2 G =) g � T (g)



1.3. Operador consecuencia inmediata 29Por tanto T (g) = g. Sea ahora g0 = inffx : T (x) = xg. Por ser g punto �jotenemos que g0 � g. Por otra parte tenemos que fx : T (x) = xg � fx : T (x) �xg, luego g � g0 y esto termina la demostraci�on.La demostraci�on de las igualdades del Mpf(T ) es an�aloga. 21.3.6 Proposici�on. Sea L un ret��culo completo y T : L ! L una aplicaci�onmon�otona. Supongamos que a 2 L y a � T (a). Entonces existe un punto �joa0 de T tal que a � a0. An�alogamente, si b 2 L y T (b) � b, entonces existe unpunto �jo b0 de T tal que b0 � b.Demostraci�on:Se tiene por la proposici�on anterior.a � T (a) =) a 2 fx : x � T (x)g=) a � supfx : x � T (x)g =Mpf(T ) = a0T (b) � b =) b 2 fx : T (x) � xg=) b � inffx : T (x) � xg = mpf(T ) = b02En los siguientes resultados utilizamos aritm�etica trans�nita. Las de�nicionesy propiedades que se necesitan pueden encontrarse en [27].1.3.7 De�nici�on. Sea L un ret��culo completo y sea T : L! L una aplicaci�onmon�otona. De�nimos:1. T " 0 = ?2. T " (� + 1) = T (T " �)3. T " � = supfT " � : � < �g, si � es un ordinal l��mite4. T # 0 = >5. T # (� + 1) = T (T # �), si � es un ordinal sucesor6. T # � = inffT # � : � < �g, si � es un ordinal l��mite1.3.8 Proposici�on. Sea L un ret��culo completo y T : L ! L una aplicaci�onmon�otona. Entonces, para todo ordinal �, T " � � mpf(T ) y T # � �Mpf(T ). M�as a�un, existen ordinales �1 y �2 tales que si 
1 � �1 entoncesT " 
1 = mpf(T ) y si 
2 � �2 entonces T # 
2 =Mpf(T ).Demostraci�on:Damos aqu�� una demostraci�on para el mpf(T ). La demostraci�on para elMpf(T ) es an�aloga. Seguiremos los siguientes pasos:Paso 1: Para todo ordinal �, T " � � mpf(T ).



30 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata� T " 0 = ? = inf(L) � mpf(T ).� Si � es sucesor T " � = T (T " (� � 1)) � T (mpf(T )) = mpf(T ) Porhip�otesis de inducci�on y ser T mon�otona.� Si � es l��mite T " � = supfT " � : � < �g � mpf(T ) Por hip�otesis deinducci�on. (Ya que si mpf(T ) � supfT " � : � < �g = [fT " � : � <�g6, existe � < � tal que T " � 6� mpf(T ))Paso 2: Para todo ordinal �, T " � � T " (� + 1)� T " 0 = ? = inf(L) � T " 1.� Si � es sucesor T " � = T (T " (� � 1)) � T (T " �) = T " (� + 1) Porhip�otesis de inducci�on y ser T mon�otona.� Si � es l��mite T " � = [fT " � : � < �g� [fT " (� + 1) : � < �g Por h.i.= [fT (T " �) : � < �g� T ([fT " � : � < �g) (��)= T (T " �)= T " (� + 1)Veamos (��).Para todo � < � T " � � [fT " � : � < �g =)Para todo � < � T (T " �) � T ([fT " � : � < �g) =)[fT (T " �) : � < �g � T ([fT " � : � < �g)Paso 3: Para cualesquiera ordinales � y �, � < � =) T " � � T " �Por inducci�on sobre �.� Si � es sucesor� < � =)( � = � � 1 =) T (�) = T (� � 1) � T (�) Por Paso 2� < � � 1 =) T (�) � T (� � 1) � T (�) Por h.i. y Paso 2� Si � es l��mite � < � =) T " � � [fT " 
 : 
 < �g = T " �.6Usamos el s��mbolo �, para la inclusi�on estricta, esto es, A � B () A � B ^ A 6= B



1.3. Operador consecuencia inmediata 31Paso 4: Para cualesquiera ordinales � y �, si � < � y T " � = T " � entoncesT " � = mpf(T ).� < � =)( �+ 1 = � =) T " (� + 1) = T " ��+ 1 < � =) T " (� + 1) � T " � Por Paso 3 ) =)=) T " (�+ 1) � T " �Por Paso 2 T " � � T " (�+ 1) ) =)=) T " � � T " (� + 1) � T " �Por hip�otesis T " � = T " � ) =)T " � = T " (�+ 1) = T (T " �) =) T " � es punto �jo =) T " � = mpf(T )Por Paso 1Paso 5: Existe un ordinal � tal que para cualquier otro ordinal 
, si 
 � �entonces T " 
 = mpf(T )Sea � el menor ordinal cuyo cardinal sea mayor que el cardinal de L. Supon-gamos que T " � 6= mpf(T ) para todo ordinal � < �. De�namos la aplicaci�onsiguiente h : � ! L� 7! h(�) = T " �Por Paso 4 la aplicaci�on h es inyectiva, lo que contradice la elecci�on de �.Luego T " 
 = mpf(T ), para alg�un � < �. El resto de lo que a�rma este pasose obtiene trivialmente a partir de los Pasos 1 y 3. 21.3.9 Proposici�on. Sea L un ret��culo completo y sea T : L! L una aplica-ci�on continua. Entonces mpf(T ) = T " !.Demostraci�on:Por la proposici�on anterior basta ver que T " ! es un punto �jo. N�otese queel conjunto fT " n : n 2 !g es dirigido, ya que T es mon�otona. As��T (T " !) = T (supfT " n : n 2 !g)= supfT (T " n) : n 2 !g= T " !21.3.10 Nota. Dado un programa de�nido P , usaremos la notaci�on 2BP parareferirnos al conjunto de todas las interpretaciones de Herbrand de P , que esun ret��culo completo para la inlusi�on de conjuntos �.



32 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata1.3.11 De�nici�on. Sea P un programa de�nido. Llamamos operador conse-cuencia inmediata a la aplicaci�onTP : 2BP ! 2BPde�nida del siguiente modo. Sea I una interpretaci�on de Herbrand de P .Entonces TP (I) = fA 2 BP : A  A1; : : : ; An es una instancia b�asica de unacl�ausula de P y fA1; : : : ; Ang � Ig.Claramente TP es mon�otona.1.3.12 Proposici�on. Sea P un programa de�nido. Entonces la aplicaci�on TPes continua.Demostraci�on:SeaX un subconjunto dirigido de 2BP y veamos que TP (sup(X)) = sup(TP (X)),para lo cual necesitamos el siguiente aserto: Aserto. fA1; : : : ; Ang �sup(X)() fA1; : : : ; Ang � I para alg�un I 2 X.Suponiendo cierto al aserto se tiene: A 2 TP (sup(X))() A A1; : : : ; Anes una instancia b�asica de una cl�ausula de P y fA1; : : : ; Ang � sup(X) ()A A1; : : : ; An es una instancia b�asica de una cl�ausula de P y fA1; : : : ; Ang �I para alg�un I 2 X () A 2 TP (I) para alg�un I 2 X () A 2 sup(TP (X)).Demostraci�on del aserto(=)) Puesto que X es un conjunto dirigido todo conjunto �nito tiene unacota superior en X. TenemosfA1; : : : ; Ang � sup(X) = [I2XI, en particular, 8i 2 f1; : : : ; ng 9Ii 2 X talque Ai 2 Ii. Entonces fA1; : : : ; Ang � [ni=1Ii = supfI1; : : : Ing. Puede ocurrirque el supremo no est�e en X, pero sabemos que existe un J 2 X que es cotasuperior de fI1; : : : ; Ing,i.e., fA1; : : : ; Ang � supfI1; : : : Ing � J .((=) Trivial. 9I 2 X tal que fA1; : : : ; Ang � I =) fA1; : : : ; Ang � [I2XI =sup(X). 21.3.13 Proposici�on. Sea P un programa de�nido e I una interpretaci�on deHerbrand de P . Entonces se tiene que I es un modelo de P si y s�olo si TP (I) �I.Demostraci�on:I es modelo de P () Para toda instancia b�asica A  A1; : : : ; An de unacl�ausula de P tal que fA1; : : : ; Ang � I tenemos que A 2 I () TP (I) � I. 2



1.4. Clausura ordinal de TP # 331.3.14 Teorema. Sea P un programa de�nido. Entonces se tienen las igual-dades siguientes MP = mpf(TP ) = TP " !Demostraci�on:MP = \fI : I es modelo de Herbrand de Pg= \fI : TP (I) � Ig= inffI : TP (I) � Ig= mpf(TP ) Por 1.3.5= TP " ! Por 1.3.9 y 1.3.12 21.4 Clausura ordinal de TP #1.4.1 De�nici�on. Por el teorema 1.3.8 sabemos que si P es un programade�nido existe un ordinal � tal que para todo � � � se tiene TP # � =Mpf(TP ). Llamaremos a este ordinal � la clausura ordinal de TP # y lodenotaremos kTP # k.Es f�acil ver que si TP # es continua kTP # k � !.1.4.1 Asimetr��a de TP #Dado un programa de�nido P el operador TP es continuo, sin embargo TP #no tiene porqu�e ser continuo. Lo vemos en el siguiente ejemplo.1.4.2 Ejemplo. Consideremos el siguiente programap(f(x)) p(x)q(a) p(x)Se tiene que para n � 1 TP # n = fq(a)g [ ffk(a) : k � ng. Luego TP # ! =fq(a)g y por consiguiente TP # ! + 1 = ;. De ah�� que kTP # k = ! + 1 y TPno sea continua.Por tanto dado un programa de�nido, no tenemos garantizado que su clausuraordinal sea menor o igual que !. Dedicaremos esta secci�on a presentar unacota para la clausura ordinal de un programa de�nido. Para ello necesitamosalgunas de�niciones:



34 Cap��tulo 1. Modelos de Herbrand. Operador consecuencia inmediata1.4.3 De�nici�on. Sea R un orden parcial bien fundamentado en ! en el quedenotaremos como dom(R) su dominio y escribiremos a <R b en lugar de(a; b) 2 R. Asociaremos al orden R el ordinal kRk de�nido del siguiente modokak = ( 0 si a es un elemento <R-minimal de dom(R)supfkbk+ 1 : b <R ag en otro casokRk = supfkak : a 2 dom(R)gDiremos que un ordinal � es recursivo si � = kRk para alg�un orden parcialbien fundamentado R que sea un predicado recursivo.1.4.4 De�nici�on. Denotaremos como !ck1 al menor ordinal no recursivo7.El siguiente teorema nos caracteriza los ordinales kTP # k.1.4.5 Teorema.1. Para todo ordinal � � !ck1 existe un programa de�nido P tal quekTP # k = �2. Para todo programa de�nido P , kTP # k � !ck1 .1.4.6 Ejemplo. Para cada n;m 2 ! sea P nm el programa de�nidoP nm = fpj(f(x)) pj(x) : j 2 f0; : : : ; m� 1gg[ fpj+1(ci) pj(x) : j 2 f0; : : : ; m� 1g i 2 f0; : : : ; ngg[ fpm(ci+1) pm(ci) : i 2 f0; : : : ; n� 1gg[ fpm(cn) pm(cn)gSe comprueba f�acilmente que elMpf(P nm) = fpm(cn)g y que la clausura ordinales kTPnm # k = !m+ n.La demostraci�on de este teorema necesita resultados de la Teor��a de la Recur-si�on y la Teor��a de Conjuntos que exceden los l��mites de esta memoria. Blairpresenta una demostraci�on en [8] y Apt comenta este y otros resultados en [3].7!ck1 (!1 de Church y Kleene) recibe este nombre por ser el an�alogo constructivo delprimer ordinal no numerable !1. Este ordinal es numerable y fue presentado por Church yKleene en 1937 en [14]. Podemos encontrar distintos comentarios sobre este ordinal en [41]



Cap��tulo 2SLD-resoluci�onEn este cap��tulo presentamos los procedimientos b�asicos que se usan en Pro-gramaci�on L�ogica para la demostraci�on de teoremas. Existen muchas variantesy re�namientos de los m�etodos que no entramos a describir, todas ellas basadasen el m�etodo de resoluci�on presentado por Robinson [44] en 1965.2.1 RespuestasComo vimos, desde un punto de vista procedural, podemos considerar queuna uni�caci�on dentro de un problema no es m�as que la asignaci�on de un valordeterminado a una inc�ognita del problema, esto es, planteada una pregunta eluni�cador es la respuesta.2.1.1 Nota. En lo que sigue consideraremos que el objetivo siempre es unaf�ormula del lenguaje LP .2.1.2 De�nici�on. Sea P un programa de�nido y G el objetivo de�nido. Unarespuesta para P [ fGg es una sustituci�on � tal que Dom(�) � V (G).2.1.3 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido  A1; : : : ; Ak y � una respuesta para P [ fGg. Decimos que � es una respuestacorrecta para P [ fGg si 8((A1 ^ : : : ^ Ak)�) es consecuencia l�ogica de P .A partir del Teorema 1.2.23 y de la de�nici�on de respuesta correcta podr��apensarse que dado un programa P la respuesta � es correcta si y s�olo siMP j= 8((A1 ^ : : : ^ Ak)�)Desafortunadamente, esto no es as�� en general.35



36 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�on2.1.4 Ejemplo. Sea P el programap(a) Sea G el objetivo  p(x) y � la sustituci�on identidad. Se tiene que MP =fp(a)g y MP j= 8xp(x)�. No obstante, � no es una respuesta correcta, yaque 8xp(x) no es consecuencia l�ogica de P . La raz�on es que :8xp(x) no esuna cl�ausula y no podemos restringir nuestra atenci�on a las interpretacionesde Herbrand.12.1.5 Teorema. Sea P un programa de�nido y sea G un objetivo de�nido A1; : : : ; Ak. Supongamos que � es una respuesta para P [ fGg tal que(A1^: : :^Ak)� es b�asica. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:1. � es correcta.2. Para todo modelo de Herbrand M de P , M j= (A1 ^ : : : ^ Ak)�.3. MP j= (A1 ^ : : : ^ Ak)�Demostraci�on:Las demostraciones de (1) ) (2) y (2) ) (3) son triviales. Veamos (3) ) (1)MP j= (A1 ^ : : : ^ An)�=) Para todo M modelo de Herbrand de P , M j= (A1 ^ : : : ^ An)�=) P [ f:(A1 ^ : : : ^ An)�g no tiene modelos de Herbrand=) P [ f:(A1 ^ : : : ^ An)�g no tiene modelos=) (A1 ^ : : : ^ An)� es consecuencia l�ogica de P=) � es correcta. 22.2 SLD-resoluci�onLa SLD-resoluci�on es una adaptaci�on del m�etodo de resoluci�on para programasde�nidos descrito por primera vez por Kowalski, aunque es en un art��culo deApt y van Emden [6] donde aparece por primera vez este t�ermino.21SeaM = (D; I) la interpretaci�on de LP dada por8<: D = f0; 1gI(a) = 0I(p) = f0gSe comprueba trivialmente queM es modelo de p(a), pero no lo es de 8xp(x).2El t�ermino SLD-resoluci�on, (SLD-resolution, en ingl�es) es un acr�onimo de \SL-Resolution for De�nite clauses", donde a su vez \SL-Resolution" es un t�ermino abreviadode \Linear resolution with Selection function".



2.2. SLD-resoluci�on 372.2.1 De�nici�on. Sea G el objetivo  A1; : : : ; Am; : : : ; Ak y C la cl�ausulaA  B1; : : : ; Bq. Se dice que el objetivo G0 es derivado de G y C usando elumg � si se veri�can las siguientes condiciones:1. Am es un �atomo de G, llamado el �atomo seleccionado.2. � es un umg de Am y A.3. G0 es el objetivo  (A1; : : : ; Am�1; B1; : : : ; Bq; Am+1; : : : ; Ak)�.Diremos entonces que G0 es una resolvente de G y C.2.2.2 De�nici�on. Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido. UnaSLD-derivaci�on de P [fGg es una sucesi�on (�nita o in�nita) de objetivos G =G0; G1; G2 : : :, una sucesi�on C1; C2 : : : de variantes de cl�ausulas del programaP y una sucesi�on �1; �2; : : : de umg y tales que1. Gi+1 se deriva de Gi y Ci+1 usando �i+1.2. V (Ci+1)\ (V (G)[V (C1)[V (C2)[ : : :[V (Ci)) = ;, esto es, ninguna delas variables que ocurren en Ci+1 ocurre en G, C1, C2, : : : o Ci. Denomi-naremos a esta condici�on separaci�on de variables (\Standardising apart"en ingl�es)3.Cada variante de una cl�ausula de programa C1; C2 : : : se le llama cl�ausula deentrada de la derivaci�on. (En la p�agina siguiente se muestra un esquema deSLD-derivaci�on).2.2.3 De�nici�on. Una SLD-refutaci�on4 de P [ fGges una SLD-derivaci�on �-nita de P [ fGgque tiene la cl�ausula vac��a 2 como �ultimo objetivo. Si Gn = 2se dice que la refutaci�on tiene longitud n.A lo largo del cap��tulo, cuando hablemos de \derivaci�on" y \refutaci�on" nosreferiremos siempre a SLD-derivaci�on y SLD-refutaci�on.3De esta forma evitamos que las derivaciones dependan de las variables utilizadas. En lapr�actica, esta condici�on se cumple generalmente numerando las cl�ausulas y asociando a lasvariables el sub��ndice correspondiente.4El principal objetivo de la Programaci�on L�ogica es la demostraci�on de teoremas medianterefutaci�on, pero la SLD-derivaci�on no s�olo nos permite refutar, sino tambi�en computar, yaque como vimos, el proceso de uni�caci�on no es m�as que la asignaci�on de valores a lasvariables y esto puede ser tomado como la b�usqueda de soluciones a problemas.



38 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�on2.2.4 De�nici�on. De�nimos una SLD-derivaci�on no restringida como unaSLD-derivaci�on, salvo que no exigimos que los �i sean umg, basta con que seanuni�cadores. SLD-derivaci�onG0 = G
G1
G2

Gn�1
Gn

...

...

C1; �1
C2; �2
C3; �3

Cn; �n

?
?
?
?
?
?

��������= ��������= ��������=
��������=



2.3. Adecuaci�on de la SLD-resoluci�on 392.2.5 De�nici�on. Una SLD-derivaci�on puede ser �nita o in�nita. Una SLD-derivaci�on �nita puede tener �exito o ser fallida.1. Una SLD-derivaci�on con �exito es una SLD-derivaci�on que termina con lacl�ausula vac��a, esto es, una refutaci�on.2. Una SLD-derivaci�on fallida es una SLD-derivaci�on que termina en unacl�ausula no vac��a con la propiedad de que el �atomo seleccionado en el �ul-timo objetivo no uni�ca con la cabeza de ninguna cl�ausula del programa.2.2.6 De�nici�on. Sea P un programa de�nido. El conjunto de �exito de P esel conjunto de todos los A 2 BP tales que P[f Ag tiene una SLD-refutaci�on.El conjunto de �exito de P es la contrapartida procedural del menor modelode Herbrand de P . Veremos m�as adelante que realmente ambos conjuntoscoinciden.2.2.7 De�nici�on. Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido. Unarespuesta computada � para P [ fGg es la sustituci�on obtenida restringiendola composici�on �1 : : : �n a las variables de G, donde �1; : : : ; �n es la sucesi�on deumg usada en una SLD-refutaci�on de P [ fGg.2.3 Adecuaci�on de la SLD-resoluci�onLa siguiente versi�on del teorema de adecuaci�on de la SLD-resoluci�on se debea Clark [11].Teorema. 2.3.1 (Adecuaci�on de la SLD-resoluci�on) Sea P un programade�nido y G un objetivo de�nido. Entonces cada respuesta computada paraP [ fGg es una respuesta correcta para P [ fGg.Demostraci�on:Sea G el objetivo A1; : : : ; Ak y sea �1; : : : ; �n la sucesi�on de umg usada en larefutaci�on de P [ fGg. Veamos que 8((A1 ^ : : :^Ak)�1 : : : �n) es consecuencial�ogica de P . Lo probamos por inducci�on en la longitud de la refutaci�on.(n = 1) Si la refutaci�on es de longitud 1 es porque G es un objetivo de la forma A1, el programa tiene una cl�ausula unidad A y existe un umg �1 tal queA�1 = A1�1. Por tanto, puesto que A�1 es una instancia de una cl�ausula de P ,tenemos que 8(A1�1) es consecuencia l�ogica de P .(n � 1 ) n) Supongamos probado el resultado para refutaciones de longitudn� 1 y sea �1; : : : ; �n la sucesi�on de umg usada en una refutaci�on de P [ fGg



40 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onde longitud n. Sea A  B1; : : : ; Bq la primera cl�ausula de entrada y Am el�atomo seleccionado en G. Por hip�otesis de inducci�on8((A1 ^ : : : ^ Am�1 ^ B1 ^ : : : ^Bq ^ Am+1 ^ : : : ^ Ak)�1 : : : �n)es consecuencia l�ogica de P . Luego si q > 0 8((B1 ^ : : : ^ Bq)�1 : : : �n) esconsecuencia l�ogica de P y por tanto 8(Am�1 : : : �n) (que es lo mismo que8(A�1 : : : �n)) es consecuencia l�ogica de P y por tantoP j= 8((A1 ^ : : : ^ Ak)�1 : : : �n)como quer��amos probar. 22.3.2 Corolario. Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido. Su-pongamos que existe una SLD-refutaci�on de P [ fGg. Entonces P [ fGg esinsatisfacible.Demostraci�on:Sea G el objetivo  A1; : : : ; Ak. Por el teorema 2.3.1 la respuesta computada� que hemos obtenido en la SLD-refutaci�on de P [ fGg es correcta, luegoP j= 8((A1 ^ : : : ^ Ak)�)Aplicando ahora el teorema A.3.14 tenemos queP [ f:8((A1 ^ : : : ^ Ak)�)es insatisfacible. De ah�� que P [ fGg sea insatisfacible. 22.3.3 Corolario. El conjunto de �exito de un programa de�nido est�a contenidoen su menor modelo de Herbrand.Demostraci�on:Sea P un programa de�nido y sea A 2 BP .A pertenece al conjunto de �exito de P() P [ f Ag tiene una SLD-refutaci�on=) P j= A Por 2.3.1() A 2MP Por 1.2.23 2



2.3. Adecuaci�on de la SLD-resoluci�on 412.3.4 De�nici�on. Si A es un �atomo, de�nimos[A] = fA0 2 BP : A0 = A� para alguna sustituci�on � gAs�� [A] es el conjunto de todas las instancias cerradas de A.2.3.5 Teorema. Sea P un programa de�nido y sea G el objetivo de�nido  A1 : : : Ak. Supongamos que P [ fGg tiene una SLD-refutaci�on de longitud ny �1 : : : �n es la sucesi�on de umg de la SLD-refutaci�on. Entonces tenemos que[j=1k[Aj�1 : : : �n] � Tp " n.Demostraci�on:Probamos este teorema por inducci�on sobre la longitud de la derivaci�on.(n = 1) En este caso G es de la forma  A1 y el programa tiene una cl�ausulaunidad A tal que existe un umg � de A y A1 tal que A1� = A�. Obviamente[A] 2 TP " 1 y por tanto [A1�] = [A�] � [A] � TP " 1(n�1) n) Supongamos ahora el resultado cierto para refutaciones de longitud(n� 1) y consideremos una refutaci�on de P [ fGg de longitud n.Tomemos entonces Aj�1, un �atomo de G1, el segundo objetivo de la refutaci�on.Por hip�otesis de inducci�on[(Aj�1)�2 : : : �n] � TP " (n� 1)y por la monoton��a de TP , TP " (n� 1) � TP " n.Supongamos ahora que Aj es el �atomo seleccionado en G y sea B  B1; : : : ; Bqla primera cl�ausula de entrada. Tenemos que B�1 = Aj�1� Si q = 0. [B] � TP " 1 con lo que tenemos[Aj�1 : : : �n] � [Aj�1] � [B] � Tp " 1 � Tp " n� Si q > 0. Por hip�otesis de inducci�on, para todo i 2 f1; : : : ; qg[Bi�1 : : : �n] � Tp " (n� 1)y por la de�nici�on de TP ,[Aj�1 : : : �n] = [B�1 : : : �n] � Tp " n 2



42 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�on2.4 Completitud de la SLD-resoluci�onPara la demostraci�on de los resultados de esta secci�on necesitamos dos lemast�ecnicos que enunciamos a continuaci�on. No damos aqu�� sus demostracionesaunque s�� ejemplos ilustrativos. Los detalles de las demostraciones puedenencontrarse en [37].Lema. 2.4.1 (Lema umg) Sea P un programa de�nido y sea G un objetivode�nido. Supongamos que P [ fGg tiene un SLD-refutaci�on no restringida.Entonces P [ fGg tiene una SLD-refutaci�on de la misma longitud tal que, si�1; : : : ; �n son los uni�cadores de la SLD-refutaci�on no restringida y �01; : : : ; �0nson los umg de la SLD-refutaci�on, existe una sustituci�on 
 tal que �1 : : : �n =�01 : : : �0n
.
2.4.2 Ejemplo. Sea el programa P( 1. p(x; y) q(x; y)2. q(z; a) Consideremos la siguiente derivaci�on no restringida del objetivo G � p(v; w)

2 q(u; u) p(v; w)12 �1 = fx=u; y=u; v=u; w=ug�2 = fz=a; u=ag??



2.4. Completitud de la SLD-resoluci�on 43Tenemos que �1�2 = fx=a; y=a; v=a; w=a; z=a; u=ag. Veamos ahora una refuta-ci�on del mismo objetivo donde los uni�cadores son de m�axima generalidad

2 q(x; y) p(v; w)12 �01 = fv=x; w=yg�02 = fx=z; y=ag??
Aqu�� �01�02 = fv=z; w=a; x=z; y=ag. Basta tomar como sustituci�on 

 = fz=a; u=agpara que se veri�que la tesis del lema.La demostraci�on del caso general se realiza por inducci�on sobre la longitudde la refutaci�on. Para longitud uno se aplica directamente la de�nici�on deuni�cador de m�axima generalidad. Para longitud superior a uno se aplica estamisma de�nici�on junto con la hip�otesis de inducci�on.Lema. 2.4.3 (Lema de la elevaci�on) Sea P un programa de�nido,G un ob-jetivo de�nido y � una sustituci�on. Supongamos que existe una SLD-refutaci�onde P [ fG�g. Entonces existe una SLD-refutaci�on de P [ fGg de la mismalongitud tal que, si �1; : : : ; �n son los umg de la SLD-refutaci�on de P [ fG�g y�01; : : : ; �0n son los umg de la SLD-refutaci�on de P [ fGg, entonces existe unasustituci�on 
 tal que ��1 : : : �n = �01 : : : �0n
.2.4.4 Ejemplo. Sean el programa P( 1. p(x; y) q(x; y)2. q(z; z) 



44 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onel objetivo G � p(v; w) y la sustituci�on � = fv=ag. Consideremos la si-guiente refutaci�on de G� � p(a; w)

2 q(a; w) p(a; w)12 �1 = fy=w; x=ag�2 = fz=a; w=ag??donde las cl�ausulas y uni�cadores utilizados en cada paso se dan de formaexpl��cita en el diagrama. Tenemos que�1�2 = fx=a; y=a; z=agVeamos que podemos encontrar una refutaci�on de G veri�cando la tesis dellema

2 q(v; w) p(v; w)12 �01 = fx=v; y=wg�02 = fv=z; w=zg??Con �01�02 = fx=z; w=zg. Puesto que��1�2 = fv=a; x=a; y=a; z=agtomando 
 = fz=a; v=a; y=ag se tiene lo que a�rma el teorema.En el caso general la idea de la demostraci�on es simple. Basta considerar quela composici�on de � con la sucesi�on de uni�cadores �1; : : : ; �n resultante de unarefutaci�on de G� dan lugar a una refutaci�on no restringida de G. Luego bastaaplicar el lema 2.4.1.



2.4. Completitud de la SLD-resoluci�on 452.4.5 Teorema. El conjunto de �exito de un programa de�nido es igual a sumenor modelo de Herbrand.Demostraci�on:Sea P un programa de�nido. Por el corolario 2.3.3 es su�ciente probar que elmenor modelo de Herbrand de P est�a contenido en el conjunto de �exito de P .Sea A 2MP . Por el Teorema 1.3.14A 2MP = TP " ! = [fTP " n : n 2 !gPor tanto A 2 TP " n para alg�un n 2 !. Probemos por inducci�on sobre n quesi A 2 TP " n entonces P [ f Ag tiene una SLD-refutaci�on y por tanto Apertenece al conjunto de �exito de P .(n = 1) Si A 2 TP " 1 es porque existe una cl�ausula unidad en P , A1  talque A es una instancia cerrada de A1. En este caso es evidente que P [f Agtiene una refutaci�on.(n � 1 ) n) Supongamos el resultado cierto para n � 1. Sea A 2 TP "n. Por la de�nici�on de P existe una instancia b�asica de una cl�ausula de P ,B  B1; : : : ; Bq tal que A = B� y fB1�; : : : ; Bq�g � TP " (n � 1) paraalg�un �. Por hip�otesis de inducci�on, para todo i 2 f1; : : : ; qg P [ f Bi�gtiene una SLD-refutaci�on. Puesto que para todo i 2 f1; : : : ; qg Bi� es cerrado,estas refutaciones se pueden combinar para obtener una refutaci�on de P [f (B1; : : : ; Bq)�g, de donde P [ f Ag tiene una refutaci�on no restringida. Por�ultimo aplicamos el lema 2.4.1 y obtenemos una refutaci�on de P [ f Ag. 2Teorema. 2.4.6 (Completitud de la SLD-Resoluci�on) Sea P un progra-ma de�nido y G un objetivo de�nido. Supongamos que P [ fGg es insatisfa-cible. Entonces existe una SLD-refutaci�on de P [ fGg.Demostraci�on:Sea G el objetivo de�nido A1; : : : ; An. Puesto que P [ fGg es insatisfacibleMP 2 P [ fGg, de donde tenemos que MP 2 G. Por tanto para alguna susti-tuci�on �, fA1�; : : : ; An�g �MP . Por el teorema 2.4.5 para todo i 2 f1; : : : ; nghay una SLD-refutaci�on para P [ fAi�g. Pero los Ai� son �atomos cerrados,as�� que podemos combinar esas refutaciones para obtener una refutaci�on deP [ f (A1; : : : ; An)�gPor �ultimo, si existe una refutaci�on de P [ fG�g, por el lema 2.4.3 existe unarefutaci�on de P [ fGg. 22.4.7 Lema. Sea P un programa de�nido y A un �atomo. Supongamos que8(A) es consecuencia l�ogica de P . Entonces existe una SLD-refutaci�on deP [ f Ag con la sustituci�on identidad como la respuesta computada.



46 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onDemostraci�on:Sea fx1; : : : ; xng el conjunto de las variables que ocurren en A. Sea fa1; : : : ; angun conjunto de n constantes del lenguaje que no ocurren5 en P ni en A, y sea� la sustituci�on � = fx1=a1; : : : ; xn=angObviamente A� es consecuencia l�ogica de P . Puesto que A� es cerrado, por elteorema 2.4.5 P [f A�g tiene una refutaci�on. Puesto que ai no ocurre en Ani en P , sustituyendo ai por xi, i 2 f1; : : : ; ng, obtendr��amos una refutaci�onde P [ f Ag con la sustituci�on identidad como respuesta computada. 2El siguiente resultado es un inverso parcial del teorema de adecuaci�on. Se debea Clark [11].2.4.8 Teorema. Sea P un programa de�nido y sea G un objetivo de�nido.Para toda respuesta correcta � para P [ fGg existe una respuesta computada� para P [ fGg y una sustituci�on 
 tal que � = �
.Demostraci�on:Sea G el objetivo A1; : : : ; Ak. Puesto que � es correcta 8((A1^ : : :^Ak)�) esconsecuencia l�ogica de P y por el lema 2.4.7 para todo i 2 f1; : : : ; kg existe unarefutaci�on de P [ f Ai�g tal que la respuesta computada es la sustituci�onidentidad. Podemos por tanto combinar esas refutaciones para obtener unarefutaci�on de P [ f G�g tal que la respuesta computada sea la identidad.Sea �1; : : : ; �n la sucesi�on de umg de la refutaci�on de P [ f G�g. Puestoque su composici�on es la sustituci�on identidad tenemos que G��1 : : : �n = G�y por el lema de elevaci�on 2.4.3 existe una refutaci�on de P [ fGg con los umg�01; : : : ; �0n tal que ��1 : : : �n = �01; : : : ; �0n
0para alguna sustituci�on 
0. Sea � la restricci�on de �01 : : : �0n a las variables deG. Entonces � = �
 donde 
 es la restricci�on de 
0 apropiada. 22.5 Reglas de computaci�onExisten muchas formas de seleccionar los �atomos de un objetivo en una resolu-ci�on. Presentamos aqu�� un criterio cl�asico en el que dado un objetivo siempreseleccionamos en �el el mismo �atomo independientemente del punto de la deri-vaci�on en que nos hallemos. Esta de�nici�on de regla de computaci�on, aunquer��gida, nos permite probar que la existencia o no de refutaci�on no depende dela regla elegida.5Si no existen tales constantes se las a~nadimos al lenguaje



2.5. Reglas de computaci�on 472.5.1 De�nici�on. Dado un lenguaje L, una regla de computaci�on es una apli-caci�on entre el conjunto de objetivos de�nidos y el conjunto de �atomos, deforma que la imagen de un objetivo por esa aplicaci�on sea un �atomo de eseobjetivo, llamado el �atomo seleccionado de ese objetivo.R : Objetivos De�nidos ! Atomos( B1; : : : ; Bn) 7! R( B1; : : : ; Bn) = Bi i 2 f1; : : : ; ng2.5.2 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y Runa regla de computaci�on. Una SLD-derivaci�on de P [ fGg v��a R es unaSLD-derivaci�on de P [ fGg en la cual usamos la regla de computaci�on R paraseleccionar �atomosAl de�nir de este modo las reglas de derivaci�on estamos imponiendo una res-tricci�on muy fuerte, ya que si un objetivo aparece en diferentes momentostenemos que seleccionar en �el siempre el mismo �atomo. Dicho de otro modo,existen SLD-derivaciones que no son SLD-derivaciones v��a R para ninguna re-gla de computaci�on R.Hay otros autores que consideran esta restricci�on demasiado fuerte y dan otrasde�niciones m�as 
exibles de lo que puede ser una regla de computaci�on.62.5.3 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y Runa regla de computaci�on. Una SLD-refutaci�on de P [ fGg v��a R es unaSLD-refutaci�on de P [ fGg en la que usamos la regla de computaci�on R paraseleccionar �atomos.2.5.4 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y Runa regla de computaci�on. Una respuesta R- computada de P [ fGg es unarespuesta computada de P [ fGgobtenida a partir de una SLD-refutaci�on v��aR.Nuestra intenci�on es demostrar que si tenemos un programa de�nido P , unobjetivo de�nido G y P [ fGg es insatisfacible entonces podemos encontraruna SLD-refutaci�on de P [fGg independientemente de la regla de computaci�onque usemos, esto es, que si existe una SLD-refutaci�on de P[fGg entonces existeuna SLD-refutaci�on v��a R, para cualquier regla de computaci�on que usemos.Para probarlo necesitamos un lema t�ecnico previo en el que empleamos lasiguiente notaci�on:Si C es una cl�ausula de un programa de�nido, C+ denotar�a la cabeza de lac�ausula y C� denotar�a el cuerpo.76Ver Apt [3].7No damos aqu�� la demostraci�on del lema, que puede encontrarse en [37].



48 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onLema. 2.5.5 (Lema del Cambio) Sea P un programa de�nido y G un ob-jetivo de�nido. Supongamos que P [ fGg tiene una SLD-refutaci�onG0 = G;G1; : : : ; Gq�1; Gq; Gq+1; : : : ; Gn = 2con cl�ausulas de entrada C1; : : : ; Cn y umg �1; : : : ; �n. Supongamos queGq�1 es  A1; : : : ; Ai�1; Ai; : : : ; Aj�1; : : : ; AkGq es  (A1; : : : ; Ai�1; Cq�; : : : ; Aj�1; Aj; Ak)�qGq+1 es  (A1; : : : ; Ai�1; Cq�; : : : ; Aj�1; Cq+1�; : : : ; Ak)�q�q+1Entonces existe una SLD-refutaci�on de P [ fGg en la cual Aj es el �atomo se-leccionado en Gq�1 en lugar de Ai y Ai es el seleccionado en Gq en lugar de Aj.M�as a�un, si � es la respuesta computada para P [ fGg en la refutaci�on daday �0 es la respuesta computada de P [ fGg en la nueva refutaci�on, entoncesG� es una variante de G�0.2.5.6 Ejemplo. Consideremos el siguiente programa P8><>: 1. p(x1; y1; z1) q(x1; y1); r(y1; z1; x1)2. q(x2; a) 3. r(y2; z2; b) Consideremos la siguiente refutaci�on del objetivo  p(x; y; z), donde las cl�au-sulas de entrada son, por este orden, 1, 2 y 3. (Marcamos en negrilla el �atomoseleccionado).

2 r(a; z1;x2)
 q(x1;y1); r(y1; z1; x1)

 p(x;y; z)
23
1

�2 = fx1=x2; y1=ag�3 = fy2=a; z2; z1; x2=bg
�1 = fx=x1; y=y1; z=z1g

???Tenemos que la respuesta computada en esta derivaci�on es� = fx=b; y=a; z=z1g



2.5. Reglas de computaci�on 49y por tanto G� � p(b; a; z1).Veamos ahora una derivaci�on del mismo objetivo donde se han permutado los�atomos seleccionados en G1 y G2, esto es, las cl�ausulas de entrada son, poreste orden, 1, 3 y 2.

2 q(b;y2)
 q(x1; y1); r(y1; z1;x1)

 p(x;y; z)
32
1

�02 = fy1; y2; z1=z2; x1=bg�03 = fx2=b; y2=ag
�01 = fx=x1; y=y1; z=z1g

???La respuesta computada en esta derivaci�on es�0 = fx=b; y=a; z=z2gy por tanto G�0 � p(b; a; z2). Obviamente se tiene que G�0 es una variantede G� como a�rma el lema.Teorema. 2.5.7 (Independencia de la regla de computaci�on)Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido. Supongamos que existeuna SLD-refutaci�on de P [ fGg con � como respuesta computada. Entonces,para cualquier regla de computaci�on R, existe una SLD-refutaci�on de P [ fGgv��a R con una respuesta R-computada �0 tal que G�0 es una variante de G�.Demostraci�on:Sea G = G0; G1; : : : ; Gn = 2 la sucesi�on de objetivos de la SLD-refutaci�on �de P [ fGg que sabemos que existe por hip�otesis y sea � la respuesta compu-tada en esa refutaci�on. Suponemos que para todo i 2 f0; : : : ; n � 1g Gi+1 seobtiene a partir de Gi y la cl�ausula de entrada Ci mediante el umg �i.Sea i el menor ��ndice para el cual la selecci�on de �atomos determinada por Ry la realizada en la SLD- refutaci�on � var��an. Sea Ai el �atomo seleccionadopor R en Gi. Puesto que la SLD-derivaci�on dada � termina en la cl�ausula



50 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onvac��a, ese �atomo (o su variante correspondiente) es seleccionado en un pasoposterior de la refutaci�on. Supongamos que es en el objetivo Gr (r > i) dondeseleccionamos Ai. En virtud del lema del cambio 2.5.5 podemos permutar los�atomos seleccionados de Gr y Gr�1 con lo que obtendr��amos una nueva refu-taci�on en la que seleccionamos Ai en el objetivo Gr�1. Permutando ahora los�atomos seleccionados en Gr�1 y Gr�2, Gr�2 y Gr�3, etc: : : podemos conseguiruna SLD-refutaci�on � 0 en la que seleccionamos Ai en el objetivo Gi. Si �0 esla respuesta computada en esta nueva derivaci�on � 0 es evidente que G�0 esuna variante de G�.En el paso siguiente volvemos a tomar el menor ��ndice j para el cual la se-lecci�on de �atomos realizada en � 0 y la indicada por R di�eren. Obviamentej > i y puesto que la refutaci�on tiene un n�umero �nito de objetivos, el procesotermina. 22.5.8 De�nici�on. Sea P un programa de�nido y R una regla de computaci�on.El conjunto de R-�exito de P es el conjunto de todos los A 2 BP tales queP [ f Ag tiene una SLD-refutaci�on v��a R.2.5.9 Teorema. Sea P un programa de�nido y R una regla de computaci�on.Entonces el R-conjunto de �exito de P es igual a su menor modelo de Herbrand.Demostraci�on:Se tiene directamente a partir de los teoremas 2.4.5 y 2.5.7. 22.5.10 Teorema. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y R unaregla de computaci�on. Supongamos que P [ fGg es insatisfacible. Entoncesexiste un SLD-refutaci�on de P [ fGg v��a R.Demostraci�on:Directamente a partir de 2.4.6 y 2.5.7. 2El teorema de completitud de la SLD-Resoluci�on puede ser generalizado endistintas direcciones. Una de ellas es la siguiente:2.5.11 Teorema. Sea P un programa de�nido , G un objetivo de�nido y R unaregla de computaci�on. Entonces, para toda respuesta correcta � de P [ fGgexiste una respuesta R-computada � para P [ fGg y una sustituci�on 
 tal que� = �
.Demostraci�on:Trivial a partir de 2.4.8 y 2.5.7. 2



2.6. Procedimientos de SLD-Refutaci�on 512.6 Procedimientos de SLD-Refutaci�onEn esta secci�on vamos a formalizar la de�nici�on de SLD-�arbol, que no es m�asque el �arbol formado por todas las posibles derivaciones de un programa y unobjetivo. El problema consiste ahora en estudiar la existencia o no de ramascon �exito dentro de un �arbol. Este estudio es m�as propio de la Teor��a deGrafos que de la Programaci�on L�ogica, por lo que no entramos a estudiarloen profundidad. Nos limitamos a presentar sin demostraci�on8 tres teoremaselementales (2.6.4, 2.6.5, 2.6.6) y un ejemplo cl�asico debido a Apt y van Emdenque pone de mani�esto la importancia de estos procedimientos y estrategias.2.6.1 De�nici�on. Sean P un programa de�nido y G un programa de�nido.Un SLD-�arbol para P [ fGges un �arbol satisfaciendo las siguientes condiciones:1. Cada nodo del �arbol es un objetivo de�nido (puede ser la cl�ausula vac��a).2. El nodo ra��z es G.3. Sea  A1; : : : ; Am; : : : ; Ak (k � 1) un nodo del �arbol y supongamos queAm es el �atomo seleccionado. Entonces, para cada cl�ausula de entradaA  B1; : : : ; Bq tal que Am y A son uni�cables mediante el umg � elnodo tiene un hijo (A1; : : : ; Am�1; B1; : : : ; Bq; Am+1; : : : ; Ak)�4. Los nodos que son cl�ausulas vac��as no tienen hijos.Cada rama del SLD-�arbol es una derivaci�on de P [ fGg. Las ramas corres-pondientes a derivaciones con �exito las llamaremos ramas con �exito, las ramascorrespondientes a derivaciones in�nitas las llamaremos ramas in�nitas y lasramas que corresponden a derivaciones fallidas las llamaremos ramas fallidas.Diremos que un SLD-�arbol tiene �exito si contiene alguna rama con �exito.Podemos enunciar ahora el siguienteTeorema. 2.6.2 (Teorema del �exito) Sea P un programa de�nido y A un�atomo cerrado. Son equivalentes:1. A pertenece al conjunto de �exito de P .2. A 2 TP " !8Las demostraciones pueden encontrarse en Lloyd [37].



52 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�on3. Cada SLD-�arbol de P [ f Ag tiene �exito.4. P j= A.Demostraci�on:Por los teoremas 1.2.23, 1.3.14 y 2.4.5 tenemos las equivalencias (1) ()(2)() (4). Por otra parte, a partir de la de�nici�on de SLD-�arbol, la a�rma-ci�on (3) equivale a a�rmar\Existe una refutaci�on de P [ f Ag"de donde la equivalencia entre (1) y (3) resulta evidente. 22.6.3 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y Runa regla de computaci�on. El SLD-�arbol de P [ fGg v��a R es el SLD-�arbol deP [ fGg en el que se ha usado R como regla de computaci�on.2.6.4 Teorema. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y R unaregla de computaci�on. Supongamos que P [ fGg es insatisfacible. Entonces elSLD-�arbol de P [ fGg v��a R tiene al menos una rama con �exito.2.6.5 Teorema. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y R unaregla de computaci�on. Entonces cada respuesta correcta � de P [ fGg est�apuesta de mani�esto (\displayed") en el SLD-�arbol de P [ fGg v��a R. Donde\puesta de mani�esto" signi�ca que, dado � hay una rama con �exito tal que �es una instancia de la respuesta computada de la refutaci�on correspondiente aesa rama.2.6.6 Teorema. Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido . En-tonces o bien todo SLD-�arbol de P [ fGg tiene in�nitas ramas de �exito, o bientodo SLD-�arbol de P [ fGg tiene el mismo n�umero �nito de ramas de �exito.2.6.7 De�nici�on. Una regla de b�usqueda es una estrategia para encontrar ra-mas con �exito dentro de los SLD- �arboles. Un procedimiento de SLD- refutaci�onviene dado por una regla de computaci�on junto con una regla de b�usqueda.Finalizamos este cap��tulo con un ejemplo cl�asico debido a Apt y van Emden[6] que pone de mani�esto c�omo puede cambiar la forma y el tama~no de unSLD-�arbol al cambiar la regla de computaci�on.



2.6. Procedimientos de SLD-Refutaci�on 532.6.8 Ejemplo. Se P el siguiente programa1. camino(x; z) arco(x; y); camino(y; z)2. camino(x; x) 3. arco(b; c) Una posible interpretaci�on de P es la evidente, esto es, se veri�ca camino(x; y)si existe un camino de x a y y se veri�ca arco(x; y) si existe un arco de x a y.Las dos �guras siguientes muestran SLD-�arboles deP [ f camino(x; c)gEl �atomo seleccionado est�a en negrilla y las cl�ausulas se modi�can seg�un lassustituciones indicadas. Las cl�ausulas de entrada del nivel i se obtienen dela cl�ausula original a~nadiendo el sub��ndice i a las variables que ya han sidoconsideradas en la derivaci�on. De esta forma se garantiza la condici�on de laseparaci�on de variables.
fx=c; x1=cgfz=c; x1=xg

fx2=c; z2=cg fx2=cg
fx=b; y=cg

1 2

1 2
3

 arco(c;y2); camino(y2; c) 2
 camino(c,c)

 arco(x,y),camino(y,c) 2
 camino(x,c)

?
YYYYYYYYYYs����������

YYYYYYYYYYs����������



54 Cap��tulo 2. SLD-resoluci�onN�otese que este primer SLD-�arbol es �nito, en cambio el que ofrecemos acontinuaci�on es in�nito.
fx=c; x1=cgfz=c; x1=xg

fy=c; x2=cgfx2=y; z2=cg
fx3=c; y2=cg fx=bg

fy=bg

1 2
1 2

1 2 3
3 arco(x,b)

 camino(x,c)

2 arco(x; y); arco(y; c)
 arco(x,c)

 arco(x; y); camino(y; c) 2
 arco(x; y); arco(y; y2); camino(y2; c)

?
?

�������� YYYYYYYYs�������� YYYYYYYYs�������� YYYYYYYYs���� AAAASub�arbolin�nito
2.6.9 Nota. Existen numerosos estudios sobre estrategias y procedimientosde refutaci�on. Podemos encontrar una exposici�on clara en [22].



Cap��tulo 3Funciones recursivasEn este cap��tulo estudiamos la relaci�on que hay entre la Programaci�on L�ogicay la Teor��a de la Recursi�on, demostrando que toda funci�on recursiva puede sercomputada por un programa de�nido.3.1 Interpretaciones declarativa y proceduralEl estudio de la Programaci�on L�ogica admite dos interpretaciones contrapues-tas y a la vez complementarias a las que ya hemos hecho referencia: Unainterpretaci�on declarativa y otra procedural.La interpretaci�on declarativa hace referencia a qu�e debe ser computadopor el programa, nos da el objetivo, a d�onde queremos llegar, indepen-dientemente de que exista un algoritmo o no que nos conduzca a eseobjetivo. Entre los conceptos que hemos de�nido, tienen un clara in-terpretaci�on declarativa: El menor modelo de Herbrand, el conjunto defallo �nito, etc...La interpretaci�on procedural hace referencia a c�omo computa el programa,a cu�ales son los pasos que sigue para conseguir su objetivo. Tienen unafuerte interpretaci�on procedural conceptos como: El conjunto de �exitode un programa, el SLD- conjunto de fallo �nito, etc...Resumiendo, podemos decir que la interpretaci�on declarativa hace referenciaal signi�cado, al sentido de lo que hacemos y la interpretaci�on procedural alm�etodo, al procedimiento.Bajo esta perspectiva general, los teoremas de adecuaci�on demuestran que losconceptos de�nidos de forma procedural realmente son los mismos que aquellos55



56 Cap��tulo 3. Funciones recursivasque se han de�nido de forma declarativa y por otra parte los teoremas decompletitud no hacen m�as que probar que los conceptos de�nidos de formadeclarativa son los mismos que los de�nidos de forma procedural.3.2 Funciones recursivas3.2.1 De�nici�on. Se de�nen las funciones b�asicas como las siguientes funcio-nes1. O : ! ! ! O(x) = 0 Funci�on cero2. S : ! ! ! S(x) = x + 1 Funci�on sucesor3. �ni : !n ! ! �ni (x1; : : : ; xn) = xi 8n � 1 8i 2 f1; : : : ; ngFunci�on proyecci�on3.2.2 De�nici�on.1. Si f : !n ! ! y g1; : : : ; gn : !m ! ! son funciones parciales, la aplicaci�onparcial h : !m ! ! de�nida porh(a1; : : : ; am) = f(g1(a1; : : : ; am); : : : ; gn(a1; : : : ; am))diremos que se obtiene de f; g1; g2; : : : ; gn por composici�on.2. Si f : !n ! ! y g : !n+2 ! ! son funciones parciales, la aplicaci�onparcial h : !n+1 ! ! de�nida porh(a1; : : : ; an; 0) = f(a1; : : : ; an)h(a1; : : : ; an; x+ 1) = g(a1; : : : ; an; x; h(a1; : : : ; an; x))diremos que se obtiene de f y g por recursi�on (o recursi�on primitiva).3. Sean f : !n+1 ! ! y (a1; : : : ; an) = ~a, la aplicaci�on�x(f(~a; x) = 0) = ( y; si f(~a; y) = 0 y 8z < y(f(~a; z) #6= 0)"; en otro casodiremos que se obtiene de f por �� recursi�on1De�nici�on. 3.2.3 (Dedekind, Skolem, G�odel) La clase de las funcionesprimitivas recursivas es la menor clase de funciones que1" signi�ca que la funci�on no est�a de�nida y # que s�� est�a de�nida.



3.3. Teorema de Andreka y Nemeti 571. Contiene las funciones b�asicas.2. Es cerrada bajo composici�on.3. Es cerrada bajo recursi�on primitiva.3.2.4 De�nici�on. La clase de las funciones recursivas es la menor clase defunciones que1. Contiene las funciones b�asicas2. Es cerrada bajo composici�on, recursi�on primitiva y �-recursi�on.Nuestro objetivo es establecer un resultado esencial dentro de la fundamen-taci�on te�orica de la Programaci�on L�ogica, y es el hecho de que toda funci�oncomputable puede ser computada por un programa de�nido. Podemos encon-trar distintos art��culos tratando este tema, cada uno de los cuales asume unade�nici�on diferente de \funci�on computable". As�� podemos encontrar demos-traciones de que toda funci�on Turing computable puede ser computada por unprograma de�nido (Tarnlund, [48]), o bien usando m�aquinas de registro ilimi-tadas para de�nir funciones computables (Shepherdson, [46]). Kowalski [31]estableci�o el resultado mostrando c�omo transformar un conjunto de ecuacionesrecursivas en un programa de�nido. Andreka y Nemeti [2] y Sonenberg y Topor[47] demostraron la adecuaci�on de los programas de�nidos para la computaci�onsobre un universo de Herbrand. Sebelik y Stepanek [45] demostraron que todafunci�on recursiva parcial puede ser computada por un programa de�nido.Presentamos aqu�� los teoremas de Andreka y Nemeti y Sebelik y Stepanek.3.3 Teorema de Andreka y Nemeti3.3.1 Nota. Asumiremos que L es un lenguaje con al menos un s��mbolo deconstante. As��mismo supondremos que para cada n 2 ! el lenguaje tiene unacantidad in�nita numerable de s��mbolos de predicado de aridad n.3.3.2 De�nici�on. Diremos que un programa de�nido P computa un subcon-junto R de UnL, mediante el s��mbolo de predicado r de aridad n si para todan-upla (t1; : : : ; tn) 2 UnL se tiene(t1; : : : ; tn) 2 R () Existe una SLD-refutaci�on de P [ f r(t1; : : : ; tn)gEsta de�nici�on, de clara intenci�on procedural, tiene su contrapartida declara-tiva:



58 Cap��tulo 3. Funciones recursivas3.3.3 De�nici�on. Diremos que un programa de�nido P de�ne un subcon-junto R de UnL, mediante el s��mbolo de predicado r de aridad n si para todan-upla (t1; : : : ; tn) 2 UnL se tiene(t1; : : : ; tn) 2 R () P j= r(t1; : : : ; tn)g3.3.4 Teorema. Sea P un programa de�nido, R � UnL y r un s��mbolo depredicado n-ario de L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:1. P computa R usando r.2. P de�ne R usando r.3. Para todo (t1; : : : ; tn) 2 UnLse tiene(t1; : : : ; tn) 2 R () r(t1; : : : ; tn) 2MPDemostraci�on:Se tiene por aplicaci�on directa de los teoremas 1.3.14 y 2.6.2. 2As��, el problema de cu�ales son los subconjuntos computables por programasde�nidos se reduce a estudiar qu�e subconjuntos del �ultimo modelo de Herbrandpuede ser de�nido mediante �atomos. Nosotros vamos a estudiar el caso en queel lenguaje L tenga al menos un s��mbolo de constante y al menos un s��mbolode funci�on, con lo que garantizaremos que UL es in�nito.La asunci�on de que L contiene in�nitos s��mbolos de predicado para cada aridadn, con n 2 ! nos permite construir nuevas cl�ausulas sin problemas sint�acticos.Tambi�en exigiremos que tanto el conjunto de las constantes del lenguaje comoel conjunto de los s��mbolos de funci�on sean �nitos3.3.5 De�nici�on. Diremos que una relaci�on binaria R en UL es una enu-meraci�on de UL si R de�ne una funci�on sucesor en UL ; esto es, existe unaaplicaci�on biyectiva � : ! ! UL tal que para todo par (x; y) 2 R, existe n 2 !tal que x = �(n) e y = �(n+ 1)Como primer paso hacia la caracterizaci�on de los predicados computables porprogramas l�ogicos probamos el siguiente resultado debido a Andreka y Nemeti[2]. La presentaci�on que hacemos se debe a Blair [9].Teorema. 3.3.6 (Teorema de enumeraci�on) Existe un programa sucesortal que computa una enumeraci�on de UL usando la relaci�on binaria suc.



3.3. Teorema de Andreka y Nemeti 59Demostraci�on:La construcci�on del programa sucesor es bastante tediosa. La idea que Blairutiliza es de�nir una funci�on peso de un t�ermino cerrado 2peso(x) = 0 si x es una constantepeso(f(t1; : : : ; tn)) = 1 +maxfpeso(ti) : i 2 f1; : : : ; nggy un buen orden en el conjunto de s��mbolos de funci�on y constantes medianteuna biyecci�on con !. M�as tarde con ayuda de la funci�on peso establece un buenorden en el conjunto de los t�erminos cerrados. La construcci�on del programasucesor se lleva a cabo trasladando minuciosamente la de�nici�on de ese buenorden al lenguaje de las cl�ausulas. Los detalles pueden encontrarse en [3]. 23.3.7 Proposici�on. Para todo programa P , MP es recursivamente enumera-ble.Demostraci�on:Por el teorema 1.3.14 tenemos que A 2 MP si y solo si existe k 2 ! tal queA 2 TP " k, por tanto el resultado es inmediato, puesto que, mediante unacodi�caci�on apropiada es f�acil ver que el predicado pertenecer a TP " k esrecursivo. 2El teorema de enumeraci�on nos permite identi�car cualquier universo de Her-brand, con las retricciones antes expuestas, con el conjunto de los n�umerosnaturales, por lo que podemos aplicar ahora sobre este conjunto la teor��a dela recursi�on.Teorema. 3.3.8 (Andreka y Nemeti, 1978) Para toda funci�on recursivaf existe un programa P que computa el grafo de f usando una relaci�on pf .3.3.9 Nota. No damos aqu�� la demostraci�on del teorema de Andreka y Nemetipuesto que es an�aloga a la que presentamos del teorema de Sebelik y Stepanek.Una presentaci�on amena de esta demostraci�on puede encontrarse en [3].3.3.10 Corolario. Un predicado R de�nido sobre UL es recursivamente enu-merable si y s�olo si existe un programa P que lo computa usando una relaci�onr. 2N�otese la semejanza entre el concepto que Blair de�ne como peso (height) y el queLassez, Maher y Marriot de�nen como profundidad (depth), [34].



60 Cap��tulo 3. Funciones recursivasDemostraci�on:()) Supongamos que para alg�un predicado recursivo S se tiene que~a 2 R() 9b(~a; b) 2 SSea PS es programa que computa la funci�on caracter��stica de S, CS, usandola relaci�on pS. Entonces el programa PS aumentado con la cl�ausulapR(x1; : : : ; xk) pS(x1; : : : ; xk; y; 0)computa el predicado R usando es s��mbolo de predicdo pR.(() Se tiene directamente a partir de los teoremas 3.3.4 y 3.3.7. 23.3.11 Corolario. Si un programa P computa el grafo de una funci�on totalusando alguna relaci�on, entonces la funci�on es recursiva.Demostraci�on:Una funci�on total es recursiva si y s�olo si su grafo es recursivamente enumera-ble. 23.3.12 Corolario. Existe un progrma P tal que MP es r.e.-completo.Demostraci�on:Sea R una relaci�on r.e.-completa de�nida sobre UL . Por el corolario 3.3.10 yel teorema 3.3.4 tenemos que para todo ~a,~a 2 R () r(~a) 2MPdonde P es un programa que computa R usando una relaci�on r. Esto pruebaque MP es r.e.-completo. 23.3.13 Nota. En [3] podemos encontrar diversos resultados relacionados coneste teorema.3.4 Teorema de Sebelik y StepanekTeorema. 3.4.1 (Sebelik y Stepanek, 1982) Sea f una funci�on recursivaparcial n-aria. Entonces existe un programa de�nido Pf y un s��mbolo de pre-dicado (n + 1)-ario pf tal que todas las respuestas computadas de Pf [ f pf(sk1(0); : : : ; skn(0); x)g son de la forma fx=sk(0)g y para toda n-upla deenteros no negativos (k1; : : : ; kn) y para todo entero no negativo k tenemosque f(k1; : : : ; kn) = k si y s�olo si fx=sk(0)g es una respuesta computada dePf [ f pf(sk1(0); : : : ; skn(0); x)g.



3.4. Teorema de Sebelik y Stepanek 61Demostraci�on:En el programa Pf representamos el entero no negativo k como sk(0), donde srepresenta la funci�on sucesor. Por el teorema 2.5.7 podemos suponer que todarespuesta computada es R- computada, donde R es la regla de selecci�on en laque siempre seleccionamos el �atomo m�as a la izquierda. Hacemos la demos-traci�on por inducci�on sobre q, el n�umero de veces que aplicamos composici�on,recursi�on primitiva y ��recursi�on para de�nir f .(q = 0) En este caso f es una funci�on b�asica.1. Si f es la funci�on cero, entonces Pf es el programapf(x; 0) 2. Si f es la funci�on sucesor, entonces Pf es el programapf(x; s(x)) 3. Si f es la funci�on proyecci�on, �ni (x1; : : : ; xn) = xi entonces Pf es elprograma pf (x1; : : : ; xn; xi) Obviamente, para cada una de estas funciones, los programas dados cumplenlas condiciones requeridas.(q� 1) q) Supongamos ahora que la funci�on recursiva parcial f est�a de�nidapara q (q > 0) aplicaciones de composici�on, recursi�on primitiva y ��recursi�on.Composici�onSupongamos que la de�nici�on de f esf(x1; : : : ; xn) = h(g1(x1; : : : ; xn); : : : ; gm(x1; : : : ; xn))con h; g1; : : : ; gm funciones recursivas parciales. Por hip�otesis de inducci�on,para cada i 2 fi; : : : ; mg existe un programa de�nido Pgi y un s��mbolo de pre-dicado pgi que satisfacen las condiciones del teorema. An�alogamente existe unprograma de�nido Ph y un s��mbolo de predicado ph que satisface las condicio-nes del teorema. Podemos suponer que los s��mbolos de predicado que ocurrenen los programas Pg1; : : : :Pgm y Ph son distintos. De�nimos Pf como la uni�onde esos s��mbolos de predicado junto con la cl�ausulapf(x1; : : : ; xn; z) pg1(x1; : : : ; xn; y1); : : : pgm(x1; : : : ; xn; ym); ph(y1; : : : ; ym; z)Claramente podemos ver, por inducci�on, que toda respuesta computada dePf [ f pf(sk1(0); : : : ; skn(0); zg es de la forma fz=sk(0)g. Supongamos que



62 Cap��tulo 3. Funciones recursivasf(k1; : : : ; kn) = k y para cada i 2 fi; : : : ; mg sea gi(k1; : : : ; kn) = ni. Porhip�otesis de inducci�on tenemos que fyi=sni(0)g es una respuesta computada dePgi[f pgi(sk1(0); : : : ; skn(0); yig y que fz=sk(0)g es una respuesta computadade Ph [ f ph(sn1(0); : : : ; snm(0); zg, por tanto fz=sk(0)g es una respuestacomputada para Pf [ f pf(sk1(0); : : : ; skn(0); zg.Por otra parte, supongamos que fz=sk(0)g es una respuesta computada dePf [ f pf (sk1(0); : : : ; skn(0); zg. De la refutaci�on en la que obtenemos estarespuesta podemos extraer, para cada i 2 fi; : : : ; mg, una respuesta computadafyi=sni(0)g para Pgi[f pgi(sk1(0); : : : ; skn(0); yig y una respuesta computadafz=sk(0)g para Ph [ f ph(sn1(0); : : : ; snm(0); zg. Entonces, por hip�otesis deinducci�on tenemos que, para cada i 2 fi; : : : ; mg, gi(k1; : : : ; kn) = ni y queh(n1; : : : ; nm) = k. De ah�� que f(k1; : : : ; kn) = k.Recursi�on primitivaSupongamos que f tiene a siguiente de�nici�on:f(x1; : : : ; xn; 0) = h(x1; : : : ; xn)f(x1; : : : ; xn; y + 1) = g(x1; : : : ; xn; y; f(x1; : : : ; xn; y))donde h y g son funciones recursivas parciales. Por hip�otesis de inducci�on, paralas funciones h y g existen dos programas de�nidos Ph y Pg y dos s��mbolos depredicado ph y pg que satisfacen las propiedades del teorema. Podemos tambi�ensuponer que Ph y Pg no tienen s��mbolos de predicado en com�un. De�nimos Pfcomo la uni�on de Ph y Pg junto con las cl�ausulaspf(x1; : : : ; xn; 0; z) ph(x1; : : : ; xn; z)pf(x1; : : : ; xn; s(y); z) pf(x1; : : : ; xn; y; u); pg(x1; : : : ; xn; y; u; z)Un razonamiento similar al que hemos hecho con la composici�on nos demuestraque este programa tiene las propiedades deseadas.��recursi�onSupongamos que f est�a de�nida de la siguiente maneraf(x1; : : : ; xn) = �y(g(x1; : : : ; xn; y) = 0)con g una funci�on recursiva parcial. Por hip�otesis de inducci�on tenemos quepara la funci�on g existe un programa de�nido Pg y un s��mbolo de predicado pgque satisfacen las condiciones del teorema. De�nimos Pf como Pg junto con



3.4. Teorema de Sebelik y Stepanek 63las cl�ausulas siguientes3pf (~x; y)  pg(~x; y; 0); % g(~x; y) = 0r(~x; y) % 8z(z < y ! g(~x; z) > 0)r(~x; 0)  r(~x; y)  suc(y0; y); % y = y0 + 1r(~x; y0); % 8z(z < y0 ! g(~x; z) > 0)pg(~x; y0; z); % g(~x; y0) = zp<(0; z) % 0 < zDonde tras el s��mbolo % indicamos las interpretaciones intencionadas de lasdistintas cl�ausulas.Un argumento similar a los usados anteriormente, puesto que los predicadosutilizados son recursivos, demuestra que el programa de�nido Pf cumple latesis del teorema. 2

3Para simpli�car la notaci�on escribimos ~x en lugar de la n-upla x1; : : : ; xn.



Cap��tulo 4Informaci�on Negativa
4.1 Introducci�onHasta el momento, con nuestro estudio sobre Programaci�on L�ogica s�olo pode-mos demostrar teoremas que nos dan informaci�on positiva; es decir, s�olo losliterales positivos pueden ser ser consecuencia l�ogica de un programa. As��, sitenemos un programa de�nido P y un �atomo A 2 BP no podemos probar que:A sea consecuencia l�ogica de P . La raz�on est�a en que P [fAg es satisfacibleteniendo a BP como modelo.4.1.1 Ejemplo. Sea L el lenguaje de primer orden sin s��mbolos de funci�onn- arios (n > 0), con un �unico s��mbolo de predicado 1-ario: \alumno" y elsiguiente conjunto de constantes SC=fEsther, Juan, Rosa, Miguel, Pepeg.Consideremos el siguiente programa P sobre L:alumno(Esther) alumno(Juan) alumno(Rosa) Supongamos que nuestro objetivo es probar que :alumno(Miguel) es con-secuencia l�ogica de P . Con las herramientas que tenemos hasta ahora nopodemos, ya que BP es modelo de P [f :alumno(Miguel)g, pero tampocopodr��amos probar alumno(Pepe) ya que I=falumno(Esther), alumno(Juan),alumno(Rosa)g es modelo de P [ f alumno(Pepe)g.Para intentar solucionar nuestro problema vamos a ampliar el conjunto denuestras reglas de inferencia para poder deducir informaci�on negativa. Laprimera regla de inferencia que presentamos para deducir informaci�on negativa,fue presentada por Reiter [43]. 64



4.2. Fallo �nito 654.1.2 De�nici�on. [Regla de Inferencia HMC]1 Si un �atomo cerrado A no esconsecuencia l�ogica de un programa, entonces inferimos :A.4.1.3 Nota. El acr�onimo HMC es la abreviatura de hip�otesis del mundo ce-rrado, traducci�on del acr�onimo ingl�es CWA, closed world assumption.4.1.4 Ejemplo. As��, en el ejemplo anterior el �atomo cerrado alumno(Pepe)no es consecuencia l�ogica del programa P y por tanto, usando la regla HMCpodemos inferir :alumno(Pepe).La HMC es la forma usual de razonamiento cuando se trabaja con bases dedatos: La informaci�on que no est�a presente de forma expl��cita en la base dedatos se toma como falsa. La HMC es un ejemplo de regla de inferencia nomon�otona.4.1.5 De�nici�on. Una regla de inferencia ` se dice mon�otona si dados dosprogramas P y P 0, para toda f�ormula � se tieneP ` � =) P [ P 0 ` �esto es, la regla de inferencia es no mon�otona si a~nadiendo nuevos axiomaspuede reducirse el n�umero de teoremas.En consecuencia, dado un programa P al que podamos aplicar la HMC ydado un �atomo A 2 BP , si queremos probar :A lo �unico que tenemos que veres que A no es consecuencia l�ogica de P . Pero desgraciadamente el problemade la validez en l�ogica de primer orden es indecidible, por tanto no hay ning�unalgoritmo que tomando como datos de entrada un programa de�nido P y un�atomo A 2 BP nos devuelva en un tiempo �nito si A es o no consecuencia l�ogicade P , ya que si el �atomo cerrado A no es consecuencia l�ogica de P podemosentrar en un proceso in�nito. En la pr�actica restringimos la aplicaci�on de laHMC �unicamente a aquellos �atomos cerrados tales que al intentar hacer unarefutaci�on fallamos de forma �nita.4.2 Fallo �nito4.2.1 Nota. El planteamiento que hacemos aqu�� fue presentado por Lloyd en1987 (ver [37]) y es generalmente aceptado. No obstante otros autores hanpublicado trabajos que di�eren de esta presentaci�on.21Apt nace una presentaci�on detallada de esta regla de inferencia en [3].2Ver la secci�on \Resultados recientes" en este mismo cap��tulo.



66 Cap��tulo 4. Informaci�on NegativaLa regla de inferencia denominada regla de fallo �nito es menos potente quela HMC y nos permite inferir menos informaci�on, no obstante tiene la ventajade ser f�acilmente automatizable. Es la siguiente:Dado un programa de�nido P y un objetivo de�nido  A, si existe unSLD-�arbol �nito sin ramas con �exito de P [ f Ag deducimos :AVeamos algunos resultados relacionados con esta regla:4.2.2 De�nici�on. Sea P un programa de�nido. Se de�ne el conjunto de �ato-mos de BP con fallo �nito de profundidad d, F dP , de la siguiente manera:1. A 2 F 1P si A =2 TP # 1.2. A 2 F dP para d > 1 si para toda cl�ausula B  B1; : : : ; Bn de P y todasustituci�on � tal que A = B� y B1�; : : : ; Bn� sean �atomos cerrados ,existe un k 2 f1; : : : ; ng y Bk� 2 F d�1P .4.2.3 De�nici�on. Sea P un programa de�nido. Se de�ne el conjunto de fallo�nito, FP de P como el conjuntoFP = [d�1F dP4.2.4 Proposici�on. Sea P un programa de�nido, entoncesFP = BPnTP # !Demostraci�on:En la demostraci�on de esta proposici�on necesitamos el siguiente Aserto.BPnF dP = TP # d 8d � 1Suponiendo cierto el aserto se tiene queBPnFP = BPn [d�1 F dP = \d�1(BPnF dP ) = \d�1TP # d = TP # !Demostraci�on del aserto(�) Lo vemos por inducci�on.(d = 1) Sea A 2 BP . Por de�nici�on, si A =2 F 1P entonces A 2 TP # 1.(d ) d + 1) Sea A 2 BP . Si A =2 F d+1P entonces existe una cl�ausula B  B1; : : : ; Bn y una sustituci�on � con A = B� y fB1; : : : ; Bng � BP tal quepara todo k 2 f1; : : : ; ng Bk� 2 BPnF dP . Pero por hip�otesis de inducci�onBPnF dP � TP # d con lo que tenemos que existe una cl�ausula B  B1; : : : ; Bny una sustituci�on � con A = B� y fB1; : : : ; Bng � BP tal que para todok 2 f1; : : : ; ng Bk� 2 TP # d, por tanto A 2 TP # d + 1, como quer��amos



4.2. Fallo �nito 67probar.(�) Tambi�en lo vemos por inducci�on(d = 1) Sea A 2 BP . Por de�nici�on, si A 2 TP # 1 entonces A =2 F 1P .(d ) d + 1) Sea A 2 BP . Si A 2 TP # d + 1 entonces existe una cl�ausulaB  B1; : : : ; Bn y una sustituci�on � con A = B� y fB1�; : : : ; Bn�g � TP #d. Pero por hip�otesis de inducci�on TP # d � BPnF dP , con lo que tenemosque existe una cl�ausula B  B1; : : : ; Bn y una sustituci�on � con A = B� yfB1; : : : ; Bng � BP tal que para todo k 2 f1; : : : ; ng Bk� 2 TP # d, por tantoA =2 F dP . 24.2.5 De�nici�on. Sea P un objetivo de�nido y G un objetivo de�nido. UnSLD-�arbol �nitamente fallido de P [ fGg es un SLD-�arbol �nito que no con-tiene ramas con �exito.4.2.6 De�nici�on. Sea P un programa de�nido, se de�ne el SLD-conjunto defallo �nito de P como el conjunto de todos los �atomos A 2 BP para los cualesexiste un SLD-�arbol �nitamente fallido de P [ f Ag, esto es un �arbol �nitosin ramas con �exito.N�otese que s�olo se exige la existencia de un SLD-�arbol �nitamente fallido deP [ f Ag para que A 2 BP pertenezca al SLD-conjunto de fallo �nito de P .La siguiente proposici�on y los dos lemas previos se deben a Apt y van Emden.No presentamos la demostraci�on de los lemas, pero pueden encontrarse en [6].4.2.7 Lema. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y � una sus-tituci�on. Supongamos que P [ fGgtiene un SLD-�arbol �nitamente fallido deprofundidad � k. Entonces P [ fG�g tiene tambi�en un SLD-�arbol �nitamentefallido de profundidad � k.4.2.8 Lema. Sea P un programa de�nido y fA1; : : : ; Amg � BP . Supongamosque P [f A1; : : : ; Amg tiene un SLD-�arbol �nitamente fallido de profundidad� k entonces existe i 2 f1; : : : ; mg tal que P [ f Aig tiene un SLD-�arbol�nitamente fallido de profundidad � k.4.2.9 Proposici�on. Sea P un programa de�nido y A 2 BP . Si P [ f Agtiene un SLD-�arbol �nitamente fallido de profundidad � k entonces se tieneque A =2 TP # k.Demostraci�on:Lo probamos por inducci�on sobre k.(k = 1) Supongamos que P [ f Ag tiene un �arbol �nitamente fallido de



68 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativaprofundidad uno, esto es, A no uni�ca con la cabeza de ninguna cl�ausula deP . Obviamente A =2 TP # 1.(k � 1 ) k) Lo vemos por reducci�on al absurdo. Supongamos que para todoA0 2 BP tal que P [ f A0g tiene un SLD-�arbol �nitamente fallido de pro-fundidad menor o igual que k se veri�ca que A0 =2 TP # k, esto es, se veri�cala tesis de la proposici�on para k � 1, y que existe A 2 BP con un �arbol �nita-mente fallido de P [ f Ag de profundidad menor o igual que k y a su vezA 2 TP # k.Si A 2 TP # k, existe una cl�ausula B  B1; : : : ; Bn y una sustituci�on �tal que A = B� y fB1�; : : : ; Bn�g � TP # (k � 1). Por tanto podemosencontrar un umg 
 de A y B, A = B
 tal que � = 
� para alg�un �.Pero entonces  (B1; : : : ; Bn)
 es ra��z de un SLD-�arbol �nitamente fallidode profundidad menor o igual que k � 1. Por el lema 4.2.7 tambi�en existe unSLD-�arbol �nitamente fallido de profundidad menor o igual que k � 1 paraP [ f (B1; : : : ; Bn)�g. Aplicando ahora el lema 4.2.8 existe i 2 f1; : : : ; ngtal que existe un �arbol �nitamente fallido para P [ f Bi�g de profundi-dad menor o igual que k � 1. Pero por hip�otesis de inducci�on, si esto ocurreBi� =2 TP # k � 1, con lo que llegamos a contradicci�on. 2La de�nici�on 4.2.6 s�olo exige la existencia de un �arbol �nitamente fallido.Ser��a muy �util que tuvi�eramos alguna forma de encontrar ese �arbol �nitamentefallido, caso de que exista. La siguiente de�nici�on, presentada por Lassez yMaher en [33] va en esa direcci�on.4.2.10 De�nici�on. Una SLD-derivaci�on es favorable3 si� O bien es fallida� O bien cada �atomo B de la derivaci�on4, B es seleccionado en un n�umero�nito de pasos.4.2.11 De�nici�on. Diremos que un SLD-�arbol es favorable si cada rama del�arbol es una SLD-derivaci�on favorable.4.2.12 Proposici�on. Sea P un programa de�nido y  A1; : : : Am un obje-tivo de�nido. Supongamos que existe una SLD-derivaci�on favorable no fallida A1; : : : Am = G0; G1; : : : con los umg �1; �2; : : :. Entonces, dado k 2 ! existen 2 ! tal que [Ai�1; : : : �n]� TP # k, para i 2 f1; : : : ; mg.Demostraci�on:Por el teorema 2.3.5 podemos asumir que la derivaci�on es in�nita. Claramente3Traducci�on libre del t�ermino ingl�es \fair".4o alguna instancia suya



4.2. Fallo �nito 69es su�ciente probar que dado i 2 f1; : : : ; mg y k 2 ! existe n 2 ! tal que[Ai�1; : : : �n]� TP # k.Fijemos i 2 f1; : : : ; mg y veamos que el resultado es cierto por innducci�onsobre k.(k = 0) Trivial.(k � 1 ! k) Asumamos que el resultado es cierto para k � 1 y suponga-mos que Ai�1 : : : �p�1 es seleccionado en el objetivo Gp�1. (Por ser la deri-vaci�on favorable, Ai es seleccionado en alg�un momento). Sea Gp el objetivo B1; : : : ; Bq con q � 1. Por hip�otesis de inducci�on existe s 2 ! tal que[qj=1[Bj�p+1; : : : �p+s]� TP # (k � 1). De ah�� que[Ai�1; : : : �p+s] � TP ([qj=1[Bj�p+1; : : : �p+s] � TP (TP # (k � 1)) = TP # kY esto concluye la demostraci�on. 2Combinando ahora los resultados de Apt y van Emden [6] y Lassez y Maher[33] obtenemos la siguiente caracterizaci�on del conjunto de fallo �nito de unprograma.4.2.13 Teorema. Sea P un programa de�nido y A 2 BP . Las siguientescondiciones son equivalentes:1. A 2 FP2. A =2 TP # !3. A est�a en el SLD-conjunto de fallo �nito.4. Cada SLD-�arbol favorable de P [ f Ag es �nitamente fallido.Demostraci�on:El esquema de la demostraci�on es el siguiente:( 1() 24) 3) 2) 4Con lo que tendremos probada la equivalencia entre las cuatro a�rmaciones.(1), (2) Se tiene por la proposici�on 4.2.4.(4)) (3) Obvio.(3)) (2) Por la proposici�on 4.2.9.(2) ) (4) Lo vemos por reducci�on al absurdo. Supongamos que es falsa laa�rmaci�on (4), esto es, existe una SLD-derivaci�on favorable de  A que nofalla en un n�umero �nito de pasos. Entonces, por la proposici�on 4.2.12 paratodo k 2 ! A 2 TP # k, esto es A 2 TP # !. Contradicci�on con (2). 2Este teorema muestra que la SLD-derivaci�on favorable es una implantaci�onadecuada y completa de la regla de fallo �nito.



70 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa4.3 Programas normalesEn esta secci�on seguimos nuestro estudio sobre la informaci�on negativa am-pliando el concepto de programa de�nido a programa normal.4.3.1 De�nici�on. Una cl�ausula de programa es una cl�ausula de la formaA L1; : : : ; Lndonde A es un �atomo y L1; : : : Ln son literales.N�otese que las cl�ausulas de programa de�nido son un caso particular de lascl�ausulas de programa.4.3.2 De�nici�on. Un programa normal 5 es un conjunto �nito de cl�ausulasde programa.4.3.3 De�nici�on. Un objetivo normal es una cl�ausula de la forma L1; : : : ; Lndonde L1; : : : ; Ln son literales.4.3.4 De�nici�on. La de�nici�on de un s��mbolo de predicado p en un programanormal P es el conjunto de todas las cl�ausulas de programa de P que tienenel s��mbolo p en su cabeza.4.3.5 De�nici�on. Adoptaremos la siguiente de�nici�on de completaci�on de unprograma:Sea p(t1; : : : ; tn)  L1; : : : ; Lm una cl�ausula de un programa normal P .Consideraremos un nuevo s��mbolo de predicado =, que no aparezca en LP , conla interpretaci�on \intencionada" de la relaci�on identidad. Vamos a transformarla cl�ausula dada siguiendo los siguientes pasos:1. Transformamos la cl�ausula dada enp(x1; : : : ; xn) (x1 = t1) ^ : : : ^ (xn = tn) ^ L1 ^ : : : ^ Lmdonde x1; : : : ; xn son n variables que no aparecen en la cl�ausula dada.5A�un podemos generalizar m�as el concepto con los programas generales cuyas cl�ausulasson del tipo A1; : : : An  L1; : : : ; Lkdonde los Ai son �atomos y los Lj literales cualesquiera.



4.4. La teor��a de igualdad 712. Si y1; : : : ; yd son las variables que existen en la cl�ausula original hacemosp(x1; : : : ; xn) 9y1 : : :9yd((x1 = t1) ^ : : : ^ (xn = tn) ^ L1 ^ : : : ^ Lm)3. Supongamos que ya hemos hecho esta transformaci�on para toda cl�ausulaque pertenezca a la de�nici�on de p. Obtenemos por tanto k � 1 f�ormulasdel tipo p(x1; : : : ; xn) E1...p(x1; : : : ; xn) Ekdonde cada Ei tiene la forma gen�erica9y1 : : :9yd((x1 = t1) ^ : : : ^ (xn = tn) ^ L1 ^ : : : ^ Lm)Por �ultimo se de�ne la de�nici�on completada de p como la f�ormula8x1 : : :8xn(p(x1; : : : xn)$ E1 _ : : : _ Ek)4.3.6 Nota. Puede ocurrir que alguno de los s��mbolos de predicado que ocu-rran en el programa nunca aparezcan en la cabeza de una cl�ausula. Para cadauno de esos s��mbolos de predicado q a~nadimos expl��citamente la cl�ausula8x1 : : :8xn:q(x1; : : : ; xn)que es la de�nici�on de q dada de forma impl��cita en el programa . Tambi�enllamaremos a esta f�ormula la de�nici�on completada de q.4.3.7 Ejemplo. La de�nici�on completada del predicado alumno del ejemploque vimos al principio del cap��tulo es8x(alumno(x)$ (x = Esther) _ (x = Juan) _ (x = Rosa))4.4 La teor��a de igualdadEn la de�nici�on de completaci�on de un programa normal hemos introducido unnuevo s��mbolo de predicado = que no aparec��a en el programa. Evidentementequeremos que la interpretaci�on del s��mbolo sea la relaci�on identidad, pero tene-mos que dar unas reglas para su uso desde un punto de vista sint�actico. Llama-remos a los siguientes axiomas axiomas de la teor��a de la igualdad.(Usaremosla notaci�on6= en lugar de : =):



72 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa1. 8(f(x1; : : : ; xn) 6= g(y1; : : : ; ym)) para todo par de s��mbolos de funci�ondistintos f y g.2. 8(f(x1; : : : ; xn) 6= c para todo s��mbolo de funci�on f y toda constante c.3. 8(t(x) 6= x) para todo t�ermino t(x) es que ocurra x y sea distinto de x.4. 8((x1 6= y1)_ : : :_ (xn 6= yn)! f(x1; : : : ; xn) 6= f(y1; : : : ; yn)) para todos��mbolo de funci�on f .5. 8(x = x).6. 8((x1 = y1)^ : : :^ (xn = yn)! f(x1; : : : ; xn) = f(y1; : : : ; yn)) para todos��mbolo de funci�on f .7. 8((x1 = y1)^ : : :^(xn = yn)! (p(x1; : : : ; xn)! p(y1; : : : ; yn)) para todos��mbolo de predicado p, incluido =.4.4.1 De�nici�on. Sea P un programa normal. Denominaremos completaci�onde P , comp(P ), al conjunto de f�ormulas formado por las de�niciones comple-tadas de los s��mbolos de predicado que ocurren en P junto con los axiomas dela teor��a de igualdad.4.4.2 De�nici�on. Sea P un programa normal y G el objetivo normal. Unarespuesta para P [ fGg es una sustituci�on � tal que Dom(�) � V (G).4.4.3 De�nici�on. Sea P un programa normal, G un objetivo normal L1; : : : ; Lk y � una respuesta para P [ fGg. Decimos que � es una res-puesta correcta para comp(P ) [ fGg si 8((L1 ^ : : : ^ Lk)�) es consecuencial�ogica de comp(P ).Veremos que estas de�niciones generalizan las de�niciones dadas anteriormentede respuesta y respuesta correcta. Para ello el primer resultado que vemos esel siguiente:4.4.4 Proposici�on. Sea P un programa normal. Entonces P es consecuencial�ogica de comp(P ).Demostraci�on:Para probarlo tenemos que ver que todo modelo de comp(P ) es modelo de P .Sea M un modelo de comp(P ) y sea p(t1; : : : ; tn)  L1; : : : ; Lm una cl�ausulade P . Sean y1; : : : ; yn las variables que ocurren en la cl�ausula y supongamosuna asignaci�on � de esas variables tal queM j= �(L1 ^ : : : ^ Lm)



4.4. La teor��a de igualdad 73Consideremos la de�nici�on completada de P8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn)$ E1 _ : : : _ Ek)y supongamos que Ei es9y1 : : :9yd((x1 = t1) ^ : : : ^ (xn = tn) ^ L1 ^ : : : ^ Lm)Si modi�camos � de forma que a cada xi le hace corresponder el t�ermino �(ti)tenemos M j= �(L1 ^ : : : ^ Lm)que junto con el axioma 6 de la teor��a de igualdad hace que M j= Ei. De ah��que M j= p(t1; : : : ; tn) como quer��amos probar. 2Vamos a generalizar la de�nici�on de operador consecuencia inmediata a pro-gramas normales.4.4.5 De�nici�on. Sea J una preinterpretaci�on de un programa normal P ysea I una interpretaci�on basada en J . EntoncesT JP (I) = fAJ;� : A L1 ^ : : :^Ln 2 P; V es una asignaci�on de variablesde J y I j= �(L1 ^ : : : ^ Ln)gSi J es la preinterpretaci�on de P , escribiremos TP en lugar de T JP .4.4.6 Nota. T JP no es en general mon�otona, como se ve si consideramos elsiguiente programa P : p :pNo obstante, si P es un programa de�nido T JP es mon�otona.4.4.7 Proposici�on. Sea P un programa normal, J una preinterpretacion deLP , e I una interpretaci�on basada en J. Entonces I es modelo de P si y s�olosi T JP (I) � I.Demostraci�on:I es modelo de P si para toda instancia cerrada A L1; : : : ; Ln de una cl�ausulade P tal que I j= L1 ^ : : : ^ Ln tenemos I j= A. Pero esto es lo mismo quedecir que si A 2 T JP (I) entonces A 2 I, que es lo que quer��amos probar. 24.4.8 Proposici�on. Sea P un programa normal, J una preinterpretacion deP , e I una interpretaci�on basada en J. Supongamos que I junto con la relaci�onidentidad asignada a = es un modelo de la teor��a de igualdad. Entonces I juntocon la relaci�on identidad asignada a =, es un modelo de comp(P ) si y s�olo siT JP (I) = I.



74 Cap��tulo 4. Informaci�on NegativaDemostraci�on:Supongamos primero que T JP (I) = I. Puesto que asumimos que I, junto conla relaci�on identidad asignada a = es modelo de la teor��a de igualdad, bastaprobar que esta interpretaci�on es modelo de cada de�nici�on completada decomp(P ). Consideremos una de�nici�on del tipo8x1 : : :8xn:q(x1; : : : ; xn)puesto que I es punto �jo, se tiene que esta interpretaci�on es modelo de laf�ormula. Consideremos ahora una de�nici�on completada de la forma8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn)$ E1 _ : : : _ Ek)Puesto que T JP (I) � I tenemos que la interpretaci�on es modelo de la f�ormula8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn) E1 _ : : : _ Ek)Pero tambi�en tenemos que T JP (I) � I de donde tenemos que esa interpretaci�ontambi�en es modelo de la f�ormula8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn)! E1 _ : : : _ Ek)Supongamos ahora que I junto con la relaci�on identidad asignada a = esmodelo de la completaci�on. Entonces usando el hecho de que la interpretaci�ones modelo de las f�ormulas del tipo8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn) E1 _ : : : _ Ek)tenemos que T JP (I) � I. An�alogamente, puesto que la interpretaci�on es modelode 8x1 : : :8xn(p(x1; : : : ; xn)! E1 _ : : : _ Ek)tenemos que T JP (I) � I. 24.4.9 Proposici�on. Sea P un programa de�nido y A 2 BP . Entonces A 2Mpf(TP ) si y s�olo si comp(P ) [ fAg tiene un modelo de Herbrand.Demostraci�on:()) Supongamos que A 2 Mpf(TP ). Por la proposici�on anterior Mpf(TP ) [fs = s : s 2 UPg es modelo de Herbrand de comp(P ) [ fAg.(() Supongamos ahora que comp(P )[ fAg tiene un modelo de Herbrand M.Puesto queM j= comp(P ), el s��mbolo de predicado = tiene asignada la relaci�onidentidad en M. Por tanto M tiene la forma M = I [ fs = s : s 2 UPg paraalguna interpretaci�on de Herbrand I de P . Luego, por la proposici�on anteriorI = TP (I) y A 2 I. De ah�� que A 2 I �Mpf(TP ). 2



4.5. SLDNF-resoluci�on 754.4.10 Proposici�on. Sea P un programa de�nido y sean A1; : : : ; Am �ato-mos. Si 8(A1 ^ : : :^Am) es consecuencia l�ogica de comp(P ) entonces tambi�enlo es de P .Demostraci�on:Sean x1; : : : ; xk las variables que ocurren en A1 ^ : : : ^ Am. Vamos a probarque 8x1 : : :8xk(A1 ^ : : : ^ Am) es consecuencia l�ogica de P , esto es, que P [f:8x1 : : :8xk(A1 ^ : : : ^ Am)g es insatisfacible, o lo que es lo mismo, queS = P [ f:A01 _ : : : _ :A0mges insatisfacible, donde A0i es Ai con las variables x1; : : : ; xk reemplazadas porconstantes de Skolem apropiadas.Puesto que S est�a en forma clausal podemos restringir nuestra atenci�ona interpretaciones de Herbrand. Sea I una interpretaci�on de Herbrand de S.Podemos considerar I como una interpretaci�on de P 6. Supongamos que I esmodelo de P y consideremos la preinterpretaci�on J obtenida de I ignorandola asignaci�on que esta interpretaci�on hace a los s��mbolos de predicado dellenguaje. Por la proposici�on 4.4.7 tenemos que T JP (I) � I. Puesto que T JP esmon�otona, por la proposici�on 1.3.6 existe un punto �jo I 0 de T JP tal que I 0 � I.Puesto que I 0 junto con la relaci�on identidad asignada a = es obviamenteun modelo de la teor��a de igualdad, por la proposici�on esta interpretaci�on esmodelo de comp(P ). De ah�� que :A01_: : :_:A0m sea falsa en esta interpretaci�ony puesto que I 0 � I, tenemos que :A01 _ : : : _ :A0m es falso en I. Luego S esinsatisfacible. 2N�otese que combinando las proposiciones 4.4.4 y 4.4.10 tenemos que la infor-maci�on positiva que podemos deducir de comp(P ) es exactamente la mismaque podemos deducir de P . Es decir, hemos obtenido el siguiente resultado:4.4.11 Teorema. Sea P un programa de�nido, G un objetivo de�nido y � unarespuesta para P [ fGg. Entonces � es una respuesta correcta para comp(P )[fGg si y s�olo si lo es para P [ fGg.4.5 SLDNF-resoluci�onAcabamos de de�nir el concepto declarativo de la completaci�on de un pro-grama. Veamos ahora su contrapartida procedural, esto es, c�omo podemosllevarlo a la pr�actica para poder deducir informaci�on negativa. La idea b�asicaes usar la SLD-resoluci�on aumentada con la regla de fallo �nito, esto es laSLDNF- resoluci�on.6N�otese que I no es necesariamente una interpretaci�on de Herbrand de P



76 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa4.5.1 Nota. Nuestra intenci�on es probar la adecuaci�on de la SLDNF-resolu-ci�on una vez la hallamos de�nido formalmente. Para ello necesitamos algunaregla en el proceso de selecci�on de los �atomos que nos garantice esa adecuaci�on.La selecci�on se realizar�a del siguiente modo:No hay restricci�on para la elecci�on de un literal positivo, en cambio s�olopodremos seleccionar literales negativos cerrados.Llamaremos a esta condici�on condici�on de seguridad (safeness condition)7.4.5.2 De�nici�on. Sea G el objetivo  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp y C la cl�ausulaA  M1; : : :Mq. Se dice que el objetivo G0 es derivado de G y C usando elumg � si se veri�can las siguientes condiciones:1. Lm es un �atomo de G, llamado el �atomo seleccionado.2. � es un umg de Lm y A.3. G0 es el objetivo normal  (L1; : : : ; Lm�1;M1; : : : ;Mq; Lm+1; : : : ; Lp)�.4.5.3 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnaSLD-refutaci�on de rango 0 de P [ fGg consiste en una sucesi�onG0 = G;G1; : : : ; Gn = 2de objetivos normales, una sucesi�on C1; : : : ; Cn de variantes de cl�ausula deprograma de P y una sucesi�on de �1 : : : ; �n de umg tales que cada Gi+1 sederiva de Gi y Ci+1 usando �i+1.4.5.4 De�nici�on. Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal.Un SLDNF-�arbol �nitamente fallido de rango 0 para P [ fGg es un �arbolsatisfaciendo las siguientes condiciones:1. El �arbol es �nito y cada nodo del �arbol es un objetivo normal distintode la cl�ausula vac��a.2. El nodo ra��z es G.3. Los literales seleccionados son siempre positivos.7Esta condici�on es muy fuerte. Lloyd comenta en [37] c�omo debilitarla.



4.5. SLDNF-resoluci�on 774. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp un nodo del �arbol que no sea hoja y suponga-mos que Lm es el �atomo seleccionado. Entonces, para cada cl�ausula deprograma (o variante) A  M1; : : : ;Mq tal que Lm y A son uni�cablesmediante el umg � el nodo tiene un hijo (L1; : : : ; Lm�1;M1; : : : ;Mq; Lm+1; : : : ; Lp)�5. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp un nodo del �arbol que no sea hoja y suponga-mos que Lm es el �atomo seleccionado. Entonces no hay ninguna cl�ausulaen P (o variante) tal que su cabeza uni�que con Lm.4.5.5 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnaSLD-refutaci�on de rango k+1 de P [ fGg consiste en una sucesi�on G0 =G;G1; : : : ; Gn = 2 de objetivos normales, una sucesi�on C1; : : : ; Cn compuestapor variantes de cl�ausula de programa de P y/o literales negativos cerrados yuna sucesi�on de �1 : : : ; �n de sustituciones tales que para cada i� O bien cada Gi+1 se deriva de Gi y Ci+1 usando �i+1,� O bien Gi es  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp, el literal seleccionado Lm de Gies un literal negativo cerrado :Am y existe un SLDNF-�arbol �nita-mente fallido de rango k para P [ f Amg. En este caso Gi+1 es L1; : : : ; Lm�1; Lm+1; : : : ; Lp, �i+1 es la sustituci�on identidad y Ci+1es :Am.4.5.6 De�nici�on. Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal.Un SLDNF-�arbol �nitamente fallido de rango k+1 para P [ fGg es un �arbolsatisfaciendo las siguientes condiciones:1. El �arbol es �nito y cada nodo del �arbol es un objetivo normal distintode la cl�ausula vac��a.2. El nodo ra��z es G.3. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp un nodo del �arbol que no sea hoja y suponga-mos que Lm es el literal seleccionado. Entonces,� O bien Lm es un �atomo y para cada cl�ausula de programa (o va-riante) A  M1; : : : ;Mq tal que Lm y A son uni�cables medianteel umg � el nodo tiene un hijo (L1; : : : ; Lm�1;M1; : : : ;Mq; Lm+1; : : : ; Lp)�



78 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa� O bien Lm es un literal negativo cerrado :Am y existe un SLDNF-�arbol �nitamente fallido de rango k para P [f Amg, en cuyo casoel �unico hijo es  L1; : : : ; Lm�1; Lm+1; : : : ; Lp.4. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp un nodo del �arbol que no sea hoja y suponga-mos que Lm es el literal seleccionado. Entonces� O bien Lm es un �atomo y no hay ninguna cl�ausula en P (o variante)tal que su cabeza uni�que con Lm.� O bien Lm es un literal negativo cerrado :Am y existe una SLDNF-refutaci�on de rango k de P [ Am.4.5.7 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnaSLDNF-refutaci�on de P [fGg es una SLDNF- refutaci�on de P [fGg de rangok, para alg�un k.4.5.8 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnSLDNF-�arbol �nitamente fallido de P [ fGg es un SLDNF-�arbol �nitamentefallido de P [ fGg de rango k, para alg�un k.4.5.9 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Unarespuesta computada � de P [ fGg es la sustituci�on obtenida restringiendo lacomposici�on de sustituciones �1 : : : �n a las variables de G, donde �1 : : : �n es lasucesi�on de sustituciones obtenida en una SLDNF-refutaci�on de P [ fGg.4.5.10 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnaSLDNF-derivaci�on de P [ fGg es una sucesi�on (�nita o in�nita) de objetivosnormales G = G0; G1; G2 : : :, una sucesi�on C1; C2 : : : de variantes de cl�ausulasdel programa P (llamadas cl�ausulas de entrada o literales negativos cerrados yuna sucesi�on �1; �2; : : : de sustituciones satisfaciendo las siguientes condiciones:1. Para cada i,� O bien Gi+1 se deriva de Gi y la cl�ausula de entrada Ci+1 usando�i+1.� O bien Gi es  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp el literal seleccionado en Lmen Gi es un literal negativo cerrado :A y existe un SLDNF-�arbol�nitamente fallido de P [ f Amg. En este caso Gi+1 es L1; : : : ; Lm�1; Lm+1; : : : ; Lp�i+1 es la sustituci�on identidad y Ci+1 es :Am.



4.5. SLDNF-resoluci�on 792. Si la sucesi�on G = G0; G1; G2 : : : es �nita, entonces� O bien el �ultimo objetivo es la cl�ausula vac��a� O bien el �ultimo objetivo es  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp, el literal selec-cionado es Lm y es positivo y no hay ninguna cl�ausula de P (ovariante) cuya cabeza uni�que con Lm.� O bien el �ultimo objetivo es  L1; : : : ; Lm; : : : ; Lp, el literal selec-cionado es Lm y es un literal negativo cerrado :Am y existe unaSLDNF-refutaci�on de P [ f Amg.4.5.11 De�nici�on. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. UnSLDNF-�arbol de P [ fGg es un �arbol que satisface lo siguiente:1. Cada nodo del �arbol es un objetivo normal (puede ser la cl�ausula vac��a).2. El nodo ra��z es G.3. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; LP (p � 1) un nodo que no sea hoja en el quehemos seleccionado el literal Lm.(a) Si Lm es un �atomo, entonces para cada cl�ausula de programa (ovariante suya) A  M1; : : : ;Mq tal que A y Lm sean uni�cablescon el umg �, el nodo tiene como hijo la cl�ausula (L1; : : : ; Lm�1;M1; : : : ;Mq; Lm+1; : : : ; Lp)�(b) Si Lm es un literal negativo cerrado :Am y existe un SLDNF-�arbol�nitamente fallido de P [ f Amg, entonces el �unico sucesor es (L1; : : : ; Lm�1; Lm+1; : : : ; Lp)�4. Sea  L1; : : : ; Lm; : : : ; LP (p � 1) un nodo hoja en el que hemos selec-cionado el literal Lm. Entonces(a) O bien Lm es un �atomo que no uni�ca con ninguna cabeza de cl�au-sula (o variante de cl�ausula) de P .(b) O bien Lm es un literal negativo :A y existe una SLDNF- refutaci�onde P [ f Amg.5. Los nodos que son cl�ausulas vac��as no tienen sucesores.4.5.12 De�nici�on.



80 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa� Una SLDNF-derivaci�on es �nita si consta de una sucesi�on �nita de ob-jetivos, en otro caso se dice in�nita.� Una SLDNF-derivaci�on tiene �exito si es �nita y su �ultimo objetivo es lacl�ausula vac��a.� Una SLDNF-derivaci�on falla si es �nita y su �ultima cl�ausula no es lacl�ausula vac��a.4.5.13 De�nici�on. Sea P un objetivo normal y G un objetivo normal. De-cimos que una computaci�on de P [ fGg es inviable8 si en alg�un punto de lacomputaci�on alcanzamos un objetivo que s�olo contenga literales negativos nocerrados.94.5.14 Ejemplo. Si G es el objetivo  :p(x) y P es un programa normal lacomputaci�on de P [ fGg es inviable.4.6 Adecuaci�on y completitud de la SLDNF-resoluci�onNuestro objetivo ahora es probar la adecuaci�on de la SLDNF- resoluci�on. Paraello necesitamos dos lemas previos debidos a Clark. Su demostraci�on puedeencontrarse en [10].4.6.1 Lema. Sean p(s1; : : : ; sn) y p(t1; : : : ; tn) dos �atomos.1. Si p(s1; : : : ; sn) y p(t1; : : : ; tn) no son uni�cables, entonces:9((s1 = t1) ^ : : : ^ (sn = tn))es consecuencia l�ogica de la teor��a de igualdad.2. Si p(s1; : : : ; sn) y p(t1; : : : ; tn) son uni�cables con el umg � = fx1=r1; : : : ; xk=rkgdado por el algoritmo de uni�caci�on entonces8((s1 = t1) ^ : : : ^ (sn = tn)$ (x1 = r1) ^ : : : ^ (xn = rn))es consecuencia l�ogica de la teor��a de igualdad.8Floundered en el texto original9En [37] podemos encontrar distintos resultados relacionados con la inviabilidad



4.6. Adecuaci�on y completitud de la SLDNF-resoluci�on 814.6.2 Lema. Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Supongamosque el literal seleccionado en G es positivo.1. Si no tiene objetivos derivados, entonces G es consecuencia l�ogica decomp(P ).2. Si el conjunto fG1; : : : ; Grg de objetivos derivados es no vac��o entoncesG$ G1 ^ : : : ^Gres consecuencia l�ogica de comp(P ).Teorema. 4.6.3 (Adecuaci�on de la negaci�on como regla de fallo)Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Si P [ fGg tiene unSLDNF-�arbol �nitamente fallido, entonces G es consecuencia l�ogica de la com-pletaci�on de P , comp(P ).Demostraci�on:La demostraci�on es por inducci�on sobre el rango k del SLDNF- �arbol �nita-mente fallido de P [ fGg. Sea G el objetivo  L1; : : : ; Ln.(k = 0) El resultado se tiene directamente del lema 4.6.2.(k ! k + 1) Supongamos ahora el resultado cierto para SLDNF-�arboles�nitamente fallidos de rango k y consideremos un SLDNF-�arbol de P [fGg derango k + 1. La demostraci�on de que en este caso tambi�en G es consecuencial�ogica de comp(P ) la vamos a hacer por inducci�on sobre la profundidad de ese�arbol, inducci�on que llamaremos secundaria.(d = 1) Supongamos primero que la profundidad del �arbol es 1.� Si el literal seleccionado es positivo, por el lema 4.6.2, primer apartado,se tiene el resultado.� Si el literal seleccionado en G, Li es el literal cerrado negativo :Ai,puesto que la profundidad es 1, existe una SLDNF-refutaci�on de rangok de P [ f Aig10. As��, usando la proposici�on 4.4.4 y aplicando lahip�otesis de inducci�on para �arboles �nitamente fallidos de profundidadk� 1 obtenemos que Ai es consecuencia l�ogica de comp(P ). Por �ultimo,puesto que Ai es cerrado, deducimos que :9(L1^: : :^Ln) es consecuencial�ogica de comp(P ).10N�otese que para un objetivo cuyo literal seleccionado sea positivo, el objetivo derivadoes consecuencia l�ogica del objetivo dado y la cl�ausula de entrada.



82 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa(d! d+ 1) Supongamos ahora que el SLDNF-�arbol de P [ fGg que estamosconsiderando tiene profundidad d+ 1.� Si el literal seleccionado en G es positivo, el resultado se tiene por elsegundo apartado del lema 4.6.2 y la hip�otesis de inducci�on secundaria.� Supongamos que el seleccionado en G es el literal cerrado negativo Li.Aplicando la hip�otesis de inducci�on secundaria obtenemos que:9(L1 ^ : : : ^ Li�1 ^ Li+1 ^ : : : ^ Ln)es consecuencia l�ogica de comp(P ). De ah�� que :9(L1^ : : :^Ln) tambi�ensea consecuencia de comp(P ). 24.6.4 Corolario. Sea P un programa de�nido. Si A 2 FP entonces :A esconsecuencia l�ogica de comp(P )Demostraci�on:Sea A 2 FP . Por el teorema 4.2.13 todo SLD-�arbol favorable de P [ f Agfalla de forma �nita. En particular existe un SLD-�arbol de P [f Ag que fallade forma �nita. Por tanto, puesto que los SLD-�arboles son casos particularesde SLDNF-�arboles, tenemos que existe un SLDNF- �arbol de P [ f Ag quefalla de forma �nita. De ah�� que comp(P ) j= :A. 2El siguiente resultado se debe esencialmente a Clark [10].Teorema. 4.6.5 (Adecuaci�on de la SLDNF-resoluci�on) Sea P un pro-grama normal y G un objetivo normal. Entonces toda respuesta computada deP [ fGg es una respuesta correcta de comp(P ) [ fGg.Demostraci�on:Sea G el objetivo normal  L1; : : : ; Lk y �1; : : : ; �n la sucesi�on de sustitucio-nes usada en una SLDNF-refutaci�on de P [ fGg. Tenemos que probar que8((L1 ^ : : : ^ Lk)�1; : : : ; �n) es consecuencia l�ogica de comp(P ). Probamos elresultado por inducci�on sobre la longitud de la SLDNF-refutaci�on.(n = 1) En este caso G es de la forma  L1. Podemos considerar dos posibi-lidades:� L1 es positivo. Entonces P tiene una cl�ausula unidad de la forma A yL1�1 = A�1. Puesto que L1�1  es una instancia de una cl�ausula unidadde P , tenemos que 8(L1�1) es consecuencia l�ogica de P y de ah�� que losea de comp(P ).



4.6. Adecuaci�on y completitud de la SLDNF-resoluci�on 83� L1 es negativo. En este caso, L1 es cerrado, �1 es la sustituci�on identidady por el teorema 4.6.3 L1 es consecuencia l�ogica de comp(P ).(n � 1 ! n) Supongamos ahora que que el resultado se tiene para para res-puestas computadas obtenidas con SLDNF- refutaciones de longitud n � 1.Sea �1 : : : �n la sucesi�on de sustituciones obtenida en una SLDNF-refutaci�onde P [ fGg de longitud n. Sea Lm el literal seleccionado en G. De nuevopodemos considerar dos casos:� L1 es positivo. Sea A  M1; : : : ;Mq (q � 0) la primera cl�ausula deentrada. Por hip�otesis de inducci�on,8((L1 ^ : : : ^ Lm�1 ^M1 ^ : : : ^Mq ^ Lm+1 ^ : : : ^ Lk)�1 : : : �n)es consecuencia l�ogica de comp(P ). Por tanto, si q > 0, 8((M1 ^: : :^Mq)�1; : : : ; �n) es consecuencia l�ogica de comp(P ) y en consecuencia8(Lm�1 : : : �n), que es lo mismo que 8(A�1 : : : �n) es consecuencia logicade comp(P ). De ah�� que 8((L1^: : :^Lk)�1 : : : �n) sea consecuencia l�ogicade comp(P ).� L1 es negativo. En este caso, Lm es cerrado, �1 es la sustituci�on iden-tidad y por el teorema 4.6.3 Lm es consecuencia l�ogica de comp(P ).Usando la hip�otesis de inducci�on se obtiene directamente que 8((L1 ^: : : ^ Lk)�1 : : : �n) es consecuencia l�ogica de comp(P ). 2El siguiente resultado se debe a Ja�ar, Lassez y Lloyd [29].Teorema. 4.6.6 (Completitud de la negaci�on como regla de fallo)Sea P un programa de�nido y G un objetivo de�nido. Si G es consecuencial�ogica de comp(P ), entonces cada SLD-�arbol favorable es �nitamente fallido.Demostraci�on:Sea G el objetivo A1; : : : ; Aq. Supongamos que P [fGg tiene un SLD-�arbolfavorable que no falla de forma �nita. Vamos a probar que comp(P )[f9(A1^: : : ^ Aq)g tiene un modelo.Sea BR una rama no fallida en el SLD-�arbol favorable de P [ fGg. Suponga-mos que BR es G0 = G;G1; : : : con los umg �1; �2; : : : y las cl�ausulas de entradaC1; C2; : : :. El primer paso es usar BR para de�nir una preinterpretaci�on J deP .Supongamos que L es el lenguaje de primer orden subyacente en P . Eviden-temente suponemos que L es lo bastante rico como para edmitir todas las



84 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativaseparaciones de variables necesarias en BR. De�nimos la relaci�on � sobre elconjunto de los t�erminos de L de la siguiente manera: Sean s y t t�eminos enL. Entonces s � t si existe n � 1 tal que s�1 : : : �n = t�1 : : : �n, esto es, si existeun n � 1 tal que �1 : : : �n uni�ca a s y t. Claramente se tiene que � es relaci�onde equivalencia. Vamos a de�nir el dominio D de nuestra preinterpretaci�onJ como el conjunto de todas las �-clases de equivalencia de t�erminos de L.Denotaremos la clase del t�ermino s como [s].Demos ahora una asignaci�on a los s��mbolos de funci�on de L. Si c es una cons-tante de L le asignamos la clase de equivalencia [c]. Si f es un s��mbolo defunci�on n-ario, (n � 1), le asignamos la aplicaci�on de Dn en D de�nida como([s1],: : : ,[sn])![f(s1; : : : ; sn)]. Trivialmente se comprueba que est�a bien de�-nida. Esto completa la de�nici�on de J .El siguiente paso es dar una asignaci�on a los s��mbolos de predicado de formaque extendamos J a un modelo de comp(P ) [ f9(A1 ^ : : : ^ Aq)g. Primerode�nimos el conjunto I0 como sigue:I0 = fp([t1]; : : : ; [tn]) : p(t1; : : : ; tn) aparezca en BRgVemos que I0 � T JP (I0), donde T JP es la aplicaci�on asociada a la preinter-pretaci�on J . Supongamos que p([t1]; : : : ; [tn]) 2 I0 y que p(t1; : : : ; tn) apa-rece en Gi, i 2 !. Puesto que BR es favorable y no �nita existe j 2 ! talque p(s1; : : : ; sn) = p(t1; : : : ; tn)�i+1 : : : �i+j aparece en Gi+j y p(s1; : : : ; sn) esel �atomo seleccionado en Gi+j. Supongamos que Ci+j+1 es p(r1; : : : ; rn)  B1; : : : ; Bm. Por de�nici�on de T JP tenemos quep([r1�i+j+1]; : : : ; [rn�i+j+1]) 2 T JP (I0)Entonces, usando el hecho de que, para cada k, �1 : : : �k puede ser tomadacomo idempotente, tenemos que:p([t1]; : : : ; [tn])= p([t1�i+1]; : : : ; [tn�i+1])= p([s1]; : : : ; [sn])= p([s1�i+j+1]; : : : ; [sn�i+j+1])= p([r1�i+j+1]; : : : ; [rn�i+j+1])As�� que p([t1]; : : : ; [tn]) 2 T TP (I0), y por tanto I0 � T JP (I0).Aplicando ahora la proposici�on 1.3.6, existe I tal que I0 � I y I = T JP (I).Esta interpretaci�on I nos da la asignaci�on buscada a los s��mbolos de predicadode L. Asignamos tambi�en la relaci�on identidad a =.Esto completa la de�nici�on de la interpretaci�on I, junto con la relaci�on iden-tidad asignada a =, para comp(P ) [ f9(A1 ^ : : : ^ Aq)g. N�otese que estainterpretaci�on es un modelo de 9(A1 ^ : : : ^ Aq)g, puesto que I0 � I. N�o-tese adem�as que esta interpretaci�on es claramente un modelo para la teor��a de



4.7. La regla de Herbrand 85igualdad. De ah�� que, aplicando la proposici�on 4.4, tengamos que I junto conla relaci�on identidad asignda a = sea modelo de comp(P )[f9(A1 ^ : : :^Aq)g.24.6.7 Nota. El modelo construido en esta demostraci�on no es un modelo deHerbrand. De hecho el teorema no puede ser probado restringiendo nuestraatenci�on a modelos de Herbrand11.4.6.8 De�nici�on. Una regla de computaci�on segura es una funci�on del con-junto de objetivos normales, ninguno de los cuales consiste �unicamente enliterales negativos no cerrados en el conjunto de los literales tal que el valor dela funci�on para tales objetivos sea o bien un literal positivo o bien un literalnegativo cerrado llamado el literal seleccionado de ese objetivo.4.6.9 De�nici�on. Sea P un programa normal, G un objetivo normal y R unaregla de computaci�on segura. Adoptaremos las siguientes de�niciones:1. Una SLDNF-derivaci�on de P [ fGg v��a R es una SLDNF-derivaci�on deP[fGg en la que hemos usado la regla de computaci�onR para seleccionarliterales.2. Un SLDNF-�arbol de P [ fGg v��a R es un SLDNF-�arbol de P [ fGg enel que hemos usado la regla de computaci�on R para seleccionar literales.3. Una SLDNF-refutaci�on de P [ fGg v��a R es una SLDNF-refutaci�on deP[fGg en la que hemos usado la regla de computaci�onR para seleccionarliterales.4. Una respuesta R-computada P [ fGg v��a R es una respuesta computadade P [ fGg en la que hemos usado la regla de computaci�on R paraseleccionar literales.4.6.10 Nota. Existen numerosos estudios sobre c�omo inferir informaci�on ne-gativa, no obstante a�un no est�a probada la completitud de forma general, loque abre las puertas a una posterior investigaci�on en este terreno.4.7 La regla de HerbrandTerminamos este cap��tulo comparando los distintos resultados que hemos pre-sentado, pero antes veamos una nueva regla de inferencia.11Ver Lloyd [37].



86 Cap��tulo 4. Informaci�on NegativaDe�nici�on. 4.7.1 (Regla de Herbrand) Sea P un programa de�nido y seaA 2 BP . Entonces si comp(P ) [ A no tiene modelo de Herbrand, inferimos:A.

:A inferido conla regla de Herbrand
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Tenemos ahora tres posibles reglas de inferencia para deducir informaci�on ne-gativa. Si P es un programa de�nido se tiene que� fA 2 BP : :A puede ser deducido con la negaci�on como regla de fallog=BPnTP # !� fA 2 BP : :A puede ser deducido con la regla de Herbradg=BP nMpf(TP )� fA 2 BP : :A puede ser deducido con la HMCg=BPnTP " !



4.8. Resultados recientes 87Puesto que TP " ! �Mpf(TP ) � TP # !, se tiene que la regla m�as fuerte es laHMC, seguida de la regla de Herbrand y por �ultimo, la negaci�on como reglade fallo. Como en general TP " !, Mpf(TP ) y TP # ! son distintos, las reglasson diferentes.4.8 Resultados recientesLa noci�on de SLD-resoluci�on presentada por Kowalski [30] en 1974 nos da unm�etodo que nos permite deducir informaci�on negativa, esto es, nos permiteestudiar si un literal positivo es o no consecuencia l�ogica de un programa.A~nos m�as tarde, en 1979 Clark [11] propuso ampliar esta regla con la negaci�onde fallo �nito y crear as�� la SLDNF - resoluci�on. La idea de la SLDNF -resoluci�on es muy simple y ya ha sido presentada en esta memoria. Dado un�atomo cerrado A,:A tiene �exito () A falla de forma �nita:A falla de forma �nita () A tiene �exitoEl problema es que \tener �exito" y \fallar de forma �nita" no son las �unicasposibilidades de una derivaci�on. As��, por ejemplo, dado el programa P =fA  Ag y el objetivo normal G,  :A, el SLDNF -�arbol de P [ fGg nitiene �exito ni falla de forma �nita. :A  A A A...

XXXXXXXz ??Este ejemplo pone de mani�esto la existencia de una tercera posibilidad: Exis-ten SLD- �arboles que ni tienen �exito ni fallan de forma �nita con las de�ni-ciones hasta ahora aceptadas. Este problema ya es mencionado en 1991 enlos trabajos de Apt y Bezem [4] y Apt y Pedreschi [7]. El problema fue tra-tado por Martelli y Tricomi en 1992 [39] quienes propusieron una revisi�on de



88 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativala de�nici�on original en la que los �arboles subsidiarios utilizados en la reso-luci�on de literales negativos se constru��an \dentro" del �arbol principal. Estosautores utilizaban f�ormulas m�as complicadas que los objetivos normales y laconstrucci�on era bastante arti�ciosa. En el �ultimo n�umero de The Journal ofLogic Programming K.R. Apt y K. Doets [5] han publicado un art��culo tituladoA new de�nition of SLDNF-resoluci�on en el que presentan una construcci�onalternativa.En la soluci�on que presentan, como en la de�nici�on original, los �arboles subsi-diarios para la resoluci�on de literales negativos se construyen \aparte", pero nose toman como una �unica arista dentro del �arbol principal, sino que contruyensus ramas en paralelo, como un sub�arbol del �arbol principal. As�� si algunode esto �arboles subsidiarios es in�nito, el �abol principal se considera in�nito12Estudiemos ahora la nueva de�nici�on presentada por Apt y Doets.4.8.1 Una nueva de�nici�on4.8.1 De�nici�on. Sea C una cl�ausula, L un literal positivo de C y Pi unacl�ausula de programa13 normal A E.1. Diremos que C se resuelve a D v��a � con respecto a �, o de otra forma,que el par (�;D) es un resolvente de C respecto a �, (con notaci�onC �! D(�)) si:� O bien � = (L; Pi), � es un umg de L y A yD es la cl�ausula obtenidasustituyendo en C el literal L por E y aplicando �.� O bien � es un literal negativo de C, � = " y D es la cl�ausulaobtenida a partir de C eliminando la ocurrencia del literal �.2. Diremos que una cl�ausula es aplicable a un �atomo si alguna variante desu cabeza uni�ca con el �atomo.4.8.2 De�nici�on. Una sucesi�on (�nita o in�nita) C0 �1! : : : Cn �n+1! Cn+1 : : :de pasos de resoluci�on es una pseudoderivaci�on si para cada paso:� La cl�ausula de entrada empleada no contiene variables que ocurran en elobjetivo inicial ni en ninguna de las dem�as cl�ausulas de entrada de lospasos anteriores (\Separaci�on de variables").12Veremos la construcci�on formal m�as adelante13Apt y Doets presentan su de�nici�on para programas generales que nosotros no hemostratado en esta memoria, por eso, en la medida de lo posible, adaptaremos estos resultadosa programas normales.



4.8. Resultados recientes 89� El umg empleado es relevante (\Relevancia").Intuitivamente, seg�un esta construcci�on, una SLDNF-derivaci�on va a ser unapseudoderivaci�on en la que la resoluci�on de la cl�ausula S a la cl�ausula Drespecto �, cuando � sea un literal negativo, est�e justi�cada por un SLDNF-�arbol �nitamente fallido. A continuaci�on vamos a considerar unos sistemas de�arboles que Apt y Doets llaman �arboles complejos14.4.8.3 De�nici�on. Un �arbol complejo es una terna T=(T ,T, subs) donde:� T es un conjunto de �arboles.� T es un elemento de T que llamaremos �arbol principal.� subs es una funci�on parcial de�nida sobre el conjunto de los nodos delos �arboles de T, tal que a algunos de estos nodos les asigna un �arbol(\susbsidiario") de T.4.8.4 De�nici�on. De�niremos un camino en T como una sucesi�on de nodosN1; : : : ; Ni; : : : de �arboles de T tal que para todo i, Ni+1 es� O bien un hijo de Ni en el correspondiente �arbol de T� O bien la ra��z del �arbol subs(Ni).As�� podemos considerar un �arbol complejo como un tipo especial de grafodirigido, en el que hay dos tipos de aristas: las \usuales", que unen dos nodosde un mismo �arbol y las que unen un nodo con la ra��z de un �arbol subsidiario.Un SLDNF-�arbol va ser un �arbol complejo de un tipo especial, construidocomo l��mite de ciertos �arboles complejos �nitos: los pre-SLDNF- �arboles.En lo que sigue �jaremos un programa P .4.8.5 De�nici�on. Un pre-SLDNF-�arbol (relativo a P) es un �arbol complejocuyos nodos son objetivos (posiblemente marcados) o literales (posiblementemarcados). La funci�on subs asigna a los nodos que sean literales negativoscerrados :A un �arbol en T de ra��z A. De�nimos por inducci�on la clase de lospre-SLDNF- �arboles.� Para cada objetivo C, el �arbol complejo (fCg; C; ;) es un pre-SLDNF-�arbol (un pre-SLDNF-�arbol inicial).14Apt y Doets comentan en su art��culo que les dan este nombre \a falta de uno mejor"(for lack of a better name)



90 Cap��tulo 4. Informaci�on Negativa� Si T es un pre-SLDNF-�arbol, entonces cualquier extensi�on de T es unpre-SLDNF-�arbol.De�nimos una extensi�on de T como el �arbol complejo resultante de aplicar lossiguientes pasos a todo objetivo distinto de la cl�ausula vac��a que sea una hojano marcada en alg�un �arbol de T .Sea C por tanto una tal cl�ausula.1. Primero tomamos el literal seleccionado de la cl�ausula C. Si no existieraninguno con la marca \seleccionado" marcamos uno. Sea L el literalseleccionado de C.� Si L es positivo.{ Si C no tiene resolventes respecto a L y alguna cl�ausula de P ,entonces marcamos la cl�ausula C como fallo.{ Si C tiene resolventes, para cada cl�ausula Pi de P aplicablea L, elegimos una resolvente (�;D) de C respecto a L y Pi yla a~nadimos como inmediato sucesor de C en T . Estas resol-ventes de eligen de tal modo que todas las ramas de T seanpseudoderivaciones.� L = :A es un literal negativo.{ Si A no es cerrado, marcamos C como inviable.{ Si A es cerrado� Si no est�a de�nido subs(C), entonces a~nadimos un nuevo�arbol T 0 = (fAg; ;)15 a T y de�nimos subs(C) = T 0.� Si subs(C) est�a de�nido y tiene �exito, marcamos C con laetiqueta \fallo"� Si subs(C) est�a de�nido y falla de forma �nita, entoncesa~nadimos la resolvente de C ("; C � fLg) como el �unicosucesor inmediato de C en T .2. Adem�as, marcamos todas las cl�ausula vac��as como \�exito"N�otese que si T no tiene hojas sin marcar, T es trivialmente una extensi�onsuya, con lo que el proceso se estaciona.Cada pre-SLDNF-�arbol no es m�as que un �arbol complejo, por lo que tiene sen-tido hablar de inclusi�on entre pre-SLDNF-�arboles y de l��mite de una sucesi�onde pre-SLDNF-�arboles encajados.15Representamos un �arbol como un par ordenado T = (N ;A) donde N es el conjunto delos nodos y A el conjunto de las aristas. En este caso el nuevo �arbol que a~nadimos a T notiene aristas y tiene un �unico nodo: A



4.8. Resultados recientes 914.8.6 De�nici�on.� Un SLDNF-�arbol es el l��mite de una sucesi�on T0; : : : ;Tn; : : : tal que T0es un pre-SLDNF-�arbol inicial y, para todo i, Ti+1 es una extensi�on deTi.� Un SLDNF-�arbol para C es un SLDNF-�arbol con C como ra��z del �arbolprincipal.� Se dice que un (pre-)SLDNF-�arbol \tiene �exito" si contiene hojas mar-cadas como �exito.� Se dice que un (pre-)SLDNF-�arbol \falla de forma �nita" si es �nito ytodas sus hojas est�an marcadas como \fallo".� Se dice que un SLDNF-�arbol es �nito si no contiene caminos in�nitos(cf. De�nici�on 4.8.4).De�namos ahora el concepto de SLDNF-derivaci�on.4.8.7 De�nici�on. Una (pre-)SLDNF-derivaci�on para C es una rama del �ar-bol principal de T junto con todos los �arboles de T cuyas ra��ces puedan seralcanzadas desde los nodos de esta rama. Se dice que una SLDNF-derivaci�ones �nita si todos los caminos contenidos en ella (i.e., en la rama del �arbolprincipal considerada y sus �arboles subsidiarios) son �nitos.Finalmente, veamos la de�nici�on de respuesta computada.4.8.8 De�nici�on. Consideremos una rama del �arbol principal de un (pre-)SLDNF-�arbol que termine con la cl�ausula vac��a. Sean �1; : : : ; �n las sustitucio-nes obtenidas a lo largo de esa rama. Entonces a la restricci�on (�1 : : : �n) � V (C)de la composici�on �1 : : : �n a las variables de C la llamaremos respuesta com-putada de C.Los pre-SLDNF-�arboles pueden crecer inde�nidamente. No obstante, si elSLDNF-resultante tiene �exito o falla de forma �nita, este hecho puede serconocido tras un n�umero �nito de pasos.4.8.9 Ejemplo. consideremos el siguiente programa P :A :BB  BB  



92 Cap��tulo 4. Informaci�on NegativaSi consideramos el objetivo A, tenemos el siguiente SLDNF-�arbol de P [f Ag.  A :Bfallo  B
2�exito  B

2�exito : : :

XXXXXXXXXXz? YYYYYYYYYs��������� YYYYYYYYYs���������
Aqu�� el �arbol subsidiario con ra��z B crece inde�nidamente. No obstante unaextensi�on del �arbol subsidiario inicial formado por el nodo  B tiene �exito,por lo que en la siguiente extensi�on el nodo  :B es marcado como fallo. Enconsecuencia el SLDNF-�arbol se considera �nitamente fallido aunque no sea�nito.El siguiente teorema es el principal resultado presentado por Apt y Doets ensu art��culo.4.8.10 Teorema.1. Todo pre-SLDNF-�arbol es �nito.2. Todo SLDNF-�arbol es l��mite de una �unica sucesi�on de pre- SLDNF-�arboles.3. Si el SLDNF-�arbol � es l��mite de la sucesi�on de pre- SLDNF-�arbolesT0; : : : ;Ti; : : :, entonces para toda sustituci�on �(a) � tiene �exito y tiene a � como respuesta computada si y s�olo si alg�unTi tiene �exito y tiene a � como respuesta computada.



4.8. Resultados recientes 93(b) � falla de forma �nita si y s�olo si alg�un Ti falla de forma �nita.Demostraci�on:1. Se tiene trivialmente por inducci�on.2. La �unica forma de que dos extensiones de un pre-SLDNF-�arbol incluidoen un SLDNF-�arbol dado sean distintas es por la selecci�on de literalesen los objetivos no vac��os. No obstante esta selecci�on viene marcada porel SLDNF-�arbol dado.3. Vemos las equivalencias (I) y (II) con el mismo razonamiento:(=)) Una rama del �arbol principal de � �nalizada con 2 o un �arbol de� �nitamente fallido no es m�as que un conjunto de nodos (posible-mente marcados). Cada uno de esos nodos (incluidos los marcados)pertenecen a alg�un Ti. El mayor de esos Ti es el que buscamos.((=) Se tiene trivialmente, ya que cada Ti est�a contenido en � . 2Este resultado nos permite asociar a cada SLDNF-�arbol con �exito o �nitamentefallido � un n�umero natural que denominaremos rango de � y �, rang(�; �),que es el menor i para el que se tiene la equivalencia (3), con � = " si � es�nitamente fallido.Otro de los conceptos fundamentales en el estudio de la deducci�on negativa,el concepto de regla de selecci�on, tambi�en est�a impl��citamente de�nido. Enla de�nici�on de SLDNF-�arbol la regla de selecci�on est�a \incorporada" en laconstrucci�on de una extensi�on. Claramete este proceso de selecci�on puedeser separado de la construcci�on de una extensi�on, de forma que una regla deselecci�on es una funci�on que en cada pre-SLDNF-�arbol selecciona un literal encada una de sus hojas distintas de la cl�ausula vac��a no marcadas.4.8.2 Comparaci�on con la de�nici�on de LloydLas de�niciones presentadas en la primeraparte del cap��tulo, que hasta el mo-mento son las m�as aceptadas, fueron presentadas por Lloyd en la segundaedici�on de su libro Foundations of Logic Programming en 1987 [37]. En lasegunda parte de su art��culo Apt y Doets comparan esta de�nici�on cl�asica consu nueva de�nici�on.Como hemos visto, Lloyd de�ne las SLDNF-derivaciones �nitamente fallidasy los SLDNF-�arboles (para abreviar, SLDNF- objetos) por inducci�on sobresu rango, donde rango podemos de�nirlo informalmente como el n�umero deniveles del �arbol en los que seleccionamos literales negativos.



94 Cap��tulo 4. Informaci�on NegativaAs��, en las SLDNF-derivaciones con �exito de rango 0 y �arboles �nitamentefallidos de rango 0 ning�un literal negativo es seleccionado y la selecci�on de unliteral negativo cerrado :A en un SLDNF-objeto de rango n+1 tiene �exito siexiste un SLDNF-�arbol con ra��z  A �nitamente fallido de rango n, y falla siexiste una SLDNF-derivaci�on de  A de rango n.Ignorando peque~nos detalles16, hay tres diferencias fundamentales entre el tra-tamiento del preoblema de Lloyd y el de Apt y Doets.La primera ya na sido mencionado y es el hecho de que para algunos progra-mas y objetivos como P = fA  Ag y :A no exista ni SLDNF-refutacionesni SLDNF-�arboles �nitamente fallidos seg�un la de�nici�on de Lloyd.La segunda es que seg�un Lloyd la selecci�on de un literal negativo cerrado :Afalla si existe un SLDNF-derivaci�on para A, mientras que en el caso de Apty Doets falla si existe un SLDNF-�arbol con �exito para  A. ReemplazandoSLDNF-derivaci�on con �exito por SLDNF-�arbol con �exito se puede probar porinducci�on sobre el rango que si un SLDNF- objeto existe seg�un la de�nici�onde Lloyd, entonces tambi�en existe segun la de�nici�on de Apt y Doets.Por �ultimo el tratamiento de la inviabilidad es diferente. Para Lloyd un ob-jetivo es inviable si consta �unicamente de literales negativos no cerrados y lainviabilidad se deriva de no poder seleccionar ning�un literal en ese objetivo.Para Apt y Doets la inviabilidad se deriva en el momento en que seleccionamosun literal negativo no cerrado en un objetivo. Evidentemente esta diferencia noes esencial y podemos adaptar f�acilmente la de�nici�on de Lloyd, no obstanteApt y Dots destacan que su de�nici�on es m�as apropiada cuando se estudiaSLDNF-resoluci�on con una regla de selecci�on �jada como puede ser en el casode PROLOG, y su regla de tomar el literal m�as a la izquierda.4.8.11 Nota. Distintos problemas relacionados con la SLDNF- resoluci�on comopuedan ser la terminaci�on, la ausencia de inviabilidad o la selecci�on de literalesnegativos no cerrados s�olo ser�an resueltos una vez que tengamos una de�nici�onformal y clara de la misma. Los distintos trabajos publicados con un car�actereminentemente pr�actico carec��an de este rigor tanto en las de�niciones como enlas demostraciones de los resultados. En su art��culo Apt y Doets profundizanen este tema y dan una de�nici�on que per�la resultados conocidos aunque dejacabos sin atar, con lo que abre todo un campo para futuras investigaciones.
16Hay peque~nas diferencias en las presentaci�on de la teor��a entre Lloyd y la que hacen Apty Doets. En la adaptaci�on que hacemos de su art��culo estas diferencias han sido subsanadas.



Ap�endice APreliminaresEl estudio de la Programaci�on L�ogica es esencialmente el estudio de ciertosconjuntos de f�ormulas de un lenguaje de primer orden. Este primer ap�endicepresenta los principales resultados en Teor��a de Conjuntos y L�ogica de PrimerOrden que necesitamos en la presente memoria.A.1 Nociones b�asicas de Teor��a de ConjuntosA.1.1 De�nici�on. Sea S un conjunto. Una relaci�on R sobre S es un subcon-junto del producto cartesiano S � S.A.1.2 De�nici�on. Una relaci�on R sobre un conjunto S es un preorden si severi�can las siguientes propiedades:1. Re
exiva: Para todo x 2 S, (x; x) 2 R.2. Transitiva: Si (x; y) 2 R y (y; z) 2 R, entonces (x; z) 2 R, para todofx; y; zg � S.A.1.3 De�nici�on. Una relaci�on R sobre un conjunto S es un orden parcial sise veri�can las siguientes condiciones:1. R es un preorden.2. Si (x; y) 2 R y (y; x) 2 R entonces x = y, para todo fx; yg � S.Propiedad Antisim�etrica.A.1.4 Nota. A partir de ahora usaremos la notaci�on usual xRy para indicar(x; y) 2 R y si no se indica lo contrario � denotar�a la relaci�on indicada por elcontexto. 95



96 Ap�endice A. PreliminaresA.1.5 De�nici�on. Sea S un conjunto con un orden parcial � y X un subcon-junto de S. Entonces se dice que a 2 S es una cota superior de X si para todox 2 X se tiene x � a. An�alogamente se dice que b 2 S es una cota inferior deX si para todo x 2 X se tiene b � x.A.1.6 De�nici�on. Sea S un conjunto con un orden parcial � y sea X � S.Se dice que a 2 S es el supremo de X, sup(X), si a es una cota superior ypara cualquier otra cota superior a0 se tiene que a � a0. De forma an�aloga sedice que b 2 S es el ��n�mo de X, inf(X), si b es una cota inferior de X y paracualquier otra cota inferior de X, b0, se tiene que b0 � b.A.1.7 Nota. Es f�acil ver que dado un conjunto S y X � S, si la relaci�on �es orden parcial y existen sup(X) o inf(X), estos son �unicos. No obstante sila relaci�on s�olo es un preorden no se tiene la unicidad de supremos e ��n�mos.A.1.8 De�nici�on. Sea A es un conjunto y � un orden parcial en A. Decimosque el par (A;�) es un semirret��culo superior si para cualquier subconjunto�nito de A, X, existe sup(X).A.1.9 De�nici�on. Sea A es un conjunto y � un orden parcial en A. Decimosque el par (A;�) es un ret��culo si para cualquier subconjunto �nito de A, X,existe sup(X) e inf(X).A.1.10 De�nici�on. Sea A es un conjunto y� un orden parcial en A. Decimosque el par (A;�) es un ret��culo completo si para cualquier subconjunto de A,X, existe sup(X) e inf(X).A.1.11 Nota. Sea L un ret��culo completo. Usaremos el s��mbolo > para refe-rirnos al supremo de L, y el s��mbolo ? para el ��n�mo de L.A.1.12 Ejemplo. Sea S un conjunto y P(S) el conjunto de las partes de S,en el que establecemos el orden parcial dado por la inclusi�on de conjuntos �.Es f�acil veri�car que el par (P(S);�) es un ret��culo completo en el que > = Sy ? = ;.A.2 Sintaxis de la l�ogica de primer ordenA.2.1 De�nici�on. Un lenguaje de primer orden consta de un alfabeto y delconjunto de f�ormulas que podemos de�nir sobre �el1. El alfabeto de un lenguajede primer orden L consta de1Una fundamentaci�on rigurosa de los conceptos de L�ogica que aqu�� presentamos puedeencontrarse, por ejemplo, en [20]



A.2. Sintaxis de la l�ogica de primer orden 971. Un conjunto numerable de variables, V .2. Las conectivas l�ogicas: : (negaci�on) y W (disyunci�on).3. El cuanti�cador existencial: 94. Un conjunto numerable de s��mbolos de funci�on, posiblemente vac��o, SF .5. Un conjunto numerable de s��mbolos de predicado, SP .6. Unos s��mbolos auxiliares: \(", \)" y \,".2A.2.2 Nota.1. Los conjuntos anteriormente descritos son disjuntos.2. El conjunto de los s��mbolos de funci�on SF lleva asociado una funci�onaridad que a cada s��mbolo f le asocia un entero no negativo a(f), llamadola aridad del s��mbolo de funci�on f.3. An�alogamente, el conjunto de los s��mbolos de predicado SP lleva aso-ciado una funci�on aridad que a cada s��mbolo p le asocia un entero nonegativo a(p), llamado la aridad del s��mbolo de predicado p4. Los s��mbolos de predicado de aridad cero se denominan s��mbolos propo-sicionales.5. Llamaremos constantes a los s��mbolos de funci�on de aridad cero y deno-taremos por SC al conjunto de las constantes.6. Usaremos los siguientes s��mbolos para referirnos a los elementos de losdistintos conjuntos. (Los usaremos frecuentemente con sub��ndices)� : : : ; x; y; z ser�an variables.� a; b; c; : : : ser�an constantes.� f; g; h; : : : ser�an s��mbolos de funci�on de aridad � 1.� p; q; r; : : : ser�an s��mbolos de predicado.A.2.3 Nota. En lo que sigue, nos referiremos siempre al lenguaje de primerorden L as�� de�nido.2Adem�as de los conjuntos de s��mbolos que aqu�� damos otros autores (Hogger [26] yApt [3], por ejemplo) a~naden las constantes booleanas TRUE y FALSE como s��mbolosproposicionales especiales, no obstante, la construcci�on de la Programaci�on L�ogica se puedehacer sin necesidad de estas constantes, como veremos.



98 Ap�endice A. PreliminaresA.2.4 De�nici�on. Adoptaremos la siguiente de�nici�on inductiva de t�ermino:1. Una variable es un t�ermino2. Una constante es un t�ermino3. Si f es un s��mbolo de funci�on n-ario y t1; : : : ; tn son t�eminos, entoncesf(t1; : : : ; tn) es un t�ermino.Llamaremos TERML al conjunto de t�eminos del lenguaje L y simplementeTERM cuando no exista ambig�uedad.A.2.5 De�nici�on. Una f�ormula se de�ne del siguiente modo:1. Si p es un s��mbolo de predicado n-ario y t1; : : : ; tn son t�erminos entoncesp(t1; : : : ; tn) es una f�ormula, que llamaremos f�ormula at�omica o simple-mente �atomo.2. Si F y G son f�ormulas entonces (:F ) y (F _G) son f�ormulas.3. Si F es una f�ormula y x es una variable entonces (9xF ) tambi�en es unaf�ormula. Llamaremos FORML al conjunto de t�eminos del lenguaje L ysimplemente FORM cuando no exista ambig�uedad.A.2.6 Nota. Sean F y G dos f�ormulas y x una variable. Adoptaremos lassiguientes abreviaturas:� Escribiremos 8xF en lugar de :9x:F� F ^G en lugar de :((:F ) _ (:G))� F ! G en lugar de ((:F ) _G)� F $ G en lugar de (F ! G) ^ (G! F )� (_ni=1Fi) en lugar de (F1 _ (F2 _ : : : _ (Fn�1 _ Fn) : : :))� (^ni=1Fi) en lugar de (F1 ^ (F2 ^ : : : ^ (Fn�1 ^ Fn) : : :))A.2.7 Nota. Para simpli�car la notaci�on adoptaremos los siguientes conve-nios:1. Pueden eliminarse los par�entesis externos.



A.2. Sintaxis de la l�ogica de primer orden 992. Las conectivas tienen una precedencia de asociaci�on. De menor a mayorest�an ordenadas por: :;^;_;!;$.3. Cuando una conectiva se asocia repetidamente, se asocia por la derecha.A.2.8 De�nici�on. Diremos que e es una expresi�on de L si es un t�ermino ouna f�ormula de L.A.2.9 Nota. Si e es una expresi�on, denotaremos como V (e) al conjunto devariables que ocurren en e.A.2.10 De�nici�on. El alcance de 8x (resp. 9x) en la f�ormula 8xF (resp.9xF ) es F .A.2.11 De�nici�on. De�nimos recursivamente el conjunto de las variables li-bres de un t�ermino t, Libre(t), del siguiente modo:Libre(t) = ( fxg si t = x es una variableLibre(t1) [ : : : [ Libre(tn) si t = f(t1 : : : tn)A.2.12 De�nici�on.1. El conjunto de las variables libres de una f�ormula F , Libre(F ), se de�nerecursivamente del siguiente modo:Libre(F ) = 8>>><>>>: Libre(t1) [ : : : [ Libre(tn) si t = p(t1 : : : tn)Libre(G) si F = :GLibre(G) [ Libre(H) si F = (G _H)Libre(G)� fxig si F = 9xiG2. El conjunto de las variables ligadas de una f�ormula F , Ligada(F ), sede�ne recursivamente del siguiente modo:Ligada(F ) = 8>>><>>>: Ligada(t1) [ : : : [ Ligada(tn) si t = p(t1 : : : tn)Ligada(G) si F = :GLigada(G) [ Ligada(H) si F = (G _H)Ligada(G) [ fxig si F = 9xiGA.2.13 De�nici�on.1. Un t�ermino cerrado es un t�ermino en el que no ocurre ninguna variable.



100 Ap�endice A. Preliminares2. Una f�ormula cerrada es una f�ormula en la que no ocurre libre ningunavariable. Por tanto un �atomo cerrado es un �atomo en el que no ocurreninguna variable.3. Una f�ormula abierta es una f�ormula que no contiene cuanti�cadores.A.2.14 De�nici�on. Si Libre(F ) = fx1; : : : ; xng entonces:1. La clausura universal de F , 8(F ) es(8x1) : : : (8xn)F2. An�alogamente, la clausura existencial de F , 9(F ) es(9x1) : : : (9xn)FA.2.1 SustitucionesA.2.15 De�nici�on. Dado un lenguaje de primer orden L, una sustituci�on �es una funci�on del conjunto V de las variables en el conjunto TERM de lost�erminos � : V ! TERMDenotaremos por SUST al conjunto de las sustituciones.A.2.16 De�nici�on. Adoptaremos las siguientes de�niciones:1. De�nimos el dominio de una sustituci�on � como el conjunto siguienteDom(�) = fx 2 V : �(x) 6= xg2. El codominio de una sustituci�on � como Cod(�) = f�(x) : x 2 Dom(�)g3. El rango de una sustituci�on � como Rang(�) = Sx2Dom(�)V (�(x))A.2.17 De�nici�on. Llamaremos sustituci�on identidad a la sustituci�on de do-minio vac��o y la denotaremos �.A.2.18 De�nici�on. Una sustituci�on � es �nita si D(�) es �nito.A.2.19 Nota. En lo que sigue s�olo consideraremos sustituciones �nitas y omi-tiremos el adjetivo.



A.2. Sintaxis de la l�ogica de primer orden 101A.2.20 De�nici�on. Diremos que una sustituci�on � es b�asica si para todox 2 Dom(�), �(x) es un t�ermino cerrado.A.2.21 Nota. Sea � una sustituci�on de dominio Dom(�) = fx1; : : : ; xng. No-taremos � de la siguiente formafx1=�(x1); : : : xn=�(xn)gA.2.22 De�nici�on. Dada una sustituci�on �, a cada par ordenado (x; �(x))donde x 2 Dom(�) lo llamaremos enlace de la sustituci�on. Con la notaci�onanterior, un enlace es cada una de las expresiones x=�(x) 2 �.A.2.23 Teorema. Para cada sustituci�on � existe una �unica aplicaci�on�0 : TERM ! TERMde�nida por �0(t) = ( �(t) si t es una variablef(�0(t1) : : : �0(tn)) si t = f(t1 : : : tn)Haciendo un abuso de notaci�on escribiremos �(t) en lugar de �0(t) y seguiremosllamando sustituci�on a esta nueva aplicaci�on.3A.2.24 De�nici�on. Sean dos t�erminos s y t y la sustituci�on � = fx=tg. Elt�ermino resultante de sustituir en s la variable x por el t�ermino t ess[x=t] = �(s)A.2.25 De�nici�on. Sean F una f�ormula y t un t�ermino. La f�ormula resul-tante de sustituir en F la variable x por el t�ermino t se de�ne recursivamentepor F [x=t] = 8>>>>>><>>>>>>: p(t1[x=t]; : : : ; tn[x=t]) si F = p(t1; : : : ; tn):G[x=t] si F = :GG[x=t] _H[x=t] si F = G _H9yG[x=t] si F = 9yG y x 6= y9xG si F = 9xG3Para poder dar la demostraci�on de este resultado y otros an�alogos que citamos m�asadelante ser��a necesario establecer algunos resultados previos sobre el principio de inducci�onpara t�erminos y f�ormulas y la libre generaci�on de �estos, en los que no vamos a entrar. Estosresultados podemos encontrarlos en [20].



102 Ap�endice A. PreliminaresA.2.26 De�nici�on. Una variable x de F es sustituible por el t�ermino t si secumple una de las siguientes condiciones:1. F es at�omica.2. F = :G y x es sustituible por t en G.3. F = G _H y x es sustituible por t en G y H.4. F = 9xG5. F = 9yG, x 6= y, y no ocurre libre en t y x es sustituible por t en G.A.2.27 Nota.1. En lo sucesivo, al escribir F [x=t] supondremos que x es sustituible por ten F .2. Si una f�ormula F contiene una variable libre x, escribiremos F comoF (x) y abreviaremos F [x=t] como F (t).A.3 Sem�anticaA.3.1 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden. Una preinterpretaci�onde L es un par M'= (D; I) tal que:1. D es un conjunto no vac��o, llamado el dominio de la preinterpretaci�on.2. I es una aplicaci�on de�nida sobre SF tal que:(a) Para cada constante c del lenguaje, I(c) 2 D.(b) Para cada s��mbolo de funci�on n-ario del lenguaje I(f) es una apli-caci�on parcial de Dn en D.I(f) : Dn ! Dtal que I(f)(I(t1); : : : ; I(tn)) = I(f(t1; : : : ; tn)).A.3.2 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden. Una interpretaci�onde L es un par M= (D; I) tal que:1. M es una preinterpretaci�on de L.



A.3. Sem�antica 1032. Adem�as extendemos la aplicaci�on I a los s��mbolos de predicado del si-guiente modo: Para todo s��mbolo de predicado n- ario (n > 0)I(p) � DnEn este caso se dice que la interpretaci�on M est�a basada en la interpretaci�onM'.A.3.3 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden y M= (D; I) una in-terpretaci�on de L. Una asignaci�on � es una aplicaci�on del conjunto de lasvariables de L, V , en el universo de la interpretaci�on, D.� : V ! DA.3.4 Teorema. Sea M= (D; I) una interpretaci�on de L . Para cada asig-naci�on � existe un �unica aplicaci�on �� : TERM ! D de�nida por��(t) = ( �(t) si t es una variableI(f)(��(t1); : : : ; ��(tn) si t = f(t1; : : : ; tn)En lo sucesivo escribiremos �(t) en lugar de ��(t).A.3.5 De�nici�on. Sea M= (D; I) una interpretaci�on para L, d 2 D y � unaasignaci�on. Se representa por �[x=d] la asignaci�on �0 de�nida por�0(y) = ( d si y = x�(y) si y 6= xA.3.1 Consistencia y validezA.3.6 De�nici�on. Los elementos del conjunto 2 = f1; 0g se llaman valoresde verdad. Diremos que 0 es el valor falso y que 1 es el valor verdadero.A.3.7 De�nici�on. De�nimos las funciones de verdad del siguiente modo1. La funci�on de verdad de la negaci�on es H: : 2! 2 de�nida porH:(i) = 1� i2. La funci�on de verdad de la disyunci�on es H_ : 2� 2! 2 de�nida porH_(i; j) = maxfi; jg



104 Ap�endice A. Preliminares3. Se de�ne la funci�on H9 : P(2)! 2 del siguiente modo:H9(X) = ( 1; si 1 2 X0; en caso contrarioA.3.8 Teorema. Sea M una interpretaci�on de L. Para cada asignaci�on �existe una �unica aplicaci�on ~� : FORM ! 2 tal que
~�(F ) = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

1; si F = p(t1; : : : ; tn)e (I(t1); : : : ; I(tn)) 2 I(p)0; si F = p(t1; : : : ; tn)e (I(t1); : : : ; I(tn)) =2 I(p)H:(G) si F = :GH_(G;H) si F = G _HH9(f�[x=m](G) : m 2 Dg) si F = 9xGEn lo sucesivo escribiremos �(F ) en lugar de ~�(F ).A.3.9 De�nici�on. Sea L un lenguaje de primer orden, F una f�ormulas y Muna interpretaci�on de L. Diremos que:1. F es v�alida en M respecto de la asignaci�on �, Mj=�F si �(F ) = 1.2. F es v�alida en M, M j= F , si �(F ) = 1 para todas las asignaciones�. En este caso se dice que M es un modelo de F y que M satisface laf�ormula F .3. F es v�alida, j= F , si es v�alida en todas las interpretaciones de L.4. F es consistente o satisfacible si tiene alg�un modelo.A.3.10 Nota. Las de�niciones anteriores son las mismas en el caso en quehablemos de un conjunto de f�ormulas �.A.3.11 De�nici�on. Sea T una teor��a de primer orden y sea L el lenguajede T. Un modelo de T es una interpretaci�on de L que sea modelo para todoaxioma de T. Si T tiene un modelo entonces decimos que es consistente.A.3.12 De�nici�on. Sea S un conjunto de f�ormulas cerradas y F una f�ormulacerrada. Diremos que F es consecuencia l�ogica de S, y lo denotaremos S j= F ,si para toda interprtetaci�on M, si M es modelo de S, entonces es modelo deF .



A.4. Formas prenexas 105A.3.13 De�nici�on. Dos f�ormulas F y G son l�ogicamente equivalentes, F �G, si para toda interpretaci�on M se tiene queM j= F si y s�olo si M j= GA.3.14 Teorema. Sea S un conjunto de f�ormulas cerradas y F una f�ormulacerrada. Entonces se tiene que F es consecuencia l�ogica de S si S [ fFg esinsatisfacible.A.4 Formas prenexasA.4.1 De�nici�on. Una f�ormula F est�a en forma prenexa si es de la formaQ1x1 : : : QnxnGdonde para todo i 2 f1; : : : ng, Qi 2 f8; 9g, xi son variables distintas y G esuna f�ormula abierta. Se dice que Q1x1 : : : Qnxn es el pre�jo de F y que G esla matriz de F .A.4.2 Teorema. Para cada f�ormula F existe una f�ormula F 0 en forma pre-nexa equivalente a F .A.4.3 Nota. Existen algoritmos tales que dada cualquier f�ormula F devuel-ven una f�ormula F 0 en forma prenexa equivalente a la f�ormula dada.A.4.4 De�nici�on. Un literal es un �atomo o la negaci�on de un �atomo. Unliteral positivo es un �atomo. Un literal negativo es la negaci�on de un �atomo.A.4.5 De�nici�on.� El complementario de un literal L es�L = ( :p(t1; : : : ; tn) si L es p(t1; : : : ; tn)p(t1; : : : ; tn) si L es :p(t1; : : : ; tn)� Dos literales L y L0 son complementarios siL0 = �LA.4.6 De�nici�on.



106 Ap�endice A. Preliminares� Una cl�ausula conjuntiva C es la conjunci�on de un conjunto �nito deliterales, i.e., C = n̂i=1Li� Una cl�ausula disyuntiva D es la disyunci�on de un conjunto �nito deliterales, i.e., D = n_i=1LiA.4.7 De�nici�on.� Una f�ormula est�a en forma normal conjuntiva, FNC, si est�a en formaprenexa y su matriz es una conjunci�on de un conjunto de cl�ausulas dis-yuntivas, i.e., F = Q1x1 : : : Qnxn^ni=1(_mij=1Li;j)� Una f�ormula est�a en forma normal disyuntiva, FND, si est�a en formaprenexa y su matriz es una disyunci�on de un conjunto de cl�ausulas con-juntivas, i.e., F = Q1x1 : : : Qnxn_ni=1(^mij=1Li;j)A.4.8 De�nici�on.1. F es una forma normal conjuntiva de G si F est�a en forma normalconjuntiva y F � G.2. F es una forma normal disyuntiva de G si F est�a en forma normal dis-yuntiva y F � G.A.4.9 Teorema. Para cada f�ormula F existen f�ormulas G1 y G2 tales que G1es una forma normal conjuntiva de F y G2 es una forma normal disyuntivade F .A.4.10 Nota. Existe un algoritmo tal que dada cualquier f�ormula F devuelveuna forma normal conjuntiva (resp. disyuntiva) de F .



Ap�endice BUni�caci�onEn este ap�endice tratamos uno de los temas m�as importantes dentro de lafundamentaci�on de la Programaci�on L�ogica y que tiene rami�caciones dentrode gran parte de las matem�aticas actuales. La elaboraci�on del ap�endice se basaen recientes trabajos de Nipkow [40] y Lassez, Maher y Marriot [34], aunquetambi�en con aportaciones de Apt [3] y Lloyd [37]. Los conceptos que utilizohan sido de�nidos en el ap�endice anterior.B.1 La relaci�on subsunci�onB.1.1 De�nici�on. Si W � V entonces � �W es la restricci�on de � a V , i.e.,� �W (x) = ( �(x) si x 2 Wx en otro casoB.1.2 Nota. Notaremos como (s)� el t�ermino que se obtiene de aplicar a s lasustituci�on �.B.1.3 De�nici�on. La composici�on de las sustituciones � y � la abreviaremos�� . As�� (t)(��) = ((t)�)� . Diremos que una sustituci�on � es idempotente si�� = �. N�otese que en este caso Dom(�) \Rang(�) = ;.B.1.4 De�nici�on. Decimos que el t�ermino t es una instancia del t�ermino s siexiste una sustituci�on � tal que �(s) = t. En este caso tambi�en diremos que ses m�as general que t, (o bien que s es menos particular que t), y lo denotaremost � s. 107



108 Ap�endice B. Uni�caci�onLa elecci�on de la orientaci�on del s��mbolo � vienen justi�cada por el hecho deque un t�ermino puede ser considerado como el conjunto de todas sus instancias,y desde este punto de vista t es un subconjunto de s.1B.1.5 Proposici�on. La relaci�on � de�nida en TERM del siguiente modo:t � s () Existe una sustituci�on � tal que (s)� = tes un preorden en TERM , es decir, es re
exiva y transitiva en TERM .B.1.6 De�nici�on. Llamaremos subsunci�on a la relaci�on en TERM de�nidaen la proposici�on anterior.B.1.7 De�nici�on. De�nimos en TERM la relaci�on � del siguiente modo:s � t () (s � t) ^ (t � s)Si s � t diremos que s y t son equivalentes, o bien que s es una variante de t(y viceversa).B.1.8 De�nici�on. Se de�ne en TERM la relaci�on < de la siguiente manera:s < t () s � t y t 6� sLlamaremos a esa relaci�on subsunci�on estricta.La demostraci�on del siguiente teorema as�� como la de los dem�as resultados deeste ap�endice pueden encontrarse en [28].B.1.9 Teorema. No existe ninguna cadena descendente in�nita de subsun-ci�on estricta t1 > t2 > t3 > : : :, i.e., la relaci�on < est�a bien fundamentada.B.1.10 Ejemplo. Sea s1 el t�ermino f(x; y; h(z)). Una cadena descendente desubsunci�on estricta comenzando en s1 podr��a serSi �1 = fx=ag entonces s2 = (s1)�1 = f(a; y; h(z))Si �2 = fy=bg entonces s3 = (s2)�2 = f(a; b; h(z))Si �3 = fz=cg entonces s4 = (s3)�3 = f(a; b; h(c))No existe ning�un t�ermino estrictamente menor que s4 por lo que hemos obte-nido l cadena descendente �nita s1 > s2 > s3 > s4.1Intuitivamente, si consideramos Conj(t) = ft� : � sustituci�on g tenemos ques � t () Conj(s) � Conj(t)



B.1. La relaci�on subsunci�on 109B.1.11 De�nici�on. Una permutaci�on es una aplicaci�on � : V ! V biyectiva2.B.1.12 Teorema. Para cada permutaci�on � existe una �unica aplicaci�on�0 : TERM ! TERMde�nida por (t)�0 = ( (t)� si t es una variablef((t1)�0; : : : ; (tn)�0) si t = f(t1 : : : tn)Haciendo un abuso de notaci�on escribiremos (t)� en lugar de (t)�0B.1.13 Lema. s � t () Existe una permutaci�on � tal que (t)� = sB.1.14 Lema. La relaci�on � es de equivalencia en TERM .B.1.15 Nota. Adoptaremos la siguiente notaci�on respecto de la relaci�on deequivalencia:� Para cada t�ermino t, representaremos por [t] su clase de equivalencia,i.e., [t] = ft0 2 TERM : t0 � tg� Representaremos por T el conjunto cociente de TERM respecto de �,i.e., T = f[t] : t 2 TERMgB.1.16 De�nici�on. Se de�ne en T la relacion � del siguiente modo:[t] � [s] () t � sB.1.17 Lema. La relaci�on � es un orden parcial en T.B.1.18 Nota. El mayor elemento de T es el conjunto de las variables.Esto se tiene porque dado un t�ermino cualquiera t y una variable x siemprepodemos encontrar la sustituci�on � = fx=tg, con lo que tendremos t � x.2Una permutaci�on es una sustituci�on, por lo que notaremos como (x)� a la variable queresulta de aplicar la permutaci�on � a la variable x.



110 Ap�endice B. Uni�caci�onB.1.19 De�nici�on. Sea � : TERM � TERM ! V una biyecci�on3. De�ni-mos a partir de � la siguiente aplicaci�on t� : TERM � TERM ! TERMt�(s; t) = ( f(s1t�t1; : : : ; snt�tn) si s = f(s1; : : : ; sn) y t = f(t1; : : : ; tn)�(s; t) en otro casoA partir de ahora denotaremos t�(s; t) como st�t.B.1.20 De�nici�on. Dada la biyecci�on � : TERM�TERM ! V y su corres-pondiente t� : TERM � TERM ! TERM se de�ne la siguiente aplicaci�on~t� : SUST � SUST ! SUST como sigue:(x) ~t�(�1; �2) = (x)�1t�(x)�2Denotaremos por �1t��2 la sustituci�on ~t�(�1; �2)Obviamente, como cualquier otra sustituci�on, �1t��2, se extiende de forma�unica al conjunto de los t�erminos.Puesto que la operaci�on � de�nida en TERM es s�olo un preorden, el su-premo de un conjunto no est�a un��vocamente determinado, as�� que s�olo podemoshablar de la existencia o no de un supremo.B.1.21 Proposici�on. El t�ermino t1t�t2 es un supremo de t1 y t2 con la re-laci�on susbsunci�on.B.1.22 Lema. Sean � y  dos biyecciones cualesquiera de TERM �TERMen V , �;  : TERM � TERM ! V , entonces st�t � st t.B.1.23 Teorema. En virtud del lema anterior podemos a�rmar que T es unsemirret��culo superior con un operador supremo t que llamaremos \la menorgeneralizaci�on".Combinando los resultados anteriores se tiene el siguiente teorema.B.1.24 Teorema. Dados dos t�erminos cualesquiera s y t con una instanciacom�un, esto es, que exista un t�ermino u tal que u � s y u � t, entonces existeun ��n�mo de s y t que denotaremos s u t.B.1.25 Nota. Representaremos por T al conjunto T al que hemos a~nadidoun menor elemento ?3Esa biyecci�on existe por se ambos conjuntos in�nitos numerables.



B.2. Uni�caci�on 111B.1.26 Teorema. (T;�) es un ret��culo completo.B.1.27 De�nici�on. En el conjunto de las sustituciones, SUST ,establecemosla siguiente relaci�on:� � �0 () existe una sustituci�on �00 tal que �0�00 = �Si � � �0 se dice que � es menos particular que �0.B.1.28 Lema. La relaci�on � es un preorden en SUST , i.e., es re
exiva ytransitiva en el conjunto de las sustituciones.B.1.29 Lema. Si L tiene s��mbolos de funci�on entonces� � �0 () 8t 2 TERM; �(t) � �0(t).B.1.30 Lema. En el conjunto de las sustituciones, SUST , se de�ne la si-guiente relaci�on: � � �0 () (� � �0) ^ (�0 � �)Si � � �0 decimos que � y �0 son equivalentesB.1.31 Lema. � � �0 si y s�olo si existe una permutaci�on � tal que �� = �0B.1.32 Lema. La relaci�on � es de equivalencia en el conjunto SUST de lassustituciones.B.1.33 Lema. Si L tiene s��mbolos de funci�on entonces� � �0 () 8t 2 TERM; �(t) � �0(t)B.2 Uni�caci�onEl concepto de uni�caci�on, fundamental dentro de la Programaci�on L�ogica, hatenido una historia controvertida. Podemos a�rmar que el primer algoritmode uni�caci�on fue dado por Herbrand [24] en 1930 para resolver ecuaciones.Posteriormente fue Robinson [44] quien retom�o los estudios de Herbrand dandola primera de�nici�on de uni�cador de m�axima generalidad como el uni�cadorobtenido mediante el algoritmo presentado en el mismo trabajo. M�as tarde



112 Ap�endice B. Uni�caci�onfue el mismo Robinson en 1979 quien dio la siguiente de�nicion de umg: �es el umg $ Para todo uni�cador �, � = ��. Una tercera de�nici�on, dadapor Chang y Lee en 1973 [13] y adoptada por Lloyd en su trabajo de 1984[36] fue aceptada como \o�cial" durante alg�un tiempo y la encontramos entrabajos como los de Apt [3]:� es el umg $ para todo uni�cador � existe unasusutituci�on � tal que � = ��.4 M�as tarde, en 1986 Sterling y Shapiro danuna de�nici�on basada en el orden parcial establecido entre los t�erminos. Enesta memoria seguimos a Nipkow [40] en su trabajo de 1992.B.2.1 De�nici�on. Sean t1 y t2 dos t�erminos.1. Se dice que la sustituci�on � es un uni�cador de t1 y t2 si (t1)� = (t2)�(.2. Representaremos por U(t1; t2)al conjunto de los uni�cadores de t1 y t23. Se dice que t1 y t2 son uni�cables si U(t1; t2)6= ;4. � es un uni�cador de m�axima generalidad de t1 y t2 si� � 2 U(t1; t2)� Para toda �0 2 U(t1; t2), �0 � �, o dicho de otro modo ,existe unsustituci�on �00 al que ��00 = �0.5� Se dice que un umg � de dos �atomos A yB es relevante siDom(�) [ Rang(�) � V (A) [ V (B)esto es, si toda variable que ocurra en alg�un enlace de � ocurre enA o en B.N�otese que puesto que � es s�olo un preorden no podemos hablar del el supremode un conjunto.4Lloyd[37] de�ne la composici�on de sustituciones de la siguiente manera: Dadas dossustituciones � = fu1=s1; : : : ; um=smg y � = fv1=t1; : : : ; vn=tng, la sustituci�on composici�on�� es la sustituci�on obtenida a partir defu1=s1�; : : : ; um=sm�; v1=t1; : : : ; vn=tngeliminando los enlaces que� Sean de la forma ui=si� y ui = si�� Sean de la forma vj=tj y vj 2 fu1; : : : ; umgEsta de�nici�on es equivalente a la que hemos dado.5Esta de�nici�on es equivalente a la de Chang y Lee [13].



B.3. Algoritmos de uni�caci�on 113B.2.2 Lema. Sean t1 y t2 dos t�erminos y � y �0 dos uni�cadores de m�aximageneralidad de t1 y t2. Entonces � � �0 i.e., dados dos t�erminos su uni�cadorde m�axima qeneralidad es �unico salvo equivalencias.B.2.3 Nota. Representaremos por umg(t1; t2) al conjunto de uni�cadores dem�axima generalidad de t1 y t2 y abreviaremos la expresi�on \uni�cador dem�axima generalidad" como umg.B.2.4 Ejemplo. Sean t1 = x y t2 = y dos t�eminos. La sustituci�on � =fx=z; y=zg es un uni�cador de x e y, pero seg�un la de�nici�on anterior no esun umg, ya que dado el uni�cador �1 = fx=yg (caso an�alogo con �2 = fy=xg)no podemos encontrar ninguna sustituci�on �00 tal que fx=z; y=zg�00 = fx=yg.(�fz=yg es fx=y; z=yg pero no �1).6B.2.5 Nota. El concepto de uni�cador y de umg se extiende de forma naturala conjuntos de m�as de dos t�erminos.B.2.6 Lema. Sean s1 y s2 t�erminos tales que V (s1) \ V (s2) = ;. Entonces,si � es un umg de s1 y s2 entonces �s1 (= �s2) es un ��n�mo de s1 y s2.B.2.7 Nota. El lema anterior es falso si V (s1)\V (s2) 6= ;. As��, si s1 = f(x; y)y s2 = f(y; x), un umg puede ser � = fx=yg, pero �(s1) = f(y; y) no es un��n�mo de s1 y s2. Este �ultimo ser��a, m�odulo permutaci�on, f(z1; z2).B.3 Algoritmos de uni�caci�onEl problema de la uni�caci�on es mucho m�as amplio de lo que aqu�� abordamos.Podemos pensar que encontrar soluci�on a la ecuaci�on2 + x = 5no es m�as que encontrar la sustituci�on � = fx=3g. Este ejemplo pone derelieve que el problema de la Uni�caci�on subyace en cualquier problema quenos planteemos en Matem�aticas.Los algoritmos de uni�caci�on est�an muy estudiados. Desde el algoritmo deHerbrand de 1930 hasta el algoritmo lineal presentado por Martelli y Montanari[38] en 1976 ha corrido mucha tinta, aunque la investigaci�on en el campo dela uni�caci�on no ha hecho m�as que empezar.6He aqu�� un ejemplo de la controversia de la de�nici�on de umg. Existen de�niciones paralas que � es en este caso umg.



114 Ap�endice B. Uni�caci�onB.3.1 Algoritmo de HerbrandB.3.1 De�nici�on. Sea S un conjunto de expresiones. El conjunto discordantede S, DS se de�ne como el resultado del siguiente \algoritmo": Comparamoslos s��mbolos de L que aparecen en las expresiones de S empezando por laizquierda, hasta encontrar alg�un s��mbolo distinto.� Si comparando posici�on a posici�on todos los s��mbolos que encontramosson iguales, entonces DS = ;� Si al llegar a una posici�on determinada descubrimos s��mbolos distintos,el conjunto DS tendr�a como elementos aquellas subexpresiones7 de lasexpresiones de S que contengan esos s��mbolos.B.3.2 Ejemplo. Sean los siguientes conjuntos de expresiones:� S = fp(f(x); a); p(g(x); a)g, DS = ff(x); g(x)g� S = fp(f(x); a); p(f(y); a)g, DS = fx; yg� S = fp(f(x); x); p(f(x); a)g, DS = fx; ag� S = fp(f(x); x); p(f(x); x)g, DS = ;B.3.3 Nota. Sea S = fei : i 2 Ig un conjunto de expresiones y � una sustitu-ci�on. Denotaremos como S� al conjunto de expresiones siguiente: S� = fei� :i 2 Ig.ALGORITMO DE UNIFICACIONConsideremos un contador k1. Pongamos k = 0 y �0 = �2. Si S�k es un conjunto unitario entonces paramos; �k es un umg de S.En otro caso hallar el conjunto discordante Dk de S�k.3. Si existe v y t en Dk tal que v es una variable que no ocurre en t entonceshacemos �k+1 = �kfv=tg, aumentamos en uno el contador k, k = k + 1,y volvemos al paso 2. En otro caso paramos y concluimos que S no esuni�cable.La demostraci�on del siguiente teorema puede encontrarse en [37].7No hemos de�nido \subexpresi�on" en esta memoria, como tampoco otros conceptospropios de la l�ogica. Esta y otras de�niciones auxiliares pueden encontrarse en [20].



B.3. Algoritmos de uni�caci�on 115Teorema. B.3.4 (Teorema de Uni�caci�on) Sea S un conjunto de expre-siones. Si S es uni�cable el algoritmo de uni�caci�on presentado termina y dacomo salida un umg de S. Si S no es uni�cable, el algoritmo termina y dacomo salida que S no es uni�cable.B.3.5 Nota. El algoritmo que aqu�� presentamos es muy ine�ciente, de tipoexponencial en el peor de los casos. Como ya hemos comentado, Martelli yMontanari[38] presentaron un algoritmo lineal en 1976.Como hemos apuntado, la teor��a de uni�caci�on es muy extensa y est�amuy rami�cada. Para m�as informaci�on pueden consultarse los trabajos deT. Nipkow[40] y Lassez, Maher y Marriot[34].
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