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Capitulo 1

Introduccion

El razonamiento automdtico (o deduccién automadtica) constituye uno de los campos de
investigacién mas activos dentro de la inteligencia artificial, lo que queda reflejado en
el gran numero de sistemas existentes [10, 71] y en las diversas aplicaciones en las que
han sido empleados. El objetivo del razonamiento automatico es crear programas que
resuelvan o ayuden a resolver problemas en los que se requiere algin tipo de razonamiento.
Usualmente, se entiende que se trata de un razonamiento en una légica.

Durante la década de los 60 y de los 70, la mayor parte del trabajo realizado en este
campo se centrd en el disefio de algoritmos y sistemas basados en la regla de resolucion
de Robinson [62] para la légica de primer orden. Se trata de una regla de inferencia
que deriva nuevas formulas mediante una combinacién del algoritmo de unificacién y una
generalizacion de la regla de modus ponens. Para probar un teorema, los axiomas de la
teoria, junto con la negacién de la formula que se desea probar, se expresan en forma
de cldusulas. La regla de resolucién se aplica exhaustivamente para intentar llegar a una
contradiccion, lo que probaria la formula.

El trabajo actual en los sistemas basados en resolucién se centra en dos aspectos. Por
un lado, el estudio de estrategias que permitan reducir el nimero de clausulas generadas.
Por otro lado, el diseno de implementaciones eficientes (indices, paralelismo, estructuras
de datos, etc.). En la actualidad, el maximo representante de los demostradores basados
en resolucién es Otter [52]. Conviene resaltar que el sistema EQP (una variante de Otter),
haya tenido éxito en la demostracién de la conjetura de Robbins, un problema hasta
entonces abierto en matematicas [50].

Actualmente, los sistemas basados en resolucién no constituyen el principal paradig-
ma para los demostradores automéaticos. Las distintas aplicaciones en las que han sido
empleados (principalmente en la verificacién de sistemas), han hecho emerger la necesidad
de usar otras logicas, distintas de la de primer orden: légicas de orden superior, modales,
lineales, inductivas, constructivas, teoria de tipos, etc.

Entre los sistemas de demostracion automatica en légicas de orden superior, destacan
HOL [24] y PVS [58]. Otro grupo importante de sistemas es el que automatiza una teoria
de tipos constructiva. En este tipo de légicas de orden superior, los mayores exponentes
son Coq [17], Nuprl [14] y Lego [46]. Aunque la expresividad de estas légicas es superior a
la de la l6gica de primer orden, la dificultad de automatizar la deduccién es mucho mayor.
Por ello, estos sistemas son maés interactivos que automaticos. Precisamente, ésta es otra
propiedad que permite la clasificacién los sistemas de demostracién automatica.

En el otro extremo de los sistemas totalmente automaticos (como Otter), surgen los de-
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nominados “comprobadores de pruebas”!. En estos sistemas (como Mizar [73]), el usuario
construye la prueba y el sistema verifica si verdaderamente se compone de pasos elementa-
les de inferencia. El “estilo LCF” [25], supone un compromiso entre la interactividad y la
automatizacion: las pruebas se construyen con un pequeno ntucleo de reglas de inferencia y
el usuario puede construir programas (llamados técticas), que aplican varios pasos bésicos
de una vez. Estas tacticas se usan principalmente para simplificar expresiones y aplicar
procedimientos de decisién. HOL, Nuprl y Coq son demostradores que interactiian con el
usuario mediante tacticas.

Otro grupo importante de sistemas de razonamiento automatico es el de los demos-
tradores de teoremas inductivos. Este tipo de sistemas estd especialmente indicado para
razonar sobre estructuras repetitivas: iteracion en programas, procesos ciclicos o estructu-
ras de datos definidas por recursién. La principal regla de inferencia de estos sistemas es la
induccién y su automatizacion requiere usualmente la aplicacion de heuristicas para des-
cubrir un esquema de inducciéon adecuado para probar una conjetura. Ejemplos notorios
de demostradores inductivos son Nqthm [7], Inka [32] y Oyster/CLaM [11].

En particular, Nqthm (o demostrador de Boyer y Moore) es uno de los demostradores
automdaticos que méds resultados practicos ha conseguido. La légica de Nqthm (también
conocida como légica de Boyer y Moore) es una restriccién de la légica de primer orden,
sin cuantificadores, y especialmente disenada para razonar sobre un lenguaje de funciones
recursivas, préximo a Lisp. En este sistema, la demostracién de los teoremas se realiza,
esencialmente, usando simplificacion y una potente heuristica para realizar demostraciones
por induccién. A pesar de la (aparente) debilidad expresiva de su légica, se ha usado para
formalizar resultados no triviales, tanto en matematicas como en la verificacién de sistemas
fisicos (microprocesadores, principalmente).

Ngthm es un sistema automatico, ya que una vez comienza un intento de prueba de una
conjetura, el usuario no puede interactuar (excepto para cortar el intento). Sin embargo, el
sistema tiene que ser guiado hacia una prueba predeterminada, mediante la demostracion
previa de una serie de lemas.

Una de las caracteristicas deseables en cualquier aplicacion de los demostradores au-
tomaticos, es la posibilidad de ejecutar los modelos formales que se estdn verificando.
Esto aumenta la confianza del usuario en el hecho de que el modelo construido refleje la
situacion real que se quiere verificar. En algunos sistemas, esta posibilidad de razonar
y ejecutar no esta presente. En otros, como Coq o Nuprl, el hecho de que la légica sea
constructiva permite extraer, a partir de las pruebas desarrolladas, un programa ejecuta-
ble en lenguaje ML [59], lo que permite el desarrollo de programas consistentes con sus
especificaciones.

El sistema ACL2

En Ngthm, la logica estd disenada para razonar sobre funciones de un lenguaje de progra-
macién y, por tanto, la ejecucion y el razonamiento se realizan en un mismo entorno. Las
definiciones de las funciones se usan como axiomas de la légica y también como reglas de
calculo. Sin embargo, a medida que aumenta la complejidad de los modelos formalizados,
puede resultar ineficiente una ejecucién de las funciones basada en los axiomas de la logica.

Esta deficiencia la solventa satisfactoriamente ACL2 [37], creado a partir de 1989 por
Boyer, Moore y Kaufmann, como descendiente directo de Nqthm. El sistema ACL2 im-

'Del inglés proof checker.



plementa una légica para razonar sobre un subconjunto del lenguaje Common Lisp. Esta
légica es muy similar a la de Boyer y Moore y el demostrador automatico usa esencialmente
las mismas técnicas que Nqthm (aunque notablemente mejorado). La principal diferencia
existente entre ACL2 y Nqthm, radica en que en ACL2 la ejecucién de los modelos expre-
sados en la logica se pueda realizar directamente, bajo ciertas condiciones, en Common
Lisp [69]. Es posible ejecutar funciones en Common Lisp con una eficiencia comparable a
la de C.

ACL2 también es muy similar a Nqthm en el grado de automatismo y en la manera
de guiar al demostrador hacia las pruebas. El usuario debe crear un “mundo 1égico”,
consistente en una serie de resultados previos que el sistema utiliza en forma de reglas.
Este mundo logico debe instruir al demostrador, siguiendo una estrategia inspirada en una
prueba informal preconcebida.

Métodos formales y razonamiento automatico

En la actualidad, una de las principales aplicaciones de los demostradores autométicos es
el uso de métodos formales en la verificacion de sistemas hardware y software, que consiste
en especificar el comportamiento esperado de programas o de sistemas fisicos, mediante
formulas l6gicas, y usar un demostrador automaéatico para demostrar formalmente estas
especificaciones. Frente a una validaciéon basada en la simulacién y en comprobaciones, los
métodos formales representan una manera rigurosa, consistente y fiable de verificar que
un sistema se comporta acorde con su especificacion.

HOL, PVS, Ngthm y ACL2, entre otros, se han aplicado con éxito en la verificacién de
sistemas hardware, principalmente microprocesadores. Estos sistemas electrénicos consti-
tuyen un campo de aplicacién muy adecuado para los demostradores automaticos. Aunque
su especificacién légica es relativamente simple, su complejidad combinatoria hace que el
razonamiento slo pueda ser abordado mediante un demostrador automaético. La verifi-
cacién formal de estos sistemas es muy importante, ya que incluso pequenos errores en el
diseno de un microprocesador pueden tener serias y desastrosas consecuencias.

Por ejemplo, ACL2 se ha usado con éxito en proyectos como la verificacion del mi-
crocodigo del algoritmo de divisiéon de coma flotante y de raiz cuadrada del procesador
AMD K5 [54, 66], o la verificacién del cédigo RTL que implementa las operaciones ele-
mentales sobre nimeros de coma flotante del procesador AMD Athlon [65].

Otro campo de aplicacién de los demostradores autométicos es la demostracion de re-
sultados matematicos, mediante pruebas completamente formalizadas. Por formalizacion
entendemos la expresién de los resultados y las demostraciones en un lenguaje formal, con
reglas estrictas, tanto sintdcticas como seménticas [26]. No es posible llevar a la practica
esta formalizacién por medios humanos. Sin embargo, con la aparicién de los ordenadores,
esta tarea parece abordable.

Un trabajo pionero en este sentido fue el proyecto Automath [55], que disena un len-
guaje formal para describir las matematicas y un programa para comprobar su correccién.
La idea no es que el sistema descubra resultados, sino que compruebe las demostraciones.
Aunque Automath ha tenido mucha influencia en desarrollos posteriores, actualmente est4
en desuso.

Otro proyecto con similares objetivos, que sigue desarrollandose con fuerza en la actua-
lidad, es el llevado a cabo con Mizar. El usuario puede escribir textos mateméticos en el
lenguaje formal de Mizar y el sistema comprueba su consistencia légica y la correccién de
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las referencias a otros textos escritos en el mismo lenguaje. De esta manera, se desarrolla
una base de datos de textos mateméticos formalizados. Actualmente, el proyecto QED [61]
trata de extender esta idea, con la intencién de construir una biblioteca de conocimiento
matematico formalizado.

Junto con el interés tedrico que tiene el hecho de formalizar fragmentos de las ma-
tematicas, el desarrollo de una teoria formal con la ayuda de un demostrador automatico,
supone comprender y analizar los teoremas con mayor detalle, rigor y claridad. Existen
ejemplos relevantes de desarrollos formales de resultados no triviales. Harrison [27] desa-
rrolla una teorfa formal en HOL acerca de los niimeros reales. Shankar [68] lleva a cabo
una demostracion automética en Nqthm del primer teorema de incompletitud de Godel.
Se han realizado numerosas pruebas formales de resultados en matematicas y en légica en
los diferentes sistemas de demostracién automadtica. Véase [33], por ejemplo.

Otro campo de aplicacién de los demostradores automadticos, aunque quizd menos
desarrollado, es la interaccién con los sistemas de calculo simbdlico. Esta interaccién
es deseable por varios motivos. En primer lugar, la resolucion de problemas matematicos
requiere a veces la combinacién de algoritmos algebraicos con la demostracion de teoremas.
Por otro lado, los demostradores se pueden usar para aplicar métodos formales al desarrollo
de los sistemas de calculo simbdlico, lo que permitiria establecer formalmente teoremas de
correccion acerca de los algoritmos usados.

En este sentido, una posible aproximacién es la comunicacién y cooperacién entre
sistemas, a través de la construccién de un entorno que combine la capacidad de calculo
con la capacidad deductiva [12]. Otra aproximacién consiste en programar un demostrador
automatico dentro de un sistema de cédlculo simbdlico. Es el caso de Analytica [13],
un demostrador de teoremas de analisis elemental, desarrollado en el sistema de calculo
simbédlico Mathematica.

Estas aproximaciones no estdn enfocadas para razonar formalmente sobre la correccién
de los algoritmos usados. Thery [72] propone desarrollar algoritmos de célculo simbdlico en
demostradores, que permitan tanto el razonamiento sobre los mismos como su ejecucion.
Como ejemplo relevante, Thery verifica en Coq una versién del algoritmo de Buchberger
para la obtencion de bases de Grobner. Como hemos comentado anteriormente, a partir
de la demostracién constructiva se obtiene un programa en ML, que permite ejecutar el
algoritmo.

El sistema ACL2 parece un buen candidato para construir un entorno en el que se pueda
combinar el célculo con la verificacién de los algoritmos que lo efectiian. La ejecucién de
un algoritmo se puede realizar de manera eficiente en el lenguaje Common Lisp, mientras
que la formalizacién de sus propiedades y la demostracién de las mismas se puede llevar a
cabo en la logica de ACL2, ayudado por su demostrador automatico. Uno de los objetivos
fundamentales de esta memoria es el uso de ACL2 para razonar sobre un campo especifico:
la reescritura de términos.

Ecuaciones y reescritura

Las ecuaciones, como expresién de igualdad entre dos objetos, aparecen con muchisima
frecuencia en matematicas. El razonamiento con ecuaciones también es muy importante
en computaciéon: sistemas de cdlculo simbdlico, verificacién de programas, tipos abstractos
de datos y demostracién automatica, por citar algunos ejemplos.

El razonamiento ecuacional se formaliza con la légica ecuacional. En ella, las sentencias



son ecuaciones entre términos de primer orden. Problemas tipicos en la logica ecuacional
son, por ejemplo, determinar si una ecuacién es consecuencia légica de un conjunto de
axiomas ecuacionales, buscar aquellos elementos para los cuales se verifica una ecuacion
(sus soluciones), o determinar si una ecuacién es vélida en un modelo inicial.

Una regla de reescritura es una ecuacién orientada en un determinado sentido. Los
sistemas de reescritura de términos son conjuntos de reglas que se usan para reemplazar
un subtérmino de un término dado, por otro subtérmino “equivalente”: las instancias
del lado izquierdo de una regla se sustituyen por la correspondiente instancia del lado
derecho. Este proceso se puede aplicar repetidamente hasta obtener, eventualmente, una
forma normal en la que no es posible efectuar mas reemplazamientos.

La idea de reduccion o simplificacién ha estado presente siempre en el desarrollo del
algebra. En sistemas de célculo simbélico como Reduce o Macsyma, se usan las ecuaciones
como reglas de reescritura. Los objetos mas complejos se transforman para obtener objetos
mas simples pero equivalentes en cierto sentido. La idea de reduccion también estd presente
en el paradigma de la programacién funcional y, por supuesto, en las técnicas de deduccion
automética: el demostrador automatico RRL [34] constituye un buen ejemplo del uso de
técnicas de reescritura aplicadas a la demostracion automatica de teoremas.

Una propiedad deseable en un sistema de reescritura es la confluencia, que permite
asegurar que un elemento no se puede reescribir a dos formas normales distintas. Otra
propiedad fundamental es su terminacion, que garantiza la no existencia de secuencias
infinitas de reduccion y, por tanto, la existencia de, al menos, una forma normal para cada
elemento. Estos conceptos no son exclusivos de los sistemas de reescritura de términos,
sino que son aplicables a cualquier tipo de relacién de reduccion. De la abstraccion de
estas propiedades surge el estudio de las reducciones abstractas, de las cuales la reescritura
de términos es un caso particular.

Los sistemas de reescrituras que son confluentes y que terminan se denominan com-
pletos. Un sistema de reescritura completo proporciona un procedimiento de decisién de
su teoria ecuacional: para ver si la igualdad de dos términos es consecuencia logica de las
reglas del sistema, basta comprobar si sus formas normales son iguales.

En 1970, Knuth y Bendix [44] propusieron un procedimiento para decidir si un sistema
de reescritura que termina es completo o no. Basta comprobar si son iguales las formas
normales de un cierto nimero finito de pares de términos, llamados pares criticos. Tam-
bién disenian un procedimiento para transformar un sistema que no es completo, en uno
equivalente pero completo. Este procedimiento se denomina algoritmo de completacion
y, esencialmente, consiste en anadir al conjunto de reglas aquellos pares criticos cuyas
formas normales no son iguales. A partir de estas propuestas, se inicia una gran actividad
investigadora en la materia y, hoy dia, la reescritura de términos se puede considerar una
importante rama del campo de la deduccién automaética.

Objetivos de la memoria

En esta memoria se presenta el uso del sistema ACL2 para razonar formalmente sobre la
logica ecuacional y los sistemas de reescritura. Los objetivos de esta memoria son:

e Desarrollar una teoria formal acerca de los términos de primer orden, la légica ecua-
cional y la reescritura de términos, usando la légica de ACL2 y su demostrador
automatico.
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e Producir una biblioteca en ACL2 de resultados béasicos acerca de los sistemas de
reescritura de términos, que puedan ser reutilizados en posteriores trabajos de veri-
ficacién.

e Desarrollar una serie de algoritmos ejecutables en Common Lisp, formalmente veri-
ficados, como parte de la teoria desarrollada.

Entre los resultados que forman parte de la teoria desarrollada, y que se han demos-
trado automaticamente en ACL2, destacan:

e Prueba de la estructura de reticulo bien fundamentado del conjunto de los términos
de primer orden respecto de la relacién de subsuncién, incluyendo la verificacién del
algoritmo de unificacion de Martelli y Montanari.

e Buena fundamentacién de la extension a multiconjuntos de una relaciéon bien funda-
mentada.

e Lema de Newman para reducciones abstractas.
e Teorema de pares criticos de Knuth y Bendix.

e Decidibilidad de teorias ecuacionales descritas por sistemas de reescritura completos.

Trabajos relacionados

Aunque no existe ninguna formalizacién conocida acerca de la légica ecuacional y los
sistemas de reescritura, existen varios trabajos relacionados que han sido desarrollados en
otros sistemas:

e Se han realizado demostraciones automaticas de diversas propiedades de reduccio-
nes abstractas, la mayoria como parte de formalizaciones acerca del A-calculo. Por
ejemplo, Huet [31] en Coq, o Nipkow [57] en Isabelle/HOL. Es dificil comparar estos
trabajos con la formalizaciéon que se presenta en esta memoria, ya que nuestro ob-
jetivo es diferente y, sobre todo, las légicas son muy distintas: la 1égica de ACL2 es
considerablemente menos expresiva que la de Coq y HOL. Un trabajo méas cercano
es la demostracion del teorema de Church-Rosser para el A-calculo realizado por
Shankar [67] en Nqthm. Aunque la formalizacién trata especificamente la reduccién
del A-célculo y no considera el caso abstracto, algunas de las ideas presentes estan
reflejadas en nuestro trabajo.

e Paulson [60] en LCF y Rouyer [63] en Coq han verificado un algoritmo de unificacién
de términos de primer orden. En ambos casos, el algoritmo verificado es recursivo
en la estructura de los términos. En nuestro caso, hemos verificado el algoritmo de
Martelli y Montanari, que estd basado en reglas de transformacién.

e En [22], Giesl presenta un calculo para la demostracién de teoremas inductivos acerca
de funciones parciales. Como ilustracién de la potencia de dicho célculo, en [21]
discute una prueba del lema de pares criticos de Knuth y Bendix?.

2No queda claro hasta qué punto la demostracién es automética.



Estructura de la memoria

El conjunto de definiciones, lemas y teoremas (eventos en general, segin la terminologia
de ACL2) que desarrollan la teorfa aqui presentada constituyen la base de esta tesis. Los
eventos se estructuran en una serie de ficheros, llamados libros. Los libros estan certifica-
dos en ACL2. Es decir, todas las definiciones son admisibles y existe una demostracién
automatica de todos los teoremas.

La tdltima version de estos libros se puede encontrar en la siguiente pagina web:

http://www-cs.us.es/~jruiz/acl2-rewr

En esta direccién se incluyen instrucciones sobre céomo certificar los libros, asi como
un enlace a la pagina de ACL2, donde se encuentra la tltima versién del sistema.

Descripciéon de los capitulos

La memoria trata de explicar el desarrollo de la teoria contenida en los libros ACL2 que
la acompanan y se estructura en los siguientes capitulos:

Capitulo 2: Una introduccion a ACL2

Se describe el sistema ACL2, aportando la suficiente informacién a fin de que, sin conoci-
miento previo del sistema, se puedan entender los capitulos restantes. Puesto que ACL2
es a la vez un lenguaje de programacién, una légica para razonar sobre dicho lenguaje y
un demostrador automéatico que ayuda en el razonamiento, el capitulo se divide en tres
secciones principales, una por cada “componente” del sistema.

Capitulo 3: Términos y sustituciones

Se especifica la representacion elegida para las entidades que van a ser objeto de estudio en
la teorfa desarrollada: términos, sustituciones y sistemas de ecuaciones (en una signatura).

Se estudia la influencia de esta representacién en la definicién de las funciones y en la
automatizacion de la demostracion de los teoremas de la teoria presentada. Concretamen-
te, se muestra cémo se definen funciones por recursion en la estructura de los términos y
como estas definiciones recursivas sugieren al demostrador esquemas inductivos que resul-
tan adecuados para la demostracién de conjeturas acerca de dichas funciones.

Un aspecto importante en la l6gica de ACL2 es que las funciones son totales. En nuestra
formalizacion esto supone que las funciones van a estar definidas tanto para objetos que
representan los términos (términos propios), como para aquellos que no los representan
(términos impropios). En este capitulo se explica cémo se aborda esta cuestién y cémo la
teoria desarrollada engloba tanto a los términos propios como a los impropios.

El primer conjunto de teoremas demostrados automaticamente formaliza una serie de
propiedades de los términos de primer orden relativas a su estructura de arbol.

Un término subsume a otro si es posible obtener el segundo mediante aplicacion de
una sustitucién al primero. En este capitulo se formaliza la relacién de subsuncién en-
tre términos. Para ello se define un algoritmo de equiparacién que, a partir de un par
de términos, encuentra, si existe, una sustituciéon que aplicada al primero devuelve el
segundo. Este algoritmo se describe mediante un conjunto de reglas de transformacion
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que actian sobre sistemas de ecuaciones hasta obtener un equiparador. La secuencia de
transformaciones se puede aplicar de manera no determinista.

Se detalla la formalizacion y verificacion del algoritmo de equiparacion no determinista,
as{ como la obtenciéon de un algoritmo determinista, verificado y ejecutable, mediante
instanciacién funcional. Este algoritmo es la base para definir el preorden de subsuncion
entre términos, relacion béasica en el desarrollo de la teorfia.

Por tdltimo, a partir de la relaciéon de subsuncién entre términos, se define la relacion
de subsuncion entre sustituciones y se verifican sus principales propiedades.

Capitulo 4: El reticulo de los términos de primer orden

En este capitulo se describe la demostraciéon formal de que el conjunto de los términos
de primer orden es un reticulo bien fundamentado respecto del preorden de subsuncion.
La importancia de este resultado teérico radica en que su demostracion hace necesaria
la definicién y verificacién de una serie de algoritmos sobre términos de gran utilidad
practica.

En primer lugar, se define la equivalencia (respecto del preorden de subsuncién) entre
términos de primer orden y se demuestra que esta equivalencia coincide con la opera-
cién de renombrado de variables. Adema&s se define y verifica un algoritmo especifico de
renombrado.

A continuacidén, se describe una demostracién en ACL2 de la buena fundamentacion
del preorden de subsuncién en el conjunto de los términos de primer orden.

Se define un algoritmo de anti-unificacion de términos y se demuestra formalmente
que dicho algoritmo obtiene un infimo, respecto del preorden de subsuncién, de los dos
términos que recibe como entrada.

El resultado mas importante de este capitulo es la definicién y verificacién de un algo-
ritmo de unificacion. Este algoritmo encuentra la sustitucién mas general que hace iguales
a dos términos dados. Como en el caso de la equiparacién, el algoritmo se define a partir
de un conjunto de reglas de transformacién, que se aplican de manera no determinista (el
conocido como algoritmo de unificacién de Martelli y Montanari). A partir de la versién
no determinista, podemos definir y verificar un algoritmo de unificacién ejecutable, usando
instanciacién funcional.

Una vez verificadas las propiedades del algoritmo de unificacion, éste se usa para
demostrar la existencia del supremo de dos términos (siempre que éstos sean unificables).

Por ultimo, se recopilan todas las propiedades anteriores para demostrar que el con-
junto de los términos de primer orden en una signatura es un reticulo bien fundamentado
(anadiendo un elemento nuevo, mayor que todos los términos).

Capitulo 5: Multiconjuntos y pruebas de terminacién

En este capitulo se define una herramienta, muy 1util para probar la parada de funciones
recursivas. En un principio, se habia desarrollado como un resultado auxiliar para la
demostracién del lema de Newman (capitulo 6). No obstante, resulta lo suficientemente
general para que se pueda usar en otros contextos.

Un multiconjunto es un conjunto en el que se permiten “repeticiones” de sus elementos.
Si se tiene definida una relacién en un conjunto A, es posible definir, a partir de ella, una
relacion sobre los multiconjuntos finitos con elementos de A. Intuitivamente, en esta
relacion, se obtiene un multiconjunto menor que otro si se eliminan algunos elementos de



éste y se anade una cantidad arbitraria, pero finita, de elementos menores. Se demuestra en
ACL2 que esta relacion entre multiconjuntos estd bien fundamentada si lo esta la relacién
original.

La importancia de este resultado reside en que las relaciones bien fundamentadas entre
multiconjuntos se pueden usar para probar la terminacion de algunas funciones recursivas
cuya parada no es facil de demostrar. La formalizacién en ACL2 de este resultado se hace
de manera muy general, haciendo posible generar automaticamente relaciones concretas
entre multiconjuntos y la demostracién de su buena fundamentacién.

El uso de esta herramienta se ilustra con las demostraciones de la terminacién de dos
funciones recursivas: una version recursiva de cola de la funcién de Ackermann y una
version iterativa de la funcién 91 de McCarthy.

Capitulo 6: Reducciones abstractas

Antes de formalizar y razonar sobre las propiedades de los sistemas de reescritura de
términos, es conveniente abstraer algunas propiedades y razonar sobre el concepto de
reduccion, como abstraccién matematica de cualquier actividad que se asemeje a la pro-
gresiva transformacién (o reduccién) de un objeto, hasta llegar a cierta forma normal.

En este capitulo se describe la representacién escogida para razonar en ACL2 sobre
reducciones abstractas y se formalizan conceptos tales como la relacion de equivalen-
cia descrita por una reduccién, normalizacién, confluencia, propiedad de Church-Rosser,
noetherianidad y confluencia local. A continuacién, se demuestran algunos resultados que
resultan de utilidad en el capitulo siguiente.

El primero de estos resultados es la decidibilidad de la relacién de equivalencia descrita
por una reduccién normalizadora con la propiedad de Church-Rosser. El segundo es el
conocido como lema de Newman: toda reduccién localmente confluente y noetheriana es
confluente. Este resultado se prueba usando la herramienta de multiconjuntos construida
en el capitulo anterior. Por 1ltimo, a partir de los dos resultados previos, se demuestra
la decidibilidad de la relacién de equivalencia descrita por una reducciéon noetheriana y
localmente confluente.

La principal caracteristica de la formalizacién de las reducciones que se muestra en
este capitulo, es que se realiza en un marco muy general, de manera que se pueden usar
los resultados descritos, para cualquier reduccién concreta. En particular, la reduccién de
reescritura de términos, como se describe en el siguiente capitulo.

Capitulo 7: Teorias ecuacionales y sistemas de reescritura

En este capitulo se formaliza en ACL2 la logica ecuacional y su relacién con la reescritura
de términos. El concepto de consecuencia légica de un conjunto de axiomas ecuacionales
puede ser descrito a partir de la relacién de equivalencia generada por una reduccién
definida en el conjunto de los términos de primer orden: el reemplazamiento de iguales
por iguales, usando los axiomas. Esta es la aproximacion que se adopta en este capitulo
para definir en ACL2 la teoria ecuacional asociada a un conjunto de axiomas ecuacionales.
Una vez definida, se demuestra que es la menor congruencia que contiene a los axiomas.
Se define el concepto de sistema de reescritura, como conjunto de ecuaciones orientadas
de derecha a izquierda. Para la reduccion asociada a un sistema de reescritura, se definen la
noetherianidad (a través del concepto de orden de reduccién) y un algoritmo de calculo de
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formas normales, previa definicién de un test de reducibilidad. Se verifican las principales
propiedades asociadas a estos conceptos.

A continuacién se estudia la confluencia de los sistemas de reescritura. El resultado
central en la teoria de los sistemas de reescritura se debe a Knuth y Bendix: la confluen-
cia de un sistema de reescritura se reduce al estudio de una cantidad finita de pares de
términos, llamados pares criticos. En este capitulo se presenta una prueba automatica en
ACL2 del teorema de pares criticos de Knuth y Bendix.

Teniendo presente que la teoria ecuacional se ha presentado como la equivalencia des-
crita por una reduccién concreta (la de reescritura), se pueden aplicar los resultados del
capitulo anterior sobre reducciones abstractas y definir un teorema de decidibilidad para
ciertas teorias ecuacionales. En la tltima seccién de este capitulo se prueba en ACL2 que
todo sistema de reescritura noetheriano cuyos pares criticos convergen (lo que se conoce
como sistema de reescritura completo), describe una teorfa ecuacional decidible.

Capitulo 8: Conclusiones

En este capitulo se resume brevemente el contenido de la memoria y se presentan algunos
datos que permiten cuantificar la teoria desarrollada: numero de definiciones y teoremas
en cada libro y el nimero de sugerencias suministradas por el usuario (lo que mide en
cierto modo el grado de automatizacién).

Se aportan algunas ideas acerca de las lecciones aprendidas en el desarrollo de este
trabajo y se concluye con las perspectivas de trabajo futuro que se vislumbra tras los
objetivos conseguidos en esta memoria.

Apéndices

Se incluyen tres apéndices:

e En el apéndice A, se presentan algunos conceptos matematicos que se usan en los
capitulos de la memoria.

e En el apéndice B se describe la verificacion de las protecciones de las principales fun-
ciones presentadas en la teoria. Este es un proceso clave para aumentar la eficiencia
de una funcién en ACL2, ya que permite su ejecucién directamente en Common
Lisp. Esencialmente, la verificaciéon de protecciones consiste en demostrar formal-
mente que cualquier llamada a la funcién provoca llamadas a funciones dentro de los
dominios esperados por las funciones de Common Lisp. Se presentan ademas unas
tablas con datos de tiempos de ejecucién de las funciones verificadas.

e En el apéndice C, se comentan algunos detalles adicionales sobre la demostracion
de los resultados presentados en los capitulos de la memoria. Estos detalles son de
caracter técnico, relacionados principalmente con la automatizacién de las demos-
traciones, por lo que hemos preferido incluirlos en este apéndice.

Descripcién de los libros ACL2

La correspondencia entre los capitulos y los libros ACL2 es la siguiente (todos los ficheros
tienen extension .lisp) :
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e Capitulo 3:
— basic: definiciones y propiedades bésicas acerca de listas, conjuntos y listas de
asociacién.

— terms: definiciones y propiedades bésicas sobre términos, sustituciones y siste-
mas de ecuaciones; ademads, teoremas relacionados con la estructura de arbol
de los términos.

— matching: definicién y verificacién de un algoritmo de equiparaciéon no deter-
minista.

— subsumption: definicién y verificacion del preorden subsuncién entre términos.
— subsumption-subst: definicién y verificacion de la relacién de subsuncion entre
sustituciones.
e Capitulo 4:
— renamings: formalizacién de la relacién de equivalencia entre términos; defini-
cién y verificacion de un algoritmo de renombrado de variables.

— subsumption-well-founded: demostracién de la buena fundamentacién de la
relacion de subsuncion.

— anti-unification: prueba de la existencia del infimo de dos términos res-
pecto de la relaciéon de subsuncién, mediante la definicién y verificacién de un
algoritmo de anti—unificacién.

— unification-pattern: definicién y verificacién del algoritmo de unificacién no
determinista de Martelli y Montanari.

— unification: definicién y verificaciéon de un algoritmo de unificacién ejecuta-
ble.

— mg-instance: prueba de la existencia de supremo, respecto de la relacién de
subsuncién, de dos términos unificables.

— lattice-of-terms: recopilacion de los resultados anteriores para concluir que
el conjunto de los términos de primer orden tiene una estructura de reticulo
bien fundamentado respecto del preorden de subsuncion.

e Capitulo 5:
— multiset: prueba de la buena fundamentacién de la extension a multiconjuntos

de una relacion bien fundamentada.

— defmul: definiciéon de una herramienta para la generacion automatica de érde-
nes bien fundamentados entre multiconjuntos.

— ackermann: prueba de la terminacién (usando multiconjuntos) de una versién
recursiva de cola de la funcién de Ackermann.

— mccarthy-91: prueba de la terminacién (usando multiconjuntos) de una versién
iterativa de la funcién 91 de McCarthy.

e Capitulo 6:

— abstract-proofs: definiciones basicas sobre reducciones abstractas.
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— confluence: prueba de la decidibilidad de la relacién de equivalencia descrita
por una reduccién normalizadora con la propiedad de Church-Rosser.

— newman: demostracién del lema de Newman.

— convergent: demostracion de la decidibilidad de la relacién de equivalencia
descrita por una reduccién noetheriana con la propiedad de Church-Rosser.

e Capitulo 7:

— equational-theories: definicién de la teoria ecuacional descrita por un con-
junto de ecuaciones.

— rewriting: definicién y verificacién de un algoritmo de célculo de formas nor-
males respecto de un sistema de reescritura.

— critical-pairs: demostracién del teorema de pares criticos de Knuth y Ben-
dix; definicién y verificaciéon de una funciéon que calcula todos los pares criticos
de un conjunto de ecuaciones.

— kb-decidability: demostraciéon de la decidibilidad de la teoria ecuacional
descrita por un sistema de reescritura completo.

Otro dato de interés puede ser la dependencia entre las teorias desarrolladas en cada
libro. En la figura 1.1, presentamos un grafo de dependencias entre los libros desarrollados.
Las flechas unen cada libro con los libros donde se incluyen®.

Como se observa, existen dos libros que engloban a casi toda la teoria desarrollada.
Por un lado, la estructura de reticulo bien fundamentado en el conjunto de los términos
de primer orden (libro lattice-of-terms.lisp). Por otro lado, la decidibilidad de las
teorfas ecuacionales descritas por sistemas de reescritura completos (libro kb-decida-
bility.lisp).

Coémo leer esta memoria

Con excepcién de los capitulos de introducciéon y conclusion, y el dedicado a describir
ACL2, los restantes capitulos de esta memoria se presentan con un estilo uniforme. Cada
seccién o subseccién estd dedicada a formalizar una serie algoritmos o conceptos (los
que se han explicado més arriba) y a describir la verificacién en ACL2 de los mismos,
estructurdndose, grosso modo, de la siguiente manera:

e Los conceptos y resultados se describen en los preliminares de cada seccion, siguiendo
la presentacion estandar que usualmente aparece en la literatura de los sistemas de
reescritura. En nuestro caso, hemos usado como principal referencia el libro de
Baader y Nipkow, “Term Rewriting and All That...” [1]. A las demostraciones
que se presentan en estos preliminares las llamaremos demostraciones a mano, en
contraposicién con las demostraciones automaticas que se han realizado con ACL2*.
Estos preliminares permiten comparar ambos estilos de demostracién y valorar las
dificultades surgidas en la formalizacién correspondiente.

3Si 1a flecha es discontinua, esta inclusién es un evento local al libro (véase la pagina 55).
4Algunos autores las llaman demostraciones informales, frente a las demostraciones formales que se
obtienen con un demostrador automéatico o con un comprobador de pruebas.
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e A continuacion se describe la definicién del concepto o algoritmo en cuestién, y se
enuncian sus principales propiedades, usando la légica de ACL2. De esta manera, se
formalizan los teoremas presentados en los preliminares.

e Por tultimo, se describe la demostracién de las propiedades anteriores, llevada a cabo
en ACL2. Es decir, la secuencia de lemas y definiciones que conducen al demostrador
a probar el teorema deseado. Estas descripciones intentan evitar, en la medida de
lo posible, comentarios técnicos acerca del uso del demostrador automatico y estan
mas centradas en el aspecto 1égico de la demostracion.

e En algunas de las secciones (o subsecciones), es posible ampliar esta descripcién de
la demostracién, con algunos comentarios mas técnicos, relacionados con el demos-
trador automatico. Estos comentarios estan recopilados en el apéndice C, en el que
supondremos conocido el funcionamiento del sistema.

La estructuracién de las secciones de esta memoria permite distintas posibilidades en
su lectura, segun el nivel de detalle que se desee. En primer lugar, los preliminares de
cada seccién, junto con la descripcién de las funciones y teoremas principales que se han
formalizado en ACL2, proporcionan una visién general de la teoria presentada. En segundo
lugar, la descripcién de las demostraciones permite comprender la estrategia disenada para
abordar la prueba de los resultados de la teoria en la 16gica de ACL2. En tercer lugar, los
detalles técnicos sobre la demostracién automatica, que se encuentran en el apéndice C,
complementan la descripcién anterior y pueden ser de utilidad para el usuario de ACL2.

Los libros ACL2 cuyo desarrollo describe esta memoria, estdn a su vez profusamente
comentados y estructurados en forma de secciones y subsecciones. Se ha intentado que
estos comentarios describan paso a paso la estrategia de prueba adoptada en cada uno
de ellos. Por tanto, la lectura de los libros supone una informacién complementaria y
detallada.

Para mostrar las definiciones y teoremas formalizados, emplearemos la sintaxis propia
de ACL2, que es esencialmente la misma que la de Common Lisp. Usaremos tipo de
letra truetype para estas expresiones ACL2 y remarcaremos ademas los resultados mas
importantes en negrita.

Como ya se ha mencionado, sélo las definiciones, teoremas y lemas més importantes
aparecen en esta memoria. El resto, necesarios para guiar a ACL2 hacia las demostracio-
nes llevadas a cabo, se pueden consultar en los libros. Para una mayor claridad, hemos
despojado a los eventos presentados en la memoria de cualquier tipo de anotacion especi-
fica de ACL2 (como protecciones, sugerencias al demostrador y tipos de regla). Sélo han
sido incluidas en el caso que la explicacién lo requiriese.



Capitulo 2

Una introduccion a ACL2

Presentamos aqui una introduccién al sistema ACL2, haciendo especial énfasis en las
caracteristicas del mismo usadas en esta memoria. No pretendemos dar en este capitulo
una descripcién detallada, sino proporcionar la suficiente informacién para que el lector
de esta memoria que desconozca el sistema, pueda comprender el resto de los capitulos de
la misma.

ACL2 son las siglas de A Computational Logic for Applicative Common Lisp. El sis-
tema ACL2 es, a la vez, un lenguaje de programacién y una légica que permite razonar
sobre los programas construidos en ese lenguaje. Ademads, implementa un demostrador au-
tomatico que proporciona ayuda al usuario del sistema, automatizando, en cierta medida,
el razonamiento en la logica.

El sistema ACL2 es descendiente directo del demostrador automatico Nqthm, que fue
desarrollado en la Universidad de Texas por Robert Boyer y J Stroother Moore (razén
por la cual se conoce también como demostrador de Boyer y Moore), durante los anos
70 y 80. Ngthm se ha usado con éxito en una gran cantidad de proyectos de verificacién
automatica relacionados tanto con la formalizacién de teoremas matematicos, como con la
verificacion formal de sistemas hardware y software. A medida que los proyectos abordados
con Ngthm aumentaban su envergadura, se hizo patente la necesidad de adaptar el sistema
para poder afrontarlos. En concreto, la principal deficiencia de Nqthm se produce cuando
las especificaciones légicas se usan, ademas de para razonar sobre el sistema modelizado,
para ejecutarlo. Esta ejecucién del modelo es importante para corroborar si es fidedigna la
formalizacion respecto del objeto que se quiere formalizar. En Nqthm, la ejecucién podria
llegar a ser altamente ineficiente, sobre todo cuando el tamafio de la teoria aumentaba, ya
que son los axiomas de la légica los que proporcionan el mecanismo de ejecucién.

En 1989, Boyer y Moore escriben la primera version de ACL2, con la idea de construir
una légica que permitiera razonar sobre un subconjunto de un lenguaje de programacion
eficiente y de uso extendido: Common Lisp. La logica de ACL2 es, esencialmente, la misma
que la de Ngthm (conocida como légica de Boyer y Moore), pero se modifica para poder
razonar sobre un subconjunto aplicativo de Common Lisp. De esta manera, las funciones
definidas en la légica pueden ser ejecutadas eficientemente en cualquier implementacién
de Common Lisp.

Matt Kaufmann, autor de Pc-Nqthm (versién interactiva de Nqthm), se involucra
también en el proyecto de ACL2. Con el tiempo, la dedicaciéon de Boyer al proyecto
decrece y la de Kaufmann aumenta, hasta que Boyer decide dejar de ser considerado
coautor del sistema. En la actualidad, la tltima versién de ACL2 es la 2.5 y puede ser

15



16

Capitulo 2. Una introduccién a ACL2

considerada una obra de J Moore y de Matt Kaufmann.

Lo que sigue es una lista incompleta de teoremas verificados usando tanto ACL2 como
Nqgthm:

el Teorema Fundamental del Célculo [35] ,

la ley de cuadrados reciprocos de Gauss [64],

la indecidibilidad del problema de la parada [4],

el teorema de Church-Rosser para el lambda-célculo [67],
el teorema de Ramsey [45],

el teorema de incompletitud de Godel [68],

correccién de un algoritmo de la transformada rédpida de Fourier [20].

Como hemos comentado anteriormente, Nqthm y ACL2 se han mostrado muy eficaces
en probar la correccién de “sistemas digitales”: disenos hardware, modelos de micropro-
cesadores, software, etc. Por ejemplo, se han verificado:

la “pila CLI”, un sistema académico que incluye microprocesador, enlazador, en-
samblador y compilador, y aplicaciones programadas en el lenguaje que acepta el
compilador [53],

21 de las 22 rutinas de la biblioteca de cadenas de Berkeley C (compiladas para el
procesador Motorola 6820) [74],

programas de microcédigo de la ROM del procesador de senales digitales CAP, de
Motorola [9],

el microcédigo del algoritmo de divisién de coma flotante y de raiz cuadrada del
procesador AMD K5 [54, 66],

el codigo RTL que implementa las operaciones elementales sobre nimeros de coma
flotante del procesador AMD Athlon [65].

El lector interesado puede encontrar mas referencias sobre éstos y otros proyectos de
verificacién desarrollados con Nqthm y ACL2 en las paginas web de los sistemas ([39] y

[5])-

Existen diversas fuentes de informacién que recomendamos al lector para un estudio

detallado de ACL2:

La mejor introduccién a ACL2 es el libro [37]. Esencialmente, nos hemos basado en
esta referencia para confeccionar este capitulo. Viene acompanada de un segundo
volumen [36] en el que se describen una serie de proyectos de verificaciéon que se han
llevado a cabo usando el sistema. En [38] también se proporciona una introduccién
rapida, explicando su evolucién a partir de Ngthm.
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— La péagina web de ACL2 [39] proporciona gran cantidad de informacién general sobre
el sistema. Permite obtenerlo para su instalacién y proporciona enlaces a documentos
que describen miiltiples aspectos de ACL2 y su uso. Ademads, se pueden encontrar
varios tutoriales.

— Es también muy recomendable para el usuario ACL2 consultar la documentacion
existente sobre Nqthm, ya que, como se ha comentado, la l6gica de ACL2 es esencial-
mente la 16gica de Boyer y Moore. Ademads, las técnicas del demostrador automaético
de ACL2 son también similares a las de Nqthm. La referencia [6] constituye actual-
mente la mejor descripcién de las técnicas que el demostrador automatico emplea.
En [7] se hace mayor énfasis en la descripcién de la 16gica de Boyer y Moore y en
cémo formalizar problemas. Asimismo, se describe el método més apropiado para
interactuar con el sistema.

— En el aspecto técnico, la informacién méas completa sobre el sistema es el manual de
referencia, cuya versién mds actualizada se encuentra en [39)].

En esta memoria, seguiremos la notacién de [37] para hacer referencia a temas desarro-
llados mas extensamente en el manual de ACL2: subrayaremos el término correspondiente,
con tipo de letra truetype. Por ejemplo, si escribimos defthm estamos implicitamente in-
dicando que el lector puede encontrar mas informacién sobre defthm en la correspondiente
entrada del manual de referencia.

La teoria formal presentada en esta memoria ha sido desarrollada usando la version
2.5 del sistema. En lo que sigue se describen someramente el lenguaje de programacion,
la 16gica y el demostrador automéatico de ACL2. A partir de estas tres facetas del sistema
estructuramos este capitulo.

2.1 El lenguaje de programacion ACL2

El lenguaje de programacién ACL2 es una extensién de un subconjunto de Common Lisp.
Este subconjunto se obtiene eliminando de Common Lisp aquellos elementos del mismo
que producen efectos colaterales, como las variables globales y las operaciones destructivas.
Se puede afirmar que ACL2 es, con algunas extensiones, un subconjunto aplicativo (o
funcional) de Common Lisp. Es decir, las funciones definidas con ACL2 son funciones en
el sentido matematico del término: su valor sobre un argumento dado es siempre el mismo
y no depende de circunstancias externas a la funcion. Esta restriccion permite simplificar
considerablemente el razonamiento formal sobre los programas desarrollados.

ACL2 es un lenguaje de programacién funcional eficiente: las funciones ACL2 se pue-
den compilar en cualquier compilador que siga el estdindar Common Lisp. Como muestra
més relevante, el mismo sistema ACL2 estd completamente programado usando el len-
guaje de programacién de ACL2. Los modelos formalizados usando su ldgica sirven, por
tanto, como especificaciones légicas de los sistema modelados y como instrumentos para
la simulacién de los mismos.

Aunque a continuacién describimos brevemente el lenguaje, supondremos que el lector
estd familiarizado con el lenguaje Lisp y con su notacién prefija. La segunda edicién del
manual de referencia Common Lisp [69] es actualmente el estdndar de facto del lenguaje de
programacién Lisp. Remitimos al lector al mismo si desea una descripcién mas detallada
de las funciones Common Lisp que aparezcan en esta memoria.
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Tipos de datos en ACL2

Los objetos o datos de ACL2 se clasifican en cinco tipos distintos, que ilustramos a conti-
nuacién con algunos ejemplos:

e Numeros: 5, -2, 3/4, #c(2 1).

Caracteres: #\a, #\Space.

Cadenas de caracteres: "Hola y adios".

Simbolos: t, nil, x, NWM: :a.

e Pares punteados: (1 . 2), (i j k).

Cada uno de estos tipos de datos se corresponden con el andlogo en Common Lisp. Los
cuatro primeros tipos se denominan atémicos. ACL2 soporta nimeros enteros, racionales
y complejos. Los nimeros racionales se escriben como fraccién de nuimeros enteros. Los
nimeros complejos que se manejan en ACL2 son aquellos cuyas partes real e imaginaria
son numeros racionales.

Los simbolos en ACL2 estdn compuestos por dos cadenas de caracteres: su nombre
de paquete y su nombre de simbolo. Por ejemplo, el simbolo cuyo nombre de paquete es
NWM y cuyo nombre de simbolo es a, se escribe NWM: :a. El manejo de paquetes en ACL2
para clasificar los simbolos es similar al de Common Lisp. En cada momento existe un
paquete actual declarado por el usuario. Es posible obviar el nombre del paquete actual
al escribir un simbolo. Por ejemplo, si el paquete actual es NWM, el simbolo a es lo mismo
que el simbolo NWM: :a. A menos que se especifique lo contrario, el paquete actual es el de
nombre ACL2 y a él pertenecen los simbolos de las funciones primitivas de ACL2.

Los simbolo t y nil se reservan para representar los valores booleanos, aunque desde
el punto de vista de los predicados y condicionales, cualquier objeto distinto de nil se
considera como representacion del valor verdad.

El par punteado es la construccién bésica que en ACL2 (y en Common Lisp) permite
obtener objetos compuestos. Dos objetos cualesquiera de ACL2 se pueden agrupar para
constituir un par ordenado. Por ejemplo, podemos agrupar el nimero 3y el simbolo x en el
par punteado que se nota (3 . x). Los pares puntuados, a su vez, pueden ser componentes
de otros pares punteados: ((3 . x) . (a . a)). Comoen Common Lisp, existe una
notacién especial para ciertos tipos de pares punteados: si un par punteado es de la forma
(z . nil), entonces lo escribimos como (z) y si es de la forma (x . (...)), entonces
lo escribimos como (x...). Por ejemplo, el par punteado (1 . (2 . (3 . nil))) se
notard usualmente como (1 2 3). Este tipo de pares ordenados, cuyo componente final
es nil, se denominan listas propias (o simplemente listas) y son la manera més usual de
agrupar en ACL2 (y en Lisp) una serie de objetos en uno sélo. El simbolo nil representa
ademas a la lista vacia y alternativamente se denota por ().

Existe una construccién especifica de listas que permite representar, en cierto modo,
la asociaciéon de unos datos a otros: las listas cuyos elementos son pares punteados se
denominan listas de asociacion. Por ejemplo, la lista de asociacién ((a . 23) (b .
12) (c . 1)) representa la asociacion de los valores 23, 12 y 1, a los simbolos a, by c,
respectivamente.
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Expresiones en ACL2 y su significado

Un programa ACL2 consiste esencialmente en una serie de definiciones que asignan un
determinado significado funcional a una serie de simbolos. Por ejemplo, la siguiente defi-
nicién asocia al simbolo fun una funcion:

(defun fun (1)
(append nil (cons (car (cdr 1))
(cons (car 1) (cdr (cdr 1))))))

El comando defun se usa en ACL2 (lo mismo que en Common Lisp) para asignar
una funcién a un simbolo (fun en este caso). La lista (1) del ejemplo se denomina
lista de pardmetros de la definicién de la funcién. A continuaciéon aparece una expresion
denominada cuerpo de la funcion. Intuitivamente, una expresion es un objeto ACL2 dotado
de un significado que describiremos mas adelante. Pero antes, definamos de manera precisa
qué entendemos por “expresiéon ACL2”. Una expresion simple ACL2 puede ser:

e un simbolo de variable,
e un simbolo de constante,
e una expresién constante o

e la aplicacién de una expresién funcional f, de n argumentos, a n expresiones e,. . .,
en, notado (f e1 ... ep).

Por ejemplo, el cuerpo de la definicién anterior de fun es una expresién simple que
tiene un simbolo de constante nil, un simbolo de variable 1 y aplicaciones de las funciones
cons, car, cdr y append. Nétese que las expresiones simples son objetos ACL2.

Una expresion simple tiene un valor definido para cada asignacién de objetos ACL2
a las variables de la expresién. Estos valores son a su vez objetos ACL2. Veamos con
detalle cada tipo de expresién y sus valores asociados, todo ello respecto a una serie
de definiciones de funciones y constantes que supondremos previamente realizadas!. El
lector familiarizado con Lisp, observard que el modelo de evaluacién que se describe es
muy similar al de este lenguaje.

- Los simbolos de constante son t, nil y cualquier simbolo declarado mediante el
comando defconst. Por ejemplo (defconst *uno* 1) declara el simbolo constan-
te *uno* con valor 1. Los nombres de los simbolos de constantes definidos con
defconst, comienzan y terminan con el caricter *. El valor de t es t, el valor
de nil es nil y el valor de un simbolo de constante declarado con defconst es el
especificado en su definicion.

- Un simbolo de variable es un simbolo no constante. El valor de una variable respecto
de una asignacion es el valor que dicho simbolo tiene asignado.

!Técnicamente hablando, el concepto de expresién depende de las definiciones de funciones y de cons-
tantes que se hayan realizado. Supondremos esta cuestién implicita en lo que sigue.
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- Una expresion constante es un nimero, un caracter, una cadena de caracteres o
cualquier expresién de la forma (quote z), (abreviado por ’z) donde x es un objeto
ACL2. El valor de un nimero, cardcter o cadena de caracteres es él mismo. El valor
de *x es x.

- Una expresion funcional de n argumentos es o bien un simbolo de funcién de n
argumentos, o bien una expresién lambda de la forma (lambda (vy...v,) cuerpo),
donde cuerpo es una expresion en la que las tunicas variables libres que ocurren
son v ...v,. Los simbolos de funcién pueden ser, a su vez, simbolos de funciones
predefinidas en ACL2, o bien funciones definidas previamente con defun.

- Finalmente, veamos cuél es el valor de una expresion simple de la forma (f ey ...e,),
respecto de una asignacién de valores a sus variables, donde f es una expresién
funcional de n argumentos y ey, ..., e, son n expresiones simples. Este valor depende
de que f sea un simbolo de funcién predefinido, un simbolo de funcién definido con
defun o una lambda expresién. Supongamos que cada e; se evalda, respecto de la
asignacién dada, a un objeto ACL2 ¢;.

Si f es un simbolo de funcién predefinido, de n argumentos, entonces tiene asociado
una funcién g de aridad n. FEsta funcién hace corresponder un objeto ACL2 a
cada combinacién de n objetos ACL2. De esta manera, el valor de la expresiéon (f
er1...ep) es ger, ... ).

Si f es un simbolo de funcién definido con defun, con lista de parametros vy, ..., v,
y cuyo cuerpo es la expresion cuerpo, entonces el valor de la expresion (f e1...ey,)
es el valor de la expresién cuerpo respecto de la asignacién que hace corresponder
a cada variable v; el objeto ¢;. De la misma manera se define si f es la lambda
expresion (lambda (vy...v,) cuerpo).

El lenguaje de las expresiones se complica un poco al introducir las macros. Las macros
proporcionan una herramienta para poder escribir de manera mas compacta expresiones
que no son simples pero que se “traducen” a una expresiéon simple. Por ejemplo, seria
conveniente expresar la suma de elementos con el simbolo +, sea cual sea el nimero de
elementos que se suman. Pero si escribimos (+ x y) y (+ x y z), al menos una de las dos
no es una expresién simple, ya que los simbolos tienen una aridad tnica. La solucién esta
en considerar que se dispone de un simbolo de funcién predefinido binary-+, de aridad 2
vy que las expresiones anteriores son simplemente abreviaturas de las expresiones simples
(binary-+ x y) y (binary-+ x (binary-+ y z)), respectivamente. Esto se consigue
mediante la definiciéon del simbolo + como una macro.

El comando defmacro permite asociar una macro a un simbolo. Se comporta de manera
parecida al comando del mismo nombre en Common Lisp. Si un objeto ACL2 es de la
forma (f o01...0,) donde f es un simbolo que no define ninguna funcién, entonces no es
ninguna expresion simple. En ese caso, si f estd previamente definido con defmacro, el
objeto anterior se denomina una aplicacion de una macro. Los objetos ACL2 construidos
a partir de expresiones simples y de aplicaciones de macros se denominan exrpresiones.
Para obtener el valor en ACL2 de la expresién anterior, se aplica la funcién que define
f sobre las expresiones o; (no sobre sus valores, sino sobre los mismos objetos o;) para
obtener un objeto ACL2 wval que sustituye a la expresion anterior. Entonces, el valor de
la expresion es el valor de val.
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En ACL2 existen muchas macros predefinidas. Algunas, como +, sirven para poder
escribir expresiones con simbolos de funcién de aridad variable. Otras sirven para poder
escribir expresiones que ni siquiera “parecen” expresiones simples. Es lo que en termino-
logia Common Lisp se denominan formas especiales. Las formas especiales més usadas
son las que se construyen con las macros cond, case, let y let*, cuya sintaxis y expan-
sién a expresiones simples son analogas a las del mismo nombre en Common Lisp, por lo
que pasamos por alto su descripcién. Remitimos al lector al manual de ACL2 para una
descripcién precisa de las formas especiales y macros predefinidas en el sistema.

Las consideraciones hasta aqui hechas explican como cada expresion ACL2 tiene, res-
pecto de una asignacion de objetos ACL2 a las variables que ocurren en la expresién, un
valor definido preciso, que a su vez es otro objeto ACL2. Obsérvese que el modelo de
evaluacién es similar al de Common Lisp, aunque considerablemente simplificado, ya que
estd restringido a un subconjunto aplicativo del lenguaje.

Un programa ACL2 consiste en una serie de definiciones (de funciones, de constantes,
de macros,...), las cuales permiten dotar de significado a determinadas expresiones. La
ejecucién de un programa consiste en calcular los valores asignados a estas expresiones.

Algunas funciones y macros predefinidas

En las figuras 2.1, 2.2, y 2.3, listamos y explicamos brevemente algunas funciones y macros
predefinidas en ACL2. La mayoria de ellas son funciones o macros Common Lisp y su
comportamiento en ACL2 es andlogo al que tienen en Common Lisp (mds adelante damos
una explicaciéon mas detallada de esta cuestion). Otras son especificas de ACL2.

(acl2-numberp x) Reconocedor de nimeros
(integerp x) Reconocedor de nimeros enteros
(rationalp x) Reconocedor de nimeros racionales
(zerop x) x=0

(zp x) x=0 0 no natural

(=xy) Igualdad

< xy Menor estricto

(<= xy) Menor o igual

G xy Mayor

G=xvy) Mayor o igual

+xy...) Suma

(xxy ...) Multiplicacién

- xy Resta

(- x) Opuesto

/ xy Divisién

(1+ x) Incremento en 1

(1- x) Decremento en 1

(nfix x) Conversién a nimero natural

Figura 2.1: Funciones y macros predefinidas en ACL2 (ntimeros)

Como en Common Lisp, existen macros que permiten abreviar una combinacion de
aplicaciones de las funciones car y cdr. Por ejemplo (cadr 1) es una forma abreviada de
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(equal x y) Igualdad entre objetos
(eql x y) Igualdad entre objetos
(Af pxy) Funcién If-then-else
(and p1 p2 ...) Conjuncién légica

(or pl p2 ...) Disyuncién lgica
(implies p q) Implicacién légica
(not p) Negacién logica

(iff p q) Equivalencia légica

Figura 2.2: Funciones y macros predefinidas en ACL2 (légicas)

(consp x)
(atom x)

(endp x)

(cons x y)
(car x y)

(cdr x y)
(list x y ...)
(1ist* x ...2z)
(first 1)
(rest 1)
(second 1)
(third 1)

(nth n 1)

(len 1)
(true-listp 1)
(assoc x 1)

Reconocedor de pares punteados
Reconocedor de objetos atémicos
Reconocedor de objetos atémicos
Constructor de pares punteados

Primer componente de un par punteado
Segundo componente de un par punteado
Lista con los elementos indicados

Lista con los elementos y cola final indicados
Primer elemento de una lista (igual que car)
Resto de una lista (igual que cdr)

Segundo elemento de una lista

Tercer elemento de una lista

n-ésimo elemento de una lista

Longitud de una lista

Reconocedor de listas

Busqueda en listas de asociacién

Figura 2.3: Funciones y macros predefinidas en ACL2 (listas)

la expresion (car (cdr 1)) y (cddar 1) abrevia la expresién (cdr (cdr (car 1))).

El entorno de programacién de ACL2

ACL2 se presenta ante el usuario siguiendo la idea Common Lisp de bucle “lee—evalta—

escribe

. Es decir, lee una expresién introducida por el usuario, la evaltia y escribe el

objeto ACL2 obtenido. Las expresiones que se pueden evaluar en el bucle “lee—evaliua—
escribe” de ACL2 no pueden contener variables libres, de manera que tienen un valor
perfectamente definido. Veamos un ejemplo de interaccién con el usuario, en el que se
evalian tres expresiones:

ACL2 '>(+ 1 2)

3

ACL2 '>(car ’(a b ¢))

A

2En inglés, read—eval-print loop.
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ACL2 !>(and (consp ’(a b)) (acl2-numberp 3))
T

La cadena “ACL2 !>” se denomina “prompt” del sistema y entre otras cosas, permite
conocer el paquete de simbolos actual. El bucle “lee—evalia—escribe” da un significado
especial a expresiones que comienzan con palabras clave que designan comandos en ACL2.
Estos son los comandos mas usados en el entorno de programacion, algunos de los cuales
ya hemos visto cémo se usan y para qué. Constiltese el manual de ACL2 para més detalles.

Comandos Descripcién

(defpkg paquete ...) Definicion de paquetes

(defconst xsimbolox ...) Definicién de simbolos de constante
(defun f ...) Definiciéon de funciones

(defmacro f ...) Definicién de macros

(14 " fichero") Carga un fichero con definiciones

ACL2 y Common Lisp

Como hemos comentado, el lenguaje de ACL2 es una eztensidn de un subconjunto aplicativo
de Common Lisp. Veamos qué quieren decir, en este contexto, cada una de estas palabras:

o Aplicativo: ACL2 no contempla aquellas caracteristicas de Common Lisp que tienen
efectos colaterales y que podrian hacer que una funcién ACL2 no se comportara
como una funcién en el sentido matematico.

e Subconjunto de Common Lisp: toda funcion predefinida en ACL2, que también esté
predefinida en Common Lisp, actda, sobre aquellos objetos ACL2 que también son
objetos Common Lisp, tal y como se define en el manual de referencia de Common
Lisp. Por ejemplo, la expresién (car ’(x y)) se evaliia a x en cualquier implemen-
tacién de Common Lisp y en consecuencia lo mismo ocurre en ACL2.

e FErtension: existen algunas funciones predefinidas en ACL2 que no se encuentran en
el estindar Common Lisp. Por ejemplo, la funciéon acl2-numberp es una funcién
predefinida en ACL2, que no es tal en Common Lisp. Més adelante comentaremos
también algo sobre el tratamiento de los multivalores.

Como veremos en la siguiente seccién, el valor de una funcién predefinida en ACL2
viene determinado por los axiomas de la légica, que definen su comportamiento. Existen
axiomas que especifican el comportamiento de aproximadamente 170 funciones que tam-
bién son funciones predefinidas Common Lisp. Estas funciones Common Lisp son aquéllas
del estdndar [69] que cumplen los siguientes requisitos:

1. Tienen una seméntica aplicativa.

2. No dependen del estado actual del sistema, de pardmetros implicitos o de tipos de
datos que no sean los tipos de datos de ACL2.

3. Estan completamente especificadas, sin ambigiiedad e independientes de la méquina.
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Aunque Lisp es un lenguaje sin tipos, el estindar Common Lisp especifica el dominio
sobre el que estédn definidas cada una de sus funciones primitivas (su dominio pretendido).
El valor que toma una funcién predefinida Common Lisp fuera de su dominio pretendido
se deja al arbitrio de la implementacién del sistema Common Lisp correspondiente (en
general se obtiene un error).

Recuérdese, sin embargo, que al explicar el valor que toman las expresiones en ACL2,
se dijo que todo simbolo de funcién f, predefinido en ACL2 y de n argumentos, tiene
asociado una funcién g de aridad n, que devuelve un objeto para cada combinacion de n
objetos. Si los argumentos de entrada de una funcién predefinida en ACL2, que también
esté predefinida en Common Lisp, son objetos del dominio pretendido, la funcién ACL2
se comporta como lo harfa en Common Lisp. Sin embargo, la funcién ACL2 también
devuelve un valor cuando actia sobre objetos fuera del dominio pretendido. Es decir, las
funciones ACL2 son funciones totales.

Mediante un mecanismo légico, llamado proteccién?, el usuario de ACL2 puede especi-
ficar el dominio pretendido de las funciones que define. Las protecciones de las funciones
Common Lisp estdn predefinidas de antemano y son las que se especifican en el estandar.
La verificacion de protecciones es el proceso de demostrar que una funcién respeta las pro-
tecciones de todas las funciones que usa en su definicidn, siempre que sus argumentos de
entrada respeten la proteccién de la funciéon. En el apéndice B de esta memoria se discute
con mas detalle la verificacion de protecciones para las principales funciones definidas en
la teoria que presenta esta memoria, asi como su relaciéon con la eficiencia en la ejecucion.

Por dltimo, comentemos algo sobre el uso de multivalores en ACL2. Esta es una de las
caracteristicas de ACL2 que extienden a Common Lisp, que se usa con frecuencia en esta
memoria. ACL2 no soporta las funciones Common Lisp values y multiple-value-bind
para el manejo de multivalores® y en su lugar usa los siguientes mecanismos:

e (mv e;...e,) evalia cada uno de los e; y devuelve como valor los n resultados.

e (mv-let (v1...v,) exp cuerpo) evaliua exp, que debe ser una expresién que de-
vuelve un multivalor de n valores y evalta cuerpo respecto de la asignacién que
asocia cada v; al i-ésimo resultado devuelto por exp.

2.2 La légica de ACL2

Presentamos en esta seccién una introduccion a otro de los componentes del sistema ACL2:
una légica que permite razonar sobre las funciones definidas con el lenguaje de programa-
cién presentado en la seccién anterior. En [41] el lector puede consultar una descripcién
precisa, detallada y formal de la l6gica de ACL2. Aqui sélo comentaremos aquellos aspec-
tos que permitan una mejor comprension de la teoria presentada en esta memoria.

El siguiente ejemplo, tomado de [37], nos permite ilustrar algunas cuestiones que se
discutirdn a continuacién. Supongamos definida, en el lenguaje de ACL2, una funcién de
un argumento llamada mergesort, que ordena listas de ntimeros. Supongamos también
que queremos comprobar que dicha funcién es correcta. Para ello debemos verificar que
devuelve una lista con los mismos elementos que la de entrada y ademéds ordenada. Centré-
monos en la primera de estas propiedades. Una primera aproximacién seria comprobarlo

3Del inglés guard.
4Segiin el manual de referencia de ACL2, debido a que su significado légico parece dificil de caracterizar.
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manualmente ejecutando en el bucle “lee—evalia—escribe” algunos ejemplos. Asi, ejecu-
tarfamos (mergesort ’(4 1 7 3)) y obtendriamos (1 3 4 7), que efectivamente es una
permutaciéon de (4 1 7 3), como podemos comprobar facilmente a mano. Sin embargo,
podriamos automatizar en cierto modo este proceso de comprobacién, definiendo en ACL2
una funcién perm, que implementara el concepto de permutacion mediante un predicado
binario. Podriamos entonces ejecutar varios ejemplos con mergesort y comprobar con
perm que el resultado que devuelve es una permutacién del dato de entrada. Por ejemplo:

ACL2 !'>(let ((x ’(4 17 3)))
(perm x (mergesort x)))
T

Podriamos ejecutar repetidamente esta expresion, cambiando el valor de x en la asig-
nacion que realiza let. En cada uno de esos casos, si la definicién de perm y de mergesort
es correcta, comprobariamos que la expresiéon (perm x (mergesort x)) devuelve el valor
t. Sin embargo, una cantidad finita de comprobaciones de este tipo nunca serviria para
concluir que el valor de (perm x (mergesort x)) es siempre t, para cualquier valor de
x. Para llegar a esta conclusién, recurrimos a la légica matematica.

Una légica matematica viene descrita por un lenguaje de férmulas, una serie de axiomas
y unas reglas de inferencia que permiten derivar nuevas formulas a partir de los axiomas.
Demostrar un teorema consiste en derivarlo a partir de los axiomas usando las reglas
de inferencia. Es posible, adema&s, dotar de significado a las féormulas, de tal manera
que los axiomas son verdades aceptadas y las reglas de inferencias obtienen verdades a
partir de verdades. Por tanto, los teoremas son verdades en los modelos que dotan de
significado a los axiomas y a las reglas de inferencia. En lo que sigue, supondremos al
lector familiarizado con todos estos conceptos basicos de l6gica matematica.

El lenguaje de la logica de ACL2 se define a partir de las expresiones definidas an-
teriormente, que se combinan usando conectivas légicas proposicionales y el simbolo de
igualdad. Las definiciones de las funciones de un programa se pueden ver como axiomas
en la 16gica de ACL2, estableciendo que ciertas expresiones son iguales a otras. Las reglas
de inferencia, que veremos mas adelante, son las de una légica proposicional con igualdad,
junto con un principio de induccién. Si a partir de los axiomas y reglas de inferencia proba-
mos, por ejemplo, la férmula (perm x (mergesort x)) = t y asumimos que los axiomas
y reglas de inferencia de la légica reflejan fielmente el modelo de evaluacion explicado en
la seccién anterior, entonces habremos probado formalmente que el valor de (mergesort
x) es una permutacion de x para cualquier asignacién de un objeto ACL2 a x (siempre
que perm defina realmente el concepto de permutacion).

El ejemplo anterior muestra también un aspecto interesante que merece la pena co-
mentar. La funcién perm se ha definido para poder expresar, mediante una férmula de la
légica, una de las propiedades que esperamos que cumpla la funcién mergesort. En la
seccién anterior, las definiciones de funcién en ACL2 se habian presentado como reglas de
calculo. En esta seccion tendremos otro punto de vista: las definiciones son axiomas de
la l6gica que pueden ser usados para razonar sobre los programas. Algunas especificaran,
ademads, procesos de calculo (como mergesort) y otras servirdn para expresar conceptos
y propiedades (como perm). Estamos usando, por tanto, el mismo lenguaje para razonar
y para calcular.

La relacion entre la 1égica de ACL2 y su lenguaje de programacion puede explicarse
desde dos puntos de vista. El que hemos visto hasta ahora, en el que los axiomas de la
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logica se pueden ver como una especificacién formal de los valores que una funcién debe
tomar al interpretarla como regla de calculo. El otro punto de vista consiste en considerar
que tenemos una légica que puede ser ejecutada. Es decir, es posible demostrar en la
logica, que las expresiones que representan llamadas de funciones sobre objetos concretos
son iguales a un determinado objeto ACL2, que es lo que en la seccién anterior hemos
llamado su valor como expresion.

En lo que sigue, definiremos con mas detalle los axiomas y reglas de inferencia de la
légica de ACL2. Como ya hemos senalado, una descripcién precisa de la misma es [41].
Puesto que la 16gica de ACL2 es muy similar a la légica de Boyer y Moore (la lgica de
Ngthm), recomendamos también consultar los capitulos 2, 3 y 4 de [7].

Una ultima cuestién, antes de pasar a describir la légica: cuando en lo que sigue
hablemos de teoremas, nos referiremos a férmulas que se han derivado en la légica, usando
axiomas y reglas de inferencia. Cuando hablemos de “meta-teoremas” nos referiremos
a teoremas obtenidos razonando (informalmente) sobre la légica de ACL2, o a teoremas
externos a la logica.

Una légica de primer orden sin cuantificadores

ACL2 es una légica de primer orden sin cuantificadores®. Los términos de la légica son las
expresiones, tal y como se definieron en la seccién anterior. Los operadores l6gicos son la
igualdad = y las conectivas proposicionales habituales: —, V, A, — and <. Una formula
atomica es una igualdad de la forma e; = eo, donde e1 y eg son términos. Las formulas se
definen recursivamente de la manera habitual: las férmulas atémicas son formulas y si ¢
y ¢2 son férmulas, entonces ¢1 V a2, ¢1 A @2, d1 — @2, 1 <> ¢d2 ¥ —¢1 son formulas. Un
ejemplo de férmula es el siguiente:

((integerp x) =t) A ((integerp y) =1t) — ((integerp (+ x y)) =1t)

Puesto que las formulas se definen a partir de las expresiones y éstas dependen de las
definiciones (de funcién, constante, etc.) previamente realizadas, el concepto de férmula
se define respecto de una determinada historia de definiciones previas. Por ejemplo, un
simbolo de funcién se podra usar en una féormula dependiendo de si previamente se ha
introducido o no. Mas adelante comentaremos este punto con detalle. Por el momento,
supondremos que se han realizado una serie de definiciones de simbolos de funcién, de
macros y de constantes, entre los que se encuentran los simbolos predefinidos en ACL2.

Los axiomas y reglas de inferencias que se presentan en esta seccién formalizan el
hecho de que la légica de ACL2 es una extensién de primer orden y sin cuantificadores de
la 1égica proposicional con igualdad.

Los primeros axiomas y reglas de inferencia de la logica de ACL2 son aquellos que
tratan de la parte proposicional. Un dnico esquema de axioma es necesario para ello:

o Esquema de azioma proposicional: (=g V ¢).
Lo que sigue son cuatro reglas de inferencia para la parte proposicional de la légica:

o FExpansion: a partir de ¢o se deriva ¢1 V ¢o.

5La légica de ACL2 permite cuantificaciones, pero tal caracteristica no se usa en esta memoria, por lo
que omitimos su descripcion.
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e Contraccion: a partir de ¢ V ¢ se deriva ¢.
o Asociatividad: a partir de ¢1 V (g2 V ¢3) se deriva (¢1 V ¢2) V ¢3.

o (Corte: a partir de ¢1 V ¢2 y de =1 V @3 se deriva ¢o V ¢3.

Como se observa, el esquema de axioma y las reglas de inferencia anteriores solo des-
criben propiedades de V y de —. Las férmulas ¢1 A ¢2, ¢1 — ¢2 v ¢1 <> ¢9 las podemos
considerar abreviaturas de férmulas expresadas usando, inicamente, V y —. Por ejemplo,
®1 N\ ¢2 es una abreviatura de —((—¢1) V (—¢2)). Ademads, consideraremos que e; # e es
una abreviatura de —(e; = e2).

Los tres axiomas siguientes se refieren a la igualdad:

o Azioma de reflexividad: (x = x).
e FEsquema de axioma de la igualdad respecto a funciones:

(x1=y1)A...A(xn=yn)] = [(f x1...xn) = (£ yil...yn)]

e Azioma de igualdad:

[(x1 =y1) A (x2 = y2)] = [(x1 = x2) — (y1 = y2)]
Por 1ltimo, la regla de instanciacion:
e Instanciacion: A partir de ¢ se deriva o(¢).

o representa una sustitucién, o asignacién de términos a variables. La notacién o(¢)
representa el resultado de aplicar la sustitucién ¢ a la formula ¢, lo que significa que cada
variable x que ocurre libre en ¢ se sustituye por el término que o asigna a x. Notese que
esta ultima regla de inferencia nos permite considerar las variables de una férmula logica
en ACL2 como universalmente cuantificadas.

Los axiomas de ACL2

Las funciones predefinidas en ACL2 estan definidas mediante axiomas que especifican su
comportamiento. No daremos aqui la lista completa de estos axiomas, puesto que superan
la centena. Veamos, sin embargo, algunos de ellos.

Los cuatro axiomas siguientes especifican el comportamiento de las funciones car, cons
y cdr y el tipo de dato par punteado:

e (consp (cons x y)) = t.
e (consp x) = t — (cons (car x) (cdr x)) = x.
e (car (comns x y)) = x.

e (cdr (comns x y)) = y.
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De manera analoga, se axiomatizan los restantes tipos de datos y funciones primitivas.
Como ya hemos comentado en la seccidon anterior, los axiomas son consistentes con la
especificacién estandar de las funciones Common Lisp (por lo que respecta al comporta-
miento en sus dominios pretendidos). También existen axiomas que especifican los valores
de estas funciones fuera de estos dominios.

Los cinco axiomas siguientes especifican el comportamiento de los valores booleanos y
de las funciones predefinidas if y equal:

e t £nil.

e x=nil — (if x y z) =z.

x#nil - (if x y z) =y.

e x=y— (equal x y) =t

x #y— (equal x y) =nil
Los siguientes axiomas especifican las “funciones proposicionales”:

e (not p) = (if p nil t).
e (implies p q) = (if p (if q t nil) t).
o (iff p @ = (if p (if q t nil) (if q nil t)).

Los simbolos and y or estan definidos como macros (debido a su aridad variable) y
abrevian expresiones construidas con if. Por ejemplo (and p; p2...) se expande a (if
p1 (and ps...) nil) y (and p;p) es lo mismo que p;. Andlogas consideraciones podemos
hacer para or. Esto, junto con los axiomas anteriores, significa que todas las funciones
proposicionales se pueden expresar mediante if, t y nil.

Una resefia importante que afectara a nuestra notacién en lo que sigue. Téngase en
cuenta que estas funciones y macros proposicionales (or, and, not, implies, iff), junto
con equal, permiten establecer una correspondencia entre las férmulas y los términos. Por
ejemplo, el término (implies (and p q) (equal r s)) se corresponde con la férmula
(p #nilAq # nil) — r = s. Sisesun término y ¢, la férmula obtenida reemplazando las
ocurrencias de funciones proposicionales y equal por el correspondiente operador légico,
entonces es posible demostrar en la logica la férmula s # nil < ¢5. Esto nos permite usar
el siguiente convenio, abusando del lenguaje: si hablamos de un término ¢ en un contexto
donde se espera una férmula, nos estamos refiriendo en realidad a la férmula ¢ # nil.
Como veremos en la seccién siguiente, el demostrador automatico maneja términos en
lugar de férmulas, siguiendo esta correspondencia.

Ordinales en ACL2

Antes de presentar la ultima regla de inferencia (la de induccién), debemos explicar la
nociéon de ordinal en ACL2. Supondremos al lector familiarizado con el concepto de
ordinal. Una buena referencia para el estudio de la teorfa de ordinales es [28]. Siguiendo a
Goodstein [23], es posible representar de manera constructiva los ordinales menores que &y,
mediante nimeros naturales y listas. La tabla de la figura 2.4 muestra algunos ejemplos
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Ordinal Objeto ACL2
0 0

1 1

2 2

3 3

w 1. 0

w+1 1. 1D

w+ 2 1. 2

w-2 (11. 0
w-2+1 (11 . 1)

w-3 (111 . 0
w? 2. 0
WHw-5+7 211111. 7)
w3 (3. 0)

w¥ (aQa. o . o0

W WS w3245 ((1 . 0)8 33 . 5)
W@ (2. 0 . 0

(@) (L. 0. 0. 0

Figura 2.4: Ordinales en ACL2

de la correspondencia entre ordinales (expresados en forma normal de Cantor) y objetos
ACL2 que los representan:

Como se observa, los nimeros naturales son ordinales ACL2. Un objeto de la forma
(o1 02 ... 0, . n) es un ordinal ACL2 si a su vez los objetos o; son ordinales ACL2
distintos de 0, en orden decreciente y n es un nimero natural. Intuitivamente, los o; se
corresponden con las potencias de w cuando el ordinal estd expresado en forma normal
de Cantor. Los coeficientes (naturales) en la forma normal de Cantor se traducen aqui
en repeticiones de las potencias. El nimero n es el “término independiente” de su forma
normal. En ACL2 se define una funcién e0-ordinalp para reconocer aquellos objetos que
representan ordinales. El siguiente axioma especifica el comportamiento de dicha funcién:

(e0-ordinalp x)
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(if (comsp x)
(and (e0-ordinalp (car x))
(not (equal (car x) 0))
(e0-ordinalp (cdr x))
(or (atom (cdr x))
(not (e0-ord-< (car x) (cadr x)))))
(and (integerp x) (>= x 0))))

La funciéon e0-ord-< define el orden entre objetos ACL2 que representan ordinales,
implementando el orden usual entre ordinales:

(e0-ord-< x y)

(if (consp x)
(if (comsp y)
(if (e0-ord-< (car x) (car y))
t
(if (equal (car x) (car y))
(e0-ord-< (cdr x) (cdr y))

nil))
nil)
(if (consp y)
t

(< (if (ratiomalp x) x 0)
(if (ratiomalp y) y 0)))))

Es posible demostrar, como meta—teorema, que e0-ord-< es una relacién bien funda-
mentada sobre el conjunto de objetos ACL2 que representan ordinales. Segun el teore-
ma A.11, esto significa que no es posible obtener una cadena infinita descendente (respecto
de e0-ord-<) de objetos ACL2 que verifiquen e0-ordinalp. Asumir esto es fundamen-
tal para la légica de ACL2, como veremos en la regla de induccién y en el principio de
definicién. Este meta—teorema es inmediato si se admite que los objetos que verifican
e0-ordinal-p representan a los ordinales menores que £q.%

Relacionado con lo expuesto en esta subseccién, uno de los axiomas de ACL2 espe-
cifica el comportamiento de una funcién predefinida llamada acl2-count, que asocia un
ordinal (més concretamente un nimero natural) a cada objeto ACL2 (véase acl2-count),
midiendo en cierto modo su tamano. Asi, el tamano de un par punteado es la suma de
los tamanos de sus dos componentes. El tamano de un nimero depende de si es entero,
racional o complejo. Por ejemplo, el tamafnio de un niimero entero es su valor absoluto. El
tamafio de un caracter es 0 y el de una cadena de caracteres su longitud.

El principio de induccién

Veamos ahora la 1ltima regla de inferencia de la 1égica de ACL2: el principio de induccién.
Este principio esta basado en el principio de induccién bien fundamentada y su correccion

5Es posible, en cualquier caso, hacer una prueba de este meta—teorema sin hacer mencién a conexién
alguna con los ordinales. Véase proof-of-well-foundedness.
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queda justificada por la buena fundamentacién de eO-ord-< sobre los objetos que verifican
e0-ordinal-p (véase el teorema A.11):

e Principio de induccidon: La féormula ¢ se deriva a partir de las siguientes féormulas:

o Caso base:
(implies (and (not q1) ... (mot qx)) @)
o Casos de induccion: Para cada 1 <1 <k,

(implies (and ¢;

i1 (®)
Ui,hi(¢))
®)
donde ¢, ..., q; son términos, o; (1 < i < k,1 < j < h;) son sustituciones y las

siguientes férmulas son teoremas, para cierto término m:

¢ (e0-ordinalp m)
o Para cada i,j talesque 1 <i:1<kyl<j<h,,

(implies ¢; (e0-ord-< o;;(m) m))

Decimos entonces que ¢ se demuestra por induccion en las variables del término m,
denominado medida.

La idea es que para probar una férmula ¢ mediante el principio de induccion, dividimos
el problema en k 4 1 casos. Cada uno de estos casos viene descrito por una condicién
expresada por el término ¢; (casos inductivos), o bien por la negacién de todos los ¢; (caso
base). Para la demostracion de cada uno de los casos inductivos se permite asumir que
determinadas instancias de la férmula ¢ son ciertas. En concreto, para probar el caso
correspondiente a ¢; se suponen ciertas un nimero h; de instancias o0; j(¢), 1 < j < h;.
Cada una de estas instancias se denomina una hipdtesis de induccion. Para que este
esquema de demostracion sea correcto, se debe demostrar previamente que cada una de
las hipétesis de induccién asume que la férmula ¢ es cierta para elementos cuya medida
(dada por una expresién m que toma valores que verifican e0-ordinalp) es menor respecto
de la relacion bien fundamentada e0-ord-<.

Supongamos, por ejemplo, que queremos demostrar la férmula

(equal (long (append 11 12)) (+ (long 11) (long 12)))

donde long es una funcién definida que calcula la longitud de una lista (véase su definicién
en la seccién siguiente). Podemos aplicar el principio de induccién para demostrar esta
conjetura. Por ejemplo, sii =1, hy =1, ¢ = (consp 11), 011 ={11+ (cdr 11} yla
medida m viene definida por la expresién (acl2-count 11), entonces la formula anterior
se tendra si se prueban las siguientes férmulas:

(implies (not (comsp 11))
(equal (long (append 11 12)) (+ (long 11) (long 12))))
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(implies (and (consp 11)
(equal (long (append (cdr 11) 12))
(+ (Qlong (cdr 11)) (long 12))))
(equal (long (append 11 12)) (+ (long 11) (long 12))))

(e0-ordinalp (acl2-count 11))
(implies (consp 11) (e0O-ord-< (acl2-count (cdr 11)) (acl2-count 11)))

La primera féormula es la correspondiente al caso base y la segunda, al tinico caso de
induccion. La tercera y cuarta férmulas se corresponden con las conjeturas acerca de la
medida.

Merece la pena destacar en este punto varios aspectos interesantes del principio de
induccién recién expuesto:

e La ausencia de cuantificadores en la l6gica de ACL2 hace que el principio de induccién
no se pueda formular con hipétesis de induccién del tipo “para todo y menor que
x, la férmula ¢ es cierta para y”. Esto supondria una cuantificaciéon universal en el
antecedente de una implicacién (es decir, una cuantificacién existencial). En lugar
de esto, necesitamos especificar un cantidad finita de instancias de la férmula en
cada caso de induccién.

e La medida ordinal m que justifica la induccion debe ser la misma en todos los casos
de induccién.

e En la descripcion del esquema de induccién se considera como caso base la conjuncién
de la negacién de cada uno de los casos inductivos. En la practica este caso base se
puede dividir en varios subcasos, a los que llamaremos también casos base.

Teorias desarrolladas en la logica de ACL2

Decimos que una férmula ¢ se puede demostrar (o probar) directamente a partir de un
conjunto de axiomas Ax si se puede derivar a partir de ellos aplicando las reglas de
inferencia anteriormente descritas: las del calculo proposicional con igualdad, la regla de
instanciacién y el principio de induccién. En principio, el tinico conjunto Az de axiomas
de que disponemos es el de los axiomas primitivos descritos anteriormente. Sin embargo,
si queremos usar la légica de ACL2 para formalizar sistemas, ésta no puede verse como
un conjunto “estatico” de axiomas. Debemos ser capaces de definir nuevos conceptos y de
anadir axiomas que expresen propiedades sobre estos conceptos.

Por ello, se definen los llamados principios de extension. Una teoria en la légica de
ACL2 “evoluciona” bajo el control de un usuario que hace uso de estos principios de
extension con la ayuda del demostrador automético, como veremos en la seccién siguiente.

Los principios de extension usados con mayor frecuencia por los usuarios de ACL2 para
construir sus teorfas son dos:

e El principio de definicion, que permite introducir como axiomas las definiciones de
nuevas funciones. Como veremos en la seccién siguiente, el comando defun permite
al usuario del sistema ACL2 hacer uso de este principio.
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e El principio de encapsulado, que permite introducir nuevas funciones definidas par-
cialmente, asumiendo sobre ellas determinadas propiedades, que se introducen como
axiomas. El comando encapsulate permite al usuario de ACL2 hacer uso de este
principio.

La aplicacién de un principio de extension se denomina evento. Existen méas principios
de extension en la légica de ACL2, como por ejemplo la definicién de constantes o la
introduccién de un axioma arbitrario. En [41] y en el manual de referencia de ACL2, el
lector puede obtener una descripcién detallada sobre los principios de extensién de ACL2
y los eventos correspondientes. Cada uno de los principios de extensién tiene asociados:

e Un conjunto de simbolos de funcién introducidos por el evento, con una aridad
determinada. Por ejemplo, el principio de definicién introduce el simbolo definido. El
principio de encapsulado introduce los simbolos nuevos que aparecen en los axiomas
asumidos.

e Un conjunto de axiomas introducidos por el evento. Por ejemplo, si aplicamos el
principio de definicién para definir £ con (defun f (x1...x,) cuerpo), seintroduce
el axioma (f xy...z,) = cuerpo. Con el principio de encapsulado se introducen
los axiomas asumidos.

Una historia h es una secuencia finita de eventos tal que h es vacia, o es el resultado
de anadir al final de una historia A’ un evento admisible E respecto de h/. En este ltimo
caso, podremos notar a la historia h como h/, E. Para cada principio de extensién se
define el criterio de admisibilidad respecto de una historia. Por ejemplo, el principio de
definicién requiere, entre otros requisitos, que la funcién definida termine. El principio
de encapsulado requiere que los axiomas asumidos se verifiquen, al menos, para ciertas
funciones testigo.

El concepto de historia representa intuitivamente la construccién de una teoria por un
usuario ACL2. Inicialmente se parte de un lenguaje con los simbolos predefinidos y de
un conjunto de axiomas primitivos, descritos anteriormente. Con cada evento, se amplia
el lenguaje con simbolos nuevos y se anaden nuevos axiomas. Tiene sentido, por tanto,
definir el concepto de teorema respecto de una historia determinada, lo que hacemos a
continuacién.

Las féormulas de una historia son la expresiones construidas usando los simbolos de
funcién introducidos por cada uno de sus eventos, junto con los simbolos de funciones
predefinidas. Los axiomas de una historia son los axiomas introducidos por cada uno de
sus eventos, junto con los axiomas primitivos. Decimos entonces que una férmula ¢ de
una historia h es un teorema respecto de h si ¢ se puede demostrar directamente a partir
de los axiomas de h.

En el demostrador automaético, la prueba de un teorema se intenta mediante el coman-
do defthm. El desarrollo de una teoria en la logica de ACL2 consiste en la aplicacién de
principios de extensién a partir de la teoria base, construyendo asi una historia. Interca-
lados con estos eventos (defun o encapsulate) estdn los teoremas respecto de la historia
vigente en cada momento (usando defthm).

Excepto el principio de extensién correspondiente a la inclusién de un axioma arbitra-
rio, el resto de principios de extension tienen la propiedad de preservar la consistencia de
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la teoria que extienden. Por tanto, si una teoria se construye mediante principios de exten-
sién distintos de la adicién de axiomas arbitrarios, podemos asegurar que es consistente,
siempre que lo sea la teoria base.

En el sistema, la adicién de un axioma arbitrario se lleva a cabo mediante el comando
defaxiom. No se recomienda su uso, a menos que se quiera correr el riesgo de que la teoria
construida sea inconsistente. La teoria desarrollada en esta memoria no usa defaxiom.

A continuacién vamos a describir con mas detalle los principios de definicién y de en-
capsulado que, como ya hemos senalado, son los principios de extensién mas cominmente
usados.

Principio de definicién

El principio de definicién nos permite anadir axiomas que definen nuevas funciones. A la
hora de admitir como axioma una definicién de funcién, debemos tener cuidado de que no
introduzca inconsistencias en la teoria desarrollada.

Por ejemplo, supongamos que definimos una funcién f mediante el axioma (f x) =
y. Si permitiéramos afiadir este axioma a una teoria, podriamos derivar, por ejemplo, el
teorema t=nil, ya que por instanciacién se deduciria que (f 1) = nil y que (f 1) =
t. Por tanto, el principio de definicién debe incluir entre sus requisitos de admisibilidad
el prohibir las variables libres en las definiciones.

No necesariamente la introduccién de una inconsistencia aparece, como en el ejemplo
anterior, por la existencia de variables libres en las definiciones. Obsérvese el siguiente
axioma: (f x) = (1+ (f x)). Este axioma contradice a la férmula i # (1+ i), que
puede ser demostrada a partir de los axiomas primitivos. Noétese que el axioma anterior
es un caso tipico de definicién recursiva que no termina. En consecuencia, otro de los
requisitos para que una aplicacion del principio de definicién sea admitida es que defina
una funcién cuya terminacion, para cualquier dato de entrada, se tenga asegurada.

Antes de introducir de manera precisa el principio de definicién, debemos definir el
concepto de “influencia” que, intuitivamente, expresa las condiciones que se pueden asumir
como ciertas cuando se produce la llamada de una funcién que aparece como subtérmino
de una expresién. Mas concretamente, decimos que un término ¢ influye en la ocurrencia
de un subtérmino s de otro término e si, o bien e contiene un subtérmino de la forma (if
t p @) y la ocurrencia de s en e estd en p, o bien t es de la forma (not t'), e contiene
un subtérmino de la forma (if ¢ p ¢) y la ocurrencia de s en e estd en ¢q. Por ejemplo,
consideremos la expresion (if p (if (if q a r) r b) c¢). En la primera ocurrencia de
r en esta expresién influyen tanto p como (not q). En la segunda ocurrencia influyen p
y (if q a ).

En lo que sigue describimos el principio de definicién de la légica de ACL2. Es decir,
especificamos el criterio de admisibilidad respecto de una historia dada y el simbolo de
funcién y el axioma que introduce. Usaremos el simbolo =4 ¢ para describir una definicién
introducida por el principio de definicion.

e Principio de definicion: Dada una historia h, la definicién
(f w1... xy) =gef cuerpo
es admisible respecto de h si:

o f es un simbolo de funcién nuevo (es decir, no aparece en el lenguaje de h),
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¢ cada z;, 1 <i < n, es un simbolo de variable distinto,

o cuerpo es un término en el lenguaje de h ampliado con el simbolo f de aridad
n, cuyas variables libres estan entre las x;,

© existe un término m en el lenguaje de h (que llamaremos medida de termina-
cion) respecto del cual es posible demostrar, en h, las siguientes conjeturas de
terminacion:

* (e0-ordinalp m).
* Por cada ocurrencia en cuerpo de un subtérmino de la forma (f wuq...uy)
(es decir, por cada llamada recursiva) la siguiente férmula:
(implies (and t; ... tg)
(e0-ord-< o(m) m))
donde tq,...,t son los términos que influyen en dicha ocurrencia y o la
sustitucién {z1 — u, ..., Ty — Up}.

Si es admisible, el evento correspondiente a la definicién anterior amplia A de la
siguiente manera:

— se introduce en el lenguaje un nuevo simbolo de funcién f de aridad n y

— se anade el axioma (f z1...z,) = cuerpo.

Como ilustracién, considérese el siguiente ejemplo de definicién de una funcién repla-
ce-list que reemplaza el n-ésimo elemento de 1 por x:

(replace-list 1 n x)
=def
(if (endp 1)
nil
(if (zp n)
(cons x (cdr 1))
(cons (car 1) (replace-list (cdr 1) (- n 1) x)))))

Esta definicion se admite respecto de cualquier historia h en la que replace-1list no
se haya definido previamente. En particular, tomando como medida de terminacion el
término (acl2-count 1), se verifican todas las conjeturas de terminacion. Notese que
en la llamada recursiva (replace-list (cdr 1) (- n 1) x) los términos que influyen
son (not (endp 1)) y (not (zp n)). Con esas condiciones, es facil demostrar que se
verifica (e0-ord-< (acl2-count (cdr 1)) (acl2-count 1)). Noétese que pueden exis-
tir medidas de terminacién distintas para las cuales se verifiquen las conjeturas. En este
caso, por ejemplo, seria posible justificar la admisiéon usando también una medida sobre
el argumento n.

Los requisitos para la admisién de una definiciéon garantizan que, extendiendo una
teoria mediante el principio de definicién, se preserva la consistencia de la misma. Mas
aun, se puede demostrar que la extensiéon es conservativa, de tal manera que no es posible
demostrar teoremas nuevos sobre las funciones previamente definidas. Véase [40] para una
desmostracion rigurosa y precisa de esta afirmacién.

Como se ha mencionado anteriormente, el usuario de ACL2 aplica el principio de
definicién mediante el comando defun. De esta manera, defun juega un doble papel, ya que
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a la vez que permite definir una funcién en el lenguaje de programacién de ACL2, introduce
el axioma correspondiente en la légica, comprobando previamente la admisibilidad del
evento’. La medida de terminacién la puede suministrar el usuario o bien es escogida
mediante una heuristica. Daremos mas detalles sobre esta cuestion en la siguiente seccién.

Encapsulados

El principio de encapsulado permite introducir determinados simbolos de funcién, sin es-
pecificar completamente la funcién que representan, sino asumiendo sélamente una serie
de propiedades que los definen parcialmente. Para que una aplicacion del principio de
encapsulado sea admisible respecto de una historia y se preserve la consistencia, ha de de-
mostrarse previamente que existen funciones (llamadas “testigos locales”) que verifican las
propiedades que se quieren asumir como axiomas. Una vez probado esto, las definiciones
correspondientes a los testigos locales se pueden “olvidar” y los simbolos de funcién in-
troducidos por el principio de encapsulado quedan parcialmente especificados, inicamente
mediante las propiedades asumidas.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una historia i y que queremos asumir un axioma
¢ que expresa una determinada propiedad sobre un simbolo de funcién nuevo f de aridad
n. El principio de encapsulado permite anadir ¢ como axioma siempre que sea posible
extender la historia h mediante la aplicacién de un evento que defina f por aplicacion del
principio de definicién y en esa historia extendida sea posible demostrar ¢ como teorema.
Si este es el caso, entonces diremos que dicha aplicacién del principio de encapsulado es
admisible respecto de h y el evento correspondiente introducird f como simbolo de funcién
de aridad n y ¢ como tinico axioma acerca de f. Definimos a continuacién el principio de
encapsulado de manera mas precisa.

e Principio de encapsulado: Dada una historia h, el evento
Asumir ¢ acerca de las funciones fi,..., fn.

es admisible respecto de h si:

¢ Cada uno de los f;, 1 < i < n, es un simbolo de funcién nuevo, es decir, no
aparecen en el lenguaje de h.

o ¢ es una formula en el lenguaje de h, ampliado con los simbolos f;, cada uno
de ellos de aridad n;, respectivamente.

¢ existen eventos Dq,..., D,, tales que cada D; es el evento correspondiente a
una aplicacion del principio de definicién para el simbolo f; con aridad n; y se
verifica que h/ = h, D1,..., D, es una historia y ¢ un teorema en h'.

Si es admisible, el evento anterior amplia la teoria de h de la siguiente manera:

— se introduce en el lenguaje los n simbolos de funcién f; con aridad n;, 1 < i <mn,

— se anade el axioma ¢.

"Siempre que se use en modo 16gico, lo que ocurre por defecto. Es posible usar defun en modo programa
de manera que no se aplica el principio de definicién y no se incluye axioma alguno en la teoria. En este
caso, no se realiza comprobacién de admisibilidad (véase defun).
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Las definiciones introducidas por los eventos D; se denominan testigos locales del prin-
cipio de encapsulado. Notese que los testigos locales sélo se usan para asegurar la admi-
sibilidad del encapsulado, ya que los axiomas correspondientes a las definiciones locales
no se conservan. El axioma introducido por el evento correspondiente a un encapsulado
preserva la consistencia de la teoria que se extiende. Véase [40] para una demostracién
rigurosa de esta afirmacion.

Supongamos, por ejemplo, el siguiente evento:

Asumir (implies (consp 1) (member (sel 1) 1)) acerca de sel

Esta aplicacion del principio de encapsulado es admisible y permite introducir un
simbolo sel asumiendo que representa a una funcién que selecciona un elemento de su
argumento de entrada, siempre que éste sea una lista no vacia. Para su admisién, podemos
usar el testigo local (sel 1) =gy (car 1). Elusuario de ACL2 puede aplicar el principio
de encapsulado mediante el comando encapsulate. Asi, este ejemplo se corresponde con
el siguiente comando:

(encapsulate
((sel (1Ist) t))
(local (defun sel (1st) (car 1lst)))

(defthm sel-selects
(implies (consp 1) (member (sel 1) 1))))

La primera linea es una descripcién de la aridad de las funciones que se introducen
(denominada signatura). En este caso, se declara que la funcién sel es de aridad uno,
con un argumento de salida. Los testigos locales se definen usando defun, pero declarados
como locales mediante local. Los axiomas introducidos se declaran mediante defthm.
Para que este evento sea admitido, las definiciones locales deben ser admisibles y los
axiomas declarados con defthm demostrados en una teoria en la que las definiciones locales
estan activas. Fuera del alcance de un encapsulate sélo los teoremas no locales se asumen
como ciertos.

Las funciones introducidas mediante un encapsulado no se pueden ejecutar, ya que su
especificacién parcial puede que no sea suficiente como para poder deducir el valor que
toma para cualquier dato de entrada.

El comando encapsulate es bastante mas genérico que el presentado aqui y es una
potente herramienta que permite el desarrollo estructurado de teorias. En los sucesivos
capitulos de esta memoria se veran mas ejemplos de uso de encapsulate, ya que se usa
repetidas veces para construir la teoria desarrollada.

Instanciacién funcional

Supongamos que como consecuencia de una aplicacién del principio de encapsulado, se ha
introducido un axioma ¢ acerca de un simbolo de funcién f. Entonces parece razonable
afirmar que para cualquier teorema 1 acerca de f y cualquier funcién g que cumpla una
propiedad “andloga” a ¢ , existe un teorema “analogo” a 1 acerca de g.
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Definamos de manera un poco mas precisa qué entendemos por “andlogo” en este
contexto. Si @ es una férmula en la que aparece el simbolo f v k es un sfmbolo de funcién®
con la misma aridad que f, la formula [f — k| es la obtenida a partir de 6 reemplazando
f por k.

Con esta notacién, la idea anterior queda expresada como sigue: si ¢ es el axioma
introducido por el principio de encapsulado acerca de un simbolo de funciéon f y 1 es
un teorema acerca de f, podemos concluir ¢[f — g¢|, para cualquier funcién g tal que
o[f + g| sea un teorema. Esta afirmacién es un caso particular de una regla de inferencia
derivada, llamada instanciacion funcional.

Decimos que la instanciacién funcional es una regla de inferencia derivada porque es
posible probar (como meta-resultado) que si una férmula se obtiene por instanciacién
funcional en una historia h, entonces existe una demostracién de la misma en h usando
unicamente las reglas de inferencia de la légica proposicional con igualdad, instanciacién
e induccion.

La regla de instanciacién funcional es mucho mas general que la descrita aqui. Queda
fuera de los objetivos de este capitulo introductorio una descripcién detallada y precisa
de la misma, que puede consultarse en lemma-instance, en constraint y en [3]. En la
siguiente seccién veremos algo més sobre la regla derivada de instanciacién funcional, al
discutir el consejo functional-instance.

2.3 El demostrador automatico de ACL2

En esta seccion describimos someramente el tercer pilar sobre el que descansa el sistema
ACL2: un demostrador automatico para la légica descrita en la seccién anterior. Este de-
mostrador proporciona asistencia al usuario en el desarrollo de teorias y en la demostracion
de teoremas de las mismas.

El demostrador es automatico en el sentido de que una vez comienza un intento de
demostracién, no existe ninguna posibilidad por parte del usuario de interactuar. Sin
embargo, es un demostrador interactivo en un sentido més intuitivo. El punto de vista
que mas se ajusta a la realidad es el que contempla al demostrador como un “asistente”
que permite verificar que una determinada férmula es realmente un teorema. Pero debe
quedar claro que la estrategia para abordar una demostracion no trivial debe ser diseniada
por el usuario, en la mayoria de los casos inspirada en una demostracion realizada a mano
previamente.

Esta estrategia se le comunica al demostrador mediante la construcciéon de lo que
llamaremos un mundo [dgico. Este se construye mediante la demostracion previa de una
serie de teoremas o lemas, que el demostrador interpreta en forma de reglas y que dirigen
su comportamiento al intentar abordar la prueba automética de un teorema. Si una
demostracién de una féormula se culmina con éxito, ésta se codifica en forma de regla,
incrementando la informacién disponible en el mundo légico y permitiendo su uso en
demostraciones de sucesivos teoremas.

Aunque se trata de automatizar la légica descrita en la seccion anterior, por obvias
razones practicas el demostrador no aplica las reglas de inferencia elementales que se han
descrito, sino que construye demostraciones que dan pasos de deduccién mucho mayores,
aunque seguros. Por ejemplo, es posible probar que toda tautologia de la légica propo-

8Podria ser también una lambda expresin.



2.3. El demostrador automatico de ACL2 39

sicional es un teorema en la légica de ACL2. Esto permite usar métodos automaéticos
alternativos para comprobacion de tautologias, en lugar de tratar de obtener cada vez la
secuencia de axiomas y reglas de inferencia elementales que llevan a una demostracion
detallada de las mismas. De la misma manera, podemos demostrar una férmula por dis-
tincién de casos. O hacer uso de reemplazamiento de iguales por iguales. Es decir, si se
ha demostrado que e; = eo, entonces es correcto reemplazar, durante un intento de de-
mostracién, cualquier ocurrencia de una instancia de e; por la correspondiente instancia
de eo.
Nuestro objetivo en lo que sigue sera dar una introducion de las siguientes ideas:

e El mundo légico como conjunto de reglas que influyen en el comportamiento del
demostrador a la hora de abordar un intento de demostracién automatica de una
conjetura.

e Algunos de los procesos y heuristicas que aplica el demostrador durante un intento
de demostracion.

e Y por iltimo, y quizé lo mas importante, como debe ser la interaccién entre el usuario
y el demostrador para conseguir, entre ambos, demostrar formal y automaticamente
propiedades no triviales.

2.3.1 El funcionamiento del demostrador
Un ejemplo de demostracién automatica

Puede ser ilustrativo mostrar la salida devuelta por el demostrador ante un intento de
prueba de un teorema que termina con éxito. Supongamos que queremos demostrar que
la longitud de la concatenacién de dos listas es la suma de sus longitudes. Definimos en
primer lugar las funciones long y app, que implementan, respectivamente, el cdlculo de la
longitud y la concatenacién de listas®:

(defun long (11)
(if (atom 11)
0
(1+ (long (cdr 11)))))

(defun app (11 12)
(if (atom 11)
12
(cons (car 11) (app (cdr 11) 12))))

Estas definiciones son admitidas, en base al principio de definicién. Maés adelante
comentaremos esta cuestion, pero téngase en cuenta que no sélo el comando defthm es
el que invoca al demostrador automatico: el comando defun, en el caso de definicién de
funciones recursivas, necesita demostrar las correspondientes conjeturas de terminacién
para que una funcién sea admitida.

El comando defthm permite iniciar un intento de prueba, (bien desde el bucle “lee—
evalia—escribe” del sistema o cargédndolo desde un fichero):

9Las funciones len y append son primitivas ACL2 andlogas. Aunque en la prictica no necesitarfamos
definir long y app, lo hacemos aqui para mayor claridad en la exposicidon.
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ACL2 '>(defthm long-app
(equal (long (app 11 12))
(+ (long 11) (long 12))))

Este comando produce la siguiente salida por parte del demostrador, de manera com-
pletamente automaética:

Name the formula above *1.

Perhaps we can prove *1 by induction. Three induction schemes are
suggested by this conjecture. Subsumption reduces that number to two.
However, one of these is flawed and so we are left with one viable
candidate.

We will induct according to a scheme suggested by (APP L1 L2). If
we let (:P L1 L2) denote *1 above then the induction scheme we’ll
use is
(AND (IMPLIES (AND (NOT (ATOM L1)) (:P (CDR L1) L2))
(:P L1 L2))

(IMPLIES (ATOM L1) (:P L1 L2))).
This induction is justified by the same argument used to admit APP,
namely, the measure (ACL2-COUNT L1) is decreasing according to the
relation EO-ORD-< (which is known to be well-founded on the domain
recognized by EO-ORDINALP). When applied to the goal at hand the above
induction scheme produces the following two nontautological subgoals.

Subgoal *1/2
(IMPLIES (AND (NOT (ATOM L1))
(EQUAL (LONG (APP (CDR L1) L2))
(+ (LONG (CDR L1)) (LONG L2))))
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

By the simple :definition ATOM we reduce the conjecture to

Subgoal *1/2’
(IMPLIES (AND (CONSP L1)
(EQUAL (LONG (APP (CDR L1) L2))
(+ (LONG (CDR L1)) (LONG L2))))
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

This simplifies, using the :definitions APP and LONG, primitive type
reasoning and the :rewrite rules CDR-CONS and COMMUTATIVITY-OF-+, to

Subgoal *1/2°°
(IMPLIES (AND (CONSP L1)
(EQUAL (LONG (APP (CDR L1) L2))
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(+ (LONG L2) (LONG (CDR L1)))))
(EQUAL (+ 1 (LONG (APP (CDR L1) L2)))
(+ (LONG L2) 1 (LONG (CDR L1))))).

But simplification reduces this to T, using linear arithmetic, primitive
type reasoning and the :type-prescription rule LONG.

Subgoal *1/1
(IMPLIES (ATOM L1)
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

By the simple :definition ATOM we reduce the conjecture to

Subgoal *1/1°
(IMPLIES (NOT (CONSP L1))
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

But simplification reduces this to T, using the :definitions APP, FIX
and LONG, primitive type reasoning, the :rewrite rule UNICITY-OF-0
and the :type-prescription rule LONG.

That completes the proof of *1.
Q.E.D.

Summary

Form: ( DEFTHM LONG-APP ...)

Rules: ((:DEFINITION APP)
(:DEFINITION ATOM)
(:DEFINITION FIX)
(:DEFINITION LONG)
(:DEFINITION NOT)

(:FAKE-RUNE-FOR-LINEAR NIL)

(:FAKE-RUNE-FOR-TYPE-SET NIL)

(:REWRITE CDR-CONS)

(:REWRITE COMMUTATIVITY-OF-+)

(:REWRITE UNICITY-OF-0)

(: TYPE-PRESCRIPTION LONG))

Warnings: None

Time: 0.05 seconds (prove: 0.01, print: 0.02, other: 0.02)

LONG-APP

Como se observa, la descripcién de la demostracion obtenida se realiza en lenguaje
natural (en inglés) y no se detalla a nivel de pasos de inferencia elementales. En concreto,
esta demostracion se ha obtenido mediante una aplicacion del principio de induccion,
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distincién de casos y simplificacién mediante reemplazamiento de iguales por iguales (por
ejemplo, al aplicar el axioma correspondiente a la definicién de app).

El mundo légico

A diferencia de lo que ocurre con el ejemplo anterior, lo més usual, siempre que el de-
mostrador intenta una prueba por primera vez, es que no se complete con éxito, lo que
ocurrira con toda seguridad si el teorema que se pretende demostrar no es un resultado
trivial. Esto puede significar que la conjetura no sea un teorema. Pero en la mayoria de
los casos, la causa del fallo es que ha de proporcionarse un mundo 16gico con la suficiente
informacién para que la demostracion automatica se complete con éxito. Como ya hemos
comentado, el papel del usuario es construir un mundo légico que proporcione un entorno
adecuado para la demostracién automatica de teoremas de una teoria determinada.

Este mundo légico se construye esencialmente mediante la introduccién de nuevas
definiciones y la demostracién de teoremas que el demostrador utiliza en forma de reglas.
Por ejemplo el teorema long-app anterior, una vez demostrado, entra a formar parte del
mundo légico, almacenado como regla de reescritura. Esta regla puede ser interpretada
como una instruccion al demostrador para que durante los intentos sucesivos de prueba,
cualquier ocurrencia de una instancia del término (long (app 11 12)) se reescriba a la
correspondiente instancia del término (+ (long 11) (long 12)).

La figura 2.5, tomada de [37], muestra la relacién existente entre el demostrador au-
tomatico, el usuario y el mundo l6gico. El usuario introduce en el demostrador definiciones,
conjeturas y posiblemente alguna sugerencia para los intentos de demostracién. El demos-
trador devuelve al usuario el intento de prueba generado, que puede tener éxito o no. Por
su parte, el demostrador proporciona al mundo légico los teoremas que consigue demos-
trar, almacenados en forma de reglas (usualmente de reescritura). Estas reglas influyen a
su vez en los intentos de prueba que el demostrador realiza.

definiciones,
conjeturas
y consejos reglas
—_— —_—
b q Mundo
emostrador Légico
- -
intentos de teoremas

demostracion

Figura 2.5: Flujo de datos en ACL2
La sintaxis general del comando defthm es la siguiente:

(defthm nombre formula
:rule-classes < lista de tipos de reglas >
:hints consejos)

De esta manera, se genera un intento de prueba de formula y en caso de ser completado
con éxito, se almacena en el mundo légico segin lo especificado por la lista de tipos
de reglas, con nombre nombre. Si se especifican consejos, el demostrador atiende la
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sugerencia del usuario en el intento de prueba, modificando su comportamiento por defecto
(comentaremos esto més adelante). Tanto :rule-classes como :hints son opcionales.
Véase defthm para mas detalles.

El tipo de regla més comtn es :rewrite, indicando que el teorema ha de almacenarse
como regla de reescritura. De hecho, si no se especifica :rule-classes, el teorema serd
almacenado como regla de reescritura. Las reglas de reescritura pueden verse como una
indicacion al demostrador de que se reemplacen determinados términos por otros equiva-
lentes. Las definiciones realizadas con defun, si son admisibles, se almacenan como reglas
:definition, similares a las reglas de reescritura, pero su uso es algo distinto.

Existen hasta 17 tipos de reglas (véase rule-classes). Haremos referencia a algunas
de ellas cuando describamos los procesos que aplica el demostrador para intentar demostrar
una férmula.

Toda regla del mundo 16gico puede estar habilitada o deshabilitada (lo que llamamos su
status). El demostrador sélo usa las reglas habilitadas en cada momento. De esta manera,
el usuario también puede influir en el comportamiento del demostrador, cambiando el
status de algunas reglas bien globalmente o, en un intento de prueba especifico mediante
el consejo adecuado. Constltese in-theory.

Cada una de las acciones que secuencialmente modifican el mundo légico las deno-
minamos eventos. Noétese que esta terminologia es consistente con el hecho de haber
definido anteriormente el concepto de evento como la aplicacién de un principio de ex-
tensién de la légica. Cualquier aplicaciéon de un principio de extension en la logica tiene
su correspondiente evento en el demostrador, que lo implementa. Por ejemplo, el evento
correspondiente a defun implementa el principio de definicion. Ademads de estos principios
de extension, consideramos como evento, por ejemplo, la demostracién de un teorema con
defthm o el cambio de status de una regla.

Organizacion del demostrador

Describimos a continuacion, en lineas generales, los procesos que aplica el demostrador
durante un intento de prueba generado mediante una llamada a defthm!?. Recuérdese
que el efecto de cada uno de estos procesos estd determinado en gran medida por el
mundo légico activo en cada momento.

En la figura 2.6 se muestra graficamente la organizacién del demostrador. El circulo
central puede interpretarse como una cesta de férmulas, conteniendo en cada momento
aquellas férmulas pendientes de demostracion. Inicialmente, la cesta contiene la conjetura
que introduce el usuario mediante defthm. Alrededor de la cesta, en la figura se representan
cada uno de los seis procesos que se pueden aplicar a una conjetura para conseguir una
demostraciéon de la misma. Estos procesos han de verse como transformaciones que, a
partir de una férmula dada, obtienen n férmulas tales que su demostracién bastaria para
poder concluir la féormula de entrada. Como caso particular, si n = 0 la férmula estd
probada. Una vez escogida una férmula de la cesta, ésta pasa secuencialmente por cada
uno de los procesos (en la figura, en el sentido de las agujas del reloj). Si uno de estos
procesos no fuera aplicable, la formula pasa a ser tratada por el siguiente proceso. Si llega
a un proceso aplicable, entonces las n férmulas en las que se transforma la conjetura se
incluyen en la cesta y el proceso comienza de nuevo. Si una férmula pasa por todos los

YEste comportamiento puede cambiar si el usuario incluye sugerencias mediante :hints.
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Simplificacion
\Eliminacién de destructores

Inducmon

) Uso de igualdades
Usuario

—

Generalizacion

/>
Y

Eliminacion de irrelevancias

Figura 2.6: Organizacién del demostrador

procesos y ninguno es aplicable, el demostrador devuelve fallo. Si la cesta se vacia, la
demostracién se ha completado con éxito.

Las seis técnicas de prueba son las siguientes:

1. Simplificacién: es el principal proceso de los que aplica el demostrador y su com-

portamiento viene determinado por las reglas de reescritura presentes, que sirven
para simplificar las férmulas a partir de lemas previamente demostrados por el usua-
rio. Es el tnico de los procesos que obtiene un conjunto de férmulas equivalentes a
la conjetura que recibe como entrada.

. Eliminacién de destructores: este proceso permite expresar ciertos términos de

la conjetura haciendo mencién expresa a la forma en que han sido construidos. Por
ejemplo, si 1 es un par punteado y en una conjetura aparece (car 1) y (cdr 1),
este proceso podria escribir 1 como (cons 11 12) y entonces hablar de 11 y 12 en
lugar de (car 1) y (cdr 1), respectivamente. Usualmente, esta técnica heuristica
hace mas facil la demostracién de una conjetura. El comportamiento de este proceso
viene determinado por las reglas de eliminacién (tipo :elim) que estén presentes en
el mundo légico.

. Uso de equivalencias: si la conjetura a demostrar es una implicacién con una

igualdad (equal e; e2) entre sus hipétesis, este proceso hace uso de esta igualdad
para sustituir, en el resto de la conjetura, e; por es. Una vez usada, esta igualdad
se hace desaparecer de la conjetura. Este proceso también se denomina fertilizacion
cruzada.

4. Generalizacién: este proceso heuristico intenta encontrar un término que ocurre
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tanto en las hipétesis como en la conclusion de la conjetura y los sustituye por
una variable, obteniendo asi una conjetura mas general que la original. El compor-
tamiento de este proceso viene determinado por las reglas de generalizacién (tipo
:generalize) que estén presentes en el mundo 1gico.

5. Eliminacién de irrelevancias: este proceso intenta detectar hipdtesis irrelevantes
en la conjetura y eliminarlas.

6. Induccién: Este es el inico de los procesos que se corresponde directamente con
una de las reglas de inferencia primitivas: el principio de induccién. Se trata de ele-
gir, mediante una heuristica, el esquema de inducciéon adecuado, buscando la medida
que justifica tal induccion, la divisién en casos base e inductivos y las hipétesis de
induccién correspondiente a cada caso inductivo. El comportamiento del demostra-
dor en este proceso estd influido por las definiciones de las funciones recursivas que
aparecen en la conjetura.

En el ejemplo de sesién presentado, se puede observar como esta metodologia para
intentar demostrar una conjetura queda reflejada en la salida que devuelve el demostrador.
La conjetura inicial se nombra como *1 y se coloca en la cesta de formulas. Cada vez que el
demostrador coloca una férmula en la cesta, ésta se numera. Al considerar la férmula, cada
uno de los seis procesos se intenta aplicar. En este caso, ninguno de los cinco primeros es
aplicable. Al aplicar induccién sobre la conjetura *1, aparecen dos conjeturas, nombradas
por el sistema como subobjetivos *1/2 y *1/1 y colocadas en la cesta. El paso siguiente es
intentar aplicar la rueda de procesos a *1/2. En este caso, se puede aplicar simplificacién
y obtener la féormula *1/2°. Esta se puede simplificar a la férmula nombrada *1/2°°
que nuevamente se simplifica a t. Queda pendiente tinicamente el subobjetivo *1/1. Al
aplicar simplificacién se obtiene la férmula que el sistema nombra como *1/1°, que pasa
a ser ahora la Unica férmula de la cesta. Esta féormula se puede simplificar, ahora a t, con
lo que la cesta se vacia y la conjetura inicial queda probada.

Los procesos que se aplican con maés frecuencia durante un intento de prueba, son los
de simplificacién y los de induccién, que describiremos a continuacion con mas detalle.
No comentaremos més acerca del resto de procesos. El lector interesado puede consultar
[6, 37], donde encontrard una descripcién detallada de cada uno de ellos. Hemos de decir,
sin embargo, que es posible usar el demostrador sin conocer al detalle cada una de estas
técnicas.

Induccién y recursion

Obsérvese que cualquier intento por parte del sistema de aplicar inducciéon para probar
una conjetura, necesita especificar un esquema de induccién adecuado. Si recordamos el
principio de induccién descrito en la seccién anterior, el sistema debe encontrar:

e una funciéon de medida ordinal m,

e los casos de induccién en los que se divide la conjetura, dados por unas condiciones
q1,-- -, qx (el caso base viene determinado por la negacién de éstos) y

e las hipdtesis de induccién para cada caso ¢;, dadas por sustituciones o5 ;, 1 < j < h;.
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Ademas, debe ser teorema que m toma valores ordinales y que cada una de las hipotesis
de induccién se asumen para elementos cuya medida es menor, respecto de e0-ord-<.

Un esquema de induccién, aunque correcto, puede ser inadecuado para probar una
conjetura, ya que alguno de sus casos base o inductivos puede no ser un teorema. Es
crucial para el éxito de una prueba por induccion que el esquema elegido sea el adecuado.
El proceso de induccién en ACL2 consiste en aplicar técnicas heuristicas para encontrar un
esquema de induccién adecuado. Como se observa en el grafico de la figura 2.6, el proceso
correspondiente a la induccién sélo se aplica si la conjetura ha permanecido estable respecto
a los cinco procesos anteriores.

Para encontrar un esquema de induccién adecuado para probar una conjetura, la clave
estd en analizar detalladamente las funciones recursivas que aparecen en la misma. Es de
esperar que al tomar como hipdtesis de induccién aquellas instancias que se corresponden
con las llamadas recursivas de tales funciones, estas hipdtesis sean justamente las que se
necesitan para probar cada uno de los pasos de induccion.

Mas concretamente, obsérvese la dualidad existente entre los principios de definicién
y de induccidn:

e La medida ordinal que justifica la terminacién de una definiciéon puede ser usada
como medida que justifica una aplicacién del principio de induccion.

e Cada contexto que influye en una llamada recursiva puede ser tomado como un caso
inductivo.

e Por cada una de las llamadas recursivas que se producen en un contexto dado, se
tiene una hipdtesis de induccién distinta.

Asi pues, toda funcién recursiva que ha sido admitida usando el principio de definicién
sugiere un esquema de induccion, que podria usarse en la demostracién de conjeturas en
las que aparezca tal funcion. Esta idea es aprovechada por el sistema para encontrar un
esquema de inducciéon que en muchos casos serd el adecuado para probar una conjetura.
Como ilustracion, expliquemos la prueba por induccion que el sistema realiza del teorema
long-app del ejemplo anterior. Recuérdese que el teorema se expresa como sigue:

(defthm long-app
(equal (long (app 11 12))
(+ (long 11) (long 12))))

En este caso, el esquema de inducciéon que lleva a una demostracion es el que sugiere
la funcién app. Previamente a la demostracién del teorema anterior, la definiciéon de app
se introdujo en el mundo logico. Esta es la salida del demostrador en dicho evento:

ACL2 !'>(defun app (11 12)
(if (atom 11)
12
(cons (car 11) (app (cdr 11) 12))))

The admission of APP is trivial, using the relation EO-ORD-< (which
is known to be well-founded on the domain recognized by EO-ORDINALP)
and the measure (ACL2-COUNT L1). We observe that the type of APP is
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described by the theorem (OR (CONSP (APP L1 L2)) (EQUAL (APP L1 L2) L2)).
We used primitive type reasoning.

Summary

Form: ( DEFUN APP ...)

Rules: ((:FAKE-RUNE-FOR-TYPE-SET NIL))

Warnings: None

Time: 0.02 seconds (prove: 0.00, print: 0.00, other: 0.02)
APP

Obsérvese que el sistema escoge automaticamente una medida ordinal (en este caso,
(acl2-count 11)) e invoca al demostrador para probar las correspondientes conjeturas de
terminacion. A diferencia de lo que ocurre con el comando defthm, el sistema no muestra
la salida correspondiente a la demostracion de una conjetura de terminacion.

La funcién app sugiere un esquema de induccién que, segin la correspondencia entre
induccion y recursion descrita anteriormente, es:

e Como medida ordinal, (acl2-count 11).

e Como tUnico caso inductivo, (not (atom 11)). En consecuencia, el caso base es
(not (not (atom 11)))

e Como unica hipétesis de induccién, aquella que se obtiene sustituyendo 11 por (cdr
11).

Este esquema de induccién es precisamente el escogido por el demostrador al probar
el teorema long-app. Recuérdese el mensaje que aparece en la salida correspondiente a
la prueba de long-app:

Perhaps we can prove *1 by induction. Three induction schemes are
suggested by this conjecture. Subsumption reduces that number to two.
However, one of these is flawed and so we are left with one viable
candidate.

We will induct according to a scheme suggested by (APP L1 L2). If
we let (:P L1 L2) denote *1 above then the induction scheme we’ll
use is
(AND (IMPLIES (AND (NOT (ATOM L1)) (:P (CDR L1) L2))
(:P L1 L2))

(IMPLIES (ATOM L1) (:P L1 L2))).
This induction is justified by the same argument used to admit APP,
namely, the measure (ACL2-COUNT L1) is decreasing according to the
relation EO-ORD-< (which is known to be well-founded on the domain
recognized by EO-ORDINALP). When applied to the goal at hand the above
induction scheme produces the following two nontautological subgoals.
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Cuando una férmula se procesa por el método de induccién, ACL2 calcula todos los
esquemas de induccion sugeridos por las funciones recursivas que aparecen en la misma
y mediante una heuristica escoge uno de ellos. El esquema se presenta en pantalla. En
este caso, (:P L1 L2) representa a la conjetura. Nétese que no es necesario demostrar
que el esquema de induccién es correcto, ya que eso es una consecuencia inmediata de que
la funcién que sugiere el esquema (app en este caso) ha sido previamente aceptada por el
principio de definicién.

El esquema de induccién anterior produce los dos siguientes subobjetivos, que seran
incluidos en la cesta de formulas pendientes de demostrar. El primero de ellos es el caso
inductivo y el segundo de ellos el caso base.

Subgoal *1/2
(IMPLIES (AND (NOT (ATOM L1))
(EQUAL (LONG (APP (CDR L1) L2))
(+ (LONG (CDR L1)) (LONG L2))))
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

Subgoal *1/1
(IMPLIES (ATOM L1)
(EQUAL (LONG (APP L1 L2))
(+ (LONG L1) (LONG L2)))).

Simplificacién y reescritura

El proceso de simplificacion es el mas importante de todos los que aplica el demostrador.
Esta técnica de prueba es una combinacion de procesos que transforman la férmula en un
conjunto de féormulas equivalente. Entre estas técnicas se encuentran:

e Aplicacion de procedimientos de decision relativos al cdlculo proposicional, la igual-
dad y la aritmética lineal.

e Codificacién, mediante informacion de tipos, de las condiciones que se pueden asumir
como ciertas en cada ocurrencia de un término en una conjetura.

e Reescritura de los subtérminos que aparecen en la conjetura, usando reglas de rees-
critura y definiciones.

e Normalizacién proposicional y eliminacién de férmulas subsumidas.

El lector puede consultar [6, 37] si quiere una descripcién detallada de cada uno de estos
procesos. Por su importancia, describiremos brevemente aqui la reescritura de términos.

En esencia, el proceso de reescritura consiste en reemplazar unos términos por otros
que previamente se han probado equivalentes. Estas equivalencias se especifican en el
sistema en forma de reglas de reescritura, que a su vez se generan a partir de los teoremas
demostrados previamente.

Veamos algunos ejemplos de teoremas (tomados de la teoria presentada en esta me-
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