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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los primeros objetivos de la Inteligencia Artificial, es el de desarrollar un
sistema informatico capaz de demostrar teoremas correspondientes a problemas
abiertos en matematicas. Esta idea es el punto de partida para el desarrollo de uno
de los campos de investigacién mas activos dentro de la Inteligencia Artificial: el
Razonamiento Automadtico. La definicién que da Larry Wos [85] sobre este campo
es la siguiente:

Automated reasoning is concerned with the study of using the com-
puter to assist in that part of problem solving requiring reasoning.
Some questions arisinq during the study concern the representation
of knowledge, the rules for deriving new knowledge frow that which is
given, and strategies for controling the rules. Other questions concern
the implementation of the resulting theory and concern various ap-
plications for which the corresponding software can be used. Theory,
implementation, and application play equally vital and interconnec-
ting roles for automated reasoning in its attempt to reach one of its
primary goals — the goal of providing an automated reasoning assis-
tant.

Los primeros trabajos en este campo utilizaban las logicas clésicas (proposicio-
nal y de primer orden) como lenguaje para formalizar los problemas. Asi, en los
anos 60 aparecen el procedimiento de Davis y Putnam [19] y los sistemas basados
en la regla de resolucién de Robinson [65]. En ambas aproximaciones los pro-
blemas se formalizan utilizando cldusulas. El procedimiento de Davis y Putnam
utiliza unas reglas que van construyendo un modelo del conjunto de clausulas,
reduciendo el problema hasta hacerlo trivial. Por otro lado, la regla de resoluciéon
de Robinson es una regla de inferencia que deriva nuevas cldusulas combinando
un algoritmo de unificacién y una generalizacion de la regla de modus ponens. De
esta forma, si la clausula vacia es generada, se puede afirmar que el conjunto de
clausulas inicial es inconsistente y, por tanto, no tiene modelos.
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El trabajo en este tipo de sistemas se centra en tres aspectos, la busqueda de
nuevas reglas de inferencia, la mejora de las estrategias de aplicacion de las reglas
y el diseno de implementaciones eficientes. En lo que respecta a los sistemas
basados en resolucién, el mas extendido es Otter [56]. Es necesario observar
que con el sistema EQP, una variante de Otter, se ha demostrado con éxito la
conjetura de Robbins, un problema abierto en matematicas [55]. Los sistemas
basados en el procedimiento de Davis y Putnam se encuentran entre los mas
eficientes para la logica proposicional. En este caso, destacamos que con uno de
ellos, SATO [88], se han conseguido demostrar problemas abiertos en el estudio
de quasigrupos [87].

Este tipo de sistemas resultan insuficientes para abordar problemas de mayor
complejidad, como la formalizacién de sistemas 16gicos (por ejemplo hardware y
software informético) y la verificacién de sus propiedades. Para algunas de estas
aplicaciones es necesario utilizar otras logicas, distintas de la proposicional o de
primer orden, que proporcionen mayor expresividad: logicas de orden superior,
modales, inductivas, constructivas, etc.

Aunque la expresividad de estas logicas es superior a la de la logica de pri-
mer orden, la dificultad de automatizar el proceso de deduccién es mayor. Este
hecho hace que los sistemas de razonamiento basados en estas légicas sean mas
interactivos que automdticos. Si en un extremo se encuentran los sistemas total-
mente automaticos, como Otter o SATO, en el otro se encuentran los denomina-
dos “comprobadores de pruebas”, cuyo objetivo es comprobar la validez de una
prueba proporcionada por el usuario.

En un punto intermedio entre automatismo e interactividad se encuentran los
sistemas que siguen el “estilo LCF” [31], en el que las pruebas se construyen con
un pequeno nucleo de reglas de inferencia y el usuario puede construir tdcticas que
automatizan la aplicacién de secuencias de estas reglas. El uso de estas tacticas
simplifica el proceso de deduccion.

Cuando se utiliza un sistema de razonamiento automaéatico para formalizar un
sistema, es deseable que se pueda ejecutar el modelo formal del mismo. Esto
incrementa la confianza en que el modelo construido se ajusta al sistema real. En
algunos sistemas esto no es posible. En los basados en una légica constructiva, se
pueden extraer programas ejecutables a partir de las pruebas desarrolladas. En
otros, como ACL2, el lenguaje de la légica es un lenguaje de programacion que
permite ejecutar los modelos construidos atin sin haber demostrado sus propie-
dades.

En [81] se puede encontrar una amplia relacién de sistemas de razonamiento
automatico en la que se indican sus principales caracteristicas.

El sistema ACL2

ACL2 es, segun la descripcién dada en [81], un “demostrador automédtico de
teoremas dirigido por un conjunto de reglas, construido de forma incremental
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Figura 1.1: Evolucién del demostrador ACL2

mediante la demostracion de teoremas por parte del usuario. Incluye procedi-
mientos especificos de decisién para légica proposicional, igualdad y aritmética
lineal, asi como heuristicas de reescritura basada en congruencias, eliminaciéon
de destructores, generalizacion e induccion”. El sistema ACL2 es un sucesor del
demostrador de teoremas de Boyer y Moore, Nqthm [13] y su versién interactiva
Pc-Nqthm [43]. La figura 1.1! muestra la evolucién del sistema desde el punto de
vista de uno de sus autores, J Moore.

El demostrador de teoremas de Boyer y Moore fue construido en 1971 en
Edimburgo. Originalmente éste era un demostrador de teoremas completamente
automatico para una logica basada en un dialecto de Lisp. Las ideas clave de
este demostrador eran: el uso de Lisp como logica base, un principio de definicion
para funciones recursivas totales, un uso extensivo de reescritura y “evaluacion
simbdlica” y una regla de induccién heuristica. El disefio de este sistema fue
fuertemente influenciado por John McCarthy [54] y Woody Bledsoe.

A lo largo del tiempo el demostrador fue evolucionando e incorporando nuevas
funcionalidades. Un cambio clave en la historia del mismo fué la incorporacion
en 1974 de un sistema de simplificacién, que hacia uso de reglas de reescritura
derivadas de teoremas demostrados por el usuario. Entonces el sistema dejo de
ser completamente automatico, ya que un usuario experimentado podia guiarlo
hacia la demostracion de un teorema complicado mediante la seleccién de un
conjunto adecuado de lemas previos.

En 1979 los autores del demostrador, Robert Boyer y J Stroother Moore, pu-
blican el libro “A Computational Logic” [11] en el que describen las técnicas que
el demostrador emplea. En 1981 Boyer y Moore desarrollan Nqthm. Este es un
sucesor del demostrador ideado en Edimburgo, que dispone de nuevos tipos de

!Este figura esta tomada de las transparencias de la conferencia “Machines Reasoning
about Machines”, que se pueden encontrar en la pagina personal de J Moore,
http://www.cs.utexas.edu/users/moore/publications/index.html



4 Capitulo 1. Introduccion

reglas mediante los que el usuario podia controlar el comportamiento del sistema,
asi como de un procedimiento de decision para la aritmética lineal. En 1987 Matt
Kaufmann implementa Pc-Nqthm proporcionando a Ngthm un sistema interac-
tivo de comprobacién de pruebas.

En 1989, Boyer y Moore escriben la primera versién de ACL2, con la idea de
construir una légica que permitiera razonar sobre un subconjunto aplicativo de
Common Lisp. Una de sus principales novedades es que las funciones definidas
en la logica pueden ser ejecutadas eficientemente en cualquier implementacion de
Common Lisp. En 1990 se anade la instanciacién funcional como una regla de
inferencia derivada, proporcionando a la légica del demostrador caracteristicas de
orden superior [10].

Con el tiempo, Matt Kaufmann se involucra en el proyecto ACL2 y la dedi-
cacion de Boyer decrece, hasta que éste decide dejar de ser considerado coautor
del sistema. En la actualidad, la tdltima versién de ACL2 es la 2.6 y puede ser
considerado una obra de J Moore y Matt Kaufmann, nutriéndose de las ideas de
un numeroso grupo de usuarios.

Calculos proposicionales

La logica proposicional y los calculos proposicionales han sido objeto de estudio
desde hace mucho tiempo. Por un lado, el problema de la satisfacibilidad propo-
sicional fué el primer problema NP-completo conocido [17] de ah{ el gran interés
en resolverlo de manera eficiente. En la practica este problema es fundamental
en la resolucion de muchos problemas que aparecen en razonamiento automatico,
diseno asistido por ordenador, bases de datos, robdtica, diseno de circuitos inte-
grados, etc. Un andlisis detallado de las distintas aproximaciones para resolver
el problema y sus aplicaciones se puede encontrar en [32]. En este sentido se han
realizado algunos trabajos sobre formalizacién y verificacién de propiedades de
algoritmos concretos para resolver el problema de satisfacibilidad, [33].

Por otro lado, los trabajos en légica proposicional son punto de referencia para
resolver problemas similares en otras 1dgicas [25], [24]. En este sentido Caldwell
[15] realiza una formalizacién de un célculo de secuentes para la 16gica proposicio-
nal intuicionista, partiendo de un desarrollo similar para la légica proposicional
clasica. Ademas, ciertos resultados en légica de primer orden se obtienen gracias
a un “lema de ascenso” que los relaciona con resultados similares en la légica
proposicional.

En esta memoria presentamos un modelo formal de la légica proposicional,
formalizando algunos de los céalculos proposicionales mas conocidos, para los cua-
les se desarrollan y verifican procedimientos de decisién de satisfacibilidad. Este
desarrollo es punto de partida para realizar modelos formales de otras logicas.
Por otro lado, como indica Shankar en [74], el uso combinado de pequenos de-
mostradores especializados puede ser un pilar importante en el futuro del razona-
miento automatico. En este trabajo formalizamos y verificamos las propiedades



de correccion y completitud de algunos de estos demostradores para la logica
proposicional.

Un modelo formal de la légica proposicional

El punto de partida para el desarrollo de esta memoria es la formalizacién en
ACL2 de la légica proposicional clasica. Las principales decisiones de diseno que
tomamos son las relativas a la representacién de las formulas. De hecho no es
tan importante la representacién de las mismas como el conjunto de propiedades
que tiene que verificar dicha representacion. Esta representacién se trata como
un tipo abstracto de dato definido mediante un conjunto de funciones de acceso y
constructoras, caracterizadas por un conjunto de propiedades que las relacionan.
De esta forma la representacién se puede modificar para ajustarse a distintas
situaciones siempre y cuando el conjunto de propiedades que la caracteriza se
mantenga.

Para representar las férmulas utilizamos listas en notacion prefija. Es decir, el
primer elemento de estas listas es la conectiva principal de la férmula y los restan-
tes son las subféormulas componentes. Las conectivas consideradas son negacién,
conjuncion, disyuncion, implicacion y equivalencia. Los simbolos proposicionales
estan representados mediante simbolos del sistema o nimeros enteros positivos.
Esto ultimo fue anadido para poder generar facilmente féormulas dependientes
de un pardmetro, como las férmulas de Urquhart [83] o las que representan el
problema de las 8 reinas [62]. Al igual que ésta, se han hecho a posteriori otras
modificaciones en la representacién para “ajustarla” a conjuntos de ejemplos dis-
ponibles en internet (IFTP?, DIMACS? [82], etc). En estas situaciones s6lo ha sido
necesario comprobar las propiedades que caracterizan la representacién, siendo
igual el desarrollo de los célculos 16gicos.

En lo que a la semantica se refiere, la principal dificultad aparece con la
representacion de las asignaciones. Una asignacion es una funcién del conjunto
de simbolos proposicionales en el conjunto de valores de verdad, por tanto, se trata
de un objeto infinito. Una posibilidad de representar las asignaciones es mediante
funciones del lenguaje. Esta opciéon dificulta el uso de las asignaciones como
argumento en otras funciones, por ejemplo para calcular el valor de verdad de una
formula, o para expresar propiedades, por ejemplo para afirmar que una férmula
es valida. No descartamos completamente esta posibilidad, aunque queda fuera
de los objetivos de esta memoria ya que supondria profundizar en la capacidad
de ACL2 para formalizar resultados de orden superior.

Una posibilidad mas asequible de representar las asignaciones es la utilizacién
de listas de asociacién. Una lista de asociacién es una lista de pares en los que
se relacionan los simbolos de la logica con el valor de verdad que se les asigna.
Una restriccion debida a este tipo de representacion es que, al tratarse de un

2Disponibles en la pagina de Fabio Massacci: http://www.ing.unitn.it/ massacci/.
3Disponibles en http://www.intellektik.informatik.tu-darmstadt.de/SATLIB/.
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objeto finito, explicitamente solo se puede hacer corresponder un valor de verdad
a un conjunto finito de simbolos proposicionales. Sin embargo, esta restriccion
no limita el modelo formal construido, ya que el valor de verdad de una férmula
depende de los valores de verdad de los simbolos proposicionales que en ella
aparecen, y éste es un conjunto finito. Por otro lado tendremos que decidir
qué valor de verdad le corresponde por defecto a aquellos simbolos que no se
encuentran en la lista de asociacién que representa una asignacion.

En esta memoria se han considerado dos opciones a la hora de hacer corres-
ponder un valor de verdad por defecto a los simbolos que no aparecen en la
representacion de una asignacion. En la primera opcion, este valor es falso. De
esta forma la semdantica que se obtiene es la clasica. Una segunda opcién es in-
determinado, dando lugar a una formalizacién de la seméntica trivalorada fuerte
de Kleene. En esta ultima se hace explicito el hecho de que se puede determinar
el valor de verdad de una férmula, sin necesidad de conocer los valores de verdad
de todos los simbolos proposicionales que en ella aparecen. Por ejemplo, si el
valor de verdad del simbolo p es cierto entonces no necesitamos saber el valor de
verdad del simbolo ¢ para afirmar que la férmula p V q es cierta. De hecho, si en
la semantica de Kleene se define el concepto de validez con respecto a los valores
cierto e indeterminado, el resultado es homomérfico a la seméntica clasica, es
decir, tiene el mismo conjunto de férmulas validas.

Hemos verificado las propiedades de completitud y correccion de los cédlculos
l6gicos desarrollados en esta memoria tanto en la seméntica clasica como en la
semantica de Kleene. Las formalizaciones obtenidas son bastante similares. De
esta forma, presentamos en detalle las correspondientes a la semantica clasica e in-
dicamos las principales diferencias que aparecen cuando se considera la semantica
de Kleene.

Tableros semanticos y secuentes

Una vez realizado el modelo formal de la 16gica proposicional, hemos formalizado
algunos célculos bien conocidos en dicho modelo. El objetivo es demostrar que
los algoritmos basados en estos calculos son correctos y completos.

El primer célculo légico que consideramos es el basado en tableros semanticos,
para el que hemos seguido la descripcién que se da en [26]. Un tablero seméntico
es un arbol cuyos nodos estan etiquetados con formulas. Las ramas de un tablero
se interpretan como la conjuncion de todas las férmulas que etiquetan sus nodos.
De esta forma, cuando en una rama hay una férmula que se comporta como la
conjuncion de otras dos, la rama se puede expandir anadiéndole estas compo-
nentes y preservando el conjunto de modelos de la misma. El propio tablero se
interpreta como la disyuncién de todas sus ramas. De esta forma, cuando en una
rama hay una férmula que se comporta como la disyunciéon de dos componen-
tes, podemos anadir una bifurcacion en dicha rama, anadiendo cada una de las
dos componentes a una de las ramas de la bifurcacién. Si en una rama apare-



cen férmulas complementarias entonces ni ella ni las que se obtengan a partir de
ella tendran modelos. Este proceso de expansion de las ramas se realiza hasta
que en todas aparezcan formulas complementarias o hasta obtener una rama sin
formulas complementarias en la que el procedimiento de expansién descrito no
genere nuevos nodos. La terminacion de este proceso queda asegurada pues en
cada paso quedan menos formulas por expandir en las distintas ramas del tablero.

El resultado de correccién de un procedimiento de decision de satisfacibilidad
consiste en demostrar que si el procedimiento tiene éxito al ser evaluado sobre
una férmula, entonces esta férmula tiene al menos un modelo. La manera de
expresar este tipo de resultados en ACL2 es proporcionando explicitamente dicho
modelo. En el calculo de tableros semanticos este modelo se obtiene a partir de
una rama sin férmulas complementarias en la que el procedimiento de expansion
no genere nuevos nodos. En este caso cualquier asignacion en la que los literales
de dicha rama sean ciertos es modelo de dicha rama y, por las propiedades de las
reglas de expansion, modelo de la formula original.

Este proceso se ha formalizado dando lugar a procedimientos de decision de
validez, satisfacibilidad y consecuencia logica. Para estos procedimientos se han
demostrado resultados de correccion y completitud tanto en la semantica clasica
como en la semantica de Kleene. La formalizacién realizada es genérica en cierto
sentido, ya que se ha considerado la existencia de una funcién, sin proporcionarla
de forma explicita, que selecciona la férmula a expandir en cada paso. De esta
forma, hemos construido toda una familia de procedimientos de decisién basados
en tableros semanticos y hemos demostrado la correccion y completitud de todos
los elementos de esta familia.

A continuacién presentamos el cdlculo de secuentes G’ de G. Gentzen [29].
Los secuentes son pares de listas de formulas entre las que hay una relacién de
consecuencia: la conjuncién de todas las férmulas del primer elemento del par (o
parte izquierda) implica la disyuncién de todas las férmulas del segundo elemento
del par (o parte derecha). Este célculo consta de un conjunto de axiomas y un
conjunto de reglas de inferencia. En el proceso para determinar la validez de una
formula, las reglas de inferencia del célculo G’ se utilizan hacia atrés, es decir,
se obtienen las premisas a partir de la conclusién de las reglas. De esta forma, a
partir del secuente que representa a una férmula se obtienen las premisas de una
regla de inferencia que tiene a dicho secuente en la conclusion. Las caracteristicas
de las reglas de inferencia nos aseguran que si todas las premisas son vélidas
entonces la conclusion también lo es. Para los secuentes obtenidos se vuelve
a aplicar el mismo proceso, de forma que en todo momento se considera un
conjunto de premisas tal que la validez de todas ellas implica la validez de la
formula original. El proceso continua hasta que todos los secuentes que estemos
considerando sean axiomas del célculo G’, que son secuentes validos o se obtenga
uno que no sea un axioma ni se pueda obtener como consecuencia de aplicar una
regla de inferencia. La terminacion de este proceso queda asegurada pues las
premisas de una regla son menos complejas que la conclusién, es decir, en cada



8 Capitulo 1. Introduccion

paso estamos considerando un conjunto de premisas més simples (aunque quiza
haya mayor cantidad de ellas).

El calculo de secuentes utiliza un conjunto de reglas de expansién que preser-
van la validez. De esta forma, si el proceso tiene éxito asegura la validez de la
formula original y si falla, indica que la formula original es insatisfacible. En este
caso se puede construir un contramodelo de dicha férmula a partir del secuente
que provoca el fallo en el proceso. Cualquier asignacion que sea modelo de todos
los literales de su parte izquierda y no lo sea de los literales de la parte derecha es
contramodelo de dicho secuente y, por las propiedades de las reglas de inferencia,
también es contramodelo de la férmula original.

Al igual que para el calculo basado en tableros semanticos, este proceso se ha
formalizado dando lugar a procedimientos de decision de validez, satisfacibilidad
y consecuencia logica, para los que se han demostrado resultados de correccién
y completitud tanto en la semantica clasica como en la de Kleene. La formaliza-
cién realizada también es genérica en el mismo sentido que la realizada para el
calculo de tableros seménticos. Se ha considerado la existencia de una funcion,
sin proporcionarla de forma explicita, que selecciona la regla a aplicar en cada
paso. Por tanto, en este caso también hemos construido y verificado formalmente
una familia de procedimientos de decision basados en el calculo de secuentes.

Sistemas de transformacién proposicionales

Los dos calculos presentados tienen un patrén de comportamiento comin. Estos
métodos no trabajan directamente con férmulas sino con unos objetos construi-
dos a partir de ellas (ramas de un tablero seméntico o secuentes). Los objetos se
modifican repetidamente usando unas reglas de expansion que reducen su com-
plejidad. Estas reglas preservan el significado de los objetos. Eventualmente, a
partir de cierto tipo de objetos simples se pueden obtener asignaciones que prue-
ban la satisfacibilidad de la férmula original. A estas asignaciones las llamaremos
asignaciones distinguidas. Si no se encuentra ninguno de estos objetos simples
entonces la féormula original es insatisfacible.

Este patron comtn se formaliza en lo que llamamos sistemas de transforma-
cion proposicionales o STP. Estos son ternas formadas por un conjunto de los
objetos proposicionales construidos a partir de las formulas, un conjunto de reglas
de expansion, que indican cémo modificar un objeto para obtener una lista de
componentes, y una relacion entre los objetos proposicionales y las asignaciones,
que establece qué asignaciones son distinguidas para cada uno de los objetos. En
el conjunto de reglas de expansién pueden existir reglas en las que la lista de
componentes sea vacia y reglas que modifiquen un objeto para obtener el simbolo
t. Las primeras son reglas que sirven para eliminar objetos a partir de los cua-
les es imposible obtener una asignacion distinguida. Las segundas sirven para
indicar que a partir de determinados objetos se puede obtener una asignacion
distinguida.



Para asegurar que, a partir de un STP, se puede construir un procedimiento
de decisiéon de satisfacibilidad, tenemos que exigirle ciertas propiedades. Por un
lado, tenemos que disponer de una funcion de representacion mediante la cual
se pueda construir un objeto proposicional asociado a una férmula, tal que las
asignaciones distinguidas de dicho objeto sean los modelos de la féormula. Este
objeto serd transformado usando las reglas de expansion, asi que tenemos que
asegurarnos de que hay una forma de utilizar dichas reglas de expansién (a lo que
llamaremos una regla de computacion), tal que las asignaciones distinguidas del
objeto sean también asignaciones distinguidas de alguna de sus componentes. De
esta forma, las reglas de expansion en las que la lista de componentes es vacia
sirven para identificar objetos que no tienen asignaciones distinguidas. También
es necesario asegurar que aquellos objetos que la regla de computacion transforma
en el simbolo t, tienen una asignacién distinguida y, para poder utilizar dicha
asignacion en los resultados de correccion del procedimiento, esta asignacion viene
proporcionada por una funcion modelo.

En esta situacién podemos definir un procedimiento genérico para decidir la
satisfacibilidad de una férmula. El primer paso consiste en considerar la lista
formada por el resultado de aplicar la funcién de representacion a dicha férmula.
A continuaciéon, y de forma repetitiva, se considera un objeto de dicha lista y
se le aplica la regla de computacion obteniendo las componentes resultado de
utilizar cierta regla de expansién. Si se obtiene el simbolo t, el proceso termina
con éxito, la féormula original es satisfacible y un modelo se obtiene aplicando
la funcién modelo sobre el ultimo objeto considerado. Si se obtiene una lista
de componentes, el proceso continua con el resultado de reemplazar el objeto
considerado por estas componentes. Si, tras iterar este procedimiento, se obtiene
la lista de objetos vacia, entonces la férmula original es insatisfacible.

Para formalizar este procedimiento en ACL2 se ha de asumir la existencia
de funciones que describen el STP, una funcién de representacién, una regla
de computacién y una funcién modelo, con las propiedades que hemos descrito.
Sin embargo, existe una dificultad adicional relacionada con la terminacién del
procedimiento: se trabaja con una lista de objetos que, como resultado de aplicar
ciertas reglas de expansion, aumenta su tamano en algunas iteraciones.

Para demostrar la terminacién de un proceso recursivo en ACL2, tenemos que
proporcionar una medida de los argumentos y una relacién bien fundamentada,
definida sobre los valores obtenidos por dicha medida, de forma que, la medida de
los argumentos en cada una de las llamadas recursivas sea menor, con respecto
a la relacién bien fundamentada, que la medida de los argumentos originales.
En nuestro caso el inico argumento del proceso recursivo es una lista de objetos
proposicionales, para los que sabemos que las reglas de expansién “reducen su
complejidad”. De esta forma, en cada paso se toma un objeto de dicha lista y se
sustituye por varios de menor complejidad. Por tanto, se puede afirmar que la
lista de objetos “disminuye” en cierto modo.

Hemos construido una herramienta ACL2 para extender una relacién bien
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fundamentada, definida sobre los valores obtenidos por cierta medida, a multi-
conjuntos (es decir conjuntos con repeticiones) de estas medidas, de forma que
la relacion resultante también es bien fundamentada. Esta herramienta se puede
utilizar para demostrar la terminaciéon del proceso de decision de satisfacibilidad
asociado a un STP. Para ello basta con proporcionar una funcion de medida de
los objetos proposicionales, tal que, para toda regla de expansion, la medida de
las componentes obtenidas sea mas pequena que la medida del objeto al que se
aplica dicha regla.

Para poder reutilizar el trabajo realizado en la formalizacion de un STP
genérico y obtener procedimientos de decision de satisfacibilidad basados en el
calculo de tableros semanticos o en el de secuentes, se puede utilizar el proceso de
instanciacion funcional del que dispone ACL2. Con este proceso, si se ha demos-
trado un resultado para determinadas funciones con ciertas propiedades, se puede
obtener de forma inmediata el mismo resultado para otras funciones siempre y
cuando cumplan las mismas propiedades. Hemos construido otra herramienta
ACL2 para automatizar este proceso. Asi, conseguimos versiones “concretas”
del desarrollo realizado para un STP genérico, proporcionando las funciones que
describen el caso concreto y demostrando las propiedades minimas que hay que
exigir a un STP para poder realizar dicho desarrollo.

Todo el desarrollo de los STP, su formalizacién, la construccion de procedi-
mientos de decision de satisfacibilidad y validez asociados y la demostracion de
los resultados de correccion y completitud de los mismos, se ha realizado con éxito
tanto en la semantica clasica como en la de Kleene. También se han construido
STP basados en el célculo de tableros seméanticos y en el de secuentes obteniendo,
a partir del desarrollo realizado para un STP genérico, procedimientos verificados
de decision de satisfacibilidad y validez basados en estos dos célculos.

El procedimiento de Davis y Putnam

Presentamos a continuacién una formalizacién del procedimiento de Davis y Put-
nam para comprobar la satisfacibilidad de un conjunto de cldusulas o forma
clausal. Previamente formalizamos la sintaxis y seméantica de las clausulas y las
formas clausales y proporcionamos un procedimiento que transforma una férmula
en una forma clausal l6gicamente equivalente. Este procedimiento sirve para ca-
racterizar las formulas validas, es por esto que no desarrollamos procesos de
decisién de validez basados en el procedimiento de Davis y Putnam (ni tampoco
lo hacemos para resolucion).

El procedimiento de Davis y Putnam va construyendo un modelo de una forma
clausal, considerando en cada paso que un determinado literal es cierto. La forma
clausal se reduce en cada paso eliminando aquellas clausulas en las que aparece
el literal considerado cierto (pues ya son ciertas) y eliminando las ocurrencias
del complementario de dicho literal (pues son falsas). Si en algin momento se
obtiene la clausula vacia entonces la forma clausal original es insatisfacible. Si el
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proceso termina con la lista vacia de clausulas entonces la forma clausal original
es satisfacible y se puede obtener un modelo a partir de los literales que se han
considerado ciertos en el proceso de reduccién de la misma. Obviamente, para
cada literal considerado en cada paso existen dos posibilidades, que dicho literal
sea cierto o que lo sea su complementario. La clave del procedimiento de Davis
y Putnam consiste en identificar aquellos literales para los que sdlo es necesario
analizar una de las dos posibilidades. Sin embargo, en algunas ocasiones no
existira ninguno de estos literales y sera necesario tomar uno cualquiera para
considerar las dos opciones.

Hemos formalizado este procedimiento de forma genérica. Se ha considerado
una funciéon que selecciona un literal en cada paso, dando prioridad a aquellos
que no bifurcan el proceso frente a los que si lo hacen. De esta forma se pueden
utilizar distintas heuristicas de seleccion de un literal. Hemos demostrado que el
procedimiento obtenido tiene las propiedades de correccion y completitud tanto
en la seméantica clasica como en la de Kleene. También hemos construido un
STP basado en el procedimiento de Davis y Putnam, obteniendo procedimientos
verificados de decision de satisfacibilidad y validez como versiones concretas del
desarrollo realizado para un STP genérico.

Procedimientos basados en resolucién

El ultimo de los calculos proposicionales formalizados es el que proporciona la re-
gla de resolucion de Robinson. Esta regla actia sobre dos clausulas y obtiene una
tercera, llamada resolvente, que es consecuencia légica de las iniciales. Los pro-
cedimientos basados en resolucién generan todas las resolventes posibles a partir
de un conjunto de clausulas, hasta obtener un conjunto saturado por resolucion,
es decir, tal que cualquier resolvente entre dos elementos de dicho conjunto ya se
encuentra en el mismo. Si en este proceso aparece la clausula vacia, entonces el
conjunto de clausulas original es insatisfacible. Si el conjunto saturado por re-
solucion no contiene la clausula vacia, entonces el conjunto de clausulas original
es satisfacible. Hemos utilizado este proceso para construir un procedimiento de
decision de insatisfacibilidad de un conjunto de clausulas.

Existe distintas variantes de la regla de resolucién de Robinson que dan lugar a
“refinamientos” del proceso de resolucion. Estas variantes consisten en comprobar
determinada propiedad sobre dos clausulas antes de generar su resolvente. A este
proceso lo llamamos resolucion condicionada. Nuestra formalizacién es general
en el sentido de que se asume la existencia de tal propiedad y se desarrolla un
procedimiento basado en resolucion condicionada del que se pueden obtener como
versiones concretas los distintos refinamientos del proceso de resolucién.

Es relativamente facil demostrar que el procedimiento de decisién de insa-
tisfacibilidad basado en resoluciéon condicionada es correcto. Sin embargo, la
demostracion de la propiedad de completitud se complica debido a la generalidad
que se ha incorporado al proceso. La formalizacién de la misma se basa en la de-
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mostracién de Bezem de la completitud de la resolucién condicionada [8]: a partir
de una asignacion, relacionada en cierta forma con la condiciéon de resolucion, se
construye otra que es modelo de un conjunto de clausulas saturado por resolucion
condicionada. La formalizacién que presentamos es la tinica automatizacién que
conocemos de dicha prueba.

Puesto que el desarrollo del procedimiento de decision de insatisfacibilidad
basado en resolucién condicionada se ha realizado de forma genérica, utilizando
las herramientas desarrolladas para tal fin, se pueden obtener versiones concretas
y verificadas de dicho procedimiento para distintos refinamientos de resolucion,
siempre que se proporcionen la condiciéon que describe el refinamiento y la asig-
nacion asociada necesaria para la prueba del resultado de completitud. De esta
forma hemos desarrollado procedimientos de decisién de insatisfacibilidad basa-
dos en resolucién binaria, positiva, negativa, seméantica y con conjunto soporte.

Observaciones sobre el contenido de la memoria

Los capitulos de esta memoria estan escritos para poder ser leidos sin necesidad
de tener un amplio conocimiento de Lisp o del sistema ACL2. Tras la definicion
de cada concepto se incluye su formalizacion en el sistema. De la misma forma,
tras el enunciado de todo teorema se describe de forma matematica su prueba y
después se presenta su formalizacién. Todas las formalizaciones estan incluidas
en cajas enumeradas a las que se hace referencia de la forma . Al final de la
memoria hay un glosario de las funciones que forman parte de la formalizacion
desarrollada, en el que se indica la pagina donde se utilizan por primera vez.

En la memoria sélo aparecen las definiciones y teoremas mas importantes, el
resto, para guiar a ACL2 hacia las demostraciones realizadas, se pueden consultar
en los libros ACL2 que se encuentran en el CD que acompaina a esta memoria.
Para mayor claridad, no hemos incluido las anotaciones especificas de ACL2,
como sugerencias de prueba o tipos de regla asociados, salvo en aquellos casos en
los que la explicaciéon lo requiere.

El contenido del CD

El CD que acompana a la memoria contiene los ficheros correspondientes a la
formalizacion desarrollada, una copia del sistema ACL2 e instrucciones para ins-
talarlo y evaluar en él la formalizacién. Veamos una descripciéon mas detallada
de los libros:

Descripcién de los libros ACL2

El conjunto de definiciones y teoremas (denominados eventos en la terminologia
de ACL2) que formalizan la teoria presentada en esta memoria se encuentran
organizados en una serie de ficheros, llamados libros. Estos libros estan certi-
ficados en ACL2, es decir, todas las definiciones son admisibles y el sistema es



13

capaz de demostrar de forma automadtica todos los teoremas (utilizando quizd
un conjunto de eventos previo). Estos libros, junto con la salida que propor-
ciona el sistema al certificarlos, se encuentran en el CD adjunto en el directorio
calculos-proposicionales. Todos los libros tienen extension .lisp. La salida
que proporciona el sistema al certificar un libro esta almacenada en un fichero con
el mismo nombre que el del libro, pero con extension .log. Para cada capitulo de
la memoria hay un subdirectorio cuyo nombre comienza con el nimero asociado
a dicho capitulo. A continuacién describimos brevemente el contenido de cada
libro, indicando el capitulo al que corresponde y el nombre del directorio que lo
contiene.

La figura 1.2 muestra la dependencia entre los libros correspondientes al de-
sarrollo realizado en la semantica clasica. Esta grafo da una idea de como se
interrelacionan dichos libros. Existe una interrelaciéon similar para los libros co-
rrespondientes al desarrollo realizado en la semantica de Kleene.

e Capitulo 3: Directorio 3-logica.

— sintaxis: formalizacion de la sintaxis de la légica proposicional.

— semantica: formalizacién de la seméntica clasica de la logica proposi-
cional.

— semantica-K: formalizacién de la semantica de Kleene de la légica
proposicional.

— tablas-de-verdad: desarrollo de procedimientos de decisién de satis-
facibilidad y validez basados en tablas de verdad. Los resultados de
correccion y completitud se demuestran con respecto a la seméantica
clésica.

— tablas-de-verdad-K: desarrollo de procedimientos de decision de sa-
tisfacibilidad y validez basados en tablas de verdad. Los resultados de

correccion y completitud se demuestran con respecto a la seméantica
de Kleene.

e Capitulo 4: Directorio 4-tableros.

— uniforme: formalizacién de la notacidon uniforme con la semdntica
clésica.

— uniforme-K: formalizacion de la notacién uniforme con la seméantica
de Kleene.

— tableros: desarrollo de procedimientos de decisién de satisfacibili-
dad, validez y consecuencia légica basados en el calculo de tableros
semanticos. Los resultados de correccion y completitud se demuestran
con respecto a la semantica clasica.
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— tableros-K: desarrollo de procedimientos de decisién de satisfacibi-
lidad, validez y consecuencia logica basados en el célculo de tableros
semanticos. Los resultados de correccién y completitud se demuestran
con respecto a la semantica de Kleene.

e Capitulo 5: Directorio 5-secuentes.

— secuentes: desarrollo de procedimientos de decision de satisfacibili-
dad, validez y consecuencia légica basados en el cédlculo de secuentes.
Los resultados de correccion y completitud se demuestran con respecto
a la semantica clésica.

— secuentes-K: desarrollo de procedimientos de decision de satisfacibi-
lidad, validez y consecuencia logica basados en el calculo de secuentes.
Los resultados de correccion y completitud se demuestran con respecto
a la semantica de Kleene.

e Capitulo 6: Directorio 6-extensiones.

— multiconjuntos: prueba de la buena fundamentacién de la extension
a multiconjuntos de una relacién bien fundamentada.

— defmul: definicién de una herramienta para la generacién automética
de 6rdenes bien fundamentados entre multiconjuntos.

— arboles-binarios: prueba de la terminacién (usando multiconjun-
tos) de una versién iterativa de un esquema recursivo sobre arboles
binarios.

— teorias-genericas: definiciéon de una herramienta para la instancia-
cién de teorias genéricas.

— insercion-ordenada: ejemplo de uso de la herramienta de instancia-
cién genérica.

— listas: estrategia de prueba para extender un resultado de manera
conjuntiva a los elementos de una lista.

e Capitulo 7: Directorio 7-generico.

— SAT-generico: definiciéon de procedimientos de decisién de satisfa-
cibilidad y validez para un sistema de transformaciéon proposicional
cualquiera. Las propiedades de correccién y completitud se demues-
tran con respecto a la semantica clasica. También se define una teoria
genérica para las funciones que describen dichos procedimientos.

— SAT-generico-K: definicién de procedimientos de decisién de satisfa-
cibilidad y validez para un K-sistema de transformacion proposicional
cualquiera. Las propiedades de correcciéon y completitud se demues-
tran con respecto a la semantica de Kleene. También se define una
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teoria genérica para las funciones que describen dichos procedimien-
tos.

— SAT-tableros: instancia basada en el calculo de tableros semanticos,
de la teoria genérica definida para un sistema de transformacién pro-
posicional.

— SAT-tableros-K: instancia basada en el calculo de tableros semanti-
cos, de la teoria genérica definida para un K-sistema de transformacion
proposicional.

— SAT-secuentes: instancia basada en el cdlculo de secuentes, de la
teoria genérica definida para un sistema de transformacién proposicio-
nal.

— SAT-secuentes-K: instancia basada en el calculo de secuentes, de la
teoria genérica definida para un K-sistema de transformacién proposi-
cional.

e Capitulo 8: Directorio 8-davisputnam.

— clausulas: formalizacion de los conceptos de clausula y forma clausal
con la seméntica clasica.

— clausulas-K: formalizacién de los conceptos de clausula y forma clau-
sal con la seméntica de Kleene.

— forma-clausal: definicion de un procedimiento de transformacion a
forma clausal. Las propiedades de este procedimiento se demuestran
con respecto a la semantica clasica.

— forma-clausal-K: definiciéon de un procedimiento de transformacién
a forma clausal. Las propiedades de este procedimiento se demuestran
con respecto a la semantica de Kleene.

— davis-putnam: desarrollo de procedimientos de decisiéon de satisfaci-
bilidad basado en el procedimiento de Davis y Putnam. Los resultados
de correccion y completitud se demuestran con respecto a la semantica
clésica.

— davis-putnam-K: desarrollo de procedimientos de decisién de satisfaci-
bilidad basados en el procedimiento de Davis y Putnam. Los resultados

de correccion y completitud se demuestran con respecto a la semantica
de Kleene.

— SAT-davisputnam: instancia basada en el procedimiento de Davis y
Putnam, de la teoria genérica definida para un sistema de transforma-
cion proposicional.
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e Capitulo 9: Directorio 9-resolucion.

conjuntos: definicién y propiedades basicas acerca de conjuntos.

representantes: definiciéon de conjunto de representantes de una co-
leccion de conjuntos. Teorema de existencia del conjunto de represen-
tantes minimal.

resolucion-sat: definicién de resolucién condicionada y conjunto sa-
turado por resolucién condicionada. Definiciéon y prueba de termina-
cion de un procedimiento de decision de insatisfacibilidad basado en
resolucion condicionada.

resolucion-thm: formalizacién de la prueba de Bezem del teorema
de completitud de la resolucién condicionada.

resolucion-aux: demostracion de las propiedades de correccién y
completitud del procedimiento de decision de insatisfacibilidad basado
en resolucion condicionada.

resolucion-gen: definicion de una teoria generica para las funcio-
nes a partir de las que se construye el procedimiento de decisién de
insatisfacibilidad basado en resolucién condicionada. Se incluyen ins-
tancias para de esta teoria genérica para la resolucién binaria, positiva,
negativa, semantica y con conjunto soporte.

e Directorio O-ejemplos.

urquhart: generador de férmulas de Urquhart.
pelletier: 17 primeras formulas de Pelletier.
plaisted: férmulas de Plaisted.

reinas: generador de férmulas codificando el problema de las N rei-
nas.

Estos libros también pueden ser obtenidos a través de la siguiente pagina web:

http://www.cs.us.es/ " fmartin/tesis/
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Figura 1.2: Dependencias entre los libros desarrollados en la semantica clasica
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Capitulo 1.

Introduccién




Capitulo 2

El sistema de razonamiento

ACL2

Presentamos en este capitulo una introduccién al sistema ACL2. El principal
objetivo del mismo es facilitar al lector la comprensién del cédigo que formaliza
los distintos conceptos y propiedades desarrollados en esta memoria. Una intro-
duccién mas completa acerca del funcionamiento del sistema se puede encontrar
en [39].

ACL2 son las siglas de A Computational Logic for Applicative Common Lisp.
El sistema ACL2 es, al mismo tiempo, un lenguaje de programacion, una légica
para razonar sobre los programas construidos en ese lenguaje y un demostrador
que automatiza, en cierta medida, el razonamiento en la logica. El sistema ACL2
es un descendiente directo del demostrador automatico de Boyer y Moore, Nqthm
[13], del que hereda parte de su filosoffa y su légica, pero se modifica para poder
razonar sobre un subconjunto aplicativo de Common Lisp.

Ambos sistemas han sido utilizados para formalizar gran variedad de resulta-
dos:

e El Teorema Fundamental del Célculo [37].

e La ley de cuadrados reciprocos de Gauss [68].

e La indecidibilidad del problema de la parada [12].

e El teorema de Church-Rosser para el lambda-célculo [71].

e El teorema de Ramsey [47].

e El teorema de incompletitud de Godel [72].

e Correccion de un algoritmo de la transformada rédpida de Fourier [28].

e El teorema de pares criticos de Knuth y Bendix [66].

19
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También se han mostrado muy eficaces en probar la correccién de “sistemas
digitales”: disenos hardware, modelos de microprocesadores, software, etc. Por
ejemplo, se han verificado:

e La “pila CLI”, un sistema académico que incluye microprocesador, enlaza-
dor, ensamblador y compilador, y aplicaciones programadas en el lenguaje
que acepta el compilador [58].

e 21 de las 22 rutinas de la biblioteca de cadenas de Berkeley C (compiladas
para el procesador Motorola 6820) [86].

e Programas de microcodigo de la ROM del procesador de senales digitales
CAP, de Motorola [14].

e El microcddigo del algoritmo de division de coma flotante y de raiz cuadrada
del procesador AMD K5 [59, 70].

e Kl cédigo RTL que implementa las operaciones elementales sobre ntimeros
de coma flotante del procesador AMD Athlon [69].

Se puede encontrar mas referencias sobre éstos y otros proyectos de verificacién
desarrollados con Nqthm y ACL2 en las paginas web de los sistemas ([42] y [13]).
Existen diversas fuentes de informacién que recomendamos para un estudio

detallado de ACL2:

e La mejor introducciéon a ACL2 es el libro [39]. Viene acompanado de un
segundo volumen [38] en el que se describen una serie de proyectos de ve-
rificacién que se han llevado a cabo usando el sistema. En [44] también se
proporciona una introduccion réapida al sistema, explicando su evoluciéon a
partir de Nqthm.

e La pagina web de ACL2 [42] proporciona gran cantidad de informacién ge-
neral sobre el sistema. Permite obtenerlo para su instalacién y proporciona
enlaces a documentos que describen multiples aspectos de ACL2 y su uso.
Ademas, se pueden encontrar varios tutoriales.

e En el aspecto técnico, la informacion mas completa sobre el sistema es el
manual de referencia, cuya versiéon més actualizada se encuentra en [42].

La teoria formal presentada en esta memoria ha sido desarrollada usando la
version 2.6 del sistema. En lo que sigue describimos algunas caracteristicas del
lenguaje de programacion, la logica y el demostrador automatico de ACL2, que
facilitan la comprensién de esta memoria.
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2.1 El lenguaje

El lenguaje de programacién ACL2 es una extension de un subconjunto aplica-
tivo de Common Lisp. Este subconjunto contiene los tipos de datos basicos de
Common Lisp y la mayoria de los elementos del mismo que no producen efectos
colaterales. De esta forma, elementos como las variables globales y las operaciones
destructivas no son parte del lenguaje de programacién ACL2. De hecho, las fun-
ciones definidas con ACL2 son funciones en el sentido matematico del término: su
valor sobre un argumento dado es siempre el mismo y no depende de circunstan-
cias externas a la funcion. Es por ello que decimos que ACL2 es un subconjunto
aplicativo (o funcional) de Common Lisp. Esta restriccién permite simplificar
considerablemente el razonamiento formal sobre los programas desarrollados con
el lenguaje. Finalmente, ACL2 incorpora algunas funciones predefinidas que no
se encuentran en el estandar Common Lisp, extendiéndolo.

No comentamos aqui las caracteristicas que ACL2 comparte con Common
Lisp. Sin duda alguna, la mejor descripcion del estandar Common Lisp se en-
cuentra en [79], aunque cualquier manual de programacién Lisp proporciona in-
formacion suficiente para comprender la mayor parte del cédigo desarrollado en
esta memoria. Por tanto, supondremos que el lector estda familiarizado con las
nociones basicas del lenguaje: notacion prefija, constantes y variables, valores
légicos (t y nil), definicién de funciones y macros (defun y defmacro), estructu-
ras condicionales (cond e if), entornos locales (let y let*), predicados légicos
(and, or y not), funciones de manipulacion de listas (endp, consp, equal, member,
cons, car, cdr, append ... ), listas de asociacién (assoc y acons), etc.

Una de las caracteristicas de Common Lisp que no comparte ACL2, es la
posibilidad de utilizar funciones como argumento en la evaluacién de una expre-
sion. Asi, la expresion Common Lisp (member e 1 :test #’equal), comprueba
si el elemento e pertenece a la lista 1, utilizando la funciéon equal para compa-
rar e con los elementos de 1. La funcion ACL2 que realiza esta comprobacion
es member-equal. De igual forma, en ACL2 estan predefinidas las funciones
subsetp-equal, assoc-equal, ..., que actian como las correspondientes fun-
ciones Common Lisp sin el sufijo “~equal”, pero utilizando la funcién equal para
comparar los elementos.

A lo largo de esta memoria se utilizan otras caracteristicas ACL2 que no son
propias de Common Lisp, cuyo comportamiento se explica la primera vez que se
usan. Destacamos aqui dos funciones propias de ACL2 que son utilizadas con
mucha frecuencia:

e iff: Es una funcién de comparacién légica. La expresién (iff x y) es
cierta si y so6lo si tanto x como y tienen el mismo valor logico, es decir, o
ambos son falsos (iguales a nil), o ambos son ciertos (distintos de nil).

e implies:KEsta funcion es la implicacién légica. La expresion (implies x y)
es falsa si y s6lo si x es cierto (tiene un valor distinto de nil) e y es falso
(igual a nil).
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2.2 La légica

Presentamos en esta seccién una introduccion informal de la 16gica del sistema.
Una descripcion precisa, detallada y formal de la misma se puede encontrar en
[40]. Aqui s6lo comentamos algunos aspectos que permiten una mejor compren-
sién de la teoria presentada en la memoria.

Consideremos el siguiente ejemplo, tomado de [39]: Supongamos definida, en
el lenguaje de ACL2, una funcién de un argumento llamada ordena, que ordena
listas de nimeros. Supongamos también que queremos comprobar que dicha
funcién es correcta. Para ello debemos verificar que devuelve una lista ordenada
con los mismos elementos que la de entrada. Centrémonos en la segunda de
estas propiedades. Una primera aproximacién seria comprobarlo manualmente
evaluando algunos ejemplos. Asi, el resultado de evaluar (ordena ’(4 1 7 3))
es (1 3 4 7), que efectivamente es una permutacién de (4 1 7 3). Una forma
de automatizar este proceso es definiendo en ACL2 una funcién permutacion, que
implemente el concepto de permutacion mediante un predicado binario. De esta
forma, podriamos comprobar que el valor devuelto por la funcién ordena cumple
la propiedad descrita por la funcién permutacion para distintas situaciones!:

ACL2 !>(permutacion (4 1 7 3) (ordena (4 1 7 3)))
T
ACL2 !'>(permutacion ’(2 3 1 5) (ordena ’(2 3 1 5)))
T

Suponiendo que la definicién de la funcién permutacion es correcta, las eva-
luaciones anteriores aumentan nuestra confianza en que la funciéon ordena de-
vuelve una permutacion de su argumento, pero no se puede afirmar que, para
cualquier objeto x, el valor de (permutacion x (ordena x)) es siempre t. Para
demostrar esta afirmacion utilizamos la légica de ACL2.

ACL2 es una logica de primer orden con igualdad sin cuantificadores. Los
términos de la légica son las expresiones, tal y como se entiende este concep-
to en Common Lisp, construidas con el lenguaje descrito en la secciéon anterior.
Los operadores logicos son la igualdad, representada con el predicado equal, y las
conectivas proposicionales habituales: -, V, A, — y <, representadas con las fun-
ciones not, or, and, implies y iff, respectivamente. Las formulas atomicas son
igualdades de la forma (equal el e2), donde el y e2 son términos. Las formulas
se definen recursivamente de la manera habitual. Una caracteristica importante
de las féormulas es que sus variables se consideran universalmente cuantificadas,
asi la féormula (equal (permutacion x (ordena x)) t) expresa el hecho de que
para cualquier valor de x, el valor de (permutacion x (ordena x)) es t.

'En estas evaluaciones la cadena ACL2 !> es el “prompt” del sistema v, al igual que en los
interpretes de Common Lisp, indica que éste estd a la espera de que el usuario introduzca una
expresion.
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Puesto que las féormulas se definen a partir de las expresiones y éstas dependen
de las definiciones (de funcién, constante, etc.) previamente realizadas, el con-
cepto de férmula se define respecto de una determinada historia de definiciones
previas. En la seccion 2.2.3 se explica en qué condiciones se admite la definicion
de una nueva funcion y cémo se incorpora ésta a la légica.

Los axiomas y reglas de inferencia describen la 16gica de ACL2 como una légica
proposicional con igualdad correspondiente a la axiomatizacion de Shoenfield [75]
(ver [40] para una descripcién mas precisa de la légica de ACL2). Ademas,
como las variables de una férmula se consideran universalmente cuantificadas,
se dispone de la siguiente regla de instanciacion: A partir de una férmula ¢ se
deriva o(¢). Donde o representa una asignacién de términos a variables.

Las funciones predefinidas en ACL2 estan caracterizadas mediante axiomas
que especifican su comportamiento. Por ejemplo, los axiomas que caracterizan el
comportamiento de cons, car, cdr y consp son los siguientes:

e (equal (consp (cons x y)) t).

e (implies (equal (consp x) t)
(equal (cons (car x) (cdr x)) x)).

e (equal (car (coms x y)) x).

e (equal (cdr (cons x y)) y).

La tultima regla de inferencia de la logica es la de induccion, que serd comen-
tada en la seccion 2.2.4.

La manera de indicar al sistema que se ha de intentar la prueba de una férmula
en la logica, es mediante el comando defthm. Asi, la siguiente expresién indica
al sistema que debe intentar demostrar en la légica, la férmula que representa la
propiedad acerca de las funciones permutacion y ordena:

(defthm permutacion-ordena
(equal (permutacion x (ordena x)) t))

Cuando la férmula que se quiere demostrar es del tipo (equal <exp> t), la
expresion anterior puede reducirse a:

(defthm permutacion-ordena
(permutacion x (ordena x)))

Si el intento de prueba tiene éxito, la formula es almacenada en la légica para
su posible uso en otros intentos de prueba. El simbolo permutacion-ordena es
el nombre con el que se asocia la formula demostrada.
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Ordinal Objeto ACL2
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Figura 2.1: Ordinales en ACL2

2.2.1 Ordinales

No incluimos aqui un desarrollo completo de la teoria de ordinales, una buena
referencia para su estudio es [36]. Goodstein establece en [30] una forma de repre-
sentar de manera constructiva los ordinales menores que ¢y, mediante niimeros
naturales y listas. En la figura 2.1 se muestran algunos ejemplos de la corres-
pondencia entre ordinales (expresados en forma normal de Cantor) y los objetos
ACL2 asociados segin dicha representacion.

Como se observa, los niimeros naturales son ordinales ACL2. Un objeto de la
forma (o1 02 ... on . n) es un ordinal ACL2 si a su vez los objetos o1, ...,
on, son ordinales ACL2 distintos de 0, en orden decreciente y n es un nimero
natural. Intuitivamente, los o1, ..., on se corresponden con las potencias de w
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cuando el ordinal estd expresado en forma normal de Cantor. Los coeficientes
(naturales) en la forma normal de Cantor se corresponden con repeticiones de
las potencias. El ntimero n es el “término independiente” de la forma normal.
En ACL2 se define la funcién e0-ordinalp para reconocer aquellos objetos que
representan ordinales y la funcién e0-ord-< que formaliza el orden entre objetos
ACL2 que representan ordinales, implementando el orden usual entre éstos.

2.2.2 Relaciones bien fundamentadas

Un concepto importante dentro de la l6gica de ACL2 es el de relacién noetheriana.
Informalmente, una relaciéon < se dice noetheriana (o que termina) si no existen
sucesiones decrecientes infinitas en el conjunto en el que esta definida: ... <<z3 <
xo<lxy. Este concepto no se puede formalizar directamente en ACL2, sin embargo
sf es posible hacerlo con la caracterizacién que proporciona el siguiente resultado?:

Una relacién <1 en un conjunto A es noetheriana si y sélo si existe una
funcién F': A — Ord tal que si x <y entonces F(x) < F(y), donde
< es el orden usual entre ordinales.

Usando esta caracterizacion se pueden formalizar relaciones noetherianas cuyo
tipo ordinal no sea mayor que gy, ya que existe una representacién de los ordina-
les hasta este valor. De esta forma, la siguiente férmula expresa que la relacion
binaria representada con la funciéon rel es noetheriana en el conjunto caracteri-
zado por la funciéon mp, donde la funciéon fn es una inmersion en los ordinales que
garantiza esta propiedad:

(and (implies (mp x) (eO-ordinalp (fn x)))
(implies (and (mp x)
(mp y)
(rel x y))
(e0-ord-< (fn x) (fn y))))

Un concepto equivalente al de relacion noetheriana es el de relacién bien funda-
mentada, que son aquellas en las que todo subconjunto no vacio tiene un elemento
minimal con respecto a la relacién®. Es por esto que a las relaciones que verifican
la propiedad anterior se las llama relaciones bien fundamentadasy a la propiedad
teorema de buena fundamentacion.

Es posible demostrar que e0-ord-< es una relacién bien fundamentada sobre
el conjunto de objetos ACL2 que representan ordinales. Es decir, que no es po-
sible obtener una cadena infinita descendente (respecto de e0-ord-<) de objetos
ACL2 que verifiquen e0O-ordinalp. Esta es la tnica relacién bien fundamentada
primitiva en la légica de ACL2. El usuario puede definir nuevas relaciones bien
fundamentadas demostrando que verifican la propiedad anterior.

2En el apéndice A de [23] se encuentra una prueba del mismo.
3En el apéndice A.2 de [66] se encuentra una prueba de este hecho.
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2.2.3 Principio de definicién

Al definir nuevas funciones en el lenguaje de ACL2, no sélo describimos una
forma de realizar determinado célculo, ademas ampliamos la légica del sistema
con axiomas que caracterizan las funciones definidas. Por ello, el sistema restringe
el tipo de funciones que se pueden definir, para evitar inconsistencias en la teoria
desarrollada. Las condiciones bajo las cuales se admite una nueva definicion,
(defun f (x1 ... xn) <cuerpo>), son las siguientes:

e f es un simbolo de funciéon nuevo.
e x1, ..., xn, son simbolos de variables distintos.

e <cuerpo> es una expresiéon en la que aparecen a lo sumo las funciones
definidas previamente a la definicién de f y la propia f. Ademas las unicas
variables libres que pueden aparecer en <cuerpo> son x1, ..., xn.

e Existe una funcién m de n argumentos (a la que llamaremos medida de ter-
minacion) y una relacion bien fundamentada rel definida sobre un conjunto
caracterizado por la funcién mp, tales que:

— Se verifica (mp (m (x1 ... xn)))

— Para toda llamada recursiva de la funcién £, (£ ul ... un), condi-
cionada por las expresiones t1, ..., tm, se verifica que la medida de
ul, ..., un es menor que la medida de x1, ..., xn, con respecto a la
relacién bien fundamentada rel, cuando se verifican las condiciones
tl, ..., tm
(implies (and t1 ... tm)

(rel (mul ... un) (m x1 ... xn)))

Donde decimos que una expresion t condiciona una llamada recursiva de la
funcion £ si, para que el calculo que describe la funcién £ se realice mediante dicha
llamada recursiva, se tiene que verificar t o (not t). Por ejemplo, en la siguien-
te definicion, los términos (not (endp 11)) y (member-equal (car 11) 12)
condicionan la unica llamada recursiva que existe:

(defun permutacion (11 12)
(cond ((endp 11) (endp 12))
((member-equal (car 11) 12)
(permutacion (cdr 11) (elimina-una (car 11) 12)))
(t nil)))

Si la definicion de f es admisible, se introduce en el lenguaje de ACL2 un
nuevo simbolo de funcién de aridad n que realiza el calculo descrito en dicha
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definicién y se anade a la logica el axioma (equal (f x1 ... xn) <cuerpo>),
de forma que la teoria ampliada con dicho axioma es una extensién conservativa
de la inicial.

Al probar la admisibilidad de una funcion, el sistema considera por defecto
la relacion bien fundamentada eO-ord-< y usa una serie de heuristicas para de-
terminar la funcién de medida m. En los casos en los que el sitema no es capaz
de demostrar automaticamente la terminacion de una funcion, el usuario puede
indicar, mediante la palabra clave :measure, una funcién de medida y/o, median-
te la palabra clave :well-founded-relation, una relacién bien fundamentada
con respecto a la que la medida decrece en cada llamada recursiva. Con estas
indicaciones, la definiciéon de una funcién queda como sigue:

(defun f (x1 ... xn)
(declare (xargs :measure m
:well-founded-relation rel))
<cuerpo>)

2.2.4 Principio de induccion

Veamos ahora la tltima regla de inferencia de la l6gica de ACL2: el principio
de induccién. Supongamos que (f x1 ... xn) es una férmula del lenguaje de
ACL2, donde x1, ... , xn son sus variables libres, entonces dicha férmula se deriva
a partir de las siguientes férmulas:

o Caso base: (implies (and (not ql1) ... (not gm))
(f x1 ... xn))
e Casos de induccion: Para cada q1, ..., qm:

(implies (and qi

(f ti-1-1 ... ti-1-n)
(f ti-ki-1 ... ti-ki-n))
(f x1 ... xn)))
dondeql,...,qgm, ti-1-1, ... ti-1-n,..., ti-ki-1, ... ti-ki-n son términos

y, para una funcién m de n argumentos (a la que llamaremos medida de induccion)
y una relacion bien fundamentada rel definida sobre un conjunto caracterizado

por la funcién mp, se pueden demostrar las siguientes férmulas en la logica de
ACL2:

e (mp (m x1 ... xm))
e Para cada ti-j-1, ..., ti-j—n (1 <i<my 1 <j<ki):

(implies qi
(rel (m ti-j-1 ... ti-j-n) (m x1 ... xn)))
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La idea es que para probar una formula (f x1 ... xn) mediante el principio
de induccion, dividimos el problema en £+ 1 casos. Cada uno de estos casos viene
descrito por una condicién expresada por el término qi (casos inductivos), o bien
por la negacién de todos los qi (caso base). Para la demostracién de cada uno de
los casos inductivos se permite asumir que determinadas instancias de la férmula
(f x1 ... xn) son ciertas. En concreto, para probar el caso correspondiente
a qi se suponen ciertas un numero ki de instancias (f ti-j-1 ... ti-j-n),
1 < j < ki. Cada una de estas instancias se denomina una hipdtesis de induc-
cion. Para que este esquema de demostracion sea correcto, se debe demostrar
previamente que para cada instancia de la formula (f x1 ... xn) asumida en
cada hipétesis de induccién, la medida de sus argumentos (dada por la expresion
(m x1 ... xn), que toma valores que verifican mp) es menor, con respecto a la
relacién bien fundamentada rel, que la medida de los argumentos de la férmula
que se quiere demostrar.

Los esquemas de induccién estan ligados a definiciones recursivas. Asi, la
definicién de la funcién permutacion proporciona un esquema de induccién en el
que, para demostrar una formula (:P X Y), el caso base es:

(IMPLIES (AND (NOT (ENDP X))
(NOT (MEMBER-EQUAL (CAR X) Y)))
(:P XY))

y los casos inductivos son:

(IMPLIES (AND (NOT (ENDP X))
(MEMBER-EQUAL (CAR X) Y)
(:P (CDR X) (ELIMINA-UNA (CAR X) Y)))
(:P X Y))

(IMPLIES (ENDP X)
:P X Y)))

Este esquema de induccion se justifica por la admisibilidad de la funcién
permutacion.

Asi, para probar la féormula (equal (permutacion x (ordena x)) t), lo
normal serd utilizar el esquema de induccién asociado a la funcién permutacion
o la funcién ordena. Siusamos el primero, se tendran que demostrar los siguientes
Casos:
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(IMPLIES (AND (NOT (ENDP X))
(NOT (MEMBER-EQUAL (CAR X) (ORDENA X))))
(PERMUTACION X (ORDENA X)))

(IMPLIES (AND (NOT (ENDP X))
(MEMBER-EQUAL (CAR X) (ORDENA X))
(PERMUTACION (CDR X)
(ELIMINA-UNA (CAR X) (ORDENA X))))
(PERMUTACION X (ORDENA X)))

(IMPLIES (ENDP X)
(PERMUTACION X (ORDENA X))))

El sistema utiliza un conjunto de heuristicas con el objeto de escoger un
esquema, de induccién para demostrar una férmula. Si el esquema de induccién
que elige no es el adecuado, la prueba puede fallar aun siendo cierta la férmula.
El usuario puede indicar al sistema el esquema de induccién que quiere utilizar
mediante un consejo, de esta forma:

(defthm permutacion-ordena
(permutacion x (ordena x))
thints (("Goal" :induct (permutacion x (ordena x)))))

La expresion que aparece a partir de la segunda linea del enunciado del resul-
tado permutacion-ordena se denomina consejo. En este caso es un consejo de
induccién (:induct), e indica al sistema que para demostrar la férmula se ha de
utilizar el esquema de induccion asociado a la funcién permutacion, cuando sus
argumentos son x y (ordena x)

2.2.5 Encapsulados

El principio de encapsulado permite introducir determinados simbolos de funcion,
sin especificar completamente la funcién que representan, asumiendo solamente
una serie de propiedades que los definen de forma parcial. Para que una aplica-
cion del principio de encapsulado sea admisible y se preserve la consistencia, ha de
demostrarse previamente que existen funciones, llamadas testigos locales, que ve-
rifican las propiedades que se quieren asumir. Una vez probado esto, se prescinde
de las definiciones correspondientes a los testigos locales y los simbolos de funcién
introducidos por el principio de encapsulado quedan parcialmente especificados
mediante las propiedades asumidas. Asi, es admisible asumir una propiedad sobre
las funciones f1, ..., fn, descrita por la féormula F si se verifican:

e f1 ..., fn son simbolos de funcién nuevos.
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e Existe definiciones admisibles de n funciones cuyos nombres son f1, ...,
fn, tales que se puede demostrar la férmula F para dichas funciones.

Si el encapsulado es admisible, se introduce en el lenguaje de ACL2 los
simbolos de funcién f1, ... | fn y se anade a la logica la formula F como axioma.

Notese que los testigos locales s6lo se usan para asegurar la admisibilidad del
encapsulado, ya que los axiomas correspondientes a sus definiciones no se con-
servan. El axioma introducido por un encapsulado preserva la consistencia de la
teorfa extiendida. Véase [41] para una demostracion rigurosa de esta afirmacion.

Veamos la sintaxis del encapsulado en ACL2 con un ejemplo: supongamos
que queremos asumir la existencia de una funcién ordena que devuelve una per-
mutacion del argumento que recibe como entrada. El comando ACL2 que realiza
esto es el siguiente:

(encapsulate
(((ordena *) => *))

(local
(defun ordena (x)

X))

(defthm permutacion-ordena
(permutacion x (ordena x)))

La primera expresién es una lista con las descripciones de las aridades de las
funciones que se introducen con el principio del encapsulado (denominada signa-
tura). En este caso se indica que ordena es una funcién de un argumento que
devuelve un unico valor. Los testigos locales se definen usando defun, pero se
declaran como locales mediante local. La propiedad asumida sobre las funcio-
nes del encapsulado es expresada usando defthm. El encapsulado puede contener
definiciones y propiedades declaradas como locales. Una vez demostrada la admi-
sibilidad del encapsulado, sélo las definiciones y propiedades no declaradas como
locales son incorporadas a la logica de ACL2.

Las funciones introducidas mediante un encapsulado no se pueden ejecutar, ya
que su especificacion parcial puede que no sea suficiente como para poder deducir
el valor que toma para cualquier dato de entrada.

2.2.6 Instanciacion funcional

La regla de instanciacién funcional es la forma en que la légica de ACL2 utiliza
resultados de segundo orden. Un tipico resultado de segundo orden tiene la
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siguiente forma: “Para toda funcion f que verifique la propiedad P, entonces
f también verifica la propiedad )”. La manera de formalizar este resultado
en ACL2 es mediante un encapsulado, en el que se asume la existencia de una
funcién £ que cumple la propiedad P descrita por la férmula P y, una vez admitido
dicho encapsulado, la demostracion en la légica de la férmula Q que describe la
propiedad ). El resultado de segundo orden nos asegura que cualquier otra
funcién g, que cumpla la propiedad descrita por P, también cumple la propiedad
descrita por Q.

El sistema no utiliza de forma automatica la regla de instanciacion funcional,
s6lo lo hace si el usuario se lo indica con un consejo adecuado. Por ejemplo,
supongamos que después de admitir el encapsulado de la secciéon anterior acerca
de la funcién ordena, que devuelve una permutacion de su argumento, hemos
demostrado la siguiente propiedad:

(defthm permutacion-ordena-ordena
(permutacion x (ordena (ordena x))))

Entonces se puede probar la misma propiedad para cualquier otra funcién
mezcla para la que se pueda demostrar (permutacion x (mezcla x)):

(defthm permutacion-mezcla
(permutacion x (mezcla x)))

(defthm permutacion-mezcla-mezcla
(permutacion x (mezcla (mezcla x)))
thints (("Goal"

:by (:functional-instance
permutacion-ordena-ordena
((ordena mezcla))))))

La expresion que aparece a partir de la segunda linea del enunciado del resul-
tado permutacion-mezcla-mezcla se denomina consejo. En este caso se trata
de un consejo de instanciacién funcional (:functional-instance), en el que hay
que reutilizar la propiedad descrita por el resultado permutacion-ordena-ordena
reemplazando el simbolo de funcién ordena por mezcla. A la lista que asocia los
simbolos de funcion del resultado de segundo orden con los simbolos de funcién
del caso concreto, la denominamos sustitucion funcional.

2.2.7 Equivalencias y Congruencias

Una relacién de equivalencia en ACL2 es una funcién binaria para la que se han
demostrado las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad. La manera
habitual de hacer esto es evaluando la macro defequiv sobre el simbolo de funcién
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que se quiere incorporar como relacion de equivalencia en ACL2. Un ejemplo de
su uso y la férmula en la que se expande la evaluacion de esta macro, se muestran
a continuacion:

(defequiv equiv)

(defthm equiv-is-an-equivalence
(and (booleanp (equiv x y))
(equiv x x)
(implies (equiv x y)
(equiv y x))
(implies (and (equiv x y)
(equiv y z))
(equiv x z)))

Una de las reglas de la logica de ACL2 es la de igualdad con respecto a fun-
ciones: si los términos xi e yi son iguales, entonces cualquier ocurrencia de xi
en un término (f x1 ... xi ... xn) se puede sustituir por yi, dando lugar a
(f x1 ... yi ... xn). De una forma similar, el usuario puede indicar al siste-
ma que, para cierto simbolo de funcion £, si se sustituye su i-ésimo argumento por
uno equivalente con respecto a una relaciéon de equivalencia equivi, el resultado
es equivalente al original con respecto a otra relacion de equivalencia equiv2. La
manera habitual de hacer esto es mediante una evaluacién de la macro defcong.
Un ejemplo de su uso y la formula en la que se expande la evaluacién de esta
macro, se muestran a continuacién:

(defcong equivl equiv2 (f x1 ... xn) i)

(defthm equivi-implies-equiv2-f-i
(implies (equivl xi xi-equiv)
(equiv2 (f x1 ... xi ... xn)
(f x1 ... xi-equiv ... xn))))

2.3 El demostrador

La tercera componente del sistema ACL2 es un demostrador automatico para
la légica descrita en la seccién anterior. El demostrador es automatico en el
sentido de que una vez que comienza un intento de prueba, no existe ninguna
posibilidad por parte del usuario de interactuar. Sin embargo, es un demostrador
interactivo en un sentido més intuitivo. El punto de vista que mas se ajusta a
la realidad es el que contempla al demostrador como un “asistente” que permite
verificar que una determinada férmula es cierta. Pero debe quedar claro que
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la estrategia para abordar una demostracion no trivial debe ser disenada por el
usuario, en la mayoria de los casos inspirada en una demostracion realizada a
mano previamente.

La estrategia de prueba se comunica al demostrador mediante la construccion
de lo que llamamos un mundo [ogico. Este se construye mediante la definicion
de funciones que realizan célculos o formalizan propiedades y la demostracién de
una serie de propiedades acerca de estas funciones, que el demostrador interpreta
en forma de reglas y que dirigen su comportamiento al intentar abordar la prueba
automatica de una férmula. Si la prueba de una férmula se culmina con éxito,
ésta se codifica en forma de regla, incrementando la informacién disponible en el
mundo légico y permitiendo su uso en demostraciones de sucesivos teoremas.

La forma usual de construir un mundo logico consiste en proporcionar al
demostrador funciones (definidas con defun), propiedades de estas funciones (es-
tablecidas con defthm) o encapsulados en los que se asumen propiedades sobre
simbolos de funcién (expresados con encapsulate). A estas expresiones que sir-
ven para construir el mundo légico las llamaremos eventos. Los eventos se suelen
almacenar en ficheros, a los que llamaremos libros, en el mismo orden en que el
sistema es capaz de admitirlos. El contenido de un libro puede ser incluido en
el sistema con la orden (include-book <fichero>). Si el sistema es capaz de
admitir todos los eventos incluidos en un libro, éste puede ser certificado, con lo
que se evita que, cuando el libro sea incluido en el sistema, se vuelvan a realizar
todas las pruebas necesarias para admitir los eventos que contiene.

Sumario
En este capitulo:

e Se ha introducido el lenguaje de programacion de ACL2, relacionandolo con
el de Common Lisp.

e Se ha comentado en lineas generales la logica de ACL2 y se han descrito
algunos elementos importantes de la misma.

e Se ha establecido la manera usual de interaccionar con el demostrador de
ACL2.
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Capitulo 3

Un modelo formal de la légica
proposicional

En este capitulo presentamos una formalizacion en ACL2 de la logica proposi-
cional. El desarrollo se basa fundamentalmente en el capitulo 2 de [26], siendo
similar a otras presentaciones que se pueden encontrar en la literatura. Parale-
lamente a la definicién de los conceptos de la 16gica se presenta la formalizacion
de los mismos en ACL2. Esta formalizacién constituye la base sobre la que se
desarrollan los capitulos posteriores.

En la primera seccién se presenta la sintaxis de la légica proposicional y se
discute la representacion de las férmulas. Se establecen una serie de propiedades
que caracterizan esta representacion, de forma que el desarrollo posterior se basa
fundamentalmente en dichas propiedades. De esta forma, los cambios en la re-
presentacion no afectaran en la prueba de los resultados demostrados, siempre y
cuando las propiedades sigan siendo ciertas en la nueva representacion.

A continuacién, se presenta la semantica clasica de la logica proposicional y
se discute la representacion de las asignaciones. En esta seccién se indica cémo
se incorporan los conceptos de satisfacibilidad, validez, consecuencia légica y
equivalencia logica en la formalizacién de los teoremas.

En la tercera seccién se realiza un desarrollo similar al de la secciéon previa
para una semantica de la légica proposicional basada en la légica trivalorada
fuerte de Kleene [45].

Finalmente se desarrollan algoritmos para decidir la validez y la satisfacibili-
dad de una féormula proposicional, basados en tablas de verdad. Se demuestran
resultados de correccién y completitud de estos algoritmos en las dos seméanticas
presentadas.

3.1 Sintaxis

En esta seccién presentamos la formalizacion de la sintaxis de la 16gica proposicio-
nal. Se centra principalmente en la representaciéon de las férmulas proposicionales,

35
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para la que se han utilizado listas en notacion prefija. Esta representacion esté
formalizada mediante un conjunto de funciones de acceso y constructoras. Estas
funciones se caracterizan por un conjunto de propiedades que no hacen referencia
directa a la representacién escogida. Las definiciones de las funciones de acceso y
constructoras se han ocultado al sistema, quedando disponibles tinicamente sus
propiedades. Esta forma de actuar permite que los cambios en la representacion
no afecten a los resultados desarrollados posteriormente, bastara con redefinir las
funciones de acceso y constructoras y demostrar las propiedades que las caracte-
rizan.

En esta seccion también se formalizan conceptos como el rango o el conjunto
de simbolos de una férmula, asi como el teorema de descomposicién unica para la
légica proposicional. Los eventos que se presentan en esta seccion se encuentran
en el libro sintaxis.lisp.

3.1.1 Simbolos y conectivas

Los elementos basicos de la légica proposicional son un conjunto infinito de
simbolos, Y, que serviran para expresar proposiciones basicas, es decir, enun-
ciados susceptibles de ser verdaderos o falsos. En el modelo formal de la légica
proposicional el conjunto ¥ sera el formado por todos los simbolos del sistema,
reconocidos con el predicado symbolp, excepto el simbolo nil, junto con todos
los niimeros enteros positivos.

[ L]

(defun es-simbolo-proposicional (x)
(or (and (symbolp x) (not (equal x nil)))
(and (integerp x) (> x 0))))

Algunos simbolos proposicionales en nuestra formalizaciéon son p1, p2, q1, 92,
1, 2, ... Asi, la expresion (es-simbolo-proposicional x) sera cierta si y sélo
si se verifica la propiedad x € X.

Una féormula de la logica proposicional serda un objeto construido a partir de
los elementos de X2, utilizando conectivas proposicionales. Las conectivas pueden
ser de aridad 0 (constantes), aridad 1 (monarias), aridad 2 (binarias), ... De todas
las posibles conectivas que se pueden definir para la l6gica proposicional, las de
aridad superior a 2 raramente aparecen en la literatura, asi que solo considera-
remos conectivas monarias y binarias. La tnica conectiva monaria de interés es
la negacion (—), las conectivas binarias que consideramos son: conjuncién (A),
disyuncién (V), implicacién (—) y equivalencia («). Estas conectivas son re-
presentadas en la formalizacién de la légica de la siguiente forma, el simbolo -
representa la negacion, & la conjuncién, \/ la disyuncion, -> la implicaciéon y
<-> la equivalencia. En los sucesivo utilizaremos el término conectiva para hacer
referencia tanto a las conectivas proposicionales como a sus representaciones en
la formalizacién.
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Para definir algunos conceptos como el de férmula proposicional, nos bastara
con poder distinguir entre formulas monarias y binarias. Esta distincion se esta-
blece en funcion del tipo de la conectiva. Para ello introducimos dos funciones
que sirven para reconocer los dos tipos de conectivas, es-conectiva-monaria y
es—conectiva-binaria

[ 2]

(defun es-conectiva-monaria (c)
(member-equal c ’(-)))

(defun es-conectiva-binaria (c)
(member-equal ¢ ’(& \/ -> <=>)))

3.1.2 Representacion de las formulas

Las féormulas son representadas mediante listas utilizando una notacién prefija.
Asi, el primer elemento serd una conectiva y el resto los argumentos, cuyo niimero
dependera de la conectiva. De esta forma, la formula p; A (po — p3) se representa
por la lista (& pl (=> p2 p3)). De forma general si F y G son, respectivamente,
las representaciones de las formulas F' y GG, entonces la férmula —F se representa
por la lista (- F) y la férmula F' o G se representa por la lista (- F G), donde
o es una conectiva binaria y - su representacién. En lo sucesivo utilizaremos el
término formula para hacer referencia tanto a las formulas proposicionales como
a sus representaciones en la formalizacién.

Se han considerado funciones de acceso a los elementos de una férmula y
funciones constructoras de féormulas. Estas funciones son las tinicas que hacen
referencia a la representacién. Una vez establecidas las propiedades que las rela-
cionan, que a su vez no hacen referencia a la representacion, las definiciones de
estas funciones se han ocultado. De esta forma, el sistema sélo puede utilizar las
propiedades y por tanto el desarrollo posterior no dependera de la representacion
escogida. Esta forma de actuar permite que los cambios en la representacién no
afecten a los resultados desarrollados posteriormente, siempre y cuando se hayan
demostrado en la nueva representacion, las propiedades que caracterizan a las
funciones de acceso y constructoras.

3.1.2.1 Funciones de acceso

Muchos conceptos definidos sobre féormulas proposicionales hacen referencia a la
conectiva principal y las subférmulas componentes. De manera implicita se estan
considerando funciones de acceso a estos elementos. Estas funciones sirven para
obtener las componentes de una formula a partir de su representacién. Su defini-
ciéon no depende del concepto de féormula proposicional, sélo de la representacion
escogida. El valor devuelto por estas funciones es un elemento concreto de una lis-
ta que se les pasa como argumento, de forma que si dicha lista es la representacion
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de un férmula, dicho valor coincide con la conectiva principal o las subférmulas
componentes. Estas funciones son, op, que devuelve el primer elemento de una
lista (si la lista representa una férmula serd la conectiva principal de la misma)
y argl y arg2, que devuelven, respectivamente, el segundo y tercer elementos de
una lista (si la lista representa una férmula, son sus subférmulas componentes).

A la hora de implementar estas funciones se ha de comprobar que la expresion
que se pasa como argumento tiene la longitud suficiente para poder acceder a su
primer, segundo y tercer elemento. Estas funciones devuelven nil en el caso de
que la expresion argumento no sea una lista o no tenga la longitud adecuada. Esta
es la razon por la que el simbolo nil no es considerado un simbolo proposicional,
puesto que es cominmente utilizado para indicar un error en la evaluacién de una
funcién.

Desde el punto de vista de la representacion, serd necesario distinguir las
expresiones que representan féormulas de las que no. Llamaremos ezpresiones
monarias o expresiones binarias a aquellas que representan formulas construidas
con una conectiva monaria o binaria, respectivamente. Estos conceptos son im-
plementados por las funciones es-monaria y es-binaria, que comprueban si la
expresién que se pasa como argumento es una lista de la longitud adecuada (2
para las expresiones monarias y 3 para las binarias) y si su conectiva principal es,
respectivamente, monaria o binaria. Estas funciones sirven para comprobar que
la estructura de una expresion es la adecuada, no comprueban si dicha expresion
representa una férmula proposicional correctamente construida.

3.1.2.2 Funciones constructoras

Otro aspecto importante de la representacién de las férmulas es la construccion
de expresiones con la estructura correcta. Para cada conectiva definimos una fun-
cién que construye una expresion para representar una féormula construida con
dicha conectiva y el nimero de argumentos correspondiente. Estas funciones son
negacion, conjuncion, disyuncion, implicacion y equivalencia. La expre-
sion construida serd una lista en la que el primer elemento es una conectiva y
los restantes elementos son las expresiones que representan la subférmulas. Asi,
si F y G son expresiones que representan las formulas F' y G respectivamente,
entonces:

e Al evaluar (negacion F) se obtiene la expresion (- F).

Al evaluar (conjuncion F G) se obtiene la expresion (& F G).

Al evaluar (disyuncion F G) se obtiene la expresion (\/ F G).

Al evaluar (implicacion F G) se obtiene la expresién (-> F G).

Al evaluar (equivalencia F G) se obtiene la expresién (<-> F G).
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Obviamente, el resultado devuelto por la funciéon negacion es una expresion
monaria y los resultados de las funciones conjuncion, disyuncion, implicacion
y equivalencia son expresiones binarias.

3.1.2.3 Relaciéon entre funciones de acceso y constructoras

Las funciones constructoras presentadas en el apartado anterior tienen la rela-
ci6n adecuada con las funciones de acceso. La conectiva (op) de una expresién
obtenida con alguna de las funciones constructoras coincide con la conectiva que
dicha funcién utiliza. También se verifica que las componentes (argl o arg2) de
una expresion obtenida con alguna de las funciones constructoras coincide con el
correspondiente argumento en su llamada. Asi (op (conjuncion F G)) es igual
a &, (argl (negacion F)) esigual a Fy (arg2 (implicacion F G)) es igual
a G. Estos resultados se establecen en ACL2 de la siguiente forma:

[ 3]

(defthm acceso-negacion
(and (equal (op (negacion F)) ’-)
(equal (argl (negacion F)) F)))

(defthm acceso-conjuncion
(and (equal (op (conjuncion F G)) &)
(equal (argl (conjuncion F G)) F)
(equal (arg2 (conjuncion F G)) G)))

(defthm acceso-disyuncion
(and (equal (op (disyuncion F G)) ’\/)
(equal (argl (disyuncion F G)) F)
(equal (arg2 (disyuncion F G)) G)))

(defthm acceso-implicacion
(and (equal (op (implicacion F G)) ’->)
(equal (argl (implicacion F G)) F)
(equal (arg2 (implicacion F G)) G)))

(defthm acceso-equivalencia
(and (equal (op (equivalencia F G)) ’<->)
(equal (argl (equivalencia F G)) F)
(equal (arg2 (equivalencia F G)) G)))

3.1.3 Formulas proposicionales

Definicién 3.1 Una formula atémica es un simbolo proposicional. Notaremos
por At(X) al conjunto de las férmulas atémicas.
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Este concepto estd implementado por la funcién es-atomica, de forma que
la expresién (es-atomica F) es cierta siy sélo si F € At(Y):

L4

(defun es-atomica (F)
(es-simbolo-proposicional F))

Definicién 3.2 El conjunto de las férmulas proposicionales es el menor conjunto
P(X) tal que:

1. At(X) CP(X).
2. Si F € P(X), entonces —F € P(X).
3. Si o es una conectiva binaria y F,G € P(X), entonces (F' o G) € P(X).

Este concepto esta implementado por la funcion es-proposicional. Asi, la
expresion (es-proposicional F) sera cierta siy sélo si F € P(X). Para realizar
tal definicion hay que analizar recursivamente el objeto F:

1. Si F es una expresion monaria, su argumento ha de ser una férmula propo-
sicional.

2. Si F es una expresion binaria, sus dos argumentos han de ser férmulas
proposicionales.

3. En otro caso F ha de ser una férmula atémica.

(defun es-proposicional (F)
(declare (xargs :measure (numero-conectivas F)))
(cond ((es-monaria F)
(es-proposicional (argl F)))
((es-binaria F)
(and (es-proposicional (argl F))
(es-proposicional (arg2 F))))
(t (es-atomica F))))

Para que ACL2 admita esta funcién, se necesita una medida de los argumentos
que decrezca en las llamadas recursivas. Una medida habitual sobre férmulas
es el nimero de conectivas que en ellas aparece. Esta medida decrece en las
llamadas recursivas y, por tanto, puede ser utilizada para probar la terminacion
de funciones que hagan recursion sobre la estructura de una férmula.
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Definicién 3.3 EI numero de conectivas de una formula proposicional F', tam-
bién llamado rango de F', viene dado por la funcién r:

1. Si F es atémica, r(F') = 0.
2. Si F es la formula monaria -G, r(F) = 1+ r(G).

3. Si F es la formula binaria (G1 o Gs), r(F) = 1+ r(G1) + r(G3), (donde o

es cualquier conectiva binaria).

La funcién numero-conectivas presentada en [ 6] formaliza este concepto. Es
importante notar que la definicién se hace independientemente de que el argu-
mento sea una féormula proposicional. Asi, esta definicién puede realizarse antes
de la definiciéon de es-proposicional y, por tanto, puede ser utilizada en la
prueba de terminacion de esta ultima.

(defun numero-conectivas (F)
(cond ((es-monaria F)
(+ (numero-conectivas (argl F)) 1))
((es-binaria F)
(+ (numero-conectivas (argl F))
(numero-conectivas (arg2 F)) 1))

(t 0)))

El siguiente resultado no es necesario para la prueba de terminacion de la
funcién es-proposicional, sin embargo simplifica mucho las pruebas cuando se
usa numero-conectivas como medida de terminacién:

Teorema 3.4 EIl nimero de conectivas de una férmula proposicional compuesta
es mayor que el nimero de conectivas de sus subformulas componentes.

La formulacion en ACL2 de este teorema es mas general puesto que hace
referencia a expresiones monarias y binarias: el nimero de conectivas de una
expresion monaria o binaria es mayor que el nimero de conectivas de sus argu-
mentos. De esta forma, el resultado se puede establecer en ACL2 antes de la
definicién de es-proposicional y por tanto, también puede ser utilizado en la
prueba de terminacién de esta ultima.
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[ 7]

(defthm numero-conectivas-monaria-decrece
(implies (es-monaria F)
(< (numero-conectivas (argl F))
(numero-conectivas F))))

(defthm numero-conectivas-binaria-decrece
(implies (es-binaria F)
(and (< (numero-conectivas (argl F))
(numero-conectivas F))
(< (numero-conectivas (arg2 F))
(numero-conectivas F)))))

Con estos resultados se demuestra facilmente la terminacion de la funcion
es-proposicional.

3.1.4 Clasificacién de las férmulas

Una vez que estd definida la funcién es-proposicional, podemos definir las
funciones que sirven para clasificar las formulas proposicionales en funcién de su
conectiva principal. Estas funciones comprueban que la expresion que se les pasa
como argumento es una férmula proposicional correctamente construida y que su
conectiva principal es del tipo adecuado:

(5

(defun es-negacion (F)
(and (equal (op F) ’-)
(es-proposicional F)))

(defun es-conjuncion (F)
(and (equal (op F) &)
(es-proposicional F)))

(defun es-disyuncion (F)
(and (equal (op F) ’\/)
(es-proposicional F)))

(defun es-implicacion (F)
(and (equal (op F) ’->)
(es-proposicional F)))

(defun es-equivalencia (F)
(and (equal (op F) ’<->)
(es-proposicional F)))
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Obviamente, estas funciones se comportan de la forma esperada cuando se
utilizan sobre férmulas construidas con las funciones negacion, conjuncion,
disyuncion, implicacion y equivalencia, a partir de componentes proposicio-
nales. Asi, si F y G son férmulas proposicionales entonces se verifican las propieda-
des (es-negacion (negacion F)), (es-conjuncion (conjuncion F G)), etc.

Utilizando estas funciones se puede proporcionar una nueva caracterizacion
de las féormulas proposicionales: F es una férmula proposicional si y sélo si F es
atémica, una negacién, una conjuncion, una disyuncién, una implicaciéon o una
equivalencia:

[ 9]

(defthm otra-definicion-de-es-proposicional
(iff (es-proposicional F)
(or (es-atomica F)
(es—negacion F)
(es-conjuncion F)
(es-disyuncion F)
(es-implicacion F)
(es-equivalencia F))))

3.1.5 Teorema de descomposicion tnica

En la formalizacién de la légica proposicional, un mismo objeto ACL2 no puede
representar dos féormulas distintas. Este resultado es conocido como el teorema
de descomposicion tnica:

Teorema 3.5 Toda férmula proposicional tiene una y sélo una de las siguientes
formas:

1. Férmula atémica.
2. =F, para una tnica férmula proposicional F'.

3. (F o @), para una tinica conectiva binaria o, y unas tnicas férmulas propo-
sicionales F' y G.

En nuestra formalizacién este teorema se expresa de la siguiente forma: Si
una férmula proposicional es de un tipo concreto (es-atomica, es-negacion,
es-conjuncion, es-disyuncion, es-implicacion o es-equivalencia), enton-
ces no puede ser de ningun otro tipo. Se trata de 6 resultados, uno para cada
tipo de férmula, de los cuales mostramos en los relativos a férmulas atémicas
y conjunciones. Los restantes se establecen de forma similar.
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[10]

(defthm unicidad-es-atomica
(implies (es-atomica F)
(and (not (es-negacion F))
(not (es-conjuncion F))
(not (es-disyuncion F))
(not (es-implicacion F))
(not (es-equivalencia F)))))

(defthm unicidad-es-conjuncion
(implies (es-conjuncion F)
(and (not (es-atomica F))
(not (es-negacion F))
(not (es-disyuncion F))
(not (es-implicacion F))
(not (es-equivalencia F)))))

Estos resultados junto con [ 9] nos permiten demostrar propiedades por distin-
cién de casos: si una propiedad qO es cierta para toda féormula atémica, negacion,
conjuncion, disyuncion, implicacion o equivalencia entonces es cierta para toda
férmula proposicional.

3.1.6 Simbolos proposicionales de una formula

Terminamos esta seccién definiendo el conjunto de simbolos proposicionales de
una féormula.

Definicién 3.6 Dada una férmula proposicional F' € P(X), el conjunto de sim-
bolos proposicionales de F', Var(F'), se define como sigue:

1. Si F € At(X), Var(F) ={F}.
2. Si F =-G, Var(F) =Var(G).

3. 81 F = (Gy0Gy), Var(F) = Var(Gy) U Var(Gy) (donde o es cualquier

conectiva binaria).

La construccion en ACL2 es recursiva sobre la estructura de la férmula. Si
la férmula es monaria, el conjunto de sus simbolos coincidira con el conjunto de
simbolos de su argumento. Si la férmula es binaria, el conjunto de sus simbolos
serd la unién de los simbolos de sus dos argumentos. Finalmente, si la formula es
un simbolo proposicional, el resultado es la lista formada por dicho simbolo. En
cualquier otro caso el resultado es vacio. El nimero de conectivas de la férmula de
partida, es la medida que garantiza que esta funcion recursiva siempre termina.
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[

(defun simbolos-proposicionales (F)
(declare (xargs :measure (numero-conectivas F)))
(cond ((es-monaria F)
(simbolos-proposicionales (argl F)))
((es-binaria F)
(union-equal (simbolos-proposicionales (argl F))
(simbolos-proposicionales (arg2 F))))
((es-simbolo-proposicional F) (list F))
(t nil)))

La funcién union-equal realiza la unién de los elementos de dos listas elimi-
nando las repeticiones. De esta forma se asegura que el resultado es un conjunto.

Teorema 3.7 Dada una férmula cualquiera F' € P(X), se verifica:
1. Si F es =G, entonces Var(G) C Var(F).
2. Si F es (G10Gy) entonces Var(Gy) C Var(F) y Var(Gs) C Var(F) (donde

o es cualquier conectiva binaria).

La demostracién de este resultado en ACL2 se basa en dos lemas previos, en los
que se prueba que cualquier lista que contenga todos los simbolos proposicionales
de una férmula compuesta, también contiene los simbolos proposicionales de sus
argumentos.

(2]

(defthm subsetp-equal-simbolos-proposicionales-monaria
(implies
(es-monaria F)
(subsetp-equal (simbolos-proposicionales (argl F))
(simbolos-proposicionales F))))

(defthm subsetp-equal-simbolos-proposicionales-binaria
(implies
(es-binaria F)
(and (subsetp-equal (simbolos-proposicionales (argl F))
(simbolos-proposicionales F))
(subsetp-equal (simbolos-proposicionales (arg2 F))
(simbolos-proposicionales F)))))

3.2 Semantica clasica

Presentamos en esta seccion la formalizacion de la seméntica clasica de la logica
proposicional. Se discute la representacion de las asignaciones y su utilizacion
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para determinar el valor de verdad de una férmula proposicional. También se
definen los conceptos de satisfacibilidad y validez, y se indica cémo son utilizados
en la formalizacién de teoremas en el sistema. Los eventos ACL2 que se presentan
en esta seccion se encuentran en el libro semantica.lisp.

3.2.1 Asignaciones

La légica proposicional clasica es bivaluada. Notaremos como B al conjunto
de los valores de verdad, B = {T,L}. Donde T y L representan los valores
cierto y falso. En la formalizacién utilizaremos las constantes *V* y *Fx* para
representar los valores de verdad. El valor de *V* es ’ (1) y el valor de *Fx es
>(0). Se han escogido estos valores para asegurar que el conjunto de simbolos
proposicionales y el conjunto de valores de verdad son disjuntos, aunque esta
propiedad no es necesaria para el desarrollo posterior. Definimos el predicado
es-valor-de-verdad para comprobar si un objeto v pertenece al conjunto B.
Asi, la expresién (es-valor-de-verdad v) sera cierta si y solo si se verifica la
propiedad v € B:

NEL

(defun es-valor-de-verdad (v)
(or (equal v *Vx)
(equal v *Fx*)))

Se podrian utilizar los valores de verdad del sistema, nil para falso y cualquier
cosa distinta de nil para verdadero. Esta opcién no ha sido considerada ya que
podria dar lugar a confusiones entre los valores de verdad de la logica y los del
sistema. Con nuestra eleccion los valores de verdad de la 16gica son independientes
de los del sistema y ademas, es mas facil ampliar la representaciéon cuando se
aumenta el numero de valores de verdad. También permite considerar otros
valores de verdad, sin més que cambiar el valor de las constantes *xV* y *Fx.

Definicién 3.8 Una asignacion sobre ¥, es una funcion o : ¥ — B. Notaremos
Vy al conjunto de todas las asignaciones sobre 3.

El valor de verdad de una férmula proposicional se determina a partir de los
valores de verdad de los simbolos proposicionales que en ella aparecen, utilizan-
do un conjunto de funciones asociadas a las conectivas logicas. Las asignaciones
establecen un valor de verdad concreto para cada simbolo proposicional. Para
representar las asignaciones utilizamos listas de asociacién, en las que se relacio-
nan los simbolos proposicionales con el valor de verdad asignado. Una restriccion
debida a esta representacion es que unicamente podemos expresar asignaciones
en las que s6lo un numero finito de simbolos proposicionales tienen un valor
explicitamente asignado. Llamamos asignaciones parciales a estas asignaciones.

Definicién 3.9 Una asignacion parcial sobre ¥, es una funcion parcial o : 3 ——
B, definida sobre un conjunto finito de elementos.
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Asi, la lista de asociacion ( (p . *F*) (q . *F*x) (r . *Vkx) (s . *V*) )
representa la asignacién parcial o, en la que o(p) = o(q) = Ly o(r) =o(s) = T.

A la hora de utilizar una asignacion parcial para determinar el valor de verdad
de una férmula, no siempre tendremos la seguridad de que todos los simbolos de
la férmula tengan un valor de verdad asociado en dicha asignacién. Por ello,
tendremos que extender la definicién de las asignaciones parciales, considerando
un valor de verdad por defecto para los simbolos sobre los que no estan definidas:

Definicién 3.10 Dada una asignacion parcial sobre 2, o : ¥ —— B, considerare-
mos la extension a una funcion total definida de la siguiente manera: ¢ : 3 — B,
tal que, dado x € X

o(x) sio estd definida sobre x
(z) = L en otro caso

Por tanto, para calcular el valor de verdad de un simbolo en la extension de
una asignacion parcial, basta con comprobar si dicho simbolo tiene asociado el
valor *V* en la asignacion parcial y, en caso contrario, su valor serd *F*. Este valor
es devuelto por la funcién valor-de-simbolo definida en . En lo sucesivo,
cuando hablemos de valor de verdad de un simbolo en una asignacién parcial
estaremos haciendo referencia al valor en la extension de dicha asignacion.

[ 24 ]

(defun valor-de-simbolo (x sigma)
(cond ((es-simbolo-proposicional x)
(let ((valor (cdr (assoc-equal x sigma))))
(if (es-valor-de-verdad valor)
valor
*F*)))
(t *F*)))

Hay que tener en cuenta que si un simbolo aparece en varias ocasiones en
una asignacion, el valor de verdad que se considera es el que proporciona la
primera ocurrencia del mismo. Por ejemplo, el valor de b en la asignacion parcial
( (a . *Vx) (b . *Fx) (b . *Vx) ) es *Fx. Ademas, si un simbolo no esta
asociado a un valor de verdad correcto, la asignacion no se considera definida
para dicho simbolo y por tanto su valor de verdad serd *F*. Por ejemplo, el valor
de c en la asignacion parcial ( (a . *V*) (c . t) ) es *xFx.

Definicién 3.11 Sea o una asignacion, x un simbolo proposicional y v un valor
de verdad, o[z /v] es la asignacién definida por:

olz/v](y) = { Z(m) Zjnyoifoxcaso

Este concepto se formaliza mediante la funciéon asume-valor:
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[15]

(defun asume-valor (x valor sigma)
(acons x valor sigma))

3.2.2 Funciones de verdad

Las funciones de verdad definen el comportamiento semantico de las conectivas
légicas. Estas funciones determinan el valor de verdad de una férmula compuesta
a partir de los valores de verdad de sus componentes.

Definicién 3.12 Para cada conectiva proposicional, =, N\, V, — y <, conside-
ramos las funciones de verdad F—, : B — B, y F\, Fy, F_.,Fo : BxB — B,
cuya definicion viene dada en las siguientes tablas:

XY [F R [ F. [ F.
X | F. T[T [T | T | T|T
T L Tl LT 1|1
LT L{T{L|T|T|L

IR I T IR e o B

La formalizacién de las funciones de verdad asociadas a las conectivas es la
siguiente:

(15

(defun funcion-de-verdad-de-negacion (i)
(if (equal i *Vx) *xFx *Vx))

(defun funcion-de-verdad-de-conjuncion (i j)
(if (equal i *Vx)
(if (equal j *Vx*) *Vx *Fx*)
*Fx%))

(defun funcion-de-verdad-de-disyuncion (i j)
(if (equal i *Vx)
EAVES
(if (equal j *Vx*) *Vx *Fx*)))

(defun funcion-de-verdad-de-implicacion (i j)
(if (equal i *Vx)
(if (equal j *Vx*) j *Fx)
*V*))

(defun funcion-de-verdad-de-equivalencia (i j)
(if (equal i *Vx)
(if (equal j *Vx*) *Vx *Fx*)
(if (equal j *Vx*) *Fx *Vx)))
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3.2.3 Valor de una férmula en una asignacién

Definicién 3.13 La valoracion asociada a una asignacion o es la funcién ¢ :
P(X) — B, tal que, dado F' € P(%):

1. Si F es atémica, 6(F) = o(F).
2. Si F es la féormula monaria -G, 6(F) = F-(6(Q)).

3. Si F es la férmula binaria Gy o G, ¢(F') = Fo(6(G1),5(G2)), donde o es

cualquier conectiva binaria.

En nuestra formalizacion definimos la funciéon valor, mostrada en , que
dados una férmula proposicional y una asignacion parcial, calcula el valor de
verdad de la féormula en la valoracion asociada a la extension de la asignacion
parcial. El nimero de conectivas de la féormula de partida, es la medida que
garantiza que esta funcién recursiva siempre termina. En lo sucesivo, cuando
hablemos del valor de verdad de una férmula en una asignacién, nos estaremos
refiriendo al valor de verdad de dicha férmula en la valoracién asociada.

[17]

(defun valor (F sigma)
(declare (xargs :measure (numero-conectivas F)))
(cond ((es-negacion F)
(funcion-de-verdad-de-negacion
(valor (argl F) sigma)))
((es-conjuncion F)
(funcion-de-verdad-de-conjuncion
(valor (argl F) sigma)
(valor (arg2 F) sigma)))
((es-disyuncion F)
(funcion-de-verdad-de-disyuncion
(valor (argl F) sigma)
(valor (arg2 F) sigma)))
((es-implicacion F)
(funcion-de-verdad-de-implicacion
(valor (argl F) sigma)
(valor (arg2 F) sigma)))
((es-equivalencia F)
(funcion-de-verdad-de-equivalencia
(valor (argl F) sigma)
(valor (arg2 F) sigma)))
(t (valor-de-simbolo F sigma))))
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Definicién 3.14 Una asignacién o es modelo de una férmula F, o |= F, si el
valor de verdad de F' en dicha asignacién es verdadero, 6(F) = T.

Este concepto es incorporado a nuestra formalizacién de la siguiente forma:

(15

(defun modelo (sigma F)
(equal (valor F sigma) *Vx))

Finalmente definimos el concepto de complementario, que relaciona una for-
mula con otra cuyo valor de verdad es el contrario que el de la primera.

Definicién 3.15 El complementario de una férmula F, que notaremos F, se
define de la siguiente forma: si F' = —G entonces F' = (G, en otro caso F' = = F.

La funcién que implementa este concepto es la siguiente:

(19

(defun complementario (F)
(if (es—negacion F)
(argl F)
(negacion F)))

La principal propiedad del complementario de una férmula es la que relaciona
su valor de verdad con el de la original:

Teorema 3.16 Dada una férmula F y una asignacién o, se tiene o |= F si y sélo
sio | F.

El siguiente evento formaliza esta propiedad:

(defthm modelo-complementario
(implies (es-proposicional F)
(iff (modelo sigma (complementario F))
(not (modelo sigma F)))))

3.2.4 Satisfacibilidad, validez y consecuencia légica

Definicién 3.17 Una formula F' es satisfacible si existe una asignacion o tal que
oEF.

La formalizacion de este concepto supone la bisqueda de una asignacién mo-
delo de la féormula de partida. Dado que el conjunto de asignaciones es infinito
(atin considerando tunicamente las asignaciones parciales), no podemos definir
una funcion que compruebe si existe una que sea modelo de una férmula. En su
lugar, cuando queramos utilizar como condicién de un teorema el hecho de que
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una férmula es satisfacible, utilizaremos la expresién (modelo SIGMA F), donde
SIGMA es una variable libre nueva. Asi, si SAT es una funcién que implemen-
ta un algoritmo para decidir la satisfacibilidad de una férmula, el resultado de
completitud para dicha funcién sera:

(defthm completitud-SAT
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo SIGMA F))
(SAT F)))

Este evento se interpreta de la siguiente forma: “Si F es una férmula proposi-
cional para la que existe SIGMA modelo de F, entonces la funcién SAT tiene éxito
al ser evaluada sobre F”.

Cuando la afirmacion sobre la satisfacibilidad de una férmula aparece como
conclusion de un resultado, tendremos que construir explicitamente una asigna-
ciéon modelo de dicha férmula. Esto ocurre con el resultado de correccién asociado
a la funcién SAT, donde se considera una funcién MOD que construye un modelo
de F.

(defthm correccion-SAT
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT F))
(modelo (MOD F) F)))

Definicién 3.18 Una formula F es valida, y lo notaremos |= F', si para cualquier
asignacion o se tiene que 6(F) = T.

En nuestra formalizaciéon tampoco podemos definir una funciéon que imple-
mente este concepto, ya que eso supondria trabajar con todas las asignaciones y
éste es un conjunto infinito. En su lugar, cuando queramos utilizar como conclu-
sién de un teorema el hecho de que una férmula es valida, usaremos de nuevo la
expresién (modelo SIGMA F), donde SIGMA es una variable libre nueva. Asi, si
DAT es una funcion que implementa un algoritmo para decidir la validez de una
formula, el teorema de correccion de dicha funcién es el siguiente:

(defthm correccion-DAT
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT F))
(modelo SIGMA F)))

Puesto que el sistema interpreta los teoremas cuantificando universalmente
las variables libres, el evento anterior se interpreta de la siguiente forma: “Si la
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funcién DAT tiene éxito al ser evaluada sobre una férmula F, entonces para toda
asignacion SIGMA, SIGMA es modelo de F”.

La formalizaciéon no es tan simple cuando la afirmacién sobre la validez de
una férmula aparece entre las hipotesis del teorema. Este es el caso del teorema
de completitud asociado a la funcién DAT que afirma lo siguiente:

(Vo : (modelo o F)) = (DAT F)

Este resultado no se puede expresar tal cual en el sistema, debido a la cuan-
tificacion universal que hay en el antecedente. Normalmente, modificamos esta
formulacién hasta conseguir otra equivalente en la que no aparezcan cuantifica-
ciones en el antecedente:

(Vo : (modelo o F)) = (DAT F)
— —(VYo : (modelo o F))V (DAT F)
< do,—(modelo o F) V (DAT F)
< == (DAT F) V do,—(modelo o F)
— =(DAT F) = do,—(modelo o F)

rti11

Esta tultima expresion se puede formalizar como sigue:

(defthm completitud-DAT
(implies (and (es-proposicional F)
(not (DAT F)))
(not (modelo (contramodelo-DAT F)))))

donde la funcién contramodelo-DAT proporciona una asignacion que, en las con-
diciones del resultado, no es modelo de la férmula F.

Definicién 3.19 Una férmula F es consecuencia ldgica de las formulas
Hi,...,H,, y lo notaremos Hy,... ,H, = F, si para toda asignacién o que sea
modelo de todas las formulas H;, o es modelo de F'.

De nuevo se trata de un concepto que no podemos definir en nuestra forma-
lizacion, en su lugar utilizaremos expresiones relativas a la funcién modelo. Asi,
si CONSEC es una funcién que implementa un procedimiento para decidir si una
formula F es consecuencia logica de una lista de férmulas lista-H, el teorema de
correccién de dicha funcién es el siguiente:

(defthm correccion-CONSEC
(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(CONSEC lista-H F)
(modelo-lista SIGMA lista-H))
(modelo SIGMA F)))




3.2. Semantica clasica 53

donde lista-formulas es una funcién que comprueba si su argumento es una
lista de férmulas proposicionales y modelo-lista es una funcién que comprueba
si una asignacién es modelo de todos los elementos de una lista.

Este evento se interpreta de la siguiente forma: “Si la funcién CONSEC tiene
éxito al ser evaluada sobre la lista de férmulas 1ista-H y la férmula F, entonces
para toda asignacion SIGMA que sea modelo de todos los elementos de lista-H,
SIGMA es modelo de F”.

Para expresar el resultado de completitud asociado a la funciéon CONSEC, se
utiliza una formulacion similar al del resultado de completitud de una funcién
para decidir la validez: “Si la funcién CONSEC no tiene éxito al ser evaluada sobre
una lista de féormulas 1ista-H y una férmula F, entonces existe una asignacién
que siendo modelo de todos los elementos de lista-H, no es modelo de F”. La
funcién contramodelo-CONSEC proporciona dicha asignacion:

(defthm completitud-CONSEC
(implies
(and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(not (CONSEC lista-H F)))
(and (modelo-lista (contramodelo-CONSEC lista-H F) lista-H)
(not (modelo (contramodelo-CONSEC lista-H F) F)))))

Definicién 3.20 Dos formulas Fy y F» son Iégicamente equivalentes, y lo nota-
remos F| = F5y, si tienen el mismo valor de verdad en cualquier asignacion.

Este concepto tampoco se puede definir en nuestra formalizacion, en su lugar
usaremos la expresion: (equal (valor F1 SIGMA) (valor F2 SIGMA)). Asi, si
FN es un procedimiento para calcular cierto tipo de formas normales, el evento que
afirma que dicho procedimiento mantiene la equivalencia légica sera el siguiente:

(defthm equivalencia-logica-FN
(implies (es-proposicional F)
(equal (valor (FN F) SIGMA)
(valor F SIGMA))))
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3.3 Semantica de Kleene

En determinadas ocasiones se puede determinar si una férmula es cierta o falsa,
aun cuando se desconoce el valor de verdad de sus componentes. Por ejemplo,
para afirmar que la formula p V ¢ es cierta en una asignacién, basta con saber
que una de sus componentes es cierta. Este tipo de situaciones es el que se
formaliza con la seméntica de Kleene, en la que se consideran los valores de
verdad de la semantica cldsica junto con un tercer valor que se interpreta como
“indeterminado” o “desconocido”.

En esta seccién presentamos la formalizacion de una seméntica de la logica
proposicional basada en la légica trivalorada fuerte de Kleene [45]. Siguiendo
un desarrollo similar al de la seccién anterior se presentan los conceptos de K-
asignacion, funciones de verdad de las conectivas, K-satisfacibilidad, K-validez,
consecuencia K-légica y equivalencia K-16gica. Los eventos ACL2 que se presen-
tan en esta secciéon se encuentran en el libro semantica-K.1lisp.

3.3.1 K-asignaciones

La logica trivalorada fuerte de Kleene utiliza los valores de verdad clasicos, T
y L, interpretados como cierto y falso y un tercer valor, I, que se interpreta
como “indeterminado” o “desconocido”. Asi, si el valor de una férmula en una
asignacion es I, entonces no se tiene suficiente informacion para decidir si es
verdadera o falsa. Teniendo en cuenta este hecho, llamaremos valores de verdad
a los valores T y L y valor indeterminado a T. Notaremos como K al conjunto
formado por los tres valores: K= {T,L, T} =BU{TL}.

Al igual que en la semantica clasica utilizamos las constantes *V* y *Fx* para
representar los valores de verdad T y L. El valor indeterminado esta representado
por nil. De esta forma sélo habra que modificar ligeramente los eventos que

describen la seméantica clasica para obtener los correspondientes de la semantica
de Kleene.

Definicién 3.21 Una K-asignacion sobre ¥ es una funcién o : ¥ — K.

Al igual que para la seméntica clasica, utilizaremos listas de asociacién pa-
ra representar las K-asignaciones. Con esta representacion sélo se pueden ex-
presar asignaciones en las que un numero finito de simbolos tienen un valor
explicitamente asignado, asi que tendremos que extenderlas definiendo su com-
portamiento cuando el valor no esté proporcionado de forma explicita. El valor
por defecto serd L. De esta forma, para representar una K-asignacion basta con
indicar los simbolos que tienen asignado un valor distinto de I, con la limitacion
de que ha de ser un nimero finito. Es decir, la representacién de una K-asignacion
serd una asignacién parcial (ver 3.9) extendida para asignar el valor T a todos
los simbolos que no estén en su dominio.
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Definicién 3.22 Dada una asignacion parcial sobre ¥, o : ¥ — B, considera-
remos la K-asignacion definida de la siguiente manera: o : ¥ — K, tal que,

dadox € ¥
() = o(x) sio estd definida sobre x
K L en otro caso

Por tanto, para calcular el valor de un simbolo en la K-asignacion obtenida
segun la definicién anterior, comprobamos si dicho simbolo tiene asociado un valor
de verdad en la asignacién parcial y, en caso contrario, su valor sera nil. Una
version ligeramente modificada de la funciéon valor-de-simbolo nos proporciona
este valor:

[21]

(defun valor-de-simbolo-K (x sigma)
(cond ((es-simbolo-proposicional x)
(let ((valor (cdr (assoc-equal x sigma))))
(if (es-valor-de-verdad valor)
valor
nil)))
(t nil)))

Con respecto a esta funcién y la representacion de las asignaciones se tienen
las mismas caracteristicas que en la seméntica clasica. El valor de un simbolo b
sera el que proporciona el primer par (b . v) que aparezca en la asignacion y si
un simbolo no estéd asociado a un valor de verdad (*V* o *F*) correcto entonces
el valor de dicho simbolo en la asignacién es nil.

La forma de construir una nueva K-asignacién a partir de otra, cambiando el
valor asignado para un simbolo, es igual que en la semantica clasica:

Definicién 3.23 Sea o una K-asignacion, x un simbolo proposicional y v un
valor de K, o[z /v] es la asignacion definida por:

olz/v](y) = { Z(x) Zjnyojfoxcaso

Este concepto se formaliza mediante la funcién asume-valor presentada en

73],
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3.3.2 Funciones de verdad en K

La definicion de las funciones de verdad de las conectivas logicas en la semantica
de Kleene, es una extension de las funciones de verdad para la semantica clasica.
En esta extension, en determinadas ocasiones, es posible determinar un valor
de verdad para una férmula ain cuando los valores de verdad de alguna de sus
componentes es indeterminado.

Definicién 3.24 Para cada conectiva proposicional, =, A\, V, — y <, considera-
mos las funciones de verdad en K: K : K — K, y A, Ly, K, KL KX K —
K, cuya definicion viene dada en las siguientes tablas:

H b |
H = [

HHHE -~ |
HEAHF A HE A<
HEFHFEFEFHEAS
HHAHEF A A48
HH A~ == H 0
HHHHAEFHE AT

La formalizacién de las funciones de verdad en la seméntica de Kleene es la
siguiente:

[22]

(defun funcion-de-verdad-de-negacion-K (i)
(cond ((equal i *Fx*) *Vx*)
((equal i *V*) *Fx*)
(t nil)))

(defun funcion-de-verdad-de-conjuncion-K (i j)
(cond ((equal i *Fx) *Fx)
((equal i *Vx*) j)
(t (cond ((equal j *Fx) *Fx)
(t nil)))))

(defun funcion-de-verdad-de-disyuncion-K (i j)
(cond ((equal i *F*) j)
((equal i *Vx*) *Vx*)
(t (cond ((equal j *Vx*) *Vx)
(t nil)))))




3.3. Semantica de Kleene 57

27

(defun funcion-de-verdad-de-implicacion-K (i j)
(cond ((equal i *Fx) *Vx)
((equal i *Vx) j)
(t (cond ((equal j *Vx*) *Vx)
(t nil)))))

(defun funcion-de-verdad-de-equivalencia-K (i j)
(cond ((equal i *Fx*) (cond ((equal j *Fx) x*Vx*)
((equal j *Vx) *Fx*)

(t nil)))
((equal i *Vx) (cond ((equal j *F*) *Fx)
((equal j *Vx) *Vx)

(t nil)))

(t nil)))

3.3.3 Valor de una férmula en una K-asignacién

El valor de una férmula en una K-asignaciéon se determina a partir de los valores
de los simbolos proposicionales que en ella aparecen, utilizando las funciones de
verdad en K:

Definicién 3.25 La K-valoracion asociada a una K-asignacion o es la funcién
ok : P(X) — K, tal que, dado F € P(X):

1. Si F es atémica, ox(F) = o(F).
2. Si F es la férmula monaria =G, oy (F) = K. (o (G)).

3. Si F' es la formula binaria Gy o Gy, x(F) = Ko(6x(G1), 0x(G2)), donde o

es cualquier conectiva binaria.

Para calcular el valor de una formula en una K-asignacion utilizamos la funcién
valor-K, cuya definicién es igual a la correspondiente para la légica proposicional,
definida en , salvo que se utilizan las funciones de verdad en K presentadas
en [22], y la funcién que determina el valor de un simbolo en una K-asignacion,
definida en [21]. En lo sucesivo, cuando hablemos del valor de una férmula en
una K-asignacion estaremos haciendo referencia al valor de dicha féormula en la
valoracion asociada a la K-asignacion.

Definicién 3.26 Dada una K-asignacion o y una formula F, diremos que
1. 0 esmodelo de F, o =g F, si el valor de F en o es T.

2. 0 es no-modelo de F, o [£x F, si el valor de F en o es L.
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La formalizacion de estos conceptos es la siguiente:

23
(defun modelo-K (sigma F)

(equal (valor-K F sigma) *Vx))

(defun no-modelo-K (sigma F)
(equal (valor-K F sigma) *Fx*))

En la semantica clasica es suficiente con definir el concepto de modelo, ya
que el concepto de no-modelo es la negacion del primero. No ocurre esto en la
semantica de Kleene puesto que hay tres valores de verdad. Asi, el concepto de
contramodelo en la semantica cldsica se corresponde con el de no—modelo en la
semantica de Kleene.

3.3.4 Satisfacibilidad, validez y consecuencia légica en K

Definicién 3.27 Una formula F' es satisfacible en K o K-satisfacible, si existe
una K-asignacion o tal que o = F.

Aligual que ocurre en la semantica clasica, no podemos definir una funcién que
implemente este concepto, ni ninguno de los de esta seccién, pues eso supondria
trabajar con todas las K-asignaciones, y éste es un conjunto infinito. Analicemos
pues cémo son incorporados estos conceptos a los teoremas en la formalizacion.
Con respecto a la satisfacibilidad en K, las observaciones son las mimas que en el
caso de la semantica clasica. Asi, los resultados de correccion y completitud para
una funcién SAT que implementa un algoritmo para decidir la K-satisfacibilidad
de una férmula son:

(defthm correccion-SAT
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT F))
(modelo-K (MOD F) F)))

(defthm completitud-SAT
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo-K sigma F))
(SAT F)))

donde MOD es una funcién que proporciona un modelo en K de la formula F.

Definicién 3.28 Una formula F' es valida en K o K-vélida, si para toda K-
asignacion o, el valor de F en o es T o L.
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Obsérvese que el concepto de férmula K-valida no se define de igual forma
que en la semantica clasica. Esto se debe a que para cualquier formula F' siempre
existen K-asignaciones que no son modelo en K de F. De hecho la K-asignacion
definida de forma que el valor de cualquier simbolo es indeterminado, no es modelo
en K de ninguna férmula. Una formulacién equivalente del concepto de K-validez
es la siguiente: una féormula F' es K-vélida si no existen K-asignaciones que sean
no—modelo de F'. De hecho, la semantica de Kleene con este concepto de validez es
homomoérfica a la semantica clésica, es decir, tiene el mismo conjunto de férmulas
vélidas ([9] pg 74).

Si DAT es una funcién que implementa un algoritmo para decidir la K-validez
de una férmula, entonces los resultados de correccion y completitud para dicha
funcién son:

(defthm correccion-DAT
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT F)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-DAT
(implies (and (es-proposicional F)
(not (DAT F)))
(no-modelo-K (contramodelo-DAT F))))

En el resultado de correccion se ha anadido la hipotesis (valor-K F sigma)
para asegurar que la K-asignacién sigma no deja indeterminada a la féormula F.
De esta forma, si se verifica (DAT F) entonces, para toda K-asignacién sigma, el
valor de F en sigma es nil o *Vx. La funciéon contramodelo-DAT del teorema
de completitud proporciona una K-asignaciéon en la que F' es falsa, de ahi que se
utilice la funciéon no-modelo-K en la conclusion.

Definicién 3.29 Una férmula F' es consecuencia légica en K o consecuencia
K-Iégica de las formulas Hy, ... , H,, y lo notaremos Hy, ... ,H, Ex F, si para
toda K-asignacion o que sea modelo en K de todas las formulas H;, el valor de
FenoesTol.

Al igual que con el concepto de K-validez, el de consecuencia K-légica no se
define como el correspondiente para la semantica clasica. La razén es la misma,
en determinados casos no se puede afirmar que toda K-asignacién que sea modelo
en K de las hipotesis, hace cierta la conclusion. Por ejemplo, esto ocurre cuando la
conclusion es una férmula K-valida y no hay hipdtesis. Si CONSEC es una funciéon
que implementa un procedimiento para decidir si una férmula F es consecuencia
logica en K de una lista de férmulas lista-H, los resultados de correccion y
completitud para CONSEC son:
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(defthm correccion-CONSEC
(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(CONSEC lista-H F)
(modelo-lista-K sigma lista-H)
(valor-K F sigma))
(modelo-K SIGMA F)))

(defthm completitud-CONSEC
(implies
(and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(not (CONSEC lista-H F)))
(and (modelo-lista-K (contramodelo-CONSEC lista-H F) lista-H)
(no-modelo-K (contramodelo-CONSEC lista-H F) F))))

En el resultado de correccion se ha anadido la hipdtesis (valor-K F sigma)
para asegurar que la K-asignacién sigma no deja la féormula F indeterminada. La
funcion contramodelo-CONSEC del teorema de completitud, proporciona una K-
asignacion que es modelo en K de todas las formulas de 1ista-H, pero hace falsa
a F. En ambos eventos se utiliza la funcién lista-formulas, que comprueba
si su argumento es una lista féormulas proposicionales, y modelo-lista-K, que
comprueba si una K-asignacion es modelo en K de todas las férmulas de una
lista.

Definicién 3.30 Dos formulas Fy y Fy son logicamente equivalentes en K, y o
notaremos Fy =g F5, si tienen el mismo valor en cualquier K-asignacion.

Si FN es un procedimiento para calcular cierto tipo de formas normales, el
evento que afirma que dicho procedimiento mantiene la equivalencia logica en K
es el siguiente:

(defthm equivalencia-logica-FN
(implies (es-proposicional F)
(equal (valor-K (FN F) SIGMA)
(valor-K F SIGMA))))

3.4 Tablas de verdad

En esta seccion se definen funciones que implementan algoritmos para decidir la
satisfacibilidad y la validez de una féormula proposicional, basados en tablas de
verdad. Con las tablas de verdad se analiza el valor de verdad de una férmula,
con respecto a las asignaciones parciales que estan definidas inicamente para los
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simbolos que en ella aparecen. A estas asignaciones las llamaremos asignaciones
relevantes. Una férmula serd satisfacible si y sélo si una de sus asignaciones
relevantes es modelo de ella, y sera valida si y sélo si todas sus asignaciones
relevantes son modelo de ella. Estos resultados son formalizados y demostrados
en el sistema. Las definiciones y teoremas que se presentan en las tres primeras
subsecciones se encuentran en el libro tablas-de-verdad.lisp, el desarrollo del
método de las tablas de verdad en la seméantica de Kleene se encuentra en el libro
tablas-de-verdad-K.lisp.

3.4.1 Asignaciones relevantes de una formula

Definicién 3.31 Dado un conjunto finito de simbolos, V' C ¥, la familia de sus
asignaciones parciales es A(V) = {o : V — B}

Para construir la familia de las asignaciones parciales de una lista de simbolos,
procedemos recursivamente sobre dicha lista. En cada paso, anadimos las liga-
duras de un nuevo simbolo con un valor de verdad, a la familia de asignaciones
conseguida en el paso anterior.

[ 24 ]

(defun asignaciones (Xs)
(if (endp Xs)
(list nil)
(let ((sigma-1st (asignaciones (cdr Xs))))
(append (asume-valor-lista (car Xs) *F* sigma-1lst)
(asume-valor-lista (car Xs) *V*x sigma-1st)))))

(defun asume-valor-lista (x v sigma-1lst)
(if (endp sigma-1lst)
nil
(cons (asume-valor x v (car sigma-1lst))
(asume-valor-lista x v (cdr sigma-1st)))))

Definicién 3.32 Dada una férmula F' € P(X), la familia de sus asignaciones
relevantes es Ar(F) = A(Var(F))

La familia de las asignaciones relevantes de una férmula se construye a partir
de la lista de simbolos de dicha féormula. Para definir este concepto utilizamos la
funciéon asignaciones sobre la lista de simbolos de la férmula obtenida con la
funcién simbolos-proposicionales, definida en [11].

(2]

(defun asignaciones-formula (F)
(asignaciones (simbolos-proposicionales F)))
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Definicién 3.33 Dado un conjunto de simbolos, V' C ¥, y una asignacion o,
la asignacion relevante de V' inducida por o es la funcién oy : V — B tal que
oy(xz) = o(x) para todo x € V.

La funcién asignacion-inducida construye la asignacion relevante de un
conjunto de simbolos inducida por una asignacion:

(25

(defun asignacion-inducida (Xs sigma)
(if (endp Xs)
nil
(asume-valor (car Xs)
(valor-de-simbolo (car Xs) sigma)
(asignacion-inducida (cdr Xs) sigma))))

El siguiente teorema establece un par de propiedades importantes de la asig-
nacién inducida:

Teorema 3.34 Dado un conjunto de simbolos, V' C 3| y una asignacion o, se
verifican:

1. oy € A(V)
2. Para toda férmula F' tal que Var(F) CV se verifica 6(F) = 6y (F).

La primera parte de este resultado se obtiene facilmente a partir de la defini-
cion de oy. La segunda parte se debe a que el valor de verdad de una férmula se
determina a partir de los valores de verdad de los simbolos que en ella aparecen,
utilizando las funciones de verdad asociadas a las conectivas. Como Var(F) CV
entonces o y oy asignan el mismo valor de verdad a todos los simbolos de F'y
por tanto, el valor de verdad de F' en ambas asignaciones es el mismo.

Los siguientes eventos formalizan el teorema anterior:

(27

(defthm asignacion-inducida-es-asignacion
(member-equal (asignacion-inducida Xs sigma)
(asignaciones Xs)))

(defthm asignacion-inducida-equivale-a-la-original
(implies (subsetp-equal (simbolos-proposicionales F) Xs)
(equal (valor F (asignacion-inducida Xs sigma))
(valor F sigma))))
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3.4.2 Decision de validez basada en tablas de verdad

La validez de una férmula se puede decidir comprobando que todas sus asigna-
ciones relevantes son modelo de ella. Si se encuentra una en la que la férmula sea
falsa, entonces se puede afirmar que la féormula no es vélida.

Definicién 3.35 Una formula F' es valida en una familia de asignaciones A si
para toda o € A se tiene o |= F.

Definimos este concepto para familias finitas de asignaciones:

[25]

(defun valida-en-asignaciones (F sigma-1lst)
(if (endp sigma-1lst)
t
(and (modelo (car sigma-1lst) F)
(valida-en-asignaciones F (cdr sigma-1st)))))

Algoritmo 3.36 (TTAUT},) Dada una férmula F € P(X), TAUT;,(F) est siy
sélo si F' es valida en la familia de asignaciones Ag(F'). En caso contrario el valor
de TAUT,(F) es f.

Este algoritmo estd implementado por la siguiente funcién:

29
(defun TAUT-tablas-de-verdad (F)

(valida-en-asignaciones F (asignaciones-formula F)))

Obsérvese que, tanto en la descripcion del algoritmo como en los enunciados de
las propiedades relacionadas con él, utilizamos los simbolos t y f para representar,
respectivamente, los valores cierto y falso del sistema en el que se implementa
dicho algoritmo. En nuestra formalizacion t representa el valor t y f el valor nil.
Esta notacién es utilizada en los restantes algoritmos que se presentan en esta
memoria.

3.4.2.1 Correccion del algoritmo
Teorema 3.37 Dada una formula F, si TAUT,,(F') =t entonces F' es vilida.

Demostracion:

Sean una férmula F' tal que TAUT,,(F) = t y una asignacién o. Por el
teorema 3.34 se tiene oye.p) € A(Var(F)) = Ag(F), luego overm)(F) = T
pues TAUT,(F') = t. Por otro lado el teorema 3.34 también afirma que ¢(F') =
varr)(F), luego o = F.

Por tanto, para cualquier asignacién o se tiene o = F'y de aqui que F sea
valida.

O
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Este resultado se formaliza como se indico en la seccidon 3.2.4:

(50

(defthm correccion-TAUT-tablas-de-verdad
(implies (and (es-proposicional F)
(TAUT-tablas-de-verdad F))
(modelo sigma F)))

La prueba de este resultado se obtiene a partir de los eventos establecidos en

El

3.4.2.2 Completitud del algoritmo
Teorema 3.38 Dada una férmula F', si TAUT,,(F') = f entonces F' no es valida.

Demostracién:
Sea I una férmula tal que TAUT,,(F) = f entonces existe una asignacién
o € Ag(F) tal que o = F. Luego F' no es vélida.
O

La demostracién del teorema consiste en encontrar una asignacion relevan-
te de la formula F que no sea modelo de ella. Esto es lo que hace la funciéon
NO-MOD-tablas-de-verdad. Para obtener dicha asignacién se utiliza la funcion
primer-contramodelo que devuelve la primera asignacién de una lista que no es
modelo de una férmula:

31
(defun NO-MOD-tablas-de-verdad (F)

(primer-contramodelo F (asignaciones-formula F)))

(defun primer-contramodelo (F sigma-1lst)
(if (endp sigma-1lst)
nil
(if (not (modelo (car sigma-1lst) F))
(car sigma-1lst)
(primer-contramodelo F (cdr sigma-1st)))))

El teorema de completitud se formaliza siguiendo las indicaciones de la seccion
3.2.4:

32
(defthm completitud-TAUT-tablas-de-verdad

(implies (and (es-proposicional F)
(not (TAUT-tablas-de-verdad F)))
(not (modelo (NO-MOD-tablas-de-verdad F) F))))




3.4. Tablas de verdad 65

3.4.3 Decisiéon de satisfacibilidad basada en tablas de
verdad

El algoritmo que decide la satisfacibilidad de una férmula basado en las tablas

de verdad, calcula el valor de verdad de la férmula en todas y cada una de sus

asignaciones relevantes. Si encuentra una en la que la férmula sea cierta, entonces
se puede afirmar que la férmula es satisfacible.

Definicién 3.39 Una férmula F' es satisfacible en una familia de asignaciones A
sidoe Ao =F.

Este concepto se define facilmente para familias finitas de asignaciones:

[57]

(defun satisfacible-en-asignaciones (F sigma-1lst)
(if (endp sigma-1lst)
nil
(or (modelo (car sigma-1lst) F)
(satisfacible-en-asignaciones F (cdr sigma-1st)))))

Algoritmo 3.40 (SAT},) Dada una férmula F' € P(X), SAT:,(F) es t si y sélo
si I es satisfacible en la familia de asignaciones Ag(F'). En caso contrario el valor
de SAT,(F) es f.

Este algoritmo esta implementado por la siguiente funcion:

34
(defun SAT-tablas-de-verdad (F)

(satisfacible-en-asignaciones F (asignaciones-formula F)))

3.4.3.1 Correccion del algoritmo
Teorema 3.41 Dada una férmula F', si SAT,(F') = t entonces F' es satisfacible.

El resultado de correccion de la funcion que implementa el algoritmo tiene la
siguiente forma (ver 3.2.4):

[57]

(defthm correccion-SAT-tablas-de-verdad
(implies (and (es-satisfacible F)
(SAT-tablas-de-verdad F))
(modelo (MOD-tablas-de-verdad F) F)))

Donde MOD-tablas-de-verdad proporciona la primera asignaciéon del conjun-
to Ar(F') que es modelo de F'. La funcién MOD-tablas-de-verdad se ha definido
a partir de la funciéon primer-modelo, que devuelve la primera asignacion de una
lista que es modelo de una férmula:
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36
(defun MOD-tablas-de-verdad (F)

(primer-modelo F (asignaciones-formula F)))

(defun primer-modelo (F sigma-lst)
(if (endp sigma-1lst)
nil
(if (modelo (car sigma-1st) F)
(car sigma-1st)
(primer-modelo F (cdr sigma-1st)))))

3.4.3.2 Completitud del algoritmo
Teorema 3.42 Dada una férmula F', si F' es satisfacible entonces SAT,(F) = t.

Demostracion:

Puesto que F es satisfacible, existe una asignacion o tal que o = F. Por el teo-
rema 3.34 se tienen oyor(ry € A(Var(F)) = Ag(F) y ovar(r)(F) = 6(F). Luego
F' es satisfacible en la familia de asignaciones Ag(F), y de aqui SAT,(F) = t.

O

El resultado de completitud de la funciéon que implementa el algoritmo tiene
la siguiente forma (ver 3.2.4):

(37

(defthm completitud-SAT-tablas-de-verdad
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo sigma F))
(SAT-tablas-de-verdad F)))

La prueba de este resultado se obtiene a partir de los eventos establecidos en

Edl

3.4.4 Tablas de verdad en K

El método de las tablas de verdad en la semantica de Kleene se basa en la misma
idea que en la semantica clasica: basta con analizar el valor de una féormula en
sus asignaciones relevantes para determinar su validez o su satisfacibilidad en K.

Para la formalizacién de este método también se considera la familia de las
asignaciones relevantes de una férmula tal y como se definié en 3.32. Estas
asignaciones no dejan indeterminada a la férmula a partir de la que se construyen.

Teorema 3.43 Dada una férmula F' y una asignacion parcial o € Ag(F) enton-
ces o (F) # T.
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La prueba de este teorema se debe a que las asignaciones relevantes asociadas
a una féormula, asignan valores de verdad a todos los simbolos que en ella aparecen
y las funciones de verdad de las conectivas, no generan indeterminaciones a partir
de valores de verdad. La formalizacién es la siguiente:

(55

(defthm asignaciones-asigna-valor-K
(implies (and (es-proposicional F)
(member-equal sigma (asignaciones-formula F)))
(valor-K F sigma)))

Definicién 3.44 Dado un conjunto de simbolos, V' C ¥ y una K-asignacion o,
la asignacion relevante de V' inducida por o es la funcion oy : V — B tal que:

(z) = 1 sio(x) =T
VA= o(x) en otro caso

La principal diferencia con el concepto de asignacion inducida en la seméantica
clasica, es que en este caso la K-asignacién puede no asignar un valor de verdad a
todos los elementos de V. Para construir una asignacién parcial definida en V' se
asigna el valor L a todos los simbolos que la K-asignacion deja indeterminados.
La funcién asigna-inducida-K construye esta asignacién relevante:

[39]

(defun asignacion-inducida-K (Xs sigma)
(if (endp Xs)
nil
(if (valor-de-simbolo (car Xs) sigma)
(asume-valor (car Xs)
(valor-de-simbolo-K (car Xs) sigma)
(asignacion-inducida-K (cdr Xs) sigma))
(asume-valor (car Xs) *Fx
(asignacion-inducida-K (cdr Xs) sigma)))))

El siguiente teorema establece las principales propiedades de la asignacion
inducida:

Teorema 3.45 Dado un conjunto de simbolos, V' C ¥, y una K-asignacion o, se
verifican:

1. oy € A(V)

2. Dada una férmula F tal que Var(F) CV y x(F) # I, entonces F' tiene
el mismo valor en o y en oy .
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La demostracién de este teorema se obtiene de forma similar a la del teorema
3.34 para la semantica clasica. Su formalizacién es la siguiente:

[ 40

(defthm asignacion-inducida-K-es-asignacion
(member-equal (asignacion-inducida-K Xs sigma)
(asignaciones Xs)))

(defthm asignacion-inducida-K-equivale-a-la-original
(implies (and (subsetp-equal (simbolos-proposicionales F) Xs)
(valor-K F sigma))
(equal (valor-K F (asignacion-inducida-K Xs sigma))
(valor-K F sigma))))

3.4.4.1 Decision de K-validez basada en tablas de verdad

Al igual que en el caso de la seméntica clasica, la K-validez de una férmula se
determina comprobando que dicha férmula es cierta en todas sus asignaciones
relevantes. La funciéon que implementa el algoritmo de decisién de K-validez es
la siguiente:

41
(defun TAUT-tablas-de-verdad-K (F)

(valida-en-asignaciones-K F (asignaciones-formula F)))

donde valida-en-asignaciones-K es una funcién que comprueba si todas las
K-asignaciones de una lista son modelo de una férmula. Su definicién es similar a
la de valida-en-asignaciones presentada en salvo que se utiliza la funcién
modelo-K para comprobar que las K-asignaciones son modelo de la férmula.

Los resultados de correccion y completitud para esta funcion tienen la forma
indicada en la seccion 3.3.4:

[42]

(defthm correccion-TAUT-tablas-de-verdad-K
(implies (and (es-proposicional F)
(TAUT-tablas-de-verdad-K F)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-TAUT-tablas-de-verdad-K
(implies (and (es-proposicional F)
(not (TAUT-tablas-de-verdad-X F)))
(no-modelo-K (NO-MOD-tablas-de-verdad-K F) F)))

donde la funciéon NO-MOD-tablas-de-verdad-K devuelve la primera asignacion
relevante de una féormula que es no—modelo de ella.
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3.4.4.2 Decision de K-satisfacibilidad basada en tablas de verdad

La K-satisfacibilidad de una féormula se determina comprobando que dicha for-
mula es cierta en alguna de sus asignaciones relevantes. La funcién que imple-
menta el algoritmo de decision de K-satisfacibilidad es la siguiente:

43
(defun SAT-tablas-de-verdad-K (F)
(satisfacible-en-asignaciones-K F (asignaciones-formula F)))

donde la funcién satisfacible-en-asignaciones-K comprueba si una férmula
es cierta en alguna de las K-asignaciones de una lista. La definicién de esta
funcién es similar a la de satisfacible-en-asignaciones presentada en
salvo que se utiliza la funcién modelo-K en lugar de modelo.

Los resultados de correccion y completitud para esta funcion son los siguientes:

[ 44 ]

(defthm correccion-SAT-tablas-de-verdad-K
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-tablas-de-verdad-K F))
(modelo-K (MOD-tablas-de-verdad-K F) F)))

(defthm completitud-SAT-tablas-de-verdad-K
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo-K sigma F))
(SAT-tablas-de-verdad-K F)))

donde la funcién MOD-tablas-de-verdad-K devuelve la primera asignacion rele-
vante de una formula que es modelo de ella.

3.5 Ejemplos

En esta seccion explicamos como se utilizan los procedimientos de decision desa-
rrollados en este capitulo, evaludandolos sobre las 17 primeras férmulas de Pelletier
[63]. Antes de realizar cualquier evaluacién, conviene compilar los ficheros que
contienen el codigo. De esta forma los tiempos de respuesta obtenidos son meno-
res. Una forma de hacer esto es certificando los libros ACL2. Una vez hecho esto,
ponemos en funcionamiento el sistema, evaluando la orden acl2 en el directorio
3-logica:
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../calculos-proposicionales/3-logica> acl2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/3-logica".

ACL2 !>

A continacién incluimos el libro que contiene los procedimientos de decision
basados en tablas de verdad. Los libros de los que éste depende son incluidos
automaticamente por el sistema:

ACL2 !>(include-book "tablas-de-verdad")

La familia de ejemplos que presentamos esta formada por las 17 primeras
férmulas de Pelletier [63]. Esta familia estd definida en el libro pelletier.lisp
del directorio 0O-ejemplos. Cada una de las férmulas estd almacenada en una
constante *pelletier-n*, para los valores de n de 1 a 17:

ACL2 !'>(include-book "../O-ejemplos/pelletier")

AéiQ I>*pelletier-9%
(>l & & (/PQ (/ -P) Q) (/P (-Q))
-« P =)

Se puede comprobar que cada una de estas férmulas es valida evaluando sobre
ellas la funcién TAUT-tablas-de-verdad:

ACL2 !>(TAUT-tablas-de-verdad *pelletier-9%)
T

Para evaluar todas las férmulas de la familia, obteniendo informacién sobre el
tiempo de evaluacién, hemos definido la funcién evalua-ejemplos. Esta funcién
no puede ser utilizada en ACL2 puesto que no es completamente aplicativa. Para
utilizarla, usamos el comando (value :q) para salir del entorno ACL2 y pasar al
Common Lisp en el que estd desarrollado!, y cargamos el archivo ejemplos.lisp
que se encuentra en el directorio O-ejemplos. La funciéon evalua-ejemplos
recibe como primer argumento el nombre del procedimiento de decisicién que se
quiere utilizar, y como segundo argumento una lista en la que estdn almacenados
los ejemplos que se quieren evaluar. En este caso hemos definido la constante
*pelletier* que contiene dicha lista:

1Se puede volver al entorno ACL2 evaluando (1p).



3.5. Ejemplos 71

ACL2 !'>(value :q)
Exiting the ACL2 read-eval-print loop. To re-enter, execute (LP).
ACL2>(load "../0-ejemplos/ejemplos.lisp")

Loading ../0O-ejemplos/ejemplos.lisp
Finished loading ../0-ejemplos/ejemplos.lisp
T

ACL2>(evalua-ejemplos ’TAUT-tablas-de-verdad *pelletierx)

+ + +
| Férmula | Tiempo |
e Fom +
Il 1) (p > q <> (-q => -p) I 0.000 |
| 2) (=(-p) <-> p) I 0.000 |
| 3 -(p >q -> (q ->p) I 0.000 |
| 4) (-p > q@) <> (-q > p) I 0.000 |
I 8 (pl g > @I ->@EI (@-—>r) | 0.000 |
I 6 (p | -p) I 0.000 |
7 (| -(-C-p))) I 0.000 |
| 8) ((p ->q9) ->p) —>p I 0.000 |
I L I
+ + +

Estas férmulas son muy simples y el tiempo de evaluacién es practicamente
nulo para todas ellas.

Sumario
En este capitulo:

e Se han visto cuestiones relativas a la representacién de las féormulas. Esta
representacion se ha caracterizado mediante un conjunto de propiedades, en
los que se basa el desarrollo posterior. La representacion puede cambiarse
siempre que se mantengan dichas propiedades

e Se ha discutido la representacién de las asignaciones y cémo se utilizan
para determinar el valor de verdad de una férmula. Se ha indicado como
se incorporan los conceptos de satisfacibilidad, validez, consecuencia légica
y equivalencia légica en la formalizacion de los teoremas. Esto se ha hecho
tanto para la semantica clasica como para una semantica basada en la légica
trivalorada fuerte de Kleene.
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e Se han desarrollado algoritmos para decidir la validez y la satisfacibilidad de
una formula proposicional basados en tablas de verdad. Se han demostrado
la correccién y completitud de estos algoritmos. Se ha analizado como estos
algoritmos también sirven para decidir la validez y la satisfacibilidad en la
semantica de Kleene.



Capitulo 4

Calculo de tableros semanticos

Los sistemas de razonamiento basados en tableros semanticos han ganado aten-
cién en la dltima década. Se han utilizado para construir demostradores tales
como SETHEO [60] o leanTAP [6], que pueden competir con sistemas actuales
basados en resolucién, [80]. También son adecuados para cooperar con demostra-
dores interactivos usados en verificacién de software, [1]. Otra razén de su auge
es la necesidad de desarrollar métodos de deduccion en légicas no clasicas para
las que los célculos basados en tableros son particularmente adecuados, [34].

En este capitulo presentamos el método de los tableros semanticos para la
logica proposicional. Una descripcién mas detallada de este método, analizando
sus variantes y la relacion con otros métodos como el procedimiento de Davis y
Putnam, el cdlculo KE o el algoritmo de Stalmarck pueden encontrarse en [35] o
[18].

El capitulo esta dividido en dos secciones. En la primera se presenta la nota-
cion uniforme para la légica proposicional. Usando esta notacion se expresan las
reglas del calculo de tableros de una forma mas concisa. En esta secciéon también
se establecen los eventos relacionados con su formalizaciéon. La notacion uniforme
se puede utilizar tanto en la semantica cldsica como en la semantica de Kleene.
Al final de esta seccion se comentan las diferencias entre las dos versiones.

En la segunda seccion se presenta el método de los tableros semanticos.
Basandonos en esta presentacion, se formaliza un algoritmo para demostrar la sa-
tisfacibilidad de una férmula, tanto en la semantica clasica como en la semantica
de Kleene. Se presentan los resultados de correccién y completitud de este al-
goritmo y los eventos que los establecen. Un desarrollo similar se realiza con
un algoritmo para decidir la validez de una férmula y otro para la consecuencia
logica.

4.1 Notacion uniforme

La notacién uniforme fue desarrollada independientemente por Smullyan [78] y
Lis [49]. Esta notacién sirve para clasificar las férmulas proposicionales en cua-

73
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tro categorias distintas: las que se comportan de forma conjuntiva, las que se
comportan de forma disyuntiva, las dobles negaciones y los literales. Al tener
solo cuatro situaciones distintas, las definiciones de determinados conceptos se
simplifican al considerar la notaciéon uniforme. Este es el caso del verificador de
satisfacibilidad basado en tableros semanticos presentado en la seccién 4.2. Tam-
bién se presenta una medida asociada a la notacién uniforme, que sera 1til para
demostrar la terminacién de funciones recursivas basadas en esta notacién. Los
eventos que se presentan en las dos primeras subsecciones se encuentran en el
libro uniforme.lisp. La version para la semantica de Kleene comentada en la
ultima subseccion se encuentra en el libro uniforme-K.1lisp.

4.1.1 Clasificacion basada en la notaciéon uniforme

Agruparemos todas las férmulas proposicionales de la forma (G10G3) y =(G10G3),
en dos categorias, las que actian de manera conjuntiva, a las que llamaremos
a-formulas, y las que actian de manera disyuntiva, a las que llamaremos
B-formulas. La siguiente definicién establece estas dos categorias:

Definicién 4.1 Una a-férmula es una férmula del tipo G; A G, =(G1 V G3)
0 =(G1 — Gs). Una p-férmula es una férmula del tipo G1 V Ga, =(G1 A G3),
G1 — Gy, G; & Go 0 =(Gy < Gs). Toda a-férmula ((-férmula) tiene dos
componentes a1 y oo (31 y [P2) que se indican en las siguientes tablas:

s b 02
(0] aq (0D)] G1 V G2 G1 G2
GiAnG, | G G ~(GiAGs) | =Gy Gy
_'(Gl V Gz) _'G1 _'GQ Gl — G2 _'G1 GQ
_|(G1 — Gg) G1 _|G2 Gl — GQ Gl VAN G2 _|G1 A _|G2
_|(G1 — GQ) G1 A _‘G2 _\G1 A\ GQ

Donde G y G5 son férmulas proposicionales cualesquiera.

Las féormulas de la forma (G; < Gs) y =(G; <> Gs), se pueden considerar
tanto a-férmulas como [-férmulas. Si se tiene en cuenta que G; < Gy = (G A
Go) V (—G1 A —=Gs) y =(Gh < Ga) = (G1 A —=G3) V (-G A Gs), entonces se trata
de [-férmulas. Si, por el contrario, se consideran las equivalencias G| < G5 =
(G1V—Go) A (=G V Gs) y =(Gy — Gy) = (G1V Ga) A (-G V —Gs), entonces se
trata de a-férmulas. En esta presentacion las hemos considerado g-féormulas.

Definimos las funciones alfa-formula y beta-formula, presentadas en ,
para distinguir los dos tipos de férmulas. A su vez, para construir las com-
ponentes, consideramos las funciones componente-1, que calcula oy y S, ¥
componente-2, que calcula oy y 2. Estas funciones se encuentran definidas

en .
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(defun alfa-formula (F) —
(or (es-conjuncion F)
(and (es-negacion F) (or (es-disyuncion (argl F))
(es-implicacion (argl F))))))
(defun beta-formula (F)
(or (es-disyuncion F)
(es-implicacion F)
(es-equivalencia F)
(and (es-negacion F) (or (es-conjuncion (argl F))
(es-equivalencia (argl F))))))
7]

(defun componente-1 (F)
(cond ((es-negacion F)
(let ((F-1 (argl F)))

(cond ((es-conjuncion F-1) (negacion (argl F-1)))
((es-disyuncion F-1) (negacion (argl F-1)))
((es-implicacion F-1) (argl F-1))
((es-equivalencia F-1)

(conjuncion (argl F-1) (negacion (arg2 F-1))))
(t F))))

((es-conjuncion F) (argl F))

((es-disyuncion F) (argl F))

((es-implicacion F) (negacion (argl F)))
((es-equivalencia F) (conjuncion (argl F) (arg2 F)))
(t F)))

(defun componente-2 (F)
(cond ((es-negacion F)
(let ((F-1 (argl F)))

(cond ((es-conjuncion F-1) (negacion (arg2 F-1)))
((es-disyuncion F-1) (negacion (arg2 F-1)))
((es-implicacion F-1) (negacion (arg2 F-1)))
((es-equivalencia F-1)

(conjuncion (negacion (argl F-1)) (arg2 F-1)))
(t F))))
((es-conjuncion F) (arg2 F))
((es-disyuncion F) (arg2 F))
((es-implicacion F) (arg2 F))
((es-equivalencia F) (conjuncion (negacion (argl F))
(negacion (arg2 F))))
(t F)))
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Definicién 4.2 Una doble negacion es una férmula de la forma —(—G). La tnica
componente de una doble negacién —(—G) es la férmula G.

El predicado doble-negacion sirve para reconocer este tipo de formulas y la
funcién componente-neg-neg proporciona la componente.

77
(defun doble-negacion (F)

(and (es-negacion F)
(es-negacion (argl F))))

(defun componente-neg-neg (F)
(if (doble-negacion F)
(argl (argl F))
F))

Definicién 4.3 Un literal es una formula atémica o su negacion. Llamaremos
literales positivos a las formulas atomicas y literales negativos a las negaciones
de formulas atémicas.

Consideramos las funciones literal-positivo y literal-negativo para re-
conocer los dos tipos de literales. Los literales son los elementos mas basicos en
la clasificacion de las férmulas basada en la notaciéon uniforme y no tienen com-
ponentes.

[ 48]

(defun es-literal-positivo (F)
(es-atomica F))

(defun es-literal-negativo (F)
(and (es-negacion F)
(es-atomica (argl F))))

(defun es-literal (F)
(or (es-literal-positivo F)
(es-literal-negativo F)))

El siguiente teorema establece la idea intuitiva en la que se basa la clasificacion
anterior: las a-férmulas tienen un comportamiento conjuntivo y las (-férmulas
tienen un comportamiento disyuntivo.

Teorema 4.4 Toda a-formula ((-féormula) es l6gicamente equivalente a la con-
juncién (disyuncién) de sus componentes.
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[ 49 ]

(defthm valor-componentes-alfa-formula
(implies (alfa-formula F)
(equal (valor F sigma)
(funcion-de-verdad-de-conjuncion
(valor (componente-1 F) sigma)
(valor (componente-2 F) sigma)))))

(defthm valor-componentes-beta-formula
(implies (beta-formula F)
(equal (valor F sigma)
(funcion-de-verdad-de-disyuncion
(valor (componente-1 F) sigma)
(valor (componente-2 F) sigma)))))

Teorema 4.5 La componente de una doble negacion es logicamente equivalente
a la formula original.

[50]

(defthm valor-componentes-doble-negacion
(implies (doble-negacion F)
(equal (valor F sigma)
(valor (componente-neg-neg F) sigma))))

En los eventos que formalizan los dos teoremas anteriores la variable sigma
representa una asignacién cualquiera. De esta forma, la interpretaciéon del evento
valor-componente-alfa-formula es la siguiente: “Para toda asignacion sigma,
el valor de la féormula F en sigma es igual a la conjuncién de los valores en sigma
de sus componentes”.

El siguiente teorema establece la clasificacion basada en la notacién uniforme:

Teorema 4.6 Toda formula proposicional es una a-formula, una (-férmula, una
doble negacion o un literal.

Este resultado proporciona una nueva caracterizacién de es-proposicional
y, por tanto, una nueva manera de definir funciones por recursion en la estructura
de las férmulas.

[57]

(defthm definicion-uniforme-de-es-proposicional
(iff (es-proposicional F)
(or (doble-negacion F)
(alfa-formula F)
(beta-formula F)
(es-literal F))))
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4.1.2 Medida asociada a la notacién uniforme

En la seccién 3.1.3 hemos visto una medida con respecto a la que las subférmulas
de toda férmula proposicional compuesta son menores que la original. Esta me-
dida es 1til para demostrar la terminacion de funciones definidas recursivamente
sobre férmulas. La notacién uniforme proporciona una nueva manera de clasificar
las férmulas, de aqui que tengamos que definir una nueva medida, con respecto
a la cual las componentes de una férmula compuesta en la notacién uniforme
sean menores que la férmula original. Utilizamos una extension de la medida
proporcionada en [7] para tener en cuenta las equivalencias:

Definicién 4.7 La medida uniforme de una férmula proposicional u(F') es:
1. Si F es atémica, u(F') = 0.
2. 8i F = -G, u(F) =1+ u(G).

3. Si ' = (G104, donde o es una conectiva binaria distinta de la equivalencia,
w(F) =2+ u(Gy) + u(Ga).

La funciéon medida-uniforme implementa esta medida:

[57]

(defun medida-uniforme (F)
(cond ((es-equivalencia F)

(+ 5 (medida-uniforme (argl F))
(medida-uniforme (arg2 F))))

((or (es-conjuncion F)
(es-disyuncion F)
(es-implicacion F))

(+ 2 (medida-uniforme (argl F))
(medida-uniforme (arg2 F))))

((es—negacion F)

(+ 1 (medida-uniforme (argl F))))

(t 0)))

El siguiente teorema demuestra que las medidas uniformes de las componen-
tes de una doble negacion, a-formula o S-formula son menores que las medidas
uniformes de la férmula original.

Teorema 4.8 Sea F' una formula proposicional:

1. Si F = —(—G), entonces u(G) < u(F).
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2. Si F es una a-férmula de componentes oy y s, entonces u(ay) < u(F) y
u(ae) < u(F).

3. Si F' es una (-formula de componentes 31 y (a2, entonces u(f) < u(F) y
u(fa) < u(F).

La formalizaciéon de estas propiedades es la siguiente:

[57]

(defthm medida-uniforme-componente-neg-neg-disminuye
(implies (doble-negacion F)
(< (medida-uniforme (componente-neg-neg F))
(medida-uniforme F))))

(defthm medida-uniforme-componentes-alfa-disminuye
(implies (alfa-formula F)
(and (< (medida-uniforme (componente-1 F))
(medida-uniforme F))
(< (medida-uniforme (componente-2 F))
(medida-uniforme F)))))

(defthm medida-uniforme-componentes-beta-disminuye
(implies (beta-formula F)
(and (< (medida-uniforme (componente-1 F))
(medida-uniforme F))
(< (medida-uniforme (componente-2 F))
(medida-uniforme F)))))

La prueba de estos resultados se obtiene gracias al procedimiento de decision
para la aritmética lineal que tiene implementado ACL2.

4.1.3 Notacién uniforme en K

El tnico aspecto relativo a la notacién uniforme que estd relacionado con la
semantica, es el que establece el comportamiento de las a-férmulas, g-formulas y
dobles negaciones con respecto a sus componentes, teoremas 4.4 y 4.5. Estos re-
sultados siguen siendo ciertos en la semantica de Kleene y su prueba se obtiene de
forma similar. La formalizacién de los mismos es igual a la presentada en [ 49]y
pero utilizando las funciones valor-K, funcion-de-verdad-de-conjuncion-K y
funcion-de-verdad-de-disyuncion-K.

4.2 Tableros semanticos

En esta secciéon se presenta el método de los tableros seménticos proposicionales,
siguiendo la descripcién dada en [26]. Este es un sistema de refutacion, es decir,
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Figura 4.1: Reglas de expansién de tableros

para probar que una formula F' es valida, se comienza a trabajar con —F hasta
producir una contradiccion. Desde un punto de vista més constructivo, el método
comienza a trabajar con un conjunto de férmulas, y devuelve un modelo de dicho
conjunto. Asi, si no es posible construir un modelo para la férmula —F', entonces
F' es valida.

Simultaneamente a la presentacién del método, se describen los elementos
necesarios para su formalizacién hasta desarrollar un algoritmo para comprobar
la satisfacibilidad de una férmula en la semantica clasica. A continuacién se
presentan los principales eventos relacionados con la prueba automatica de la
correccién y completitud de dicho algoritmo. El método de los tableros semanticos
también es utilizado para construir algoritmos para decidir la validez de una
formula y la consecuencia légica. En la ultima seccién se comenta como estos
algoritmos se pueden utilizar en la semantica de Kleene y se indican las principales
diferencias con los de la seméntica clasica. Los eventos relativos a la semantica
clasica presentados en esta seccion se encuentran en el libro tableros.lisp, los
relativos a la semantica de Kleene en el libro tableros-K.1lisp.

4.2.1 Tableros semanticos proposicionales

El método de los tableros semanticos trabaja con arboles finitos con sus nodos
etiquetados con férmulas. Estos arboles son modificados de acuerdo al conjunto
de reglas de expansién mostrado en la figura 4.1. Para simplificar el niimero de
reglas, estas se expresan utilizando la notacién uniforme.

Las reglas de expansién se aplican como se describe a continuacion: dado un
arbol finito T" con sus nodos etiquetados con férmulas proposicionales, se selec-
ciona una rama # en la que haya una ocurrencia de una férmula no literal F'. Si
F es ==, entonces se aumenta la rama 6, anadiendo al final un nodo etiquetado
con GG. Si F' es una a-férmula, entonces se aumenta la rama ¢, anadiendo al
final dos nodos etiquetados con las componentes « y as de la férmula original.
Finalmente, si F' es una [-férmula, entonces anadimos dos hijos al nodo final de
0, cada uno de ellos etiquetado con una de las componentes 3; y 5 de la férmula
original. Si llamamos 7™ al arbol resultante, diremos que 7™ se obtiene a partir
de T mediante la aplicacién de una regla de expansién de tableros.
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T1 T2 T3 T4 T5
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Figura 4.2: Un ejemplo del método de los tableros seménticos

Definicién 4.9 Sea {Ai, ..., A,} un conjunto finito de férmulas proposicionales.

1. El siguiente arbol de un rama es un tablero para {Ai, ..., A,}:

2. Si T es un tablero para {A;,...,A,} y T* se obtiene a partir de T me-
diante una regla de expansion de tableros, entonces T* es un tablero para

{A,..., Ay}

La figura 4.2 muestra una secuencia de transformaciones mediante el uso de
reglas de expansion de tableros. El tablero inicial 7T} consta de una tnica rama
con la férmula (p — ¢) A =—p, ésta es una a-férmula cuyas componentes son
(p — q) y =—p. Al aplicar la regla de expansién para las a-férmulas se obtiene
el tablero T5. En T, hay una ocurrencia de la férmula (p — ¢), ésta es una [3-
formula cuyas componentes son —p y ¢. Al aplicar la regla de expansion para las
B-féormulas se obtiene el tablero T5. En T3 hay una ocurrencia de la férmula ——p
en la rama 6, ésta es una doble negacién cuya componente es p. Al aplicar la
regla de expansién para las dobles negaciones en la rama 6, se obtiene el tablero
T,. Se puede aplicar otra vez la regla de expansion para las dobles negaciones
a la ocurrencia de la formula ——p en la rama 6, del tablero T, dando lugar al
tablero T5.

Obsérvese que una misma ocurrencia de una férmula puede pertenecer a dis-
tintas ramas y por tanto, se le puede aplicar una regla de expansion en cada una
de ellas. Esto ocurre en el tablero T3 de la figura 4.2, la misma ocurrencia de la
formula ——p aparece en las ramas 0, y 0, por tanto la regla de expansion para
las dobles negaciones se puede aplicar para esta férmula tanto en #; como en 6.

En la formalizacion representamos las ramas de un tablero utilizando listas de
formulas. La funcion es-rama-tablero, mostrada en , sirve para comprobar
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esta propiedad. De esta forma, el resultado de aplicar una regla de expansién a
una rama consistira en anadir las correspondientes componentes a la lista que la
representa. Cuando se aplica la regla de expansion para las f-férmulas, se crean
dos copias de la lista que representa la rama original y se anade una componente
a cada una de ellas. Asi, si la misma ocurrencia de una férmula aparece en dos
ramas distintas, dicha férmula aparecera en las dos listas que las representan.

[ 54 ]

(defun es-rama-tablero (rama)
(or (endp rama)
(and (es-proposicional (car rama))
(es-rama-tablero (cdr rama)))))

Definicién 4.10 Dado un tablero 1" y una asignacién o. Diremos que o es
modelo de una rama 6 de T y lo notaremos o |= 6, si y sélo si o es modelo
de todas las formulas que aparecen en . Diremos que o es modelo de T y lo
notaremos o =T, si y s6lo si 0 es modelo de alguna de sus ramas. Diremos que
dos tableros T y Ty son logicamente equivalentes y lo notaremos Ty = T; si para
toda asignacién o, o =T si y sélo si o = Ts.

La funcién modelo-rama formaliza el concepto de modelo de una rama.

(55

(defun modelo-rama (sigma rama)
(cond ((endp rama) t)
(t (and (modelo sigma (car rama))
(modelo-rama sigma (cdr rama))))))

De esta forma, un tablero se interpreta como la disyuncién de sus ramas,
de aqui que la regla para las G-férmulas genere bifurcaciones. Las ramas de un
tablero se interpretan como la conjuncion de las férmulas que en ellas aparecen,
es por esto que la regla para las a-férmulas anade las dos componentes a la misma
rama.

Teorema 4.11 Dada una rama 6 y una asignacion o:

1. Si @ es la rama obtenida aplicando una regla de expansion a una a-férmula
de 6 entonces o |=0' si y sélo si o |= 6.

2. Si 0} y 0, son las ramas obtenidas aplicando una regla de expansion a una
[-formula de 0 entonces o |= 0 si y sélo si o |= 0] o o |= 0.

3. Si 0" es la rama obtenida aplicando una regla de expansiéon a una doble
negacion de 0 entonces o = 0’ si 'y sélo si o |= 6.

La prueba de este teorema se obtiene facilmente a partir de la semantica de
los tableros y las propiedades 4.4 y 4.5. Su formalizacién aparece en [ 59].
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Corolario 4.12 Si T* se obtiene a partir de T" mediante una regla de expansion
de tableros entonces T* = T.

Teniendo en cuenta esta interpretacion de los tableros, las repeticiones de una
formula en una misma rama pueden ser eliminadas dando lugar a un tablero
logicamente equivalente al original. Por tanto, desde el punto de vista de la
interpretacion, no es necesario aplicar varias veces una misma regla de expansion
a la ocurrencia de una férmula dentro de una rama, ya que esto genera repeticiones
innecesarias. En el tablero T3 de la figura 4.2, aplicar la regla de expansién para
las a-férmulas a (p — ¢) A——p en cualquiera de las dos ramas genera repeticiones
de las férmulas (p — ¢) y =—p. Diremos que la ocurrencia de una férmula F' en
una rama 6 estd expandida si se le ha aplicado una regla de expansién de tableros
en dicha rama.

Definicién 4.13 Una rama 6 de un tablero se dice que esta cerrada si contiene
formulas complementarias.

La funcién rama-cerrada formaliza este concepto:

(5]

(defun rama-cerrada (rama)
(cond ((endp rama) nil)
((member-equal (complementario (car rama)) (cdr rama)) t)

(t (rama-cerrada (cdr rama)))))

Teorema 4.14 Si  es una rama cerrada de un tablero, entonces 6 no posee
modelos, es decir, para toda asignacion o, o £ 0.

La demostracion de este teorema es trivial debido a la definiciéon de modelo
de una rama. Su formalizacién es la siguiente:

[57]

(defthm rama-cerrada-no-tiene-modelos
(implies (and (rama-cerrada rama)
(es-rama-tablero rama))
(not (modelo-rama sigma rama))))

Teorema 4.15 Si 0 es una rama no cerrada de un tablero, en la que todas las
ocurrencias de formulas no literales estan expandidas, entonces la asignacion o
definida de forma que o(p) = T si y sélo si p es un literal positivo que aparece
en 6, es un modelo de 6.

Demostracion:
La prueba de este resultado se basa en los siguientes hechos:
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1. Si F' es una a-férmula que aparece en 6, entonces sus componentes a; v as

también estan en #. Por tanto, si € es la rama que se obtiene eliminando
de 6 las ocurrencias de F, se verifica o |= 6 si y s6lo si o = €, puesto que
ay y g aparecen en 6’

. Si F es una [-formula que aparece en €, entonces alguna de sus componentes

(1 0 (B9 también estd en #. Por tanto, si 6’ es la rama que se obtiene
eliminando de @ las ocurrencias de F', se verifica o |= 0 si y sblo si o = ¢/,
puesto que una de las componentes 3; o (3 aparece en ¢,

. Si F' = —=—G aparece en #, entonces su componente G también esta en 6.

Por tanto, si 0’ es la rama que se obtiene eliminando de 6 las ocurrencias
de F, se verifica ¢ |= 0 si y sélo si o = 0, puesto que G aparece en 6.

De esta forma, sélo tenemos que demostrar que o es modelo de todos los

literales que aparecen en #. Por definicion de o esto es cierto para los literales
positivos. Si —¢ es un literal negativo que aparece en #, entonces ¢ no aparece en
0 puesto que no es una rama cerrada y por tanto o(q) = L, luego o es modelo de

O

La prueba de este teorema sugiere que las ocurrencias de férmulas expandidas

dentro de una rama son innecesarias desde el punto de vista de la interpretacién de
la misma. Teniendo en cuenta esta idea y la observacion acerca de las repeticiones
de elementos dentro de una rama, las reglas de expansion quedan como sigue:

1. Para aplicar una regla de expansion a una a-férmula de la rama 6, se elimina

la formula a expandir y se anaden sus componentes, si es que no estaban
ya en la rama.

. Para aplicar una regla de expansién a una S-formula de la rama 6, se crean

dos nuevas ramas iguales a la original en las que se ha eliminado la férmula
expandida y a cada una de ellas se anade una componente de la g-férmula
expandida, si es que dicha componente no estaba ya en la rama.

. Para aplicar una regla de expansién a una doble negacién de la rama 6, se

elimina la férmula a expandir y se anade su componente, si es que no estaba
ya en la rama.

De esta forma, los tableros de la figura 4.2 se pueden representar de la siguiente

forma:

(p — q) AN ==p))
(r— q),~p))

(€
((
((=p, ==p), (g, =)
((-p
(«

-p,p), (¢, 7))

ﬂ><>>

01 »Jk QJ
I
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El arbol T} estd formado por una tnica rama con la férmula (p — q) A —=—p.
Al aplicarle la regla de expansion para las a-formulas, se sustituye dicha férmula
por sus componentes, dando lugar a la lista ((p — ¢), =—p), que es la tnica rama
del arbol T5. A este arbol se le puede aplicar la regla de expansiéon para las
[-férmulas, eliminando la férmula (p — ¢) y generando dos ramas, cada una de
ellas con una componente de (p — ¢). El resultado es el drbol T3, que tiene dos
ramas: (—p, o) y (g, ~—p). En la primera rama de este drbol se puede aplicar
la regla de expansién para las dobles negaciones. Esta regla elimina la ocurrencia
de la férmula ——p y anade su componente p a la primera rama. El resultado es
el darbol Ty cuyas ramas son (—p,p) v (q,—p). En este punto, sélo queda una
formula a la que se pueda aplicar una regla de expansion, se trata de ——p en la
segunda rama de Tj. Al aplicar dicha regla la formula ——p es reemplazada por
p, dando lugar al arbol 7.

En la formalizacion, utilizamos la funciéon elimina-una para eliminar una
formula de una lista y la funcién afiade-elemento para anadir una férmula a una
lista, si es que no aparece ya en ella:

[55]

(defun elimina-una (F lista)
(cond ((endp lista) lista)
((equal (car lista) F) (cdr lista))
(t (cons (car lista) (elimina-una F (cdr lista))))))

(defun afiade-elemento (F lista)
(if (member-equal F lista)
lista
(cons F lista)))

Asi, las reglas de expansion actuan de la siguiente forma: sea rama una rama
de un tablero y F una férmula no literal que aparece en rama:

1. Si F es una a-formula, el resultado de aplicar la correspondiente regla de
expansion es:

(afiade-elemento (componente-1 F)
(aflade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama)))

2. Si F es una [-féormula, el resultado de aplicar la correspondiente regla de
expansion es:

(aflade-elemento (componente-1 F) (elimina-una F rama))

(afiade-elemento (componente-2 F) (elimina-una F rama))
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3. Si F es una doble negacién, el resultado de aplicar la correspondiente regla
de expansién es:

(afiade-elemento (componente-neg-neg F) (elimina-una F rama))

Una vez establecido el comportamiento de las reglas de expansion, presenta-
mos la formalizaciéon del teorema 4.11:

[57]

(defthm modelo-rama-doble-negacion
(implies

(and (member-equal F rama)
(doble-negacion F))

(iff (modelo-rama
sigma (aflade-elemento (componente-neg-neg F)

(elimina-una F rama)))

(modelo-rama sigma rama))))

(defthm modelo-rama-alfa-formula
(implies

(and (member-equal F rama)
(alfa-formula F))

(iff (modelo-rama
sigma
(afiade-elemento (componente-1 F)

(afiade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama))))

(modelo-rama sigma rama))))

(defthm modelo-rama-beta-formula
(implies
(and (beta-formula F)
(member-equal F rama))
(iff (modelo-rama sigma rama)
(or (modelo-rama
sigma (aflade-elemento (componente-1 F)
(elimina-una F rama)))
(modelo-rama
sigma (aflade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama)))))))
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4.2.2 Modelo de una rama: MOD,

Puesto que las reglas de expansién de tableros preservan la validez, se pueden
utilizar para obtener un modelo de un conjunto de féormulas. Para ello basta
con aplicar las reglas de expansion a la rama formada por dichas férmulas, hasta
obtener una rama no cerrada en la que todas las ocurrencias de férmulas no
literales estén expandidas. A partir de esta rama se puede construir un modelo
del conjunto de férmulas inicial. El siguiente algoritmo realiza dicho proceso:

Algoritmo 4.16 (MODy) El dato de entrada de este algoritmo es una rama de
un tablero 0 y actiia como se describe a continuacion:

1. Si 60 es una rama cerrada, el algoritmo termina y devuelve f.
2. Se selecciona una formula F' no literal y no expandida de la rama 6.

(a) Si F' es una a-férmula o una doble negacion, se aplica a 6 la corres-
pondiente regla expansion de tableros y se evaliia el algoritmo con la
nueva rama obtenida.

(b) Si F es una [-formula, se le aplica a 0 la regla de expansion para las [3-
férmulas obteniendo dos nuevas ramas, 6, y 0. Se evalia el algoritmo
sobre una de ellas, 0, y si devuelve f entonces se evalia sobre la otra,
0s.

3. Si# no tiene ocurrencias de formulas no literales no expandidas, el algoritmo
termina y devuelve 0.

El algoritmo anterior no esta completamente determinado, puesto que no se
indica cémo se escoge la férmula F. Para resolver esta indeterminaciéon hemos
considerado una funcién seleccion, que escoge una férmula no literal de una
rama, si es que existe. Si la rama no contiene férmulas no literales, la funciéon
seleccion devuelve nil. Se ha asumido la existencia de esta funcién en un
encapsulado ACL2, caracterizandola por las siguientes propiedades:

e Si la funcién seleccion devuelve un valor, entonces dicho valor pertenece
a la rama.

e Sila funcién seleccion devuelve un valor, entonces dicho valor es un literal.

e Si la funcion seleccion no devuelve ningiin valor, entonces todos los ele-
mentos de la rama son literales.

La formalizacién de estas propiedades es la siguiente:
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(o0

(defthm si-existe-no-literal-seleccion-pertenece
(implies (seleccion rama)
(member-equal (seleccion rama) rama)))

(defthm si-existe-no-literal-seleccion-no-es-literal
(implies (seleccion rama)
(not (es-literal (seleccion rama)))))

(defthm si-no-seleccion-miembros-literales
(implies (and (not (seleccion rama))
(es-rama-tablero rama)
(member-equal F rama))
(es-literal F)))

De esta forma, el resto del desarrollo presentado en esta seccién es genérico,
en el sentido de que sirve para cualquier funcién seleccion que verifique estas
propiedades.

La funcién que implementa el algoritmo MO Dy, es la siguiente:

67

(defun MOD-rama (rama)
(declare (xargs :measure (medida-uniforme-rama rama)))
(cond
((endp rama) nil)
((rama-cerrada rama) nil)
(t (let ((F (seleccion rama)))
(cond ((doble-negacion F)
(MOD-rama (afiade-elemento (componente-neg-neg F)

(elimina-una F rama))))
((alfa-formula F)

(MOD-rama
(afiade-elemento
(componente-1 F)
(afiade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama)))))
((beta-formula F)
(or (MOD-rama
(afiade-elemento (componente-1 F)
(elimina-una F rama)))
(MOD-rama
(afiade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama)))))

(t rama))))))
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Utilizando una funcién seleccion concreta, por ejemplo la que devuelve la
primera formula no literal de una lista, podemos utilizar la funciéon anterior para
comprobar la satisfacibilidad de una rama de un tablero. En caso de que la rama
sea satisfacible, la funcion devuelve una lista de literales a partir de la que se
puede construir un modelo de la rama original. Si la rama no es satisfacible, la
funcion devuelve nil.

ACL2 !'>(MOD-rama ’((-> (- p) @) (> qr) (\/ r s)))
R -Q P

ACL2 !'>(MOD-rama *((->p @) (> q (- ) (& p 1))
NIL

En el primer ejemplo la rama ((p — ¢q),(¢ — r),(r V s)) es satisfacible.
Cualquier asignacién en la que todos los literales de la lista que se obtiene como
resultado sean ciertos, es modelo de dicha rama. En el segundo ejemplo, la rama
((p—1q),(q— —r),(pAr)) es instatisfacible.

Para que la funcion MOD-rama sea admitida por el sistema es necesario probar
su terminacion. Para ello hemos proporcionado una medida de los argumentos,
medida-uniforme-rama, que decrece en las llamadas recursivas.

Definicién 4.17 La medida uniforme de una rama ut(f) es la suma de las
medidas uniformes de todas las formulas que aparecen en dicha rama. Asi,
ut((Fi,..., F)) =u(Fy) + - +u(F).

La funcién medida-uniforme-rama formaliza este concepto:

[67]

(defun medida-uniforme-rama (rama)
(cond ((endp rama) 0)
(t (+ (medida-uniforme (car rama))
(medida-uniforme-rama (cdr rama))))))

Teorema 4.18 Si ¢’ es una rama obtenida al aplicar una regla de expansion a
otra rama 6 entonces ut(6') < ut(6).

El evento asociado a este teorema se genera de forma automatica al evaluar
el evento [61] Su demostracion se obtiene gracias a los teoremas [ 53] y al hecho
de que para toda a-férmula F, u(ay) + u(ae) < u(a).

4.2.3 Correccion y completitud de MOD,

Teorema 4.19 (Correccién de MODy) Dada una rama 6, si MODg(0) =
0" £ f entonces 6 tiene modelos. Ademas si o es la asignacion definida de forma
que o(p) = T siy solo sip es un literal positivo que aparece en ', entonces o |= .
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Demostracion:

Si MODxr(0) = 0" # £, entonces 0" es una rama no cerrada en la que todas
las formulas no literales estan expandidas. Por el teorema 4.15, la asignacion
o definida en el enunciado es modelo de la rama ¢’. Por el teorema 4.11, esta
asignacién es modelo de cualquier rama a partir de la cual se haya obtenido ¢’
mediante reglas de expansion de tableros. Por tanto o es modelo de la rama
inicial.

O

La funcién genera-modelo-literales construye la asignaciéon o mencionada
en el teorema de correccion:

[57]

(defun genera-modelo-literales (lista-L)
(cond ((endp lista-L) nil)
((es-literal-positivo (car lista-L))
(asume-valor (car lista-L) *Vx
(genera-modelo-literales (cdr lista-L))))
(t (genera-modelo-literales (cdr lista-L)))))

La formalizacién del teorema de correccién es la siguiente:

[ 64

(defthm correccion-MOD-rama
(implies (and (es-rama-tablero rama)
(MOD-rama rama))
(modelo-rama (genera-modelo-literales (MOD-rama rama))
rama)))

Teorema 4.20 (Completitud de MODy) Dada una rama 0, si existe una
asignacion o modelo de 0, entonces MODx(0) # £

La prueba de este resultado se obtiene facilmente a partir del teorema 4.11.
Su formalizacién es la siguiente:

69
(defthm completitud-MOD-rama

(implies (and (consp rama)
(es-rama-tablero rama)
(modelo-rama sigma rama))
(MOD-rama rama)))
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4.2.4 Satisfacibilidad por tableros: SAT,

Para determinar la satisfacibilidad de una férmula F'y, si es satisfacible, obtener
la informacién necesaria para construir un modelo de F', basta con utilizar el
algoritmo M ODy con la rama formada tnicamente por la formula F'.

Algoritmo 4.21 (SAT;) Dada F € P(X), SAT,(F) es MODx((F)).

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

(57

(defun SAT-tableros-semanticos (F)
(MOD-rama (list F)))

Si una formula es satisfacible, esta funcién devuelve una lista de literales a
partir de la que se puede obtener un modelo de dicha féormula. Si la férmula es
insatisfacible, la funcién devuelve nil:

ACL2 !>(SAT-tableros-semanticos (& (> p q) (- (- p))))

P Q

ACL2 !'>(SAT-tableros-semanticos (& (/ p q@ & (- p) (- @))))
NIL

En el primer ejemplo, la férmula (p — ¢) A——p es satisfacible y una asignacién
que la hace cierta es cualquiera en la que p y ¢ sean ciertos. En el segundo ejemplo,
la férmula (p V q) A (—p A =q) es insatisfacible.

Teorema 4.22 Dada F € P(X), F es satistacible si y sélo si SAT,(F) #
Ademads, si SAT,(F) = 0 # {, y 0 es la asignacion definida de forma que o(p) =
si y sélo si p es un literal positivo que aparece en ), entonces o = F.

f.
-

Demostracién:

Por definicién SAT(F') # f si y s6lo si MODx((F')) # f y, por los teoremas
de correccién y completitud de MODy, esto ocurre si y sélo si (F) tiene un
modelo; es decir, F' es satisfacible.

Si SAT,(F) =60 # f y o es la asignacion definida en el enunciado, entonces
por el teorema de correcciéon de MO Dy, o es modelo de (F') y por tanto, modelo
de F.

O

Los siguientes eventos establecen los resultados de correccién y completitud
de la funcién que implementa el algoritmo S AT} :
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(o7

(defthm correccion-SAT-tableros—-semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-tableros-semanticos F))
(modelo (genera-modelo-literales
(SAT-tableros-semanticos F)) F)))

(defthm completitud-SAT-tableros-semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo sigma F))
(SAT-tableros-semanticos F)))

Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instancias
de los eventos presentados en y [65], cuando el valor de la variable rama es
(list F).

4.2.5 Demostrabilidad por tableros: DAT,

El método de los tableros semanticos también es utilizado para verificar la validez
de una formula F, para ello basta con comprobar que la rama formada por —F
no tiene modelos.

Definicién 4.23 Una formula F' es demostrable por tableros, y lo notaremos
F, F', si existe una sucesion de tableros 11, ... ,T,,, tal que:

e T} es el tablero de una iinica rama con la formula —~F, Ty = ((=F)).

e Para todo v > 1, T; se obtiene a partir de T;_, mediante una regla de
expansion de tableros.

o Todas las ramas de T,, estan cerradas.

Algoritmo 4.24 (DAT;) Dada una férmula F € P(X), DAT,(F) es t si y sélo
si MODx((—F)) es f.

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

[55]

(defun DAT-tableros-semanticos (F)
(not (MOD-rama (list (megacion F)))))

Esta funcién devuelve T si la férmula que se le pasa como argumento es de-
mostrable por tableros. En caso contrario devuelve nil.
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ACL2 !'>(DAT-tableros-semanticos ’(<-> (<-> p q) (<=> q p)))
T

ACL2 !> (DAT-tableros-semanticos (> (-> p q) (& r s)))
NIL

En el primer ejemplo la férmula (p < ¢q) < (¢ < p) es demostrable por
tableros, es decir, es valida. En el segundo, la féormula (p — ¢) — (r A s) no es
demostrable por tableros.

Teorema 4.25 Dada una férmula F € P(X), F es valida si y sélo si DAT,(F)
es t.

Demostracién:

Por definicion DAT,(F') # t siy s6lo si MODx((—F)) # f y, por los teoremas
de correccion y completitud de M ODx, esto ocurre si y sélo si la rama (—F) es
satisfacible, es decir, F' no es valida. Luego DAT,(F') =t si y sélo si F es valida.

U

Los siguientes eventos establecen los resultados de correccién y completitud
de la funcién que implementa el algoritmo D AT :

[69]

(defthm correccion-DAT-tableros—semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-tableros—-semanticos F))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-DAT-tableros-semanticos
(implies
(and (es-proposicional F)
(not (DAT-tableros-semanticos F)))
(not (modelo (genera-modelo-literales
(SAT-tableros-semanticos (negacion F))) F))))

Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instancias
de los eventos presentados en y cuando el valor de la variable rama es
(list (negacion F)).

4.2.6 Deducibilidad por tableros: DEDUC,

Finalmente, también se puede utilizar el método de los tableros semanticos para
comprobar si una férmula F'; es consecuencia logica de un conjunto de hipdtesis
Hy,..., H,. Para ello basta con comprobar que la rama (—=F, Hy,...,H,) no
tiene modelos.
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Definicién 4.26 Dadas las formulas F, Hy, ... , H,, decimos que F es deducible

por tableros a partir de las hipotesis Hy . .. , H,, y lo notaremos Hy, ... ,H, - F,
si existe una sucesion de tableros 11, ... ,T,,, tal que:
e T} es el tablero de una tinica rama con las formulas —F, Hy,... ,H,, T; =

((=F,Hq,... ,Hp,)).

e Para todo v > 1, T; se obtiene a partir de T;_, mediante una regla de
expansion de tableros.

e Todas las ramas de T,, estan cerradas.

Algoritmo 4.27 (DEDUC;) Dadas las féormulas F, Hy,... ,H,, el valor de
DEDUC,((Hy,... ,H,),F) est siysolosi MODx((—F,Hy,... ,H,)) esf.

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

(70

(defun DEDUC-tableros-semanticos (lista-H F)
(not (MOD-rama (cons (negacion F) lista-H))))

Esta funcion devuelve T si la formula F es deducible por tableros a partir de
las hipotesis lista-H. En caso contrario devuelve nil.

ACL2 !'>(DEDUC-tableros-semanticos ’((-> p q) p) ’q)

T

ACL2 !>(DEDUC-tableros-semanticos ’((-> p q) p) ’(- q))
NIL

En el primer ejemplo la féormula ¢ es deducible por tableros a partir de las
férmulas (p — ¢q) y p. En el segundo ejemplo, la férmula =g no es deducible por
tableros a partir de las férmulas (p — q) y p.

Teorema 4.28 Dadas las formulas F,Hy,... ,H, € P(X), F es consecuencia
légica de {Hy, ... ,H,} si y sélosi DEDUC;({(Hy,...,H,),F) est.

Demostracion:

Por definicion DEDUC,((Hy,... ,H,),F) # t si y sblo si se verifica
MODx({(=F,Hy,...,H,)) # fy, por los teoremas de correccién y completitud de
MO Dz, esto ocurre si y sélo si la rama (—=F, Hy, ..., H,) es satisfacible, es decir,
si y sélo si existe una asignacion o modelo de los H; y modelo de =F'. Finalmente
esto es equivalente a que F' no sea consecuencia légica de {Hy, ..., H,}.

Por tanto F' es consecuencia logica de {Hy,...,H,} si y sblo si el valor de
DEDUC,((Hy,... ,H,),F) es t.

O

Los siguientes eventos establecen los resultados de correcciéon y completitud
de la funcién que implementa el algoritmo DEDUC';:
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(71

(defthm correccion-DEDUC-tableros-semanticos
(implies (and (es-rama-tablero lista-H)
(es-proposicional F)
(DEDUC-tableros-semanticos lista-H F)
(modelo-rama sigma lista-H))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-consecuencia-por-tableros
(let ((sigma (genera-modelo-literales
(MOD-rama (cons (negacion F) lista-H)))))
(implies (and (es-rama-tablero lista-H)
(es-proposicional F)
(not (DEDUC-tableros-semanticos lista-H F)))
(and (modelo-rama sigma lista-H)
(not (modelo sigma F))))))

Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instancias
de los eventos presentados en y cuando el valor de la variable rama es
(cons (negacion F) lista-H).

4.2.7 Tableros semanticos en K

Los algoritmos desarrollados en las subsecciones previas también pueden ser uti-
lizados para decidir la satisfacibilidad, validez y consecuencia logica en K. Los
algoritmos son los mismos, puesto que no se basan en aspectos seménticos, pero
no ocurre lo mismo con los conceptos y propiedades que aseguran su correccion
y completitud.

La semdantica en K de las ramas de un tablero sigue siendo la misma: una
K-asignacién es modelo de una rama si y sélo si lo es de todas las formulas que en
ella aparecen. La funcion que implementa este concepto es ligeramente diferente
puesto que utiliza la funcion modelo-K en lugar de modelo:

72

(defun modelo-rama-K (sigma rama)
(cond ((endp rama) t)
(t (and (modelo-K sigma (car rama))
(modelo-rama-K sigma (cdr rama))))))

Una rama cerrada es una lista de férmulas en la que aparecen férmulas com-
plementarias. De esta forma una K-asignaciéon no puede ser modelo de todas
las férmulas de una rama cerrada. La formalizacién de esta propiedad es similar
a la presentada en pero utilizando la funcion modelo-rama-K en lugar de
modelo-rama.
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Las propiedades 4.4 y 4.5 de la notacién uniforme se mantienen en la semantica
de Kleene. Es por esto que las reglas de expansién también preserven los modelos
en K tal y como se establece en el teorema 4.11. La formalizaciéon de estas
propiedades es similar a la presentada en [ 59], utilizando modelo-rama-K en lugar
de modelo-rama

4.2.7.1 Modelo en K de una rama

Los algoritmos para decidir la satisfacibilidad, validez y consecuencia légica pre-
sentados en las subsecciones anteriores se basan en un procedimiento que busca
una asignacion modelo de una rama. Este procedimiento es igualmente vélido en
la semantica de Kleene, ya que no hace referencia a aspectos semanticos de las
formulas. Utilizamos la funciéon MOD-rama presentada en para formalizar este
procedimiento.

Los resultados de correccion y completitud de este procedimiento en la semén-
tica de Kleene se establecen de igual forma que en la seméntica clasica. Su
formalizacion es la siguiente:

[77]

(defthm correccion-MOD-rama
(implies (and (es-rama-tablero rama)
(MOD-rama rama))
(modelo-rama-K (genera-modelo-literales-K
(MOD-rama rama)) rama)))

(defthm completitud-MOD-rama
(implies (and (consp rama)
(es-rama-tablero rama)
(modelo-rama-K sigma rama))
(MOD-rama rama)))

La tunica diferencia entre estos eventos y los presentados en y es el uso
de la funcion modelo-rama-K, para comprobar que una K-asignacion es modelo
de una rama, y la funcién genera-modelo-literales-K, para construir una K-
asignacion a partir de una rama no cerrada con todas sus formulas no literales
expandidas.

Para que la K-asignacion construida por genera-modelo-literales-K sea
modelo de la rama a partir de la que se construye, tenemos que asegurarnos de
que asigna un valor de verdad a todos los literales que aparecen en dicha rama. La
definiciéon presentada en solo nos asegura que los literales positivos tendran
asignado *V* como valor de verdad, el valor de los literales negativos se obtiene
por el comportamiento por defecto de las extensiones de las asignaciones parciales
en la semantica cldsica. En la semantica de Kleene el valor por defecto es T y



4.2. Tableros semanticos 97

por tanto dicha construccion no es la adecuada para generar un modelo de una
rama.

La K-asignacion que se construye a partir de una rama 6 no cerrada en la que
todas las féormulas no literales estan expandidas es la siguiente:

T six es un literal positivo que aparece en ¢
o(x) =< L si—-zesun literal negativo que aparece en 6
I en otro caso

La funcién genera-modelo-literales-K formaliza esta construccion:

[ 7]

(defun genera-modelo-literales-K (lista-L)
(cond ((endp lista-L) nil)

((es-literal-positivo (car lista-L))

(asume-valor (car lista-L) *Vx
(genera-modelo-literales-K (cdr lista-L))))

((es-literal-negativo (car lista-L))

(asume-valor (argl (car lista-L)) *Fx
(genera-modelo-literales-K (cdr lista-L))))

(t (genera-modelo-literales-K (cdr lista-L)))))

4.2.7.2 Decision de K-satisfacibilidad basada en tableros semanticos

El algoritmo para decidir la K-satisfacibilidad es el mismo que el de la semantica
clasica. La funcion que lo implementa es SAT-tableros-semanticos, presentada
en | 66]. La formalizacién y prueba de sus propiedades de correccién y completitud
es similar a las de la seméantica clasica. Los eventos son los siguientes:

[77]

(defthm correccion-SAT-tableros—semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-tableros-semanticos F))
(modelo-K (genera-modelo-literales-K
(SAT-tableros-semanticos F)) F)))

(defthm completitud-SAT-tableros-semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo-K sigma F))
(SAT-tableros-semanticos F)))
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4.2.7.3 Decision de K-validez basada en tableros semanticos

El procedimiento para determinar si una férmula es K-valida es el mismo que el
de la semantica clasica. La funcion DAT-tableros-semanticos, presentada en
[68], implementa este procedimiento. Los resultados de correccién y completitud
son los siguientes:

(75

(defthm correccion-DAT-tableros-semanticos
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-tableros-semanticos F)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-DAT-tableros-semanticos
(implies
(and (es-proposicional F)
(not (DAT-tableros-semanticos F)))
(no-modelo-K (genera-modelo-literales-K
(SAT-tableros-semanticos (negacion F))) F)))

Como se indicé en la seccién 3.3.4 el resultado de correccidn tiene una hipotesis
adicional en la que se afirma que la asignacion sigma asigna un valor de verdad
a la formula F, es decir un valor distinto de nil. En el resultado de completitud
la conclusion afirma la existencia de una K-asignaciéon que es no—modelo de la
formula F.

4.2.7.4 Decisién de consecuencia K-légica basada en tableros
semanticos

Al igual que en los dos casos anteriores, el algoritmo para decidir la consecuen-
cia légica en K es el mismo que para la seméantica clasica. La funcién que lo
implementa, DEDUC-tableros-semanticos, esta definida en . Los resultados
de correccién y completitud se han construido siguiendo las indicaciones de la
seccién 3.3.4.

77

(defthm correccion-DEDUC-tableros-semanticos
(implies (and (es-rama-tablero lista-H)
(es-proposicional F)
(DEDUC-tableros-semanticos lista-H F)
(modelo-rama-K sigma lista-H)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))
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(7]

(defthm completitud-consecuencia-por-tableros
(let ((sigma (genera-modelo-literales-K
(MOD-rama (cons (negacion F) lista-H)))))

(implies (and (es-rama-tablero lista-H)
(es-proposicional F)
(not (DEDUC-tableros-semanticos lista-H F)))

(and (modelo-rama-K sigma lista-H)

(no-modelo-K sigma F)))))

4.3 Ejemplos

En esta seccion explicamos como se utilizan los procedimientos de decision desa-
rrollados en este capitulo, evaluandolos sobre algunos ejemplos: algunas férmulas
de Urquhart [83] y férmulas representando el problema de las N reinas [62].

Antes de realizar cualquier evaluacion, conviene compilar los ficheros que con-
tienen el codigo. De esta forma los tiempos de respuesta obtenidos son menores.
Una forma de hacer esto es certificando los libros ACL2. Una vez hecho esto,
ponemos en funcionamiento el sistema, evaluando la orden acl2 en el directorio
4-tableros:

../calculos-proposicionales/4-tableros> acl2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/4-tableros".

ACL2 I>

A continacion incluimos el libro que contiene la teoria desarrollada en este
capitulo. Los libros de los que éste depende son incluidos automéaticamente por
el sistema:

ACL2 !'>(include-book "tableros")

La primera familia de ejemplos que presentamos esta formada por las siguien-
tes formulas de Urquhart:

Ul DU U1

U : vg = (v < (vg < v1))

Us : vg < (v2 < (v1 = (v3 <> (v2 <> v1))))

Up: vy (v3 = (02 < (01 < (vg < (v3 < (v2 < v71))))))
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Esta familia esta definida en el libro urquhart.1isp del directorio O-e jemplos.
Cada una de las férmulas se obtiene evaluando (urquhart n), para distintos va-
lores de n. En este caso hemos utilizado ntimeros enteros positivos como simbolos
proposicionales:

ACL2 !'>(include-book "../0O-ejemplos/urquhart")

ACL2 !'>(urqubhart 1)

(<> 1 1)

ACL2 !'>(urquhart 2)

(<=> 2 (k> 1 (x=> 2 1))

ACL2 !>(urquhart 3)

(k>3 (k> 2 (k>1 (k>3 >2DNN

ACL2 !'>(urquhart 4)

(k>4 (k>3 (K >2 (K >1 (K >4 K>3 E>2DOON

Para poder utilizar los procedimientos de decisién desarrollados en este capi-
tulo, tenemos que proporcionar una definiciéon concreta de la funciéon que selec-
ciona una férmula de una rama. El simbolo asociado a esta funcién ya existe en
el sistema por lo que tendremos que redefinirla. Las propiedades de los procedi-
mientos de decisién de satisfacibilidad, validez y consecuencia logica se mantienen,
siempre que la nueva definicién de la funcién seleccion tenga las propiedades

presentadas en [ 60].

ACL2 !>(set-ld-redefinition-action ’(:warn . :overwrite) state)

ACL2 !'>(defun seleccion (lista)
(cond ((endp lista) nil)
((es-literal (car lista)) (seleccion (cdr lista)))
(t (car lista))))

Una vez hecho esto, se puede utilizar la funcién DAT-tableros-semanticos
para comprobar la validez de las férmulas de Urquhart:

ACL2 !'>(DAT-tableros-semanticos (urquhart 1))
T
ACL2 !'>(DAT-tableros-semanticos (urquhart 2))
T

En la tabla 4.1 se muestran los tiempos de evaluacion de la funcién
DAT-tableros-semanticos para las 15 primeras férmulas de Urquhart.

La segunda familia de ejemplos es una formulacién del problema de las N
reinas en légica proposicional. Fijado un valor de N, cada casilla de un tablero
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H Formula ‘ tiempo H Formula ‘ tiempo H Foérmula ‘ tiempo H

U, 0.000 || Us 0.160 || Uyx 15.810
Us 0.010 || U7 0.420 || Ui 38.470
Us; 0.000 || Us 1.090 || Uss 86.460
U, 0.020 || Uy 2.850 || Uy 197.000
Us 0.060 || Ui 6.600 | Uis 473.540

Tabla 4.1: Tiempos de evaluacién de las férmulas de Urquhart

Tamano del tablero 2 3 4 5 6
Tiempo 0.000 | 0.140 | 1.240 | 5.740 | 527.110

Tabla 4.2: Tiempos de evaluaciéon para el problema de las N reinas

de tamano N x N se representa por una variable proposicional distinta. Dada una
asignacion cualquiera, si una variable es cierta en dicha asignacién, interpretamos
que hay una reina situada en la casilla correspondiente, si la variable es falsa,
interpretamos que la casilla esta libre. El problema consiste en obtener una
asignacion en la que sean ciertas las férmulas que describen las restricciones del
problema:

e En cada fila hay al menos una reina.

e Si en una casilla hay una reina entonces no puede haber reinas situadas en
la misma fila, columna o diagonales que dicha casilla.

Esta familia esta definida en el libro reinas.1isp del directorio O-ejemplos.
Cada una de las férmulas se obtiene evaluando (n-reinas n), para distintos
valores de n. Hemos utilizado ntimeros enteros positivos como simbolos proposi-
cionales: la casilla de la fila i, columna j, se representa con el niimero (i—1)xn+j,
con 1<4,57<n.

ACL2 !>(include-book "../0O-ejemplos/reinas")

ACL2 '>(n-reinas 2)
& (/12
& (/ 3 4)
& (I->1 1 & (-2) (& (-3) (- 4))))
& (1> 2 & (- 1) & (-4) (- 3))))
& (1->] 3 (& (- 4) & (-1) (-2)))
(I->1 4 (& (-3) & (-2) = DNIIN))
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En la tabla 4.2 se muestran los tiempos de evaluacion de la funcién
SAT-tableros-semanticos para algunas de estas formulas.

Sumario
En este capitulo:

e Se ha formalizado la notaciéon uniforme para la légica proposicional clasica.
Se han presentado los eventos que establecen sus principales propiedades.
Se ha definido una medida asociada a la notaciéon uniforme que resulta til
para demostrar la terminacion de funciones recursivas basadas en la misma.
La notacién uniforme es utilizada tanto en la semantica clasica como en la
semantica de Kleene.

e Se ha formalizado el método de los tableros semanticos. La notaciéon uni-
forme es utilizada para expresar las reglas de expansion en las que se basa
este método.

e Se ha desarrollado una funcién que implementa un algoritmo para com-
probar la satisfacibilidad de una férmula en el sentido cldsico, basado en
el método de los tableros semanticos. Se han establecido los eventos que
demuestran la correccion y completitud de este algoritmo.

e También se han desarrollado una funcién que implementa un algoritmo para
comprobar la validez de una férmula y otro que comprueba si una férmula
es consecuencia logica de un conjunto de hipdtesis. Se han presentado los
eventos que establecen sus propiedades de correccién y completitud en la
semantica clésica.

e Se ha demostrado que los algoritmos desarrollados también pueden ser uti-
lizados en la semantica de Kleene, presentado los eventos que establecen
sus propiedades de correccién y completitud en K.



Capitulo 5

Calculo de secuentes

El célculo de secuentes fue introducido por G. Gentzen en 1935 [29]. Desde enton-
ces ha sido ampliamente estudiado y utilizado siendo la base de algunos sistemas
de razonamiento automatico como Nuprl [16]. Como sus duales, los basados en
tableros, los cédlculos basados en secuentes son muy utiles en el desarrollo de
métodos de deduccion en ldgicas multivaluadas [3]. Para mds informacién sobre
los célculos de secuentes se puede consultar [2].

En este capitulo presentamos el calculo de secuentes proposicionales. Basan-
donos en esta presentacion, se formaliza un algoritmo para decidir la satisfaci-
bilidad de una férmula en la seméntica clasica. Se presentan los resultados de
correccion y completitud de este algoritmo y los eventos que los establecen. Un
desarrollo similar es realizado con un algoritmo para decidir la validez de una
formula y otro para la consecuencia logica.

Los algoritmos desarrollados en el caso clasico son igualmente validos en la
semantica de Kleene, solo hay que caracterizar adecuadamente la seméantica de los
secuentes para demostrar sus propiedades de correccién y completitud. En el caso
clasico se caracterizan aquellas situaciones en las que un secuente es cierto, aunque
se utiliza la propiedad contraria. En la semantica de Kleene se caracterizan las
situaciones en las que un secuente es falso. Un desarrollo similar del calculo de
secuentes proposicionales en la semantica de Kleene, ha sido realizado en Nuprl
en [15].

5.1 Secuentes

Los secuentes son pares de listas de férmulas entre las que existe una relacion
de consecuencia. El célculo de secuentes consta de un conjunto de axiomas y un
conjunto de reglas de inferencia. Para probar la validez de una férmula, se cons-
truye un secuente a partir de dicha férmula y se comprueba si este secuente se
puede obtener como resultado de aplicar sucesivamente las reglas de inferencia a
los axiomas. Cuando el intento de prueba falla, proporciona un contramodelo de
la férmula inicial. De forma simultanea a la presentacion del método, se describen
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los elementos necesarios para su formalizacién y se desarrolla un algoritmo para
decidir la validez de una férmula. A continuacién se describen los principales
eventos relacionados con la prueba automatica de la correccion y completitud de
dicho algoritmo. También se describe un algoritmo para comprobar la satisfacibi-
lidad de una formula. Los eventos relativos a la semantica clasica presentados en
esta seccion se encuentran en el libro secuentes.1lisp, los relativos a la seméantica
de Kleene en el libro secuentes-K.1lisp.

5.1.1 El calculo &

Definicién 5.1 Un secuente es un par (I', A) de secuencias finitas de férmulas.

En lo sucesivo notaremos los secuentes de la forma I' = A, llamaremos a I’
parte izquierda del secuente y a A parte derecha. El simbolo = sugiere que
existe cierta relacién de consecuencia entre las dos partes y, de hecho, esa es la
intencién. Usaremos la expresién (I'y, F, T'y) para distinguir una ocurrencia de la
formula F' entre las secuencias de férmulas I'y y I's. Los secuentes en los que una
de las dos secuencias de férmulas es vacia se notaran como=A y ['=-

En la formalizacion usamos listas para representar los secuentes. En estas lis-
tas el primer elemento es la parte izquierda del secuente y el resto de los elementos
forman la parte derecha. Asi, si S es la representacién del secuente I'= A, enton-
ces (car S) es la secuencia de formulas I' y (cdr S) es la secuencia de féormulas
A. A continuacién se muestran algunos ejemplos de secuentes y sus representa-
ciones:

(-r,py=>(q,=s) — ((C(-1)p)q(-8))
(p, ~q) = — ((p Q)
=((pNq),r) — ( () @pQ r)

La funcién es-secuente sirve para comprobar si una expresion es un secuente
representado de la forma descrita anteriormente. Para ello se define previamen-
te la funcién lista-formulas que comprueba si su argumento es una lista de
formulas.

[77]

(defun es-secuente (8)
(and (consp 8)
(lista-formulas (car S))
(lista-formulas (cdr S))))

(defun lista-formulas (lista-F)
(or (endp lista-F)
(and (es-proposicional (car lista-F))
(lista-formulas (cdr lista-F)))))
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Como se ha comentado antes, el simbolo = sirve para indicar una relacién
de consecuencia entre la partes izquierda y derecha de un secuente: si todas las
formulas de la parte izquierda son ciertas entonces alguna de la parte derecha
también lo es. Se trata de una extension a secuentes del concepto de modelo de
una formula.

Definicién 5.2 Una asignacion o es modelo de un secuente I'= A, y lo notare-
mos o |=1'= A, si existe una férmula F en I' tal que o = F o existe una férmula
G en A tal que o |= G. Una asignacion o es contramodelo de un secuente I'= A
si no es modelo suyo. Diremos que un secuente I' = A es valido, si para toda
asignacion o se verifica o |=1'=A.

De esta forma, una asignacion es modelo de un secuente si no es modelo
de todas las féormulas de su parte izquierda o bien si, siendo modelo de todas
las formulas de su parte izquierda, es modelo de alguna de las férmulas de la
parte derecha. Por tanto, desde el punto de vista de su interpretacién, un
secuente (Fy,...,F,) = (Gy,...,G,) es logicamente equivalente a la férmula
(1N ...NF,) — (G1V...VGp).

La funcién modelo-secuente implementa el concepto de modelo de un secuen-
te. Esta funcién utiliza las funciones modelo-conjuncion y modelo-disyuncion.
La primera comprueba si una asignacion es modelo de todas las formulas de una
lista y la segunda, si una asignacién es modelo de alguna férmula de una lista.
Obviamente, si una asignacion no es modelo de todas las formulas de la parte
izquierda de un secuente entonces es modelo del secuente.

(57

(defun modelo-secuente (sigma S)
(if (modelo-conjuncion sigma (car S))
(modelo-disyuncion sigma (cdr S))

t))

(defun modelo-conjuncion (sigma Gamma)
(cond ((endp Gamma) t)
(t (and (modelo sigma (car Gamma))
(modelo-conjuncion sigma (cdr Gamma))))))

(defun modelo-disyuncion (sigma Delta)
(cond ((endp Delta) nil)
(t (or (modelo sigma (car Delta))
(modelo-disyuncion sigma (cdr Delta))))))
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El concepto de secuente y el cilculo G’ fueron introducidos originariamente
por G. Gentzen [29]. Este calculo consta de un conjunto de axiomas y un conjunto
de reglas de inferencia. Los axiomas son un tipo simple de secuentes validos y
las reglas de inferencia preservan la validez. De esta forma cualquier secuente
obtenido como resultado de aplicar sucesivamente las reglas de inferencia a los
axiomas es valido.

Definicién 5.3 Un secuente I' = A es un axioma si existe alguna formula en
comin en sus partes izquierda y derecha: I' N A # O.

La funcién secuente-axioma formaliza este concepto, comprobando que exis-
te algin elemento en la interseccion entre las dos partes de un secuente. La funcién
intersectp-equal comprueba que la interseccién de dos listas es no vacia:

[81]

(defun secuente-axioma (S)
(intersectp-equal (car S) (cdr S)))

Teorema 5.4 Si el secuente I'= /A es un axioma entonces es valido.

Demostracion:

Si el secuente I'= A es un axioma entonces existe una féormula F' que aparece
en ' y en A. Dada una asignaciéon cualquiera o, si o es modelo de F' entonces
existe una féormula en A de la que ¢ es modelo. Si ¢ no es modelo de F', entonces
existe una férmula en I' de la que o no es modelo. Luego o es modelo de I'= A.

O

La prueba de este resultado en la formalizacién se obtiene facilmente a par-
tir de las definiciones de modelo-conjuncion y modelo-disyuncion. El evento
asociado es el siguiente:

[57]

(defthm secuente-axioma-es-valido
(implies (secuente-axioma S)
(modelo-secuente sigma S)))

Noétese que para afirmar que el secuente S es valido, se utiliza una nueva
variable sigma que representa una asignacién cualquiera, tal y cémo se indic6 en
la seccién 3.2.4.
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(p,~q)=(p) ; (@)= (g, —p)
(~q)= (~p.p) Cad=p)
—-der —-der
= (p, (—q — —p)) (@)= (—q — —p)

—-izq

(p = @)=(~q— p)
Figura 5.1: Un ejemplo de inferencia en el calculo G’

Definicion 5.5 El conjunto de reglas de inferencia del calculo G’ es el siguiente:

[, I'y=F A (—-izq) FI'= A Ay
T, -F,=A VPV TN SF A,

(—-der)

FhF,G,FQﬁA (/\—jZ ) F:>A1,F7 Ag F:>A1,G, AQ (/\—der)

TLEAG To=A q T=A,FAG,A,

I, FTy=A TG Ty=A . T=ALF G, A,
TLEVG I=A (V-izq) T=A,FVG, A, (V-der)

Fl,F2:>F,A Fl,G,F2:>A (_)1 ) F,F:>A1,G,A2 (—>dr)
TLF — G Ih=A Y TSALF S GA, U

I', F,G,Ib,=A TI'1,Ih'=FGG,A (<—>—jZ )
TLF oG lh=A d

F,F:>A1,G,A2 G,F:>A1,F,A2
F@Al,F — G, AV

(«>-der)

Donde I', T'y, ', A, A1 y Ag son secuencias finitas de formulas.

A la derecha de cada regla hemos indicado el nombre por el que se le hara
referencia en el resto del capitulo. Cada regla consta de uno o dos secuentes
(encima de la linea) llamados premisas, a partir de los cuales se infiere un tnico
secuente (debajo de la linea) llamado conclusién. Gentzen también considero re-
glas estructurales para eliminar férmulas repetidas en la parte izquierda (derecha)
de un secuente. Estas repeticiones no afectan a la satisfacibilidad de un secuente,
sin embargo conviene eliminarlas a la hora de implementar un algoritmo basado
en el célculo G', pues llevan a repetir en varias ocasiones una misma tarea.

La figura 5.1 muestra un ejemplo de inferencia en el célculo de secuentes. Los
secuentes (p, 7q) = (p) v (¢) = {q, —p) son axiomas a partir de los que se obtienen
(=q) = (—p,p) v (—q, q) = (—p) utilizando respectivamente las reglas de inferencia
—-der y —-izq. A partir de estos dos secuentes y mediante la aplicacion de la
regla —-der se obtienen, respectivamente, = (p, (-g — —p)) y (q) = (=g — —p).
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Estos dos secuentes son las premisas necesarias para la obtencién del secuente
(p — q) = (—q — —p) mediante la regla de inferencia —-izq.

El calculo G’ se utiliza para determinar la validez de un secuente considerando
las reglas de inferencia hacia atras. Esto es posible puesto que todos los elemen-
tos de las premisas de las reglas se pueden obtener a partir de la conclusion.
Llamaremos reglas de expansién a las reglas del célculo G’ cuando son utilizadas
hacia atras, es decir, para determinar un conjunto de premisas a partir de las
que se puede inferir un secuente. Las funciones secuentes-expansion-izq y
secuentes-expansion-der utilizan las reglas de esta forma.

La funcién secuentes-expansion-izq recibe como argumentos una féormula
F y dos listas de férmulas Gamma y Delta. Las listas de férmulas Gamma y Delta
representan respectivamente las partes izquierda y derecha de un secuente y F es
una férmula no atémica que aparece en Gamma. La funciéon devuelve las premisas
de las reglas de inferencia —-izq, A-izq, V-izq, —-izq y «=-izq, en funcién del tipo
de férmula que sea F. El resultado es devuelto como una lista de secuentes dado
que algunas de las reglas tienen una tnica premisa y otras tienen dos. Para la
implementacién de esta funcién se han utilizado las funciones elimina-una y
afiade-elemento, [ 58]. El uso de esta tltima evita incluir elementos repetidos en
las partes izquierda y derecha de las premisas.

(57

(defun secuentes-expansion-izq (F Gamma Delta)
(let ((Gamma- (elimina-una F Gamma)))
(cond ((es-negacion F)
(list (cons Gamma- (afiade-elemento (argl F) Delta))))
((es-conjuncion F)
(list (cons (afiade-elemento
(argl F) (afiade-elemento
(arg2 F) Gamma-)) Delta)))
((es-disyuncion F)
(list (cons (aflade-elemento (argl F) Gamma-) Delta)
(cons (aflade-elemento (arg2 F) Gamma-) Delta)))
((es-implicacion F)
(list (cons Gamma- (afiade-elemento (argl F) Delta))
(cons (aflade-elemento (arg2 F) Gamma-) Delta)))
((es-equivalencia F)
(list (cons (afiade-elemento
(argl F) (afiade-elemento
(arg2 F) Gamma-)) Delta)
(cons Gamma- (afiade-elemento
(argl F) (aflade-elemento
(arg2 F) Delta)))))
(t nil))))
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La funcién secuentes-expansion-der se define de manera similar para las
reglas de inferencia —-der, A-der, V-der, —-der y «>-der:

[ 84

(defun secuentes-expansion-der (F Gamma Delta)
(let ((Delta- (elimina-una F Delta)))
(cond ((es-negacion F)
(list (cons (aflade-elemento (argl F) Gamma) Delta-)))
((es-conjuncion F)
(list (cons Gamma (afiade-elemento (argl F) Delta-))
(cons Gamma (afiade-elemento (arg2 F) Delta-))))
((es-disyuncion F)
(1ist (cons Gamma (afiade-elemento
(argl F) (afiade-elemento
(arg2 F) Delta-)))))
((es-implicacion F)
(list (cons (afiade-elemento (argl F) Gamma)
(afiade-elemento (arg2 F) Delta-))))
((es-equivalencia F)
(list (cons (aflade-elemento (argl F) Gamma)
(afiade-elemento (arg2 F) Delta-))
(cons (aflade-elemento (arg2 F) Gamma)
(afiade-elemento (argl F) Delta-))))
(t nil))))

En el ejemplo de la figura 5.1, el secuente cuya validez se establece es (p —
q) = (—q — —p). A este secuente se le puede aplicar la regla de expansién —-izq
para obtener los secuentes = (p,(—¢ — —p)) y {q) = (¢ — —p). Aplicando
la regla de expansién —-der a cada uno de estos dos secuentes se obtienen res-
pectivamente (—¢q) = (—p,p) v (—q,q) = (—p). Finalmente al aplicar la regla de
expansién —-der al primero de ellos se obtiene el axioma (p, 7q) = (p) y al aplicar
la regla de expansién —-izq al segundo, el axioma (q) = (g, —p).

Teorema 5.6 Si Pre es el conjunto de premisas de una de las reglas de inferencia
del calculo G' y I'= A es la conclusion, entonces para toda asignacion o se verifica:
o |=T'= A siy sélo si para todo secuente S € Pre, o = S.

Este teorema se demuestra facilmente a partir del concepto de modelo de un
secuente y las funciones de verdad de las conectivas proposicionales. La prueba es
tediosa dado el nimero de casos distintos que tiene. Para formalizar este teorema
se han utilizado cuatro eventos:

e modelo-expansion-secuentes-izq-1 prueba el resultado para las reglas
—-izq y A-izq.
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e modelo-expansion-secuentes-izq-2 prueba el resultado para las reglas
V-izq, —-izq y «<>-izq.

e modelo-expansion-secuentes-der-1 prueba el resultado para las reglas
—-der, V-der y —-der.

e modelo-expansion-secuentes-der-2 prueba el resultado para las reglas
A-der y «—-der.

En se muestran los dos primeros eventos, los otros dos han sido construidos
de forma similar. Los dos casos se diferencian en el nimero de premisas de la
regla de inferencia utilizada. Para distinguirlos se comprueba la longitud de la
lista de premisas con la funcién len:

(55

(defthm modelo-expansion-secuentes-izq-1

(implies

(and (equal (len (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)) 1)
(es-proposicional F)
(not (es-atomica F))
(member-equal F Gamma))

(let ((Premisas (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)))

(iff (modelo-secuente sigma (car Premisas))
(modelo-secuente sigma (cons Gamma Delta))))))

(defthm modelo-expansion-secuentes-izq-2
(implies
(and (equal (len (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)) 2)
(es-proposicional F)
(not (es-atomica F))
(member-equal F Gamma))
(let ((Premisas (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)))
(iff (modelo-secuente sigma (cons Gamma Delta))
(and (modelo-secuente sigma (car Premisas))
(modelo-secuente sigma (cadr Premisas)))))))

5.1.2 Contramodelo de un secuente: CONTRAMOD;

Puesto que las reglas de inferencia preservan la validez, se pueden utilizar para
comprobar si un secuente es valido. Para ello basta con encontrar una forma de
obtener dicho secuente aplicando reglas de inferencia a los axiomas. Es necesario
observar que la aplicacion de las reglas de inferencia se puede conmutar, es decir, si
un secuente se puede obtener como consecuencia de aplicar dos reglas de inferencia
distintas a un conjunto de premisas, entonces da igual el orden en que se utilicen
dichas reglas. Esto se debe a que no hay dos reglas de inferencia que sirvan para
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(p, ~q)=(p) e (q)=(q,—p) i
(=q)=(p, —p) Cea=p)
(—q,(p — q)) = (—p) '
—-der

(p— q)=(~q — —p)

Figura 5.2: Conmutacién de reglas en G’

obtener la misma férmula dentro de un secuente y a que las reglas de inferencia
sOlo afectan a la formula que se infiere, el resto no son alteradas. En el ejemplo de
la figura 5.1 se pueden conmutar las aplicaciones de las reglas —-izq y —-der y se
obtiene la derivacién mostrada en la figura 5.2, en la que el conjunto de premisas
a partir de las que se aplican dichas reglas no cambia.

Si el proceso para determinar la validez de un secuente falla, obtendremos
un secuente en el que todas las formulas son atémicas y que no es un axioma.
Estos secuentes no se pueden obtener como resultado de aplicar una regla de
inferencia. A partir de los elementos de este tipo de secuentes se puede construir
un contramodelo de los mismos:

Definicién 5.7 Un secuente I'=- A es atémico si I' y A son secuencias finitas de
formulas atomicas.

Teorema 5.8 Sea I'= A un secuente atémico que no es un axioma. La asigna-
cién o definida de forma que o(p) = T si y sélo si p aparece en I', no es modelo
de I'=A.

Demostracion:

Puesto que o es modelo de todos los elementos de I', para que sea modelo
de I'= A tendria que ser modelo de algin elemento de A, pero esto no ocurre
puesto que A y I' no tienen elementos en comin. Luego o £ I'= A.

O

Dado que las reglas de inferencia del cdlculo G" preservan la validez, la asig-
nacién asi construida a partir de un secuente atéomico S que no sea un axioma,
sera contramodelo de cualquier secuente obtenido mediante una aplicacion de las
reglas de inferencia, en las que se utilice S entre las premisas.

De esta forma se dispone de un procedimiento que comprueba si un secuente
es valido y, en caso de que esto no sea cierto, proporciona informacién suficiente
para construir un contramodelo del mismo. El siguiente algoritmo aplica las
reglas de G’ como reglas de expansién, hasta encontrar un secuente a partir del
cual se puede construir un contramodelo.
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Algoritmo 5.9 (CONTRAMOD;) El dato de entrada de este algoritmo es un
secuente I'= A y actiia como se describe a continuacion:

1. SiT'= A es una axioma, el algoritmo termina y devuelve f.

2. Se selecciona una formula F no atomica de la lista I' y se utiliza la regla de
expansion para la ocurrencia de F' en el lado izquierdo del secuente.

(a) Si la regla de expansion utilizada tiene una inica premisa S, se evaliia
el algoritmo sobre dicha premisa.

(b) Si la regla de expansion utilizada tiene dos premisas Sy y S, se evalia
el algoritmo sobre una de ellas, Sy, y si devuelve f entonces se evaliia
sobre la otra, Ss.

3. Sien! no hay formulas no atémicas, se selecciona una formula F' no atémica
de la lista A y se utiliza la regla de expansion para la ocurrencia de F' en
el lado derecho del secuente.

(a) Si la regla de expansion utilizada tiene una tnica premisa S, se evalia
el algoritmo sobre dicha premisa.

(b) Si la regla de expansion utilizada tiene dos premisas Sy y Sa, se evalia
el algoritmo sobre una de ellas, Sy, y si devuelve f entonces se evalia
sobre la otra, Ss.

4. SiT' y A no tienen formulas no atomicas, se devuelve el secuente I'= A.

Este algoritmo no estd completamente determinado, puesto que no se indica
cémo se escoge la formula F, ya sea de I' o de A. Para resolver esta indeter-
minacién hemos considerado una funciéon seleccion, que escoge una férmula no
atémica de una lista de formulas, si es que existe. Si la lista no contiene férmulas
no atémicas devuelve nil. Se ha asumido la existencia de esta funcién en un
encapsulado ACL2, caracterizandola por las siguientes propiedades:

e Si (seleccion Gamma) devuelve un valor, entonces dicho valor pertenece a
Gamma.

e Si la funcién seleccion devuelve un valor, entonces dicho valor no es una
formula atémica.

e Si (seleccion Gamma) no devuelve ningun valor, entonces todos los ele-
mentos de Gamma son férmulas atémicas.

De esta forma, el resto del desarrollo presentado en esta seccién es genérico,
en el sentido de que es valido para cualquier funcion seleccion verificando estas
propiedades. La formalizacién de estas propiedades es la siguiente:



5.1. Secuentes 113

86
(defthm si-existe-no-atomica-seleccion-pertenece
(implies (seleccion Gamma)
(member-equal (seleccion Gamma) Gamma)))

(defthm si-existe-no-atomica-seleccion-no-es-atomica
(implies (seleccion Gamma)

(not (es-atomica (seleccion Gamma)))))

(defthm si-no-seleccion-miembros—atomicos
(implies (and (not (seleccion Gamma))
(lista-formulas Gamma)
(member-equal F Gamma))
(es-atomica F)))

La funcién que implementa el algoritmo CONTRAMO Dy es la siguiente:

(defun CONTRAMOD-secuentes (8) &7
(declare (xargs :measure (medida-secuente S)))
(cond ((endp S) nil)
((secuente-axioma S) nil)
(t (let* ((Gamma (car S))
(Delta (cdr S))
(F-1 (seleccion Gamma))
(F-2 (seleccion Delta)))
(cond
(F-1 (let ((Premisas
(secuentes-expansion-izq F-1 Gamma Delta)))
(cond ((equal (len Premisas) 1)
(CONTRAMOD-secuentes (car Premisas)))
((equal (len Premisas) 2)
(or (CONTRAMOD-secuentes (car Premisas))
(CONTRAMOD-secuentes (cadr Premisas))))
(t $))))
(F-2 (let ((Premisas
(secuentes-expansion-der F-2 Gamma Delta)))
(cond ((equal (len Premisas) 1)
(CONTRAMOD-secuentes (car Premisas)))
((equal (len Premisas) 2)
(or (CONTRAMOD-secuentes (car Premisas))

(CONTRAMOD-secuentes (cadr Premisas))))
(t 8$))))
(t SN
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Utilizando una funcién seleccion concreta, por ejemplo la que devuelve la
primera férmula no atéomica de una lista, podemos utilizar la funciéon anterior
para comprobar la existencia de un contramodelo de un secuente. Si el secuente
tiene contramodelos, la funciéon devuelve un secuente atémico a partir del que se
puede construir uno. Si el secuente no tiene contramodelos la funcién devuelve
nil.

ACL2 !'>(NO-MOD-secuentes *( ( (> p q) ) (> (- p) (- @) )
(@ P

ACL2 !'>(NO-MOD-secuentes ’( ( (> p q) ) (> (- q@ (- p)) ))
NIL

En el primer ejemplo el secuente (p — ¢) = (—p — —q) tiene un contramodelo.
Cualquier asignacién en la que ¢ sea cierta y p falsa es contramodelo de dicho
secuente. En el segundo ejemplo, el secuente (p — ¢) = (—p — —¢) no tiene
contramodelos.

Para que la funcién CONTRAMOD-secuentes sea admitida por ACL2, se ha de
demostrar que termina para cualquier dato de entrada. Para ello hemos pro-
porcionado una medida del argumento, medida-secuente, que decrece en las
llamadas recursivas.

Definicién 5.10 El niimero de conectivas de un secuente rs(I'=A) es la suma
del nimero de conectivas que aparecen en todas las férmulas que lo componen.

Asi, rs((Fy, ..., Fn)=(Gy,... ,Gp)) =r(F1)+--+r(F,)+r(Gr)+- - +7(Gpn).

La funciéon medida-secuente formaliza este concepto. Para ello se utiliza la
funcion medida-lista-formulas que suma el niimero de conectivas de todas las
formulas que aparecen en una lista:

[55]

(defun medida-secuente (S)
(+ (medida-lista-formulas (car S))
(medida-lista-formulas (cdr S))))

(defun medida-lista-formulas (Gamma)
(cond ((endp Gamma) 0)
(t (+ (numero-conectivas (car Gamma))
(medida-lista-formulas (cdr Gamma))))))

Teorema 5.11 Si el secuente S” es obtenido como premisa al utilizar una regla
de inferencia para concluir otro secuente S, entonces rs(S") < rs(95).

El evento asociado a este teorema se genera de forma automatica al evaluar
el evento . Su demostracion se obtiene facilmente dado que el nimero de
conectivas de las subféormulas de una férmula proposicional compuesta es menor
que el de la férmula original, resultado establecido en .



5.1. Secuentes 115

5.1.3 Correcciéon y completitud de CONTRAMO D

Teorema 5.12 (Correccién de CONTRAMODg) Dado un secuente I' = A,
si CONTRAMODs(I'=A) = S # f entonces I'= A no es un secuente valido.
Ademas, si o es la asignacion definida de forma que o(p) = T si y sélo si p aparece
en la parte izquierda de S, entonces o [~ I'= A.

Demostracion:

Si CONTRAMODs(I'= A) = S # f entonces S es un secuente atémico y
por el teorema 5.8, se tiene que la asignacion o definida en el enunciado no es
modelo de S. Por el teorema 5.6, esta asignacién no es modelo de ningin secuente
obtenido al aplicar una secuencia de reglas de inferencia, en las que se utilice S
entre las premisas. Al obtener S como resultado, el algoritmo nos asegura que
dicho secuente aparece como premisa en una secuencia de reglas de inferencia que

concluye con I'=-A. Por tanto, o no es modelo de I'=A.
O

La funcién genera-contramodelo-secuente construye la asignacién mencio-
nada en el teorema anterior. Para definir esta funcién consideramos la funcion
genera-asignacion-positiva que construye una asignacion en la que todos los
simbolos proposicionales de una lista son verdaderos.

[57]

(defun genera-contramodelo-secuente (S)
(genera-asignacion-positiva (car S)))

(defun genera-asignacion-positiva (atomos)
(cond ((endp atomos) nil)
((es-simbolo-proposicional (car atomos))
(asume-valor (car atomos) *Vx
(genera-asignacion-positiva (cdr atomos))))
(t (genera-asignacion-positiva (cdr atomos)))))

La formalizacion del teorema de correccién es la siguiente:

(97

(defthm correccion-CONTRAMOD-secuentes
(implies (and (es-secuente S)
(CONTRAMOD-secuentes S))
(not (modelo-secuente (genera-contramodelo-secuente
(CONTRAMOD-secuentes S))
$))))

Teorema 5.13 (Completitud de CONTRAMOD;) Dado un secuentel’ = A,
si existe una asignacion o que no es modelo de I' = A, entonces se tiene

CONTRAMOD(T = A) # f.
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La prueba de este resultado se obtiene facilmente a partir del teorema 5.6. Su
formalizacion es la siguiente:

91
(defthm completitud-CONTRAMOD-secuentes

(implies (and (es-secuente S)
(not (modelo-secuente sigma S)))
(CONTRAMOD-secuentes S))

5.1.4 Demostrabilidad por secuentes: DAT

Teorema 5.14 Dado una férmula F € P(X), una asignacion o es modelo de F
si y solo si es modelo del secuente = F'.

La prueba de este teorema es trivial a partir del concepto de modelo de un
secuente. Este teorema permite utilizar el cdlculo de secuentes para decidir la
validez de una féormula F, para ello basta con comprobar que el secuente = F' es
valido, es decir, no tiene contramodelos.

Definicién 5.15 Una formula F' es demostrable por secuentes, y lo notaremos
Fs F, si, aplicando las reglas de expansion de G', no se puede obtener un contra-
modelo del secuente=-F'.

Algoritmo 5.16 (DATs) Dada una formula F € P(X), DATs(F) es t si y sclo
si CONTRAMODs(=F) es f.

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

92
(defun DAT-secuentes (F)

(not (CONTRAMOD-secuentes (cons nil (list F)))))

Esta funcién devuelve T si la férmula que se le pasa como argumento es de-
mostrable por secuentes. En caso contrario devuelve nil.

ACL2 !'>(DAT-secuentes ’(<-> (<=> p q) (<=> q p)))
T

ACL2 !>(DAT-secuentes ’(-> (> p q) (& r s8)))
NIL

En el primer ejemplo la férmula (p < ¢) < (¢ < p) es demostrable por
secuentes, es decir, es valida. En el segundo, la formula (p — ¢) — (r A s) no es
demostrable por secuentes.

Teorema 5.17 Dada una formula F' € P(X), F' es valida si y sélo si DAT(F)
es t.
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Demostracion:

Por definicién DAT(F) # t siy sélo si CONTRAMODs(= F) # f y, por
los teoremas de correccién y completitud de CONTRAMO Dg, esto ocurre si y
sélo si=-F tiene un contramodelo. Luego DATs(F') =t si y s6lo si= F' no tiene
contramodelos, es decir es valido, lo que, por el teorema 5.14, es equivalente a

que F' sea valida
O

Los siguientes eventos establecen los resultados de correccién y completitud de
la funcién que implementa el algoritmo DATs. La condicion acerca de la validez
de la férmula F se establece como se indico en la seccion 3.2.4.

[97]

(defthm correccion-DAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-secuentes F))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-DAT-secuentes
(implies
(and (es-proposicional F)
(not (DAT-secuentes F)))
(not (modelo (genera-contramodelo-secuente
(CONTRAMOD-secuentes (cons nil (list F))))
F))))

Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instan-
cias de los eventos presentados en y cuando el valor de la variable S es
(cons nil (1list F)).

5.1.5 Satisfacibilidad por secuentes: SAT),

Teorema 5.18 Dada una féormula F' € P(X), F es satisfacible si y sélo si el
secuente F'= tiene un contramodelo.

Este teorema es una consecuencia del teorema 5.14 y permite utilizar el cdlculo
de secuentes para obtener un modelo de una féormula F', para ello basta con
generar un contramodelo del secuente F'=.

Algoritmo 5.19 (SATs) Dada una formula F € P(X), SATs(F) es igual a
CONTRAMODS(F=).

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

[ 94 ]

(defun SAT-secuentes (F)
(CONTRAMOD-secuentes (cons (list F) nil)))
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Si una formula es satisfacible, esta funcién devuelve un secuente atémico a
partir del que se puede obtener un modelo de dicha férmula. Si la férmula es
insatisfacible, la funcién devuelve nil:

ACL2 !'>(SAT-secuentes (& (> p (- @)) (- (- p))))
((P) Q

ACL2 '>(SAT-secuentes (& (/ p @) & (- p) (- @)))
NIL

En el primer ejemplo, la féormula (p — —¢) A =—p es satisfacible y una asig-
nacién que la hace cierta es cualquiera en la que p sea cierto y ¢ falso. En el
segundo ejemplo, la férmula (p V ¢) A (—p A —q) es insatisfacible.

Teorema 5.20 Dada una férmula F € P(X), F es satisfacible si y sélo si
SATs(F) = S # f. Ademas, si SATs(F) = S # f y o es la asignacion defi-
nida de forma que o(p) = T si y sélo si p esta en la parte izquierda del secuente
S, entonces o |= F.

Demostracion:
Por definiciéon SATs(F) = S # f si y s6lo si CONTRAMODg(F =) =
S # f. Por los resultados de correccion y completitud de CONTRAMODg esto
ocurre si y sélo si el secuente F'=-tiene un contramodelo y esto, por el teorema
5.18, es equivalente a que F' sea satisfacible. Si SATs(F) = S # f y o es la
asignacion definida en el enunciado, entonces por el teorema de correccion de
CONTRAMODg, o es contramodelo de F' =, luego, por la definicion de modelo
de un secuente, o es modelo de F.
OJ

Los siguientes eventos establecen los resultados de correcciéon y completitud
de la funcién que implementa el algoritmo SATs. La condicién acerca de la
satisfacibilidad de la férmula F se establece como se indicé en la seccion 3.2.4.

[95]

(defthm correccion-SAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-secuentes F))
(modelo (genera-contramodelo-secuente
(SAT-secuentes F)) F)))

(defthm completitud-SAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo sigma F))
(SAT-secuentes F)))
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Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instan-
cias de los eventos presentados en y cuando el valor de la variable S es
(cons (list F) nil).

5.1.6 Deducibilidad por secuentes: DEDUC,

Finalmente, también se puede utilizar el cdlculo de secuentes para comprobar si
una férmula F' es consecuencia logica de un conjunto de hipdtesis Hy,... , H,.
Para ello basta con comprobar que el secuente (Hi, ..., H,) = F es valido, es
decir, que no tiene contramodelos.

Definicién 5.21 Dadas las formulas F, Hy, ... , H,, decimos que F' es deducible
por secuentes a partir de las hipotesis H; ... , H,, y lo notaremos Hy, ... ,H, F
F, si, aplicando las reglas de expansion de GG', no se puede obtener un contramo-
delo del secuente Hy,... ,H,=F.

Algoritmo 5.22 (DEDUCs) Dadas las formulas F, Hy, ... ,H, € P(X),
DEDUCs({Hy, ... ,H,),F)estsiysélosiCONTRAMODs({Hy,... ,H,)=F)
es f.

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

96
(defun DEDUC-secuentes (lista-H F)

(not (CONTRAMOD-secuentes (cons lista-H (list F)))))

Esta funcién devuelve T si la formula F es deducible por secuentes a partir de
las hipétesis 1ista-H. En caso contrario devuelve nil.

ACL2 '>(DEDUC-secuentes ’((-> p @) p) ’qQ)

T

ACL2 !>(DEDUC-secuentes ’((-> p q) p) (- q))
NIL

En el primer ejemplo la féormula ¢ es deducible por secuentes a partir de las
féormulas (p — ¢q) y p. En el segundo ejemplo, la formula =g no es deducible por
secuentes a partir de las férmulas (p — ¢) y p.

Teorema 5.23 Dadas las formulas F,H, ... ,H, € P(X), F es consecuencia
légica de {Hy, ... ,H,} siy sélosi DEDUCs((Hy,...,H,),F) est.

Demostracién:

Por la definicion de DEDUCSs se tiene DEDUCs((Hy, ... ,H,), F) # t si
y s6lo si CONTRAMODgs({(Hy,...,H,) = F) # f y, por los teoremas de co-
rreccion y completitud de CONTRAMO Dy, esto ocurre si y sélo si el secuente
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(Hy,...,H,)=F tiene un contramodelo, es decir, si y sélo si existe una asigna-
cion o modelo de los H; que no es modelo de F'. Finalmente esto es equivalente
a que F no sea consecuencia l6gica de {Hy, ..., H,}.
Por tanto F' es consecuencia 16gica del conjunto de hipétesis { Hy, ... , H,} si
y sélo si DEDUCSs((Hy,... ,Hy,), F) es t.
OJ

Los siguientes eventos establecen los resultados de correcciéon y completitud
de la funcién que implementa el algoritmo DEDUC:

(o7

(defthm correccion-DEDUC-secuentes
(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(DEDUC-secuentes lista-H F)
(modelo-conjuncion sigma lista-H))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-DEDUC-secuentes
(let ((sigma (genera-contramodelo-secuente
(CONTRAMOD-secuentes (cons lista-H (list F))))))
(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(not (DEDUC-secuentes lista-H F)))
(and (modelo-conjuncion sigma lista-H)
(not (modelo sigma F))))))

Las pruebas de estos resultados se obtienen respectivamente como instan-
cias de los eventos presentados en y cuando el valor de la variable S es
(cons lista-H (list F)).

5.1.7 Secuentes en K

Los algoritmos desarrollados en las subsecciones previas también pueden ser uti-
lizados para decidir la satisfacibilidad, validez y consecuencia logica en K. Los
algoritmos son los mismos, puesto que no se basan en aspectos semanticos, pero
no ocurre lo mismo con los conceptos y propiedades que aseguran su correccion
y completitud.

La semantica en K de un secuente es similar a la semantica clasica: un secuente
I'= A es cierto en una K-asignacion si alguna de las formulas de I' es falsa o
alguna de las férmulas de A es cierta. Sin embargo, el método basado en secuentes
busca un contramodelo, de ahi que sea necesario caracterizar las situaciones en
las que una asignacién hace falso un secuente. En la semantica clasica basta con
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utilizar la negacion de la funcion modelo-secuente, esto no sirve en la semantica
de Kleene pues no deja fuera el valor indeterminado.

Definicién 5.24 Una K-asignacion o es no-modelo de un secuente I'= A si o

es modelo de todos los elementos de I' y de las negaciones de todos los elementos
de A.

La funcién no-modelo-secuente-K formaliza este concepto, para ello utiliza
las funciones modelo-conjuncion-K y no-modelo-conjuncion-K que comprue-
ban si una K-asignacion es modelo, respectivamente no—modelo, de todos los
elementos de una lista:

(95

(defun no-modelo-secuente-K (sigma S)
(and (modelo-conjuncion-K sigma (car S))
(no-modelo-conjuncion-K sigma (cdr S))))

(defun modelo-conjuncion-K (sigma Gamma)
(cond ((endp Gamma) t)
(t (and (modelo-K sigma (car Gamma))
(modelo-conjuncion-K sigma (cdr Gamma))))))

(defun no-modelo-conjuncion-K (sigma Delta)
(cond ((endp Delta) t)
(t (and (no-modelo-K sigma (car Delta))
(no-modelo-conjuncion-K sigma (cdr Delta))))))

Un secuente axioma es un secuente en el que alguna férmula aparece si-
multaneamente en la parte izquierda y en la parte derecha. De esta forma no
existe ninguna K-asignacién que sea no—modelo de un secuente axioma. La for-
malizacion de esta propiedad es la siguiente:

[99]

(defthm secuente-axioma-no-tiene-no-modelos
(implies (secuente-axioma S)
(not (no-modelo-secuente-K sigma S))))

Las reglas del célculo G’ no hacen referencia a la seméntica de los secuen-
tes, por tanto se aplican de igual forma tanto en la seméntica clasica como
en la semantica de Kleene. Es por esto por lo que utilizamos las funciones
secuentes-expansion-izq y secuentes-expansion-der, presentadas en
y , para formalizar el cdlculo de secuentes en K. Sin embargo, las pro-
piedades semanticas de estas funciones han de ser reformuladas con respecto
al concepto de no—modelo de un secuente: una K-asignacion es no—modelo de
un secuente conclusion de una regla de expansién si y sélo si es no—modelo
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de alguna de las premisas. La formalizacion de esta propiedad para la funcion
modelo-expansion-secuentes-izq es la siguiente:

100

(defthm modelo-expansion-secuentes-izq-1

(implies

(and (equal (len (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)) 1)
(es-proposicional F)
(not (es-atomica F))
(member-equal F Gamma))

(let ((Premisas (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)))

(iff (no-modelo-secuente-K sigma (car Premisas))
(no-modelo-secuente-K sigma (cons Gamma Delta))))))

(defthm modelo-expansion-secuentes-izq-2
(implies
(and (equal (len (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)) 2)
(es-proposicional F)
(not (es-atomica F))
(member-equal F Gamma))
(let ((Premisas (secuentes-expansion-izq F Gamma Delta)))
(iff (no-modelo-secuente-K sigma (cons Gamma Delta))
(or (no-modelo-secuente-K sigma (car Premisas))
(no-modelo-secuente-K sigma (cadr Premisas)))))))

Los eventos para la funciéon modelo-expansion-secuentes-der se construyen
de forma similar.

5.1.7.1 No-modelo en K de un secuente

Los algoritmos para decidir la validez, satisfacibilidad y consecuencia légica pre-
sentados a lo largo de este capitulo, se basan en un procedimiento que busca
un contramodelo de un secuente, es decir, una asignacion que lo hace falso. Es-
te procedimiento, al que hemos llamado CONTRAMOD-secuentes se define en la
semantica de Kleene de igual forma a como se ha hecho en la semantica clasica.
Su formalizacién se encuentra en | 87].

Los resultados de correccion y completitud de este procedimiento en la semén-
tica de Kleene se establecen de forma similar al caso de la semantica clasica. Su
formalizacion es la siguiente:
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101
(defthm correccion-CONTRAMOD-secuentes

(implies
(and (es-secuente 8)
(CONTRAMOD-secuentes S))
(no-modelo-secuente-K
(genera-no-modelo-secuente-K (CONTRAMOD-secuentes S)) S)))

(defthm completitud-CONTRAMOD-secuentes
(implies (and (es-secuente S)
(no-modelo-secuente-K sigma S))
(CONTRAMOD-secuentes S)))

En este caso hemos utilizado la funcién no-modelo-secuente-K para com-
probar que una K-asignacion es no—modelo de un secuente. Obsérvese que en
los correspondientes teoremas en la semantica clasica se utiliza la negacién del
predicado modelo-secuente.

102
(defun genera-no-modelo-secuente-K (S)

(cond ((es-secuente S)
(append (genera-asignacion-positiva-K (car S))
(genera-asignacion-negativa-K (cdr S))))
(t nil)))

(defun genera-asignacion-positiva-K (Xs)
(cond ((endp Xs) nil)
((es-simbolo-proposicional (car Xs))
(asume-valor (car Xs) *Vx
(genera-asignacion-positiva-K (cdr Xs))))
(t (genera-asignacion-positiva-K (cdr Xs)))))

(defun genera-asignacion-negativa-K (Xs)
(cond ((endp Xs) nil)
((es-simbolo-proposicional (car Xs))
(asume-valor (car Xs) *Fx
(genera-asignacion-negativa-K (cdr Xs))))
(t (genera-asignacion-negativa-K (cdr Xs)))))

La funcién genera-no-modelo-secuente-K proporciona un no-modelo de un
secuente atomico que no es un axioma. En el caso de la semantica clasica es
suficiente con asegurar que todos los atomos del lado izquierdo del secuente son
verdaderos. En la semantica de Kleene tenemos que asignar explicitamente un
valor de verdad a todos los atomos del secuente para evitar que quede indefinido.
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La funcién genera-no-modelo-secuente-K realiza esta tarea, para ello utiliza las
funciones genera-asignacion-positiva-K y genera-asignacion-negativa-K
que construyen el trozo de K-asignacién que hace verdaderos, respectivamente
falsos, todas las féormulas del lado izquierdo del secuente, respectivamente el lado
derecho.

5.1.7.2 Decision de K-validez basada en secuentes

El procedimiento para decidir si una férmula es K-vélida es el mismo que el de
la semdntica cldsica. La funcién DAT-secuentes, presentada en [ 92], implementa
este procedimiento. Los resultados de correcciéon y completitud son los siguientes:

103

(defthm correccion-DAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-secuentes F)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-DAT-secuentes
(implies
(and (es-proposicional F)
(not (DAT-secuentes F)))
(no-modelo-K (genera-no-modelo-secuente-K
(CONTRAMOD-secuentes (cons nil (list F)))) F)))

Como se indicé en la seccién 3.3.4 el resultado de correccidn tiene una hipotesis
adicional en la que se afirma que la asignacion sigma asigna un valor de verdad
a la formula F. En el resultado de completitud la conclusién afirma la existencia
de una K-asignacién que es no—modelo de la férmula F.

5.1.7.3 Decision de K-satisfacibilidad basada en secuentes

El algoritmo para decidir la K-satisfacibilidad es el mismo que el de la semantica
clasica. La funcion que lo implementa es SAT-secuentes, presentada en . La
formalizacion y prueba de sus propiedades de correccién y completitud es similar
a las de la seméntica clésica. Los eventos son los siguientes:
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107

(defthm correccion-SAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-secuentes F))
(modelo-K (genera-no-modelo-secuente-K
(SAT-secuentes F)) F)))

(defthm completitud-SAT-secuentes
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo-K sigma F))
(SAT-secuentes F)))

5.1.7.4 Decision de consecuencia K-l6gica basada en secuentes

Al igual que en los dos casos anteriores, el algoritmo para decidir la consecuencia
logica en K es el mismo que para la semantica clasica. La funciéon que lo imple-
menta, DEDUC-secuentes, estd definida en [96]. Las resultados de correccién y
completitud se han construido siguiendo las indicaciones de la seccién 3.3.4.

105
(defthm correccion-DEDUC-secuentes

(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(DEDUC-secuentes lista-H F)
(modelo-conjuncion-K sigma lista-H)
(valor-K F sigma))

(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-DEDUC-secuentes
(let ((sigma (genera-no-modelo-secuente-K
(CONTRAMOD-secuentes (cons lista-H (list F))))))
(implies (and (lista-formulas lista-H)
(es-proposicional F)
(not (DEDUC-secuentes lista-H F)))
(and (modelo-conjuncion-K sigma lista-H)

(no-modelo-K sigma F)))))

5.2 Ejemplos

En esta seccién explicamos cémo se utilizan los procedimientos de decision de-
sarrollados en este capitulo, presentando datos sobre su evaluaciéon en algunas
férmulas de Urquhart [83] y férmulas representando el problema de las N reinas
[62]. En la seccién 4.3 se indica como se cargan en ACL2 los ficheros en los que
se definen estas familias de férmulas.
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Una vez certificados los libros, ponemos en funcionamiento el sistema, eva-
luando la orden acl2 en el directorio 5-secuentes:

../calculos-proposicionales/5-secuentes> acl2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/5-secuentes".

ACL2 I>

A continacion incluimos el libro que contiene la teoria desarrollada en este
capitulo. Los libros de los que éste depende son incluidos automéaticamente por
el sistema:

ACL2 !'>(include-book "secuentes")

Para poder utilizar los procedimientos de decisién desarrollados en este capi-
tulo, tenemos que proporcionar una definiciéon concreta de la funciéon que selec-
ciona una formula de un secuente. El simbolo asociado a esta funcién ya existe en
el sistema por lo que tendremos que redefinirla. Las propiedades de los procedi-
mientos de decision de satisfacibilidad, validez y consecuencia logica se mantienen
siempre que la nueva definiciéon de la funciéon seleccion tenga las propiedades

presentadas en [ 86].

ACL2 !>(set-1ld-redefinition-action ’(:warn . :overwrite) state)

ACL2 !'>(defun seleccion (lista)
(cond ((endp lista) nil)
((es-atomica (car lista)) (seleccion (cdr lista)))
(t (car lista))))

En la tabla 5.1 se muestran los tiempos de evaluacion de la funcién
DAT-secuentes para las 15 primeras formulas de Urquhart. En la tabla 5.2 se
muestra la misma informacion sobre la evaluacion de la funciéon SAT-secuentes
para las féormulas correspondientes al problema de las N reinas, para algunos
valores de N.
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H Formula ‘ tiempo H Foérmula ‘ tiempo H Foérmula ‘ tiempo H

U, 0.000
Uy 0.000
Us; 0.000
U, 0.000
Us 0.010

0.010 || Uy,
0.050 || Ups
0.110 || Uys
0.230 || Uyy
0.560 || Uys

1.380
3.170
7.370
16.650
37.490

Tabla 5.1: Tiempos de evaluacién de las férmulas de Urquhart

Tamano del tablero

2

3

4

5

6

Tiempo

0.000

0.050

0.420

1.900

170.450

Tabla 5.2: Tiempos de evaluaciéon para el problema de las N reinas

Sumario

En este capitulo:

e Se ha formalizado el calculo de secuentes. Basandonos en este célculo se ha
desarrollado un procedimiento que implementa un algoritmo para decidir
la validez de un secuente, mediante la bisqueda de un contramodelo. Se
han demostrado las propiedades de correcciéon y completitud en el sentido
clasico de este procedimiento.

e Basandonos en el procedimiento de busqueda de un contramodelo de un
secuente se han desarrollado procedimientos para decidir la validez, satis-
facibilidad y consecuencia logica. Se han demostrado las propiedades de

correccién y completitud en el sentido clésico de estos procedimientos.

e Se ha demostrado que los algoritmos desarrollados también pueden ser uti-
lizados en la semantica de Kleene, presentado los eventos que establecen
sus propiedades de correccién y completitud en K.
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Capitulo 6

Extensiones de ACL2

ACL2 es un sistema abierto en el que cualquier usuario puede desarrollar herra-
mientas para facilitar su trabajo. Desde cierto punto de vista, estas herramientas
son extensiones del sistema que pueden llegar a integrarse con él. Nos separa-
mos momentaneamente del desarrollo de la teoria sobre célculos proposicionales,
para presentar dos de estas herramientas que hemos desarrollado y que seran de
utilidad en los capitulos posteriores.

En la primera seccién presentamos una herramienta para facilitar las pruebas
de terminacién de funciones recursivas compleja. Esta herramienta proporciona
una determinada extension de una relacion bien fundamentada definida sobre un
conjunto A, que es de utilidad en la prueba de terminacion de funciones que hacen
recursion sobre una lista de elementos de dicho conjunto. El desarrollo de esta
herramienta revelé un pequeno error en el sistema subsanado en la version actual
del mismo. La herramienta fue presentada en [67] y actualmente se distribuye
junto con el sistema.

En la segunda seccion se presenta una herramienta que facilita la reutilizacion
de resultados de segundo orden. Para establecer un resultado de segundo orden
en el sistema, se consideran determinadas funciones para las que se asumen cier-
tas propiedades, a partir de las que se demuestra el resultado. Este resultado es
cierto para cualquier conjunto de funciones que cumplan las propiedades asumi-
das y se puede establecer utilizando instanciacién funcional. La herramienta que
se desarrolla en esta seccion realiza de forma automaética este proceso de instan-
ciacion funcional, facilitando asf la labor del usuario. De nuevo el desarrollo de la
herramienta revel6 un error en el sistema, mas grave que el anterior, en el proceso
de instanciacién funcional'. La herramienta ha sido presentada en [52].

IEste error estd corregido en la copia del sistema que aparece en el CD que acompafia a esta
memoria. En la seccién “Recent changes to this page” de la pagina en internet del sistema [42]
se puede encontrar mas informacién sobre la forma de corregir este error.

129
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6.1 Pruebas de terminacion basadas en
multiconjuntos

Como se ha comentado en la seccion 2.2.3, para que el sistema admita la definicién
de una funcién en la logica, es necesario demostrar que dicha funciéon termina.
Para ello, se ha de probar que una determinada medida de los argumentos de
la funcion decrece en las llamadas recursivas, con respecto a cierta relacion bien
fundamentada. Para funciones recursivas simples, esta prueba de terminacion se
efectiia automaticamente por el sistema. Sin embargo, existen esquemas recursi-
vos complicados para los que el sistema no es capaz de probar la terminacion sin
ayuda por parte del usuario, que debe indicar la relacién bien fundamentada y/o
la funcién de medida con la que se ha de intentar la prueba.

Una herramienta para demostrar la terminacion de funciones recursivas son
los multiconjuntos. Informalmente, un multiconjunto es un conjunto con ele-
mentos repetidos. Dershowitz y Manna [20] demostraron que toda relacién bien
fundamentada sobre un conjunto A induce una relacién bien fundamentada sobre
el conjunto de multiconjuntos finitos cuyos elementos estdn en A. Este resultado
es util para demostrar la terminacién de funciones entre cuyos argumentos apa-
rece una lista de elementos del conjunto A de los que algunos, en las llamadas
recursivas, son reemplazados por otros mas pequenos con respecto a la relacion
bien fundamentada en A.

En esta seccion se define una relacién entre multiconjuntos inducida por una
relacién binaria y se demuestra que si esta tltima es bien fundamentada entonces
la relacién entre multiconjuntos también lo es. Este resultado se demuestra en
un marco genérico, permitiendo asi la posterior definiciéon en el sistema de re-
laciones bien fundamentadas entre multiconjuntos, inducidas por relaciones bien
fundamentadas. Para facilitar la definicion de la relacion entre multiconjuntos
hemos desarrollado un comando llamado defmul que, a partir de una relacion
bien fundamentada, genera de forma automaética la relacién entre multiconjun-
tos y demuestra que también es bien fundamentada. Este comando es un buen
ejemplo de cémo el demostrador puede ser extendido mediante herramientas es-
pecificas que hacen mas facil determinadas tareas. Finalmente se muestra un
ejemplo de uso de la relacion entre multiconjuntos inducida por una relacién bien
fundamentada.

En esta memoria se ha utilizado esta herramienta para demostrar la termina-
cién de ciertas funciones en las secciones 7.1.2 y 8.1.2.1.

Los eventos relacionados con los multiconjuntos y la prueba de la buena fun-
damentacion de la relaciéon entre multiconjuntos inducida, se encuentran en el
libro multiconjuntos.lisp. La definicién del comando defmul se encuentra en
el libro defmul.lisp. El ejemplo desarrollado en la iltima parte de esta seccion
se encuentra en el libro arboles-binarios.lisp.
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6.1.1 Relaciones bien fundamentadas entre
multiconjuntos

Definicion 6.1 Un multiconjunto sobre un conjunto A es una funcion
M : A — N, donde N es el conjunto de los nimero naturales. Decimos que M
es un multiconjunto finito si hay un numero finito de elementos de A tales que
M (x) > 0. EI conjunto de todos los multiconjuntos finitos sobre A lo notaremos

por M(A).

Intuitivamente, un multiconjunto sobre A es una funcién que asigna a cada
elemento de A el nimero de veces que dicho elemento aparece en el multiconjun-
to. Usaremos una notacién similar a la de conjuntos para representar los mul-
ticonjuntos finitos: representaremos como {a,a,b,b,b,c, e, e}, el multiconjunto
definido sobre el conjunto {a, b, c,d, e} en el que M(a) =2, M(b) =3, M(c) = 1,
M(d) =0y M(e) = 2. De esta forma, si M(x) = n > 0 entonces el valor x apare-
cerd n veces en la representacion de M. Obsérvese que el orden de los elementos
en la representacién del multiconjunto M no es importante, {b,b,a,a,b, e, c, e}
representa el mismo multiconjunto que {a,a,b,b,b,c, e, e}}.

En la formalizacion representaremos los multiconjuntos finitos sobre un con-
junto A, como listas de elementos de dicho conjunto, en las que pueden aparecer
repeticiones. De esta forma la lista (a a b b b ¢ e e) representa el multicon-
junto {{a,a,b,b,b,c,e,e}. Al igual que antes, el orden de los elementos en estas
listas no es importante. Si mp es un predicado que caracteriza la pertenencia al
conjunto A, entonces la pertenencia al conjunto M(A) queda caracterizada por
el siguiente predicado:

106
(defun mul-mp (M)

(if (atom M)
(equal M nil)
(and (mp (car M)) (mul-mp (cdr M)))))

Los conceptos y operaciones habituales sobre multiconjuntos son similares a
las de conjuntos, teniendo en cuenta las miltiples ocurrencias de los elementos.
Los que son necesarios a lo largo de esta seccion son:

Definicién 6.2 Sean My, My € M(A) yx € A
e 1z pertenece a M, y lo notaremos x € My, si My(z) > 0.

e M esta incluido en Ms, y lo notaremos M; C Ms, si para cada x € A se
tiene M, (x) < Msy(x).

e El multiconjunto vacio, que notaremos (J, es la funcion que a cada r € A
le asigna 0.
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e La union de M, y M, que notaremos M, U M, es la funcién que a cada
x € A le asigna M;(x) + My(x).

e Ladiferencia de M y M, que notaremos M, \ Ms, es la funcién que a cada
xz € A le asigna M, (x) — My(x), si My(x) > Ms(z) 6 0 en caso contrario.

Puesto que representamos los multiconjuntos utilizando listas con repeticio-
nes, algunos de los conceptos anteriores se formalizan utilizando funciones pre-
definidas en el sistema. De esta forma la funcién member-equal formaliza el
concepto de pertenencia, la funciéon subsetp-equal el de contencién, la funcién
append la unién y la funcién endp sirve para distinguir el multiconjunto vacio.

La unica operacién que es necesario formalizar es la diferencia de multicon-
juntos. Para ello consideramos la funcién elimina-una, presentada en [ 58], que
elimina una ocurrencia de un elemento de una lista. Para calcular la diferencia
entre dos multiconjuntos M-1 y M-2 hacemos lo siguiente: para cada ocurrencia
de un elemento en M-2, eliminamos una ocurrencia de dicho elemento de M-1. La
funcién que resulta es:
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(defun mul-diferencia (M-1 M-2)

(if (endp M-2)
M-1
(mul-diferencia (elimina-una (car M-2) M-1)
(cdr M-2))))

La siguiente definicién proporciona una forma de extender una relacién defi-
nida sobre un conjunto A al conjunto de multiconjuntos finitos sobre A:

Definicién 6.3 Sea <1 una relacién binaria definida sobre un conjunto A. La
relacién entre multiconjuntos? inducida por <1 sobre M(A), notada por <4,
se define de la siguiente manera: N <y M si y sélo si M\ N # O y para todo
ye N\ M, existex € M\ N tal quey < x.

Una visién intuitiva de la relacion entre multiconjuntos inducida por una
relacion binaria es proporcionada por Smullyan en [77]. Se dispone de una bolsa
llena de bolas etiquetadas con nimeros enteros positivos, no importa cuantas
bolas hay con la misma etiqueta ni que ntimeros etiquetan las bolas. Esta bolsa
es un multiconjunto finito de niimeros enteros. La relacién entre multiconjuntos
inducida por el orden usual entre los niimeros enteros, consiste en tomar de la
bolsa una bola con etiqueta n y reemplazarla por tantas bolas como queramos
etiquetadas con cualquier valor menor que n.

2La definicién original de Dershowitz y Manna [20] es mds amplia, pero la presentada aqui
es mas adecuada para su formalizacién en ACL2. Ambas definiciones son equivalentes cuando
se trata de una relacién de orden parcial.
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En la formalizacion definimos la relacién entre multiconjuntos de la siguiente
forma: supongamos que rel es una funcién binaria que representa una relacion
definida sobre el conjunto A. Para definir la relacion entre dos multiconjuntos M
y N, consideramos las diferencias N\ M y M\ N, y comprobamos que para cada
elemento de la primera, existe en la segunda un elemento mayor con respecto a
la relacion rel. La funcién que implementa este proceso es mul-rel:

108
(defun mul-rel (N M)

(let ((M-N (mul-diferencia M N))
(N-M (mul-diferencia N M)))
(and (consp M-N)
(paratodo-existe-rel-mayor N-M M-N))))

(defun paratodo-existe-rel-mayor (N M)
(if (endp N)
t
(and (existe-rel-mayor (car N) M)
(paratodo-existe-rel-mayor (cdr N) M))))

(defun existe-rel-mayor (x M)
(cond ((endp M) nil)
((rel x (car M)) t)
(t (existe-rel-mayor x (cdr M)))))

Como se ha comentado al principio de esta seccidn, nuestro objetivo es de-
mostrar que, dada una relacién bien fundamentada, la relacién entre multicon-
juntos inducida por ella también es bien fundamentada. Como se indicé en la
seccién 2.2.2, el concepto de relacion bien fundamentada es equivalente al de rela-
cién noetheriana. A lo largo de esta seccion utilizaremos indistintamente ambos
términos. De esta forma, el resultado que queremos demostrar lo enunciamos
utilizando el término “relacion noetheriana”, que es el que aparece en el articulo
original de Dersowitz y Manna, [20]. La prueba de este resultado utiliza el lema
de Konig para el que son necesarios determinados conceptos sobre arboles.

Definicién 6.4 Un arbol es un par formado por un elemento, al que llamamos
etiqueta del arbol, y una lista posiblemente vacia y no necesariamente finita de
arboles, a los que llamamos hijos del drbol. Dado un arbol T, notaremos por e(T)
a su etiqueta. Un arbol T es descendiente de otro arbol T si T” es un hijo de T
o es descendiente de alguno de sus hijos. Un arbol es finito si tiene un nimero
finito de descendientes, en otro caso se llama infinito. Un arbol es finitamente
ramificado si tiene una cantidad finita de hijos. Una rama de un arbol T es una
secuencia de arboles {T;};>¢ tales que Ty = T y para todo i, T;+1 es un hijo de
T,;. Una rama es infinita si la secuencia de arboles que la define es infinita. Una
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hoja es un arbol cuya lista de hijos es vacia. Dado un arbol T, el conjunto de sus
hojas es el formado por todos sus descendientes que sean hojas.

Teorema 6.5 (Lema de Ko6nig) Todo drbol infinito y finitamente ramificado
tiene una rama infinita.

Demostracion:

Sea T un arbol infinito y finitamente ramificado. Sea Ty = T. Dado un arbol
infinito y finitamente ramificado T;, el nimero de sus descendientes es igual a la
suma del nimero de descendientes de cada uno de sus hijos mas el nimero de
hijos que tiene. Cémo T; es infinito y tiene un niimero finito de hijos, alguno de
ellos ha de tener una cantidad infinita de descendientes. Sea T;,; dicho hijo.

De esta forma estamos construyendo una secuencia infinita de drboles {T;};>o
tales que Ty = T y para todo ¢, T;,; es un hijo de T}, es decir, una rama infinita
de T.

O

El principal resultado de esta seccion es el siguiente:

Teorema 6.6 (Dersowitz y Manna, [20]) Sea < una relacién noetheriana so-
bre un conjunto A. Entonces <inq es noetheriana.

Demostracion:

La prueba es por reduccién al absurdo. Supongamos que <lx( no es noethe-
riana sobre M(A). Entonces existe una sucesién infinita de elementos de M(A)
tal que: - - <ag My <pg M3 <ipg My <ipg M.

Vamos a construir un arbol infinito T tal que para cada descendiente T’ de
T y para cada hijo T” de T’ se tiene que e(T”) < e(T"):

1. La etiqueta de T es un elemento cualquiera a € A y sus hijos son arboles
(en principio hoja) cuyas etiquetas son los elementos de M. Asi, para cada
ocurrencia de un elemento x en M; hay una hoja de T cuya etiqueta es x.

2. Como Mj <y My, para cada y € My \ M, existe x € M; \ M, tal que y <z.
En este caso anadimos el arbol hoja cuya etiqueta es y como hijo de una
de las hojas de T etiquetadas con x. De nuevo se verifica que para cada
ocurrencia de un elemento x en M, hay una hoja de T cuya etiqueta es
x. Ademds, como M, \ M; # ), al menos se ha anadido un descendiente
nuevo al arbol T.

3. Supongamos que ya hemos modificado T hasta llegar al multiconjunto M;.
De esta forma, para cada ocurrencia de un elemento x en M; hay una hoja
de T cuya etiqueta es . Como M;,1 <, M;, para cada y € M;; \ M;
existe x € M; \ M;;; tal que y < z. En este caso anadimos el arbol hoja
cuya etiqueta es y como hijo de una de las hojas de T etiquetadas con .
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De nuevo se verifica que para cada ocurrencia de un elemento x en M; 4
hay una hoja de T cuya etiqueta es x. Ademéds, como M; 1 \ M; # O, al
menos se ha anadido un descendiente nuevo al arbol T.

Finalizada la construccion del arbol T, se verifica que en cada paso se ha
anadido al menos un descendiente nuevo y, como la sucesiéon {M,};>; es infinita,
el arbol T es infinito. Por otro lado, si T es un descendiente de T y T” es hijo
de T, entonces T” se ha anadido en alguno de los pasos de construccion de T de
forma que e(T") < e(T").

Por el lema de Konig, T tiene una rama infinita: {T;};>0, tal que To =T y
para todo ¢, T; ;1 es un hijo de T;. De esta forma, la sucesion infinita de elementos
de A: {e(T;)}i>1, verifica que e(T;41) < e(T;), por la construccién de T, y esto
estd en contradiccion con el hecho de que <1 es noetheriana sobre A. Por tanto

<m es noetheriana sobre M(A).
U

Consideremos de nuevo el ejemplo de Smullyan sobre la bolsa llena de bolas
etiquetadas con numero enteros positivos. Supongamos que en cada paso se
toma de la bolsa una bola con etiqueta n y se reemplaza por tantas bolas como
queramos etiquetadas con cualquier valor menor que n. El teorema anterior nos
asegura que en algin momento la bolsa se queda vacia.

Veamos a continuacién como se formaliza el teorema anterior en ACL2. El
teorema trata sobre una relacién noetheriana cualquiera <1. En la seccién 2.2.2
hemos visto cémo se caracterizan este tipo de relaciones. De esta forma asumimos
en un encapsulado de ACL2 la existencia de una funciéon binaria rel, que repre-
senta la relacién noetheriana, un predicado mp, que caracteriza la pertenencia al
conjunto A y una funcién de inmersién en los ordinales fn. La tnica propie-
dad que se exige a estas funciones es que rel represente una relacion de buena
fundamentacién en el conjunto caracterizado por mp con funcién de inmersion fn:
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(defthm rel-es-bien-fundamentada-en-mp

(and (implies (mp x)
(e0-ordinalp (fn x)))
(implies (and (mp x)
(mp y)
(rel x y))
(e0-ord-< (fn x) (fn y)))))

Con respecto a rel y mp consideramos las funciones mul-mp, , que ca-
racteriza la pertenencia a M(A), y mul-rel, [108], que implementa la relacién
entre multiconjuntos inducida por rel. La demostracién del teorema consiste en
definir una funcién de inmersién mul-fn y establecer el siguiente evento:
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110

(defthm mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp
(and (implies (mul-mp M)
(e0-ordinalp (mul-fn M)))
(implies (and (mul-mp M)
(mul-mp N)
(mul-rel N M))
(e0-ord-< (mul-fn N) (mul-fn M)))))

Puesto que la formulacién del resultado es distinta a la original, la demos-
tracion también es diferente. Nuestra prueba se basa en el siguiente resultado
de la teorfa de ordinales (véase [36]): dado un ordinal «, el conjunto M(«a) de
los multiconjuntos finitos de elementos de « (ordinales menores que «), ordena-
do mediante la relacion entre multiconjuntos inducida por el orden usual entre
ordinales, es isomorfo al ordinal w® y el isomorfismo viene dado por la funcion H
tal que H({B1,...,Bn}) = w? + ... +w’ . Este resultado se prueba usando la
forma normal de Cantor y sus propiedades.

El isomorfismo H sugiere la siguiente definicion de la funcién mul-fn: dado
un multiconjunto de elementos que cumplen mp, se aplica fn a cada elemento para
obtener un multiconjunto de ordinales. Luego se utiliza H para obtener un ordinal
menor que &y. Si los ordinales estan representados en notacién ACL2 (véase la
seccién 2.2.1), entonces la funcién H se puede definir facilmente, siempre y cuando
la funcion fn nunca devuelva 0: basta con ordenar los ordinales del multiconjunto
y anadir O como cdr final. Notese que la restriccion sobre fn puede ser superada
sin dificultad, definiendo fn1 igual a fn, excepto para los nimeros enteros, en
cuyo caso se anade 1. De esta manera, fnl siempre devuelve ordinales distintos
de cero para cualquier objeto que cumpla la propiedad mp y es mondtona si y sélo
si fn lo es.
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(defun mul-fn (M)

(if (consp M)
(insercion-ordenada (fnl (car M)) (mul-fn (cdr M)))

0))
(defmacro fnl (x) ‘(suma-1-si-es-entero (fn ,x)))
(defun suma-1-si-es-entero (x) (if (integerp x) (1+ x) x))
(defun insercion-ordenada (x M)
(cond ((atom M) (cons x M))

((not (e0-ord-< x (car M))) <(cons x M))
(t (cons (car M) (insercion-ordenada x (cdr M))))))




6.1. Pruebas de terminacién basadas en multiconjuntos 137

En estas condiciones, la primera parte del evento que asegura la buena fun-
damentacién de la relacién mul-rel, mostrado en [ 110], es bastante ficil de de-
mostrar:

(implies (mul-mp M)
(e0-ordinalp (mul-fn M)))

Nos centraremos en la prueba de la otra parte de dicho evento:

(implies (and (mul-mp M)
(mul-mp N)
(mul-rel N M))
(e0-ord-< (mul-fn N) (mul-fn M)))))

La prueba se desarrolla por induccion en el niimero de elementos de N. Obsérve-
se que M no puede ser vacio y que si N es vacio el resultado se cumple trivialmente.
Por tanto, supongamos que M y N no son vacios. Sean u un elemento de My v un ele-
mento de N tales que (fnl u) y (fnl v) son los mayores elementos (respecto del
orden entre ordinales) de los multiconjuntos { (fnl x) : x es un elemento de M}
y {(fn1 y) : y es un elemento de N}, respectivamente. Estos elementos se ob-
tienen con la funcién fnil-maximo:

112
(defun fnl-maximo (M)

(cond ((atom M) nil)
((atom (cdr M)) (car M))
(t (Qet ((max-cdr (fnl-maximo (cdr M))))
(if (e0-ord-< (fnl max-cdr) (fnl (car M)))
(car M)
max-cdr)))))

De esta forma u es (fnl-maximo M) y v es (fnl-maximo N). Veamos los
distintos casos que se pueden dar en funcién de los valores (fnl u) y (fnl1 v):

Si (fnl v) es menor que (fnl u) entonces, por definicién del orden entre
los ordinales se tiene que (mul-fn N) es menor que (mul-fn M). Este hecho se
formaliza con el siguiente evento:
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(defthm induccion-caso-1

(implies (and (not (atom N))
(not (atom M))
(mul-mp N)
(mul-mp M)
(mul-rel N M)
(e0-ord-< (fn1 (fnl-maximo N))
(fn1 (fnl-maximo M))))
(e0-ord-< (mul-fn N) (mul-fn M))))
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Si (fnl u) es menor que (fnl v) entonces, como (fnl u) es el mayor or-
dinal de {(fn1 x) : x es un elemento de M}}, v estd en N\M y, por la definicién
de mul-rel, existe z en M\N tal que (rel v z). Por tanto (fnl v) es me-
nor que (fnl z). Luego (fnl u) es menor que (fnl z), lo que contradice el
hecho de que u es el elemento de M tal que (fnl u) es el mayor ordinal de
{(£n1 x) : x es un elemento de M}}. Este hecho se formaliza con el siguiente
evento:

17

(defthm induccion-caso-2

(implies (and (not (atom N))
(not (atom M))
(mul-mp N)
(mul-mp M)
(mul-rel N M))

(not (e0-ord-< (fnl (fnl-maximo M))
(fn1 (fnl-maximo N))))))

Si (fn1 u) esigual a (fnl v) entonces v estd en M, ya que en otro caso existiria
un elemento z en M\N tal que (rel v z) y se tendria la misma contradiccién que
en el caso anterior. En este caso consideramos M-aux y N-aux los resultados de
eliminar de M y N, respectivamente, una ocurrencia de v. Por la definicion de
mul-rel se sigue verificando (mul-rel N-aux M-aux) y el nimero de elementos
de N-aux es menor que el de N. Luego, por hipdtesis de induccién, se tiene que
(mul-fn N-aux) es menor que (mul-fn M-aux). Finalmente, y gracias a las
propiedades demostradas acerca de mul-fn y la funcién que elimina un elemento
de un multiconjunto, se obtiene que (mul-fn N) es menor que (mul-fn M). Este
ultimo resultado se formaliza de la siguiente forma:
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(defthm induccion-caso-3

(Implies (and (not (atom N))
(not (atom M))
(mul-mp N)
(mul-mp M)
(equal (fnl (fnl-maximo M))

(fn1 (fnl-maximo N)))
(e0-ord-< (mul-fn (elimina-una (fnl-maximo N) N))
(mul-fn (elimina-una (fnl-maximo N) M)))
(mul-rel N M))
(e0-ord-< (mul-fn N) (mul-fn M))))

Este esquema de induccion tan particular no es generado por el sistema a
menos que se le indique expresamente. La siguiente funcion recursiva servira
para generar el esquema de induccién presentado:
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(defun induccion-mul-rel (N M)

(cond ((or (atom N) (atom M)) t)
(t (Qet* ((Max-M (fnil-maximo M))
(Max-N (fnl-maximo N))
(Fni1-Max-M (fnl Max-M))
(Fn1-Max-N (fn1 Max-N)))
(if (equal Fni1-Max-M Fnl-Max-N)
(induccion-mul-rel (elimina-una Max-N N)
(elimina-una Max-N M))

t)))))

Una vez definida la funciéon que proporciona el esquema de induccion y de-
mostrados los distintos casos del mismo, se demuestra sin dificultad la segunda
parte del evento rel-es-bien-fundamentada-en-mp.

6.1.2 FEl comando defmul

En la seccién anterior hemos formalizado y demostrado la buena fundamenta-
cion de la relacion en un marco genérico, ya que no se han asumido propiedades
particulares de las funciones rel, mp y fn, excepto la que asegura la buena fun-
damentaciéon de rel. Esto nos permite usar instancias funcionales del teorema
mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp, para demostrar la buena funda-
mentacién de cualquier relacién entre multiconjuntos inducida por una relacién
bien fundamentada definida previamente en ACL2.

A tal efecto, supongamos que tenemos previamente definida una relacién relzx,
de la cual se sabe que cumple la propiedad de buena fundamentacion sobre un
conjunto de objetos caracterizados por la propiedad mpz, con funciéon de inmer-
sion fnz. Es decir, se ha probado el siguiente teorema:

(defthm nombre
(and (implies (mpx x) (eO-ordinalp (fnz x)))
(implies (and (mpzx x)
(mpzx y)
(relx x y))
(e0-ord-< (fnx x) (fnz y)))))

Para definir en la légica de ACL2 la relacién entre multiconjuntos inducida
por la relacion relx y probar su buena fundamentacion, hemos de establecer, en
principio, los siguientes eventos en ACL2:

e Las definiciones que se necesitan para implementar la relacion entre
multiconjuntos inducida por relz: las funciones existe-relr-mayor,
paratodo-existe-relr-mayor y mul-relr de manera totalmente andloga a

las dadas en [ 108].
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e La definicién de la funcién que caracteriza los multiconjuntos, mul-mpx, de
forma similar la mostrada en | 106].

e La definicién de la funcién de inmersién mul-fnzx, similar a la presentada

en | 111].

e El teorema de buena fundamentacion para mul-relx, mul-mpzr y mul-fnx.
Este teorema puede ser probado directamente usando una instancia funcio-
nal del teorema mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp. La sustitu-
cién funcional que hay que usar debe asignar a los simbolos x, y, rel, fn,
mp, existe-rel-mayor, paratodo-existe-rel-mayor, mul-rel, mul-mp
y mul-fn los correspondientes a la nueva relacion definida: x, y, relx,
fnx, mpx, existe-relr-mayor, paratodo-existe-relr-mayor, mul-relx,
mul-mpx y mul-fnx, respectivamente.

En lugar de tener que realizar todos los eventos anteriores, cada vez que se
necesite definir la relacién entre multiconjuntos inducida por una relacién bien
fundamentada, este proceso se puede automatizar. Hemos definido un comando
llamado defmul, que nos proporciona una manera automatica de realizar esta
tarea. En este caso, para definir la relacion mul-relx, inducida por relz, y probar
su buena fundamentacién, basta con la siguiente llamada a defmul:

(defmul (relx nombre mpxr fnx x y))

Esta llamada a defmul lleva a cabo todos los eventos anteriores. Estos eventos
se completan con éxito, sin que se requiera ayuda por parte del usuario. La
definicién de defmul se encuentra en el libro defmul.lisp, que debe ser incluido
por cualquier libro que use este comando.

6.1.3 Ejemplo

El siguiente ejemplo estd inspirado en [76], donde Slind formaliza varios esquemas
de transformacién de programas utilizando el sistema HOL. Uno de sus ejemplos
es la transformacién de un esquema recursivo general sobre arboles binarios, a
una forma iterativa. El ejemplo es original de Wand [84] y también ha sido
desarrollado en el sistema PVS por Shankar [73].

Definicién 6.7 Un arbol binario es un arbol hoja o un arbol que tiene tinica-
mente dos hijos. Dado un arbol binario T que no sea una hoja, llamaremos hijo
izquierdo, y lo notaremos i(T), a su primer hijo e hijo derecho, y lo notaremos
d(T), a su segundo hijo.

Es habitual definir funciones sobre arboles binarios con el siguiente esquema
recursivo: La funcion base comprueba si estamos en el caso base de la recursion.



6.1. Pruebas de terminacién basadas en multiconjuntos 141

En ese caso se utiliza la funciéon f-base para obtener un valor. Si no estamos en
el caso base, se hacen llamadas recursivas sobre los hijos izquierdo y derecho (ob-
tenidos respectivamente con las funciones i y d) y se combinan los resultados con
la funcién combina. La funcién f-recursiva representa este esquema recursivo:
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(defun f-recursiva (TT)
(declare (xargs :measure (medida TT)
:well-founded-relation rel-bin))
(if (base TT)
(f-base TT)
(combina (f-recursiva (i TT))
(f-recursiva (d TT)))))

Para que el sistema admita esta funcién se proporciona una funcién de medida
cuyo valor en los argumentos de las llamadas recursivas es menor, con respecto
a una relacién bien fundamentada, que el valor en el argumento original. La
funcion de medida es medida y la relacion bien fundamentada rel-bin. Estas
funciones han de verificar las siguientes propiedades:

1. La funciéon rel-bin es una relaciéon bien fundamentada en el conjunto ca-
racterizado por mp-bin con funcién de inmersion fn-bin:
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(defthm rel-bin-es-bien-fundamentada-en-mp-bin

(and (implies (mp-bin x)
(e0-ordinalp (fn-bin x)))
(implies (and (mp-bin x)
(mp-bin y)
(rel-bin x y))
(e0-ord-< (fn-bin x) (fn-bin y)))))

2. El valor de la funciéon medida estd en el conjunto caracterizado por mp-bin:
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(defthm medida-es-mp-bin

(mp-bin (medida TT)))

3. El valor de la funciéon medida en los hijos izquierdo y derecho de un arbol
binario es menor, con respecto a rel-bin, que el valor en el arbol original.
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(defthm hijos-rel-bin
(implies (not (base TT))
(and (rel-bin (medida (i TT)) (medida TT))
(rel-bin (medida (d TT)) (medida TT)))))
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En estas condiciones se puede definir un esquema recursivo de cola o iterativo
que, cuando la funciéon combina es asociativa y tiene elemento neutro dado por
la funcién constante neutro, es equivalente al recursivo:
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(defun f-iterativa (TT)
(f-iterativa-aux (list TT) (neutro)))

(defun f-iterativa-aux (Lista-TT v)
(declare (xargs :measure (medida-lista Lista-TT)
:well-founded-relation mul-rel-bin))
(cond ((endp Lista-TT) v)
((base (car Lista-TT))
(f-iterativa-aux (cdr Lista-TT)
(combina v (f-base (car Lista-TT)))))
(t (f-iterativa-aux (list* (i (car Lista-TT))
(d (car Lista-TT))
(cdr Lista-TT))
v))))

La funcién f-iterativa hace una llamada a la funcion auxiliar
f-iterativa-aux a la que se pasan como argumento la lista unitaria formada por
el arbol binario para el se quiere realizar determinado calculo y el elemento neutro
de la funcién combina. El primer argumento de la funcién f-iterativa-aux se
interpreta como la lista de arboles binarios para los que todavia no se ha realizado
el calculo. El segundo argumento es un acumulador donde se almacena el valor
obtenido para los arboles a los que ya se ha realizado el calculo. Esta funcién
comprueba si el primer arbol de Lista-TT esta en el caso base, en cuyo caso
realiza una llamada recursiva sobre el resto de la lista 1ista-TT y el resultado de
combinar el valor del acumulador con el valor obtenido para dicho arbol. Si el
primer arbol de Lista-TT no esta en el caso base, se realiza una llamada recursiva
sobre el resultado de reemplazar dicho arbol por sus hijos izquierdo y derecho,
sin modificar el acumulador.

La terminacion de la funcién f-iterativa-aux no es trivial pues la longitud
de su primer argumento aumenta en la segunda llamada recursiva. Si establece-
mos una analogia con el ejemplo de Smullyan, los drboles binarios son las bolas
de una bolsa, que es el primer argumento de f-iterativa-aux. En cada llamada
recursiva se toma de la bolsa una bola, es decir un arbol binario, etiquetada con la
medida de dicho arbol (dada por la funcién medida) y, o se elimina (primera lla-
mada recursiva), o se reemplaza por las bolas que representan sus hijos (segunda
llamada recursiva) etiquetadas con sus medidas correspondientes, que son meno-
res que la de la bola eliminada, con respecto a una relacion bien fundamentada
(la dada por la funcién rel-bin).
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Es decir, la terminacién de la funcion f-iterativa-aux se basa en que el
multiconjunto de las medidas de los arboles de su primer argumento, decrece con
respecto a la relacion entre multiconjuntos inducida por rel-bin. Para construir
el multiconjunto de las medidas consideramos la funcién medida-lista:
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(defun medida-lista (Lista-TT)

(if (endp Lista-TT)
nil
(cons (medida (car Lista-TT))
(medida-lista (cdr Lista-TT)))))

La relacién entre multiconjuntos inducida por rel-bin, junto con el evento
que asegura que es una relaciéon bien fundamentada, se obtiene al evaluar la
siguiente expresion:

(defmul (REL-BIN REL-BIN-ES-BIEN-FUNDAMENTADA-EN-MP-BIN
MP-BIN FN-BIN X Y))

En la definicién de la funcién f-iterativa-aux, [121], se han indicado la
medida de los argumentos que se ha de considerar para demostrar su terminacion,
(medida-lista Lista-TT) y larelacién bien fundamentada con respecto a la que
esta medida disminuye, mul-rel-bin. Esta tltima funcion es la que se obtiene
al evaluar la expresion anterior.

Finalmente, cuando la funciéon combina es asociativa y el valor dado por la
funcién constante neutro es un elemento neutro de la misma, se puede demostrar
que las funciones f-recursiva y f-iterativa son equivalentes.
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(defthm f-recursiva-igual-f-iterativa

(equal (f-iterativa TT)
(f-recursiva TT)))

(defthm combina-asociativa
(equal (combina (combina v-1 v-2) v-3)
(combina v-1 (combina v-2 v-3))))

(defthm combina-neutro
(equal (combina (neutro) v) v))

Otros ejemplos del uso de la relaciéon entre multiconjuntos inducida por una
relacién dada se pueden encontrar en [67] y en [51].
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6.2 Teorias genéricas

Como se ha visto en la seccion anterior, en ACL2 se pueden probar resultados
sobre funciones para las cuales inicamente se asumen determinadas propiedades.
Estos resultados son generales en el sentido de que son ciertos para cualquier con-
junto de funciones que cumpla las propiedades asumidas, y se pueden reutilizar
mediante el proceso de instanciacién funcional. De esta forma se pueden estable-
cer y utilizar resultados de segundo orden en ACL2. Sin embargo, el proceso de
instanciacion funcional es tedioso cuando se trata de gran cantidad de eventos,
o hay que definir nuevas funciones a partir de aquellas para las que se asumen
determinadas propiedades.

En esta seccion definimos un conjunto de herramientas que facilitan la reutili-
zacién de resultados de segundo orden en ACL2. De esta forma, dado un conjunto
de funciones que cumplan las condiciones de un resultado de segundo orden, estas
herramientas construyen de forma automatica las funciones y teoremas necesarios
para demostrar la propiedad que establece dicho resultado. En la primera parte
de esta seccion se describe el tipo de situacion en el que se pueden utilizar estas
herramientas, utilizando como ejemplo el teorema de buena fundamentacion de
la relaciéon entre multiconjuntos inducida por una relacién bien fundamentada.
En la segunda parte se describe como funcionan las herramientas de instanciacion
genérica y en la tercera se proporciona un ejemplo de uso.

En esta memoria se ha utilizado las herramientas de instanciacién genérica
para obtener versiones concretas de teoremas de segundo orden en las secciones
7.2, 7.3 v 9.3. Los eventos correspondientes a las herramientas de instanciacion
funcional se encuentran en el libro teorias-genericas.lisp y el ejemplo desa-
rrollado al final de esta seccién en el libro insercion-ordenada.lisp.

6.2.1 Teorias genéricas en ACL2

Una teoria en ACL2 es una lista de eventos de tipo definicién y teorema, admitidos
por el sistema, tal y como podrian aparecer en un libro cualquiera. Una teoria
genérica es una teoria que depende de la existencia de un conjunto de funciones,
a las que llamaremos funciones genéricas, que verifican ciertas propiedades.

Por ejemplo, en la secciéon anterior se ha supuesto la existencia de tres funcio-
nes: una relacién bien fundamentada rel, una funciéon que caracteriza la perte-
nencia a un conjunto mp y una funcién de inmersion en los ordinales fn, verificando
la siguiente propiedad:

17

(defthm rel-es-bien-fundamentada-en-mp
(and (implies (mp x)
(e0-ordinalp (fn x)))
(implies (and (mp x) (mp y) (rel x y))
(e0-ord-< (fn x) (fn y)))))
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A partir de estas funciones se han desarrollado las definiciones de las funciones
mul-mp, existe-rel-mayor, paratodo-existe-rel-mayor, mul-rel y mul-fn,
y se ha demostrado el siguiente teorema:
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(defthm mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp

(and (implies (mul-mp M)
(e0-ordinalp (mul-fn M)))
(implies (and (mul-mp M)
(mul-mp N)
(mul-rel N M))
(e0-ord-< (mul-fn N) (mul-fn M)))))

En este caso, los eventos correspondientes a las definiciones de la funciones
mul-mp, existe-rel-mayor, paratodo-existe-rel-mayor, mul-rel y mul-fny
el evento mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp forman una teoria gené-
rica definida para las funciones rel, mp y fn.

La caracteristica principal de las teorias genéricas es que formalizan resultados
de segundo orden en ACL2. En el caso de las relaciones de multiconjuntos, la
teoria genérica formaliza el siguiente teorema:

Teorema 6.8 Sea A un conjunto, < : A x A — B un relacién binaria y f :
A — Ord una funcién, tales que para todo par de elementos u,v € A se tiene
u<1v = f(u) < f(v). Entonces existe una funcion f*: M(A) — Ord tal que
para todo par de multiconjuntos M, N € M(A) se tiene N <y M = f*(N) <

f(M).

Para utilizar estos resultados de segundo orden, debemos proporcionar ver-
siones concretas de las funciones para las que se define la teoria genérica, demos-
trando que tienen las mismas propiedades asumidas para ellas. Una vez hecho
esto, se pueden construir las versiones concretas de los eventos que proporciona
la teoria genérica, sustituyendo en sus definiciones las funciones genéricas por las
concretas. Para demostrar las versiones concretas de los teoremas que propor-
ciona la teoria genérica, se utiliza una instancia funcional en la que las funciones
genéricas son sustituidas por las concretas.

Esto es precisamente lo que hace, entre otras cosas, la macro defmul a partir
de versiones concretas de las funciones rel, mp y fn. Consideremos la relacion de
orden entre ordinales definida por la funciéon e0-ord-<, la funciéon e0-ordinalp
que caracteriza los ordinales de ACL2 y la funcién identidad id, como funcién de
inmersion. Estas funciones verifican la propiedad exigida para las funciones rel,
mp y fn:



146 Capitulo 6. Extensiones de ACL2

126

(defthm eO-ord-<-es-bien-fundamentada-en-eO-ordinalp
(and (implies (eO-ordinalp x)
(e0-ordinalp (id x)))
(implies (and (eO-ordinalp x)
(e0-ordinalp y)
(e0-ord-< x y))
(e0-ord-< (id x) (id y)))))

Por tanto, se pueden construir versiones concretas de las funciones que pro-
porciona la teoria genérica, sin mas que sustituir las funciones rel, mp y fn por
e0-ord-<, e0-ordinalp e id, respectivamente. Estas versiones concretas son:
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(defun mul-mp-ord (M)
(if (atom M)
(equal M nil)
(and (e0-ordinalp (car M)) (mul-mp-ord (cdr M)))))

(defun mul-rel-ord (N M)
(let ((M-N (mul-diferencia M N))
(N-M (mul-diferencia N M)))
(and (consp M-N)
(paratodo-eziste-rel-mayor-ord N-M M-N))))

(defun paratodo-existe-rel-mayor-ord (N M)
(if (endp N)
t
(and (eziste-rel-mayor-ord (car N) M)
(paratodo-existe-rel-mayor-ord (cdr N) M))))

(defun eziste-rel-mayor-ord (x M)
(cond ((endp M) nil)
((e0-ord-< x (car M)) t)
(t (existe-rel-mayor-ord x (cdr M)))))

(defun mul-fn-ord (M)
(if (consp M)
(insercion-ordenada (fnl-ord (car M))
(mul-fn-ord (cdr M)))
0))

(defmacro fnl-ord (x) ‘(suma-1-si-es-entero (id ,x)))
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Hemos indicado en negrita los usos de las funciones concretas que han susti-
tuido a las generales. Obsérvese que, como estos eventos ya existian en el sistema,
es necesario asignarles un nuevo nombre. En este caso les hemos anadido el su-
fijo “~ord” y hemos indicado con letra cursiva todos los usos de estos nuevos
nombres.

El teorema de buena fundamentacién para la funcién mul-rel-ord se ob-
tiene como una instancia funcional del teorema de buena fundamentacién para
mul-rel:
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(defthm mul-rel-ord-es-bien-fundamentada-en-mul-mp-ord

(and (implies (mul-mp-ord x)
(e0-ordinalp (mul-fn-ord x)))
(implies (and (mul-mp-ord x)
(mul-mp-ord y)
(mul-rel-ord x y))
(e0-ord-< (mul-fn-ord x) (mul-fn-ord Y))))
:hints (("Goal"
:by (:functional-instance
mul-rel-es-bien-fundamentada-en-mul-mp
(mul-mp mul-mp-ord)
(exite-rel-mayor existe-rel-mayor-ord)
(paratodo-existe-rel-mayor
paratodo-existe-rel-mayor-ord)
(mul-rel mul-rel-ord)
(mul-fn mul-fn-ord)
(rel e0-ord-<)
(mp eO-ordinalp)
(fn id)))))

Al conjunto de versiones concretas de los eventos proporcionados por una
teoria genérica lo denominamos instancia de la teoria, y al proceso por el que se
han obtenido, instanciacion genérica.

6.2.2 Herramienta de instanciacion genérica

Para poder automatizar el proceso de instanciacion genérica, necesitamos dispo-
ner de todos los eventos de una teoria genérica para poder construir las versiones
concretas a partir de ellos. Para ello utilizamos una constante en la que se alma-
cenan los eventos en el mismo orden en que son admitidos por el sistema. De esta
forma, un desarrollo habitual de una teoria genérica tendria el siguiente aspecto:



148 Capitulo 6. Extensiones de ACL2

(encapsulate
C...)
(propiedades de las funciones genéricas)

)
(defun f1 (...) ...)

(defthm thml ...) Estos eventos dependen
de las propiedades de las
(defun £2 (...) ...) funciones genéricas.

(defthm thm2 ...)

~N~N———— — — —

(defthm thm3 ...)

(defconst *<teoria>*
>((defun f1 (...) ...)

(defthm thmi ...)
(defthm thm3 ...)))

Eventos de la teoria genérica

~ —

El primer evento es un encapsulado en el que se asume la existencia de las
funciones genéricas con determinadas propiedades. A continuacién se desarrollan
los eventos que dependen de estas funciones genéricas y sus propiedades. Final-
mente utilizamos defconst para almacenar la secuencia de eventos que forman
la teoria genérica en una constante *<teoria>*. Una vez que se ha asignado un
valor a una constante, éste no puede ser modificado. Las constantes en ACL2 son
meras abreviaturas de expresiones mas complejas, de esta forma, para cada teoria
genérica se ha de utilizar una constante distinta. Aqui <teoria> representa el
nombre Unico con el que se denomina la teoria.

Obsérvese que no todos los eventos que dependen de las propiedades de las fun-
ciones genéricas aparecen en la teoria genérica. Esto se debe a que es habitual en
ACL2 utilizar funciones y teoremas auxiliares que ayudan en la prueba de un teo-
rema, pero que no sirven para nada mas. Este es el caso de la funcién maximo-fn1
y los eventos induccion-caso-1, induccion-caso-2 e induccion-caso-3 para
el caso de las relaciones de multiconjuntos.

Una vez construida la constante con la secuencia de eventos que hay que
instanciar, para poder realizar el proceso de instanciacion funcional, necesitamos
un conjunto de funciones concretas que sustituyan a las funciones genéricas para
las que se define la teoria. Estas funciones, y su relacion con las genéricas se
proporciona a través de una lista de asociacion. Por ejemplo la siguiente es una
lista de asociacién que establece dicha relacion para las funciones genéricas y
concretas del ejemplo de las relaciones de multiconjuntos:
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((rel e0-ord-<)
(mp eO-ordinalp)
(fn  id))

Para instanciar una definicién de la teoria genérica, sustituimos en la misma
todas las ocurrencias de las funciones genéricas por las funciones concretas, segin
la relacion dada por dicha lista de asociaciéon. Como hemos visto antes, es nece-
sario escoger un nuevo nombre para la instancia obtenida. El par formado por el
nombre de la funcién genérica y el nuevo nombre escogido para la instancia pasan
a formar parte de la lista de asociacién, para ser utilizados en la siguiente instan-
cia. En el ejemplo de las relaciones de multiconjuntos, al generar la instancia de
la funciéon mul-fn, la lista de asociacion se amplia dando lugar a la siguiente:

((mul-fn mul-fn-ord)
(rel e0-ord-<)
(mp e0-ordinalp)
(fn id))

Para instanciar un teorema de la teoria genérica, sustituimos en el mismo
todas las ocurrencias de las funciones genéricas por las funciones concretas, segiin
la relacién dada por la lista de asociacién. Al igual que para las definiciones, es
necesario escoger un nuevo nombre para la instancia obtenida. Ademés se incluye
un consejo para demostrar la versiéon concreta del teorema, como una instancia
funcional del teorema genérico en el que las funciones genéricas se sustituyen por
las concretas tal y como se indica en la lista de asociacion.

Este proceso es realizado por la macro definstancia-*<teoria>* (donde
<teoria> es el nombre con el que se denomina a la teoria genérica que se desea
instanciar) cuyos argumentos son la lista de asociacién inicial, que relaciona las
funciones para las que se define la teoria genérica con las concretas, y una cadena
que se utiliza como sufijo para construir los nuevos nombres de los eventos instan-
ciados. Por ejemplo, si *multiconjuntos* es la constante que almacena la teoria
genérica de las relaciones de multiconjuntos, lo siguiente es una instancia de dicha
teoria que construye la relaciéon entre multiconjuntos de ordinales inducida por
e0-ord-<:

(definstancia-*multiconjuntosx*
’((rel e0-ord-<)
(mp eO-ordinalp)
(fn  id))
"—ord")
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Debido a restricciones del sistema, no podemos utilizar como argumento la
constante que almacena la teoria genérica. Asi, es necesario construir la macro
definstancia-*<teoria>* para cada teoria genérica definida. Esto la hacemos
con la macro construye-teoria-generica de la siguiente forma:

(construye-teoria-generica *<teoria>*)

Un dltimo paso en la automatizacion de este proceso consiste en la macro
define-teoria-generica, que se encarga de almacenar los eventos indicados
con la palabra reservada exportar en la constante que representa la teoria y
realiza la construccion de la macro definstancia-*<teoria>*:

(define-teoria-generica *<teoria>*
(encapsulate
C...)
(propiedades de las funciones genéricas)

)

(exportar
(defun f1 (...) ...))

(exportar
(defthm thml ...))

(defun f2 (...) ...)
(defthm thm2 ...)

(exportar
(defthm thm3 ...))

Esta ultima macro sélo se puede utilizar cuando la teoria genérica se desarrolla
en un unico libro. Cuando los eventos que forman la teoria genérica se encuentran
desarrollados en distintos libros, hay que crear explicitamente la constante que
almacena la teoria genérica y evaluar la macro construye-teoria-generica
sobre ella.
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6.2.3 Ejemplo

Presentamos a continuacion un ejemplo de uso de la herramienta de instanciacion
genérica. A partir de una relaciéon de orden total en un conjunto dado, definimos
un procedimiento de ordenacion por insercion sobre listas de elementos de dicho
conjunto. En el desarrollo genérico se demuestra que con dicho procedimiento se
obtienen listas ordenadas.

Primero asumimos en un encapsulado la existencia de las funciones para las
que se define la teoria genérica, junto con sus propiedades:

129
(encapsulate

(((menor * *) => *)
((dominio *) => %))

(local (defun menor (x y)
(declare (ignore x y))

t))

(local (defun dominio (x)
(declare (ignore x))

t))

(defthm menor-es-transitivo
(implies (and (dominio x) (dominio y) (dominio z)
(menor x y) (menor y z))
(menor x z)))

(defthm menor-es-total
(implies (and (dominio x) (dominio y)
(not (menor x y)))
(menor y x)))

Una vez hecho esto, establecemos el conjunto de resultados (definiciones y teo-
remas) que forma la teorfa genérica. En este caso definimos una funcién de orde-
nacién por insercion y demostramos que devuelve listas ordenadas. Esta funcion
es ordena-insercion y para definirla utilizamos la funcién inserta-en-orden,
que anade un elemento a una lista ordenada, de forma que el resultado sea tam-
bién ordenado.
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130
(defun ordena-insercion (x)
(if (endp x)
nil

(inserta-en-orden (car x)
(ordena-insercion (cdr x)))))

(defun inserta-en-orden (e x)
(if (or (endp x) (menor e (car x)))
(cons e x)
(cons (car x)
(inserta-en-orden e (cdr x)))))

Para demostrar que la funcion ordena-insercion ordena listas de elementos
del conjunto de partida, definimos la funcién 1lista-en-dominio, que caracteriza
las listas de elementos de dicho conjunto, y 1ista-ordenada, que comprueba si
todos los elementos de una lista estan ordenados:

151
(defun lista-en-dominio (x)

(or (endp x)
(and (dominio (car x))
(lista-en-dominio (cdr x)))))

(defun lista-ordenada (x)
(or (endp x)
(endp (cdr x))
(and (menor (car x) (cadr x))
(lista-ordenada (cdr x)))))

Antes de demostrar las propiedades de ordena-insercion probamos que la
funcién inserta-en-orden se comporta adecuadamente con respecto a las fun-
ciones anteriores: lista-en-dominio y lista-ordenada:

132
(defthm inserta-en-orden-preserva-el-dominio

(implies (and (dominio e)
(lista-en-dominio x))
(lista-en-dominio (inserta-en-orden e x))))

(defthm inserta-en-orden-es—-ordenada
(implies (and (lista-en-dominio x)
(lista-ordenada x)
(dominio e))
(lista-ordenada (inserta-en-orden e x))))
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Finalmente se demuestra que la funcién ordena-insercion devuelve una lista
ordenada:

153
(defthm ordena-insercion-preserva-el-dominio

(implies (lista-en-dominio x)
(lista-en-dominio (ordena-insercion x))))

(defthm ordena-insercion-es-ordenada
(implies (lista-en-dominio x)
(lista-ordenada (ordena-insercion x))))

A continuacién se define la teoria genérica *insercion-ordenada* para las

funciones dominio y menor. Las propiedades asumidas para estas funciones son
las establecidas por los eventos menor-es-transitivo y menor-es-total en
129|. Los eventos que proporciona esta teoria son las definiciones presentadas
en y y el teorema ordena-insercion-es-ordenada. Se asigna a la
constante *insercion-ordenadax la lista de los eventos que se quieren instan-
ciar y se evalia la macro construye-teoria-generica sobre esta constante:

(defconst *insercion-ordenadax*
> ((defun ordena-insercion (x)
)
(defun inserta-en-orden (e x)
)
(defun lista-en-dominio (x)
)
(defun lista-ordenada (x)
)

(defthm ordena-insercion-es-ordenada

c))

(construye-teoria-generica *insercion-ordenadax)

Ahora disponemos de la macro definstancia-*insercion-ordenada* con la
que podemos instanciar la teoria genérica construida. A continuacién se muestra
un uso de esta macro, para construir un procedimiento de ordenacién por inserciéon
para listas de nimeros enteros:
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17]

(defun orden-enteros (x y)
(<= x y))

(definstancia-*insercion-ordenadax*
((dominio  integerp)
(menor orden-enteros))
"-enteros")

Cuando esta herramienta sea utilizada en algin punto de esta memoria, omi-
tiremos el proceso de creacién de la constante que almacena la teoria genérica,
si bien se indicaran las funciones para las que se define, sus propiedades asumi-
das y los eventos que proporciona. Otros ejemplos del uso de la herramienta de
instanciacion genérica se pueden encontrar en [52].

Sumario
En este capitulo:

e Se ha probado formalmente que la relacién entre multiconjuntos inducida
por una relacién bien fundamentada es bien fundamentada.

e El resultado anterior se ha demostrado de una manera general, lo que nos
ha permitido definir un comando que genera de forma automaética la rela-
cion bien fundamentada entre multiconjuntos a partir de una relacién bien
fundamentada concreta.

e Se ha desarrollado el concepto de teoria genérica, definida para un conjunto
de funciones con determinadas propiedades, en la que se demuestran resul-
tados de segundo orden sobre dichas funciones. Estos resultados pueden
ser reutilizados para cualquier conjunto de funciones concretas cumpliendo
las mismas propiedades que las funciones sobre las que se define la teoria
genérica.

e Se ha desarrollado unas herramientas que facilitan la labor de reutilizar los
resultados que proporcionan las teorias genéricas.



Capitulo 7

Sistemas de transformacion
proposicionales

En los capitulos 4 y 5 se han presentado dos métodos para decidir la satisfaci-
bilidad de una férmula proposicional. En estos métodos se construyen ciertas
estructuras a partir de las férmulas, se define la seméantica de estas estructuras y
se buscan asignaciones en las que tengan un valor distinguido. En este capitulo
presentamos un marco genérico en el que se pueden expresar como casos particu-
lares este tipo de procedimientos para decidir la satisfacibilidad de una férmula.

Este marco genérico es interesante por dos razones. Por un lado, el formalismo
tedrico abstrae determinadas propiedades de los distintos métodos, a partir de las
cuales todos ellos funcionan de la misma forma. Estas propiedades son la base
para demostrar la correcciéon y completitud de los procedimientos de decision
de satisfacibilidad. Por otro lado, la formalizacién del marco genérico y el uso
de las herramientas de instanciacion genérica nos permiten obtener de forma
automatica funciones verificadas que implementan los procedimientos de decision
de satisfacibilidad.

En la primera seccién se define el marco genérico que se obtiene como resultado
de abstraer ciertas propiedades en los métodos para decidir la satisfacibilidad.
Este marco generico se desarrolla tanto para la seméantica clasica como para la
semantica de Kleene. En ambos casos se formaliza la abstraccién y se define una
teoria genérica que, gracias a las herramientas de instanciacion funcional, permite
instanciar dicha abstraccion.

En la segunda y tercera seccion se presentan respectivamente el método de los
tableros seméanticos y el de secuentes como casos particulares del marco genérico.
En estas secciones se presentan los eventos necesarios para instanciar con éxito
la teoria asociada al marco genérico.

155
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7.1 Un marco genérico para la decisién de
satisfacibilidad

Analizando los métodos basados en tableros semanticos y secuentes presentados
en los capitulos anteriores, se puede observar un comportamiento comun. Estos
métodos no trabajan directamente con féormulas sino con unos objetos construi-
dos a partir de ellas. Los objetos se modifican repetidamente usando reglas de
expansion que reducen su complejidad. Estas reglas preservan el significado de
los objetos. Eventualmente, a partir de cierto tipo de objetos simples, se pueden
obtener asignaciones que prueban la satisfacibilidad de la férmula original. A
estas asignaciones las llamaremos asignaciones distinguidas. Si no se encuentra
ninguno de estos objetos simples entonces la férmula original es insatisfacible.

De esta forma, el método de los tableros semanticos puede ser visto como
la aplicacién de un conjunto de reglas de expansién actuando sobre las ramas
de arboles etiquetados con féormulas. Estas ramas son los objetos sobre los que
trabaja el método. Las reglas son aplicadas hasta obtener una rama sin férmulas
complementarias en la que todas las formulas no literales hayan sido expandidas.
Para esta rama se puede construir facilmente una asignacion distinguida, definida
de forma que todos los literales positivos de la rama sean ciertos y todos los
negativos falsos. Sino se obtiene dicha rama, entonces todas las ramas contendran
formulas complementarias. Esto indica que la férmula original es insatisfacible.

En el método basado en secuentes, los objetos sobre los que se trabaja son los
secuentes. Estos objetos son modificados de acuerdo con las reglas de expansion
hasta obtener un secuente atémico que no sea un axioma. A partir de este
secuente se puede construir facilmente una asignacién distinguida, definida de
forma que todos los atomos de la parte izquierda del secuente sean ciertos y los
de la parte derecha falsos. Esta asignaciéon distinguida hace falso el secuente
a partir del que se construye y, por las propiedades de las reglas de expansion,
también hace falso el secuente considerado inicialmente. Si este secuente inicial se
construye de forma que sea logicamente equivalente a la negacién de una férmula,
estaremos demostrando que dicha formula es satisfacible.

En esta seccion formalizamos un marco genérico que refleja el comportamiento
comun de estos métodos. Los eventos relacionados con la seméntica clasica pre-
sentados en esta seccion se encuentran en SAT-generico.lisp, y los relacionados
con la semantica de Kleene en SAT-generico-K.1lisp.

7.1.1 Un algoritmo genérico de decision de
satisfacibilidad: SAT,

Definicién 7.1 Un sistema de transformacién proposicional en ¥ (STP)
es una tripleta G = (O, R,V), donde O, R y V son conjuntos tales que R C
O x (0O*U{t}) yV C O xVyg. Donde Vs, = {o : ¥ — B} y O* es el conjunto
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de las secuencias finitas de elementos de O.

Diremos que O es el conjunto de los objetos proposicionales (o simplemente
objetos) y R el conjunto de las reglas de expansion. Utilizaremos la notacién
O ~»4 L para indicar que (O, L) es un elemento de R. Si (O,0) € V diremos
que o es una asignacion distinguida de O y lo notaremos de la siguiente forma,
o= O.

Noétese que se permite la existencia de reglas de la forma O ~»; () y reglas
de la forma O ~»; t. Las primeras son reglas que sirven para eliminar objetos a
partir de los cuales es imposible obtener una asignacién distinguida. Las segundas
sirven para indicar que a partir del objeto O se puede obtener una asignacion
distinguida.

Para el método de los tableros semanticos presentado en el capitulo 4 los
objetos son las ramas, las asignaciones distinguidas de una rama son aquellas que
la hacen cierta y las reglas de expansién se construyen a partir de las reglas de
expansion de tableros mostradas en la figura 4.1, junto con reglas que eliminan
ramas cerradas y reglas que indican que, a partir de ramas no cerradas con todas
las féormulas no literales expandidas, se puede obtener un modelo.

Definicién 7.2 Dado un STP G = (O, R,V):

1. Una regla de computacién es una funcién r : O — O* U {t}
tal que r CR.

2. Una funcién de representacién es una funcion i : P(¥) — O.
3. Una funciéon de medida es una funcion p: O — Ord.

4. Una funcion modelo es una funcion o : Oy — Vs,

donde Oy = {0 € O : O~ t}.

Una regla de computacion establece un criterio de utilizacion de las reglas de
expansion. En el método de los tableros semanticos el criterio utilizado elimina
primero las ramas cerradas, después intenta aplicar las regla de expansion para las
dobles negaciones, a-férmulas y -férmulas, en este orden, y finalmente, detecta
la existencia de ramas no cerradas con todas sus férmulas no literales expandidas.

Una funcién de representacion establece una relacion entre las férmulas y los
objetos proposicionales, proporcionando asi el objeto inicial para el que se va
a buscar una asignaciéon distinguida. En el caso de los tableros semanticos, la
funcién de representacion construye una lista unitaria a partir de una férmula
dada.

La funciéon de medida sirve para justificar la terminacién del procedimiento de
busqueda de una asignacion distinguida. La funcién modelo proporciona dicha
asignacion distinguida a partir de cierto tipo de objetos basicos. En el método
de los tableros semanticos, la funcién de medida es la medida uniforme de una
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rama y la funciéon modelo es la que construye una asignacién en la que todos los
literales de una rama son ciertos.

Definicién 7.3 Decimos que un STP es exitoso con respecto a una regla de
computacion r, una funcién de representacion i, una funcion de medida i y una
funcion modelo o si se verifican las siguientes propiedades:

P1: 0; € r(0O) = p(0;) < u(0)

Py: FEP(E) = (0 E F < 0 |5 i(F))

P3: O € ONT(0) #t = (0 ¢ O <= 30; € 1(0),0 ¢ O;)
Pi: O ONT(O)=t = 0(0) ; O

Mas adelante se definird el algoritmo S ATy para comprobar la satisfacibilidad
de una férmula proposicional y se demostrara que, para todo STP exitoso G, dicho
algoritmo (basado en la regla de computacion y la funcién de representacion que
hacen que G sea exitoso) termina para cualquier férmula proposicional que reciba
como entrada y es correcto y completo. La formalizacion del algoritmo y el
establecimiento de sus propiedades se basan en que G es exitoso. Veamos como
se formaliza este hecho.

La propiedad de ser exitoso se basa en la existencia de cuatro funciones con
determinadas propiedades. Para poder formalizar este tipo de situacién en ACL2
utilizamos el mecanismo de encapsulado. De esta forma se introducen simbolos
de funcién para los cuales se asumen un conjunto de propiedades. Las funciones
y sus interpretaciones en la formalizacion son las siguientes:

(gen-objeto 0) 0Oec0
(gen-asignacion-distinguida sigma 0) oq O
(gen-regla-computacion 0) r(O)
(gen-representacion F) i(F)
(gen-medida 0) w(O)
(gen-modelo 0) a(0)

Algunas propiedades de estas funciones vienen dadas por sus dominios de
definicién y sus valores. Asi se han de verificar:

1. 7: O — O*U{t}, cuya formalizacién es:

185

(defthm member-gen-regla-computacion-es-gen-objeto
(implies (and (gen-objeto 0-1)
(member-equal 0-2
(gen-regla-computacion 0-1)))

(gen-objeto 0-2)))
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2. i:P(¥) — O, cuya formalizacién es:

156
(defthm gen-representacion-es-gen-objeto
(implies (es-proposicional F)
(gen-objeto (gen-representacion F))))
3. u: O — Ord, cuya formalizacion es:
137

(defthm gen-medida-es-eO-ordinalp
(e0-ordinalp (gen-medida 0)))

Obsérvese que en la tercera propiedad no se exige que el argumento de la
funcién gen-medida sea un elemento de . La propiedad mostrada en es
mas general y siempre se puede obtener sin mas que definir la funciéon p igual a
0 para cualquier elemento que no se encuentre en O.

Las propiedades Pi, Pa, Ps y Py definen el concepto de STP exitoso. Su
formalizacién es la siguiente:

138
(defthm P1

(implies (member-equal 0-2 (gen-regla-computacion 0-1))
(e0-ord-< (gen-medida 0-2)
(gen-medida 0-1))))

Obsérvese que no se exige que el objeto 0-1 sea un elemento de O. Esta
propiedad es mas general y siempre se puede obtener sin més que definir la funcién
r igual a () para cualquier elemento que no se encuentre en O.

739
(defthm P2

(implies (es-proposicional F)
(iff (gen-asignacion-distinguida
sigma (gen-representacion F))
(modelo sigma F))))

Para poder expresar la propiedad 30; € r(O),0 g O;, definimos la fun-
cién gen-asignacion-distinguida-lista, que comprueba si una asignacion es
distinguida para alguno de los objetos de una lista:
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(defthm P3 H40]
(implies (and (gen-objeto 0)
(not (equal (gen-regla-computacion 0) t)))
(iff (gen-asignacion-distinguida-lista
sigma (gen-regla-computacion 0))
(gen-asignacion-distinguida sigma 0))))
(defun gen-asignacion-distinguida-lista (sigma lista-0)
(cond ((endp lista-0) nil)
(t (or (gen-asignacion-distinguida
sigma (car lista-0))
(gen-asignacion-distinguida-lista
sigma (cdr lista-0))))))
771
(defthm P4
(implies (and (gen-objeto 0)
(equal (gen-regla-computacion 0) t))
(gen-asignacion-distinguida (gen-modelo 0) 0)))

Dado un STP G = (O, R, V), una regla de computacién r y una funcién de
representacion ¢, definimos el algoritmo SAT, para demostrar la satisfacibilidad
de una férmula proposicional:

Algoritmo 7.4 (SAT;) El dato de entrada de este algoritmo es una férmula F,
y actia de la siguiente forma:

1. Inicialmente se considera la lista de objetos (i(F))
2. Dada una lista de objetos (O, ...,O,), se selecciona un elemento O;

(a) Sir(O;) =t, entonces el algoritmo termina y devuelve (O;).

(b) Sir(0;) =(0},...,0.,), entonces el algoritmo vuelve al paso 2 con la
lista < /1, c. ,O;n, Ol; ey Oj,l,OjJrl, c. 7On>

3. Si la lista de objetos se queda vacia, el algoritmo termina y devuelve f.

La idea intuitiva es la siguiente: dada F', el algoritmo comienza con el objeto
i(F) y repetidamente aplica las reglas de R hasta que se obtiene t o no quedan
mas objetos. La terminacion de este proceso estd garantizada por una funcién
de medida p con respecto a la cual los objetos expandidos sean menores que los
originales. Si el proceso termina al obtener t, entonces existe un objeto O tal
que r(O) = t y, a partir de éste, se puede obtener una asignacién distinguida.
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Esta asignacion es un modelo de la férmula original. Si el proceso termina al no
quedar objetos, la férmula original es insatisfacible.

Nétese que en el punto 2 se escoge un elemento cualquiera O;. Esta elec-
cién incorpora cierta heuristica al algoritmo. En la formalizacion se considera
la existencia de una funcién gen-seleccion que selecciona un elemento de una
lista.

142
(defthm gen-seleccion-member

(implies (consp lista-0)
(member-equal (gen-seleccion lista-0) lista-0)))

Las funciones anteriores y sus propiedades son asumidas en un encapsulado.
Una vez hecho esto, se define la funcion SAT-generico que implementa el algo-
ritmo SAT,. Esta funcién se basa en 0BJ-SAT-generico, que implementa los
puntos 2 y 3 de la descripcién del algoritmo.

773
(defun SAT-generico (F)

(0BJ-SAT-generico (list (gen-representacion F))))

(defun OBJ-SAT-generico (lista-0)
(declare (xargs :measure (gen-medida-lista lista-0)
:well-founded-relation mul-e0-ord-<))
(if (endp lista-0)
nil
(let* ((0 (gen-seleccion lista-0))
(resto (elimina-una (gen-seleccion lista-0) lista-0))
(expansion (gen-regla-computacion 0)))
(cond ((equal expansion t)
(list 0))
(t (0BJ-SAT-generico (append expansion resto)))))))

Para que el sistema admita la funcion 0BJ-SAT-generico es necesario que
se pueda demostrar su terminacién. Para ello hemos proporcionado una medida
de los argumentos, gen-medida-lista, definida como la extensién a listas de la
medida p. La prueba de la terminacion se detalla en la siguiente seccion.

La funcién 0BJ-SAT-generico busca un objeto a partir del cudl se pueda
obtener una asignacion distinguida. Esta es la versién genérica de la funcién
que implementa el algoritmo MODj para el método de los tableros semanticos
y CONTRAMODg para el método basado en secuentes. De esta forma, si la
funcion de representacion verifica la propiedad Ps, la funciéon SAT-generico pro-
porciona informacién suficiente para construir un modelo de una férmula satisfa-
cible F. Para ello basta con evaluar la funcién modelo ¢ sobre el objeto devuelto
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por SAT,, cuando éste es aplicado con éxito sobre F. Notaremos MOD, a esta
construccién, implementada por la funcién MOD-generico.

1
(defun MOD-generico (F) [ 144]

(gen-modelo (car (SAT-generico F))))

7.1.2 Terminacion de SAT,

Para demostrar la terminacion del algoritmo SAT, basta con demostrar que la
funciéon 0BJ-SAT-generico termina. El argumento de esta funcién es una lista
de objetos proposicionales. Para demostrar su terminaciéon hemos considerado
una extension de la medida p a listas de objetos:

Definicién 7.5 Dada una funcién de medida p: O — Ord, la extension de p
a O* es la funcion p* : O* — M(Ord) definida como sigue, p*((O1,...,0,)) =

La funcién gen-medida-lista formaliza este concepto:

75
(defun gen-medida-lista (lista-0)

(if (endp lista-0)
nil
(cons (gen-medida (car lista-0))
(gen-medida-lista (cdr lista-0)))))

Estas medidas se comparan con respecto a la extensién a multiconjuntos de-
finida en 6.3 de la relacién de orden entre los ordinales. Notaremos <, a esta
extension. La funcién que la formaliza es mul-e0-ord-<. Su definicién y propie-
dades se obtienen al evaluar el siguiente evento:

146
(defmul (EO0-0ORD-< NIL EO-ORDINALP EO0-ORD-<-FN NIL NIL))

Teorema 7.6 Dados un STP G = (O, R,V), una regla de computacién r, una
funcion de representacion ¢ y una funciéon de medida p verificando Py, entonces
el algoritmo SAT, termina para cualquier formula inicial.

Demostracion:

Para demostrar la terminacion de SATy, tendremos que probar que el punto
2 es un bucle finito. Supongamos que (Oy,...,O,) es la lista de objetos en dicho
punto, O; el objeto seleccionado y r(0;) = (O}, ...,0,).

Por la propiedad P; se tiene que para todo k, u(O}) < u(Oy). Por tanto se
verifica p*((O1,...,0.,)) <m p*({(O;)). Y, por la definicién de la extensién a
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multiconjuntos dada en 6.3, se tiene que
/L*(< i, RN O;nn Oq,... 7Oj—17 Oj+1, RN On>) <M M*(<Ol, ceey On>)

De esta forma, en cada iteracion, la medida p* de la lista considerada en el
punto 2 es menor, con respecto a <,, que en el paso anterior. Luego el punto 2
es un bucle finito, puesto que <4 es una relacién bien fundamentada.

0

En la formalizacién este resultado queda como sigue:

77

(defthm 0BJ-SAT-generico-terminacion
(let* ((0 (gen-seleccion lista-0))
(resto (remove-one (gen-seleccion lista-0) lista-0))
(expansion (gen-regla-computacion 0)))
(implies
(and (consp lista-0)
(not (equal expansion t)))
(mul-eO0-ord-< (gen-medida-lista (append expansion resto))
(gen-medida-lista lista-0)))))

7.1.3 Correccion y completitud de SAT,

Teorema 7.7 Sea G = (O, R,V) un STP exitoso con respecto a una regla de
computacion r, una funcién de representacion i, una funcion de medida i y una
funcién modelo o. Entonces:

1. SAT, es correcto: Dada una formula F, si SAT,(F) # f, entonces F es
satisfacible. Ademads, si SAT,(F') = (O), entonces d(O) = F.

2. SAT; es completo: Dada una formula F, si F' es satisfacible entonces

SAT(F) # £.
Demostracion:

Antes de pasar a demostrar el teorema, obsérvese que si (Oy,...,0,) es la
lista de objetos en el punto 2 del algoritmo, O; es el elemento seleccionado y
r(0;) = (0f,...,0,,) entonces, por la propiedad Ps, se tiene que para cualquier
asignacién o, existe O en (Oq,...,0,) tal que o =; O si y sdlo si existe O’ en

< /1,...,O;n,ol,...,Oj_170j+1,...,0n> tal que o }:g 0.

SAT; es correcto: Si SATG(F) = (O) entonces r(O) = t y, por Py,
0(0) ¢ O. Asi, por la observacién anterior, en toda lista considerada en el
punto 2 existe O’ tal que 0(O) =4 O'. Por lo tanto, esto también ocurre en la
lista inicial, (i(F)), es decir, 0(O) =g i(F), y, por Ps, 0(0O) = F.

SAT, es completo: Sea o = F, entonces por Py, 0 = i(F). Asi, por la
observacién indicada al principio de esta demostraciéon, en toda lista considerada
en el punto 2 existe O tal que o =5 O’. Por lo tanto, la lista en el punto 2 no
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puede quedarse vacia y, como el algoritmo termina, en algiin paso se considerara
un objeto O tal que r(O) = t. Por tanto, SAT,(F) = (O) # f.
O

Los siguientes teoremas establecen los resultados de correccion y completitud
de SAT,. La condicion acerca de la satisfacibilidad de la férmula F se establece
como se indico en la seccion 3.2.4.

778

(defthm correccion-SAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-generico F))
(modelo (MOD-generico F) F)))

(defthm completitud-SAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo sigma F))
(SAT-generico F)))

Previamente se han demostrado propiedades de correccién y completitud si-
milares acerca de O0BJ-SAT-generico para una lista de objetos proposicionales
lista-0:

779
(defthm correccion-0BJ-SAT-generico

(implies (and (gen-objeto-lista lista-0)
(0BJ-SAT-generico lista-0))
(gen-asignacion-distinguida-lista
(gen-modelo (car (0BJ-SAT-generico lista-0)))
lista-0)))

(defthm completitud-0BJ-SAT-generico
(implies (and (gen-objeto-lista lista-0)
(gen-asignacion-distinguida-lista sigma lista-0))
(0BJ-SAT-generico lista-0)))

En estos eventos la funcién gen-objeto-lista comprueba que su argumento
es una lista de elementos de O:

150

(defun gen-objeto-lista (lista-0)
(cond ((endp lista-0) t)
(t (and (gen-objeto (car lista-0))
(gen-objeto-lista (cdr lista-0))))))

Los eventos mostrados en se obtienen como una instancia de los presen-
tados en cuando el valor 1lista-0 es (1ist (gen-representacion F)).
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7.1.4 Un algoritmo genérico de decisién de validez: DAT,

El algoritmo anterior se puede utilizar para decidir la validez de una férmula F',
para ello basta con comprobar que el algoritmo S AT, devuelve f cuando se aplica
aF.

Algoritmo 7.8 (DAT;) Dada una formula F € P(X), DAT(F') es t siy solo si
SATG(—F) esf.

La funcién que implementa este algoritmo es la siguiente:

151
(defun DAT-generico (F)

(not (SAT-generico (negacion F))))

Teorema 7.9 Sea G = (O, R,V) un STP exitoso con respecto a una regla de
computacion r, una funcion de representacion i, una funcion de medida p y
una funcién modelo o. Dada una férmula F' € P(X), F es valida si y sélo si

DAT,(F) = t.

La prueba de este teorema se tiene gracias a las propiedades de correccién y
completitud de SAT,. Los siguientes eventos establecen los resultados de correc-
cién y completitud de la funcién que implementa el algoritmo DATj:

152
(defthm correccion-DAT-generico

(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-generico F))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-DAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(not (DAT-generico F)))
(not (modelo (MOD-generico (negacion F)) F))))

La prueba de estos resultados se obtiene como una instancia de los
resultados presentados en cuando el valor de la variable lista-0 es
(list (gen-representacion (negacion F)).

7.1.5 La teoria genérica *sat-generico*

Utilizando las herramientas de construccién de teorias genéricas presentadas en
la secciéon 6.2, se ha definido la teoria genérica *sat-generico* para facilitar la
reutilizacion de los resultados anteriores. Las funciones para las que se define esta
teoria son las siguientes:
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gen-objeto
gen-asignacion-distinguida
gen-asignacion-distinguida-lista
gen-regla-computacion
gen-representacion

gen-medida

gen-modelo

gen-seleccion

Las propiedades asumidas para estas funciones son las presentadas en [ 135],
| 136, | 137], [ 142] y los eventos correspondientes a Py, Py, Ps y Py, mostrados en
1138, [ 139], | 140] y | 141] respectivamente.

Esta teoria proporciona, entre otros eventos, las definiciones de las funciones
que implementan SAT,, DAT; y MODy, el teorema de terminacién de SATj
mostrado en y los resultados de correccién y completitud mostrados en ,
y [152]

Para utilizar esta teoria bastara con proporcionar versiones concretas de las
funciones para las que estd definida y demostrar que cumplen las propiedades
asumidas en la misma. Una vez hecho esto se puede utilizar la herramienta de
instanciacion genérica presentada en la seccién 6.2, para obtener algoritmos veri-
ficados para decidir la satisfacibilidad y la validez de una férmula proposicional.

7.1.6 Sistemas de transformaciéon proposicionales en K

Un desarrollo similar al presentado en las secciones anteriores se puede realizar
en el contexto de la semantica de Kleene, basta con reconsiderar los conceptos
relacionados con la semantica. El primero de estos conceptos es el de sistema de
transformacién proposicional:

Definicién 7.10 Un K-sistema de transformacién proposicional en ¥ (K-
STP) es una tripleta G = (O, R, V), donde O, R y V son conjuntos tales que
RCOx (0*U{t}) yV C O xKy. Donde Ky = {0 : ¥ — K}.

Los elementos de un K-STP se interpretan de igual forma que en el caso
clasico, la tunica diferencia es que los elementos de V son pares formados por
objetos proposicionales y K-asignaciones. Otro concepto a reconsiderar es el de
funciéon modelo:

Definicién 7.11 Dado un K-STP G = (O, R, V), una funcién K-modelo es una
funcién o : Oy — Ky, donde Oy = {0 € O : O ~g t}.

Finalmente definimos el concepto de K-STP exitoso, basta con reformular la
propiedad P, con respecto al concepto de modelo en K.
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Definicién 7.12 Decimos que un K-STP es exitoso con respecto a una regla de
computacion r, una funcién de representacion ¢, una funciéon de medida p y una
funcion K-modelo o si se verifican las propiedades Py, Ps3, Py y

Pl FeP(D) = (0 x F <= o 4 i(F))

La formalizacion de la propiedad P} es la siguiente:
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(defthm P2-K

(implies (es-proposicional F)
(iff (gen-asignacion-distinguida
sigma (gen-representacion F))
(modelo-K sigma F))))

Los procedimientos SAT,, MOD, y DAT, se definen en la semantica de
Kleene de igual forma que en la semantica clasica, por tanto, consideramos las
mismas funciones para implementarlos. Esta funciones se han definido en ,

y [151] La prueba de la terminacién de 0BJ-SAT-generico es independiente
de la semantica considerada.

Las propiedades de correccién y completitud en K de los algoritmos SAT,
y DAT, se formalizan con respecto al concepto de modelo en K, siguiendo las
indicaciones dadas en la seccién 3.3.4. Los eventos correspondientes son los si-
guientes:

157

(defthm correccion-SAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(SAT-generico F))
(modelo-K (MOD-generico F) F)))

(defthm completitud-SAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(modelo-K sigma F))
(SAT-generico F)))

(defthm correccion-DAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(DAT-generico F)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-DAT-generico
(implies (and (es-proposicional F)
(not (DAT-generico F)))
(no-modelo-K (MOD-generico (negacion F)) F)))
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Todos estos resultados, junto con una teoria genérica que facilita su reutiliza-
cién, se encuentran en el libro SAT-generico-K.1lisp.

7.2 Un STP exitoso basado en tableros
semanticos

El algoritmo basado en tableros semanticos descrito en el capitulo 4 se puede
interpretar como una versién particular del algoritmo SAT;. Los objetos propo-
sicionales son las ramas de los tableros semanticos. Las asignaciones distinguidas
de una rama son aquellas que son modelo de dicha rama. El objeto inicial es una
rama formada tinicamente por la férmula cuya satisfacibilidad se quiere compro-
bar. Estas ramas son expandidas de acuerdo a las reglas de la figura 4.1 para
obtener nuevas ramas. Las ramas cerradas no son escogidas para expandir pues
no poseen modelos. Esto se corresponde con una regla de expansion que “elimina”
las ramas cerradas, es decir, cuya parte derecha es (). Si se encuentra una rama
no cerrada con todas sus formulas no literales expandidas, el algoritmo termina y
devuelve dicha rama. Esto se corresponde con una regla de expansién que indica
que a partir de dicha rama se puede obtener un modelo, es decir, cuya parte
derecha es t. Si todas las ramas estan cerradas el algoritmo termina y devuelve
f. Esto se corresponde con el hecho de que no queden ramas por procesar, ya que
las ramas cerradas son eliminadas.

En esta seccién desarrollamos un sistema de transformacién proposicional ba-
sado en esta descripcién. Primero describimos formalmente este sistema junto con
una regla de computacién, una funcién de representacion, una funcién de medida
y una funciéon modelo adecuadas para demostrar que es exitoso. A continuacién
presentamos su formalizacion, relacionandola con la desarrollada en el capitulo
4. Finalmente comentamos cémo se hace este mismo proceso en la semantica
de Kleene. Los eventos relacionados con la seméantica clésica presentados en es-
ta seccién se encuentran en el libro SAT-tableros.1lisp, los relacionados con la
semantica de Kleene se encuentran en el libro SAT-tableros-K.1lisp.

7.2.1 Descripcion del STP exitoso 7

Consideramos el siguiente sistema de transformacién proposicional basado en el
método de los tableros semanticos:

Definicién 7.13 7 = (O;, R, V) es el STP basado en tableros semanticos en
el que Oy es el conjunto de listas finitas de férmulas P(X)*, representando las
ramas de los tableros, V; es el conjunto de pares (0,0) tales que o es modelo
de la rama 0, y R; es el conjunto de reglas de expansién representado por el
siguiente conjunto de esquemas de regla:
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RTl : <F1, G, FQ, _|G, Fg) o <>
RTQ . Fl,ﬁﬁG,F2> o <<F1,G, F2>>
RTg : <F1,04,F2> ~r <<F17a17a27r2>>
Rry: (1, B,T2) ~r (T, 81, T2), (T, B2, 12))
R1s: I ~,t sil no contiene férmulas no literales
ni pares de formulas complementarias

donde I', I'y, I's y I's son listas finitas de férmulas.

Utilizando el STP anterior, junto con una funcién de representacién i y una
regla de computacion r; adecuadas, podemos expresar el algoritmo SAT, como
un caso particular del algoritmo SAT;. Ademas, para garantizar las propiedades
de terminacién, correccion y completitud, tenemos que proporcionar una funciéon
de medida p; y una funcion modelo o, de forma que 7 sea exitoso con respecto

arr, ir, By Or.
Definicion 7.14 Para el STP T definimos:
1. La funcién de representacion i, tal que para toda F' € P(X), ir(F) = (F).

2. La regla de computacion ry que actia de la siguiente forma. Dada una
lista de formulas 0, si 0 es una rama cerrada, se le aplica una regla del tipo
R1;. En otro caso se selecciona una férmula F' no literal en 8. Si F' es una
doble negacion, a-formula o -formula, se aplica a 6 una regla del tipo R7s,
Rt3 0 R1y4, segiin el caso, descomponiendo F. Si 6 no contiene formulas
no literales, se aplica a 6 una regla del tipo RTs.

3. La funcion de medida uy, que es la medida uniforme de una lista de
formulas, u*. Asi, para toda lista de formulas 0 se tiene: pur(0) = u*(8).

4. La funcién modelo o, tal que, para toda lista de formulas 0, o,(0) es la
asignacion definida de forma que o,(0) = p si y sélo si p es un literal
positivo que aparece en 6.

Teorema 7.15 EI STP T es exitoso con respecto a la regla de computacion r,
la funcién de representacion i, la funcion de medida i, y la funcién modelo 0.

Demostracion:
Para demostrar el teorema tendremos que probar las propiedades Py, Ps, Ps3
y P4 para las funciones rz, i7, jir y 0.

Py: Dada 6; € r,(0), entonces §; es una rama obtenida al aplicar una regla de
expansién de tableros a 6, luego por el teorema 4.18 se verifica que pr(6;) =

ut(6;) < ut(0) = p(0).

Po: Dada la férmula F', o =7 (F) = i,(F) si y s6lo si o es modelo de algin
elemento de (F'), es decir, si y sélo si o es modelo de F.
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P3: Dada la rama 6 tal que r-(f) # t, entonces € es una rama cerrada, en cuyo
caso rr(0) = (), o tiene alguna férmula no literal, en cuyo caso r,(f) es la lista
de las ramas obtenidas al aplicar una regla de expansion de tableros a 6.

Si 0 es una rama cerrada, entonces o [~ 6 por el teorema 4.14 y ademéds no
existe ninguna rama en r,(6). Por tanto se tiene la equivalencia ¢ |=; § <=

Si 0 tiene alguna férmula no literal, por el teorema 4.11 se tiene que una
asignacién o es modelo de 6 (o =7 ) si y sélo si es modelo de alguna de
las ramas que se obtienen al aplicar a 6 una regla de expansién de tableros

(36, € r(0),0 =1 0;).

P4 Dada la rama 6 tal que r-(f) = t, entonces 6 es una rama no cerrada con
todas sus férmulas no literales expandidas y, por el teorema 4.15, la asignacion
o definida de forma que o(p) = T siy sblo si p es un literal positivo que aparece
en , es un modelo de . Esta asignacién es o,(6), por tanto o,(6) =- 6

7.2.2 Formalizacion de 7

Para formalizar el conjunto de objetos proposicionales en el que se basa 7, te-
nemos que definir una funcién que caracterice dichos objetos. En la descripcion
de 7T se define el conjunto O como el formado por las listas finitas de formulas.
De esta forma, para caracterizar la pertenencia a dicho conjunto, basta con com-
probar que todos los elementos de una lista son formulas. En se defini6 la
funcion es-rama-tablero que realiza dicha comprobacion. Para mantener la co-
rrespondencia con los nombres de las funciones utilizadas en la formalizacion del
marco genérico, llamamos a esta funcién tab-objeto:

155
(defun tab-objeto (rama)

(or (endp rama)
(and (es-proposicional (car rama))
(tab-objeto (cdr rama)))))

Las asignaciones distinguidas de una rama € son los modelos de dicha rama.
En se defini6 la funcién modelo-rama que comprueba si una asignacion es
modelo de una rama. De esta forma, la propiedad o =7 O se caracteriza uti-
lizando dicha funcién. Como antes, para mantener la correspondencia con la
formalizacién del marco genérico, la llamamos tab-asignacion-distinguida:



7.2. Un STP exitoso basado en tableros semanticos 171

156
(defun tab-asignacion-distinguida (sigma rama)

(cond ((endp rama) t)
(t (and (modelo sigma (car rama))
(tab-asignacion-distinguida sigma (cdr rama))))))

La regla de computacién r; no estd completamente determinada puesto que,
si la rama a la que hay que aplicarla no esta cerrada, se ha de escoger una
formula de dicha rama y no se indica el criterio que se utiliza para hacer esto.
De hecho, esto también ocurria en el procedimiento de busqueda de un modelo
de una rama. Como entonces, esta indeterminacion se resuelve considerando una
funcion seleccion que escoge una formula no literal de una rama, si es que existe.
La existencia de esta funcién se asume en un encapsulado ACL2, caracterizandola
por las propiedades formalizadas en [ 60].

La funcién que implementa la regla de computacion es la siguiente:

157

(defun tab-regla-computacion (rama)
(if (rama-cerrada rama)
nil
(let ((F (seleccion rama)))
(cond ((doble-negacion F)
(list (aflade-elemento (componente-neg-neg F)
(elimina-una F rama))))
((alfa-formula F)
(list (aflade-elemento
(componente-1 F)
(afiade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama)))))
((beta-formula F)
(list (aflade-elemento (componente-1 F)
(elimina-una F rama))
(aflade-elemento (componente-2 F)
(elimina-una F rama))))

(t t)))))

En esta definicién hemos utilizado la funcién rama-cerrada, definida en [ 56],
que comprueba si una lista de féormulas tiene literales complementarios, asi como
las funciones que caracterizan las dobles negaciones, a-férmulas y [-férmulas,

definidas en y y las que calculan sus componentes, definidas en y
. Las funciones elimina-una y afiade-elemento son las definidas en [ 58], la
primera elimina un elemento de una lista y la segunda anade un elemento a una
lista, si es que no estaba ya en ella.

Obsérvese que el resultado devuelto por la funciéon anterior es t o una lista de
ramas. La formalizacién de esta propiedad es la siguiente:
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158
(defthm member-tab-regla-computacion-tab-objeto

(implies (and (tab-objeto rama-1)
(member-equal rama-2
(tab-regla-computacion rama-1)))
(tab-objeto rama-2))

La funcién de representacion i es bastante simple, consiste en construir una
lista formada por una tnica férmula. La funcién tab-representacion realiza
esta construccion. Facilmente se demuestra que el resultado que devuelve es un
elemento de O.

159

(defun tab-representacion (F)
(list F))

(defthm tab-representacion-es-tab-objeto
(implies (es-proposicional F)
(tab-objeto (tab-representacion F))))

La funcion de medida p; es la medida uniforme de una lista de formulas.
Esta funcién estd implementada por medida-uniforme-rama, definida en [62]
Para mantener la correspondencia con la formalizacion del marco genérico, la
llamaremos tab-medida. El resultado devuelto por esta funcién es un ordinal.

160

(defun tab-medida (rama)

(cond ((endp rama) 0)
(t (+ (medida-uniforme (car rama))
(tab-medida (cdr rama))))))

(defthm tab-medida-es-eO-ordinalp
(e0-ordinalp (tab-medida rama)))

La funcién modelo o, construye una asignacién en la que todos los literales
positivos de una rama son ciertos. Esta construccién es la que realiza la funcion
genera-modelo-literales, definida en [63] Como en casos anteriores utiliza-
remos el nombre tab-modelo para mantener la correspondencia con los nombres
de funciones utilizados en la formalizacion del marco genérico.

161

(defun tab-modelo (lista-L)
(cond ((endp lista-L) nil)
((es-simbolo-proposicional (car lista-L))
(asume-valor (car lista-L) *Vx*
(tab-modelo (cdr lista-L))))
(t (tab-modelo (cdr lista-L)))))
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Veamos a continuacién la formalizacion de las propiedades que garantizan que
T es un STP exitoso. La propiedad P; estd formalizada por el evento P1-tab y
se demuestra facilmente a partir de los eventos presentados en y al hecho de
que para toda a-formula F', u(ay) + u(as) < u(a).

162
(defthm P1-tab

(implies (member-equal rama-2 (tab-regla-computacion rama-1))
(e0-ord-< (tab-medida rama-2)
(tab-medida rama-1))))

La prueba de la propiedad P; se obtiene inmediatamente a partir de las defi-
niciones de modelo de una rama y la funcién de representacion. Su formalizacion
es la siguiente:

1658
(defthm P2-tab

(implies (es-proposicional F)
(iff (tab-asignacion-distinguida
sigma (tab-representacion F))
(modelo sigma F))))

Para formalizar la propiedad P3 necesitamos definir una funcién que comprue-
be si una asignacion es modelo de alguna de las ramas de una lista. Esta funcion
es tab-asignacion-distinguida-lista. La formalizacion de esta funcion y de
la propiedad Ps es la siguiente:
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(defthm P3-tab

(implies (and (tab-objeto rama)
(not (equal (tab-regla-computacion rama) t)))
(iff (tab-asignacion-distinguida-lista
sigma (tab-regla-computacion rama))
(tab-asignacion-distinguida sigma rama))))

(defun tab-asignacion-distinguida-lista (sigma tablero)
(cond ((atom tablero) nil)
(t (or (tab-asignacion-distinguida
sigma (car tablero))
(tab-asignacion-distinguida-lista
sigma (cdr tablero))))))
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La prueba del evento P3-tab se obtiene a partir de resultados similares a los
presentados en [ 59], en los que se utiliza la funcién tab-asignacion-distinguida
en lugar de modelo-rama.

Finalmente la propiedad P, se demuestra facilmente a partir de la definicién
de tab-modelo y el hecho de que la rama sobre la que se evalia sélo contiene
literales y no tiene pares de féormulas complementarias. Su formalizacién es la
siguiente:
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(defthm P4-tab

(implies (and (tab-objeto rama)
(equal (tab-regla-computacion rama) t))
(tab-asignacion-distinguida (tab-modelo rama) rama))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *sat-generico*
utilizando las funciones que describen el STP exitoso 7. Para seleccionar la rama
a procesar en cada paso hemos utilizado la funcién car, que devuelve el primer
elemento de una lista.
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(definstancia-*sat-genericox
((gen-objeto tab-objeto)
(gen-representacion tab-representacion)

(gen-asignacion-distinguida tab-asignacion-distinguida)
(gen-asignacion-distinguida-lista
tab-asignacion-distinguida-lista)

(gen-regla-computacion tab-regla-computacion)

(gen-seleccion car)

(gen-medida tab-medida)

(gen-modelo tab-modelo))
"-tableros")

Una vez evaluado este evento, se obtiene autométicamente la funcion que
implementa el algoritmo SAT; como una instancia de SAT,. También se obtie-
nen versiones basadas en tableros del algoritmo de decisién de validez DAT; y
del procedimiento de construcciéon de modelos MOD,. Estas funciones son las
siguientes:
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(DEFUN SAT-GENERICO-TABLEROS (F)
(0OBJ-SAT-GENERICO-TABLEROS (LIST (TAB-REPRESENTACION F))))

(DEFUN MOD-GENERICO-TABLEROS (F)
(TAB-MODELO (CAR (SAT-GENERICO-TABLERQS F))))

(DEFUN DAT-GENERICO-TABLEROS (F)
(NOT (SAT-GENERICO-TABLEROS (NEGACION F))))

(DEFUN 0BJ-SAT-GENERICO-TABLEROS (LISTA-0)
(IF (ENDP LISTA-0)

NIL

(LET* ((0 (CAR LISTA-0))
(RESTO (ELIMINA-UNA (CAR LISTA-0) LISTA-0))
(EXPANSION (TAB-REGLA-COMPUTACION 0)))

(COND ((EQUAL EXPANSION T) (LIST 0))
(T (0BJ-SAT-GENERICO-TABLEROS
(APPEND EXPANSION REST0)))))))

Ademas de generar automaticamente estas funciones, al instanciar la teoria
genérica *sat-generico*, también se obtienen de forma automatica los eventos
que establecen sus propiedades de correccion y completitud:

(DEFTHM CORRECCION-SAT-GENERICO-TABLEROS
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(SAT-GENERICO-TABLEROS F))
(MODELO (MOD-GENERICO-TABLEROS F) F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-SAT-GENERICO-TABLEROS
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(MODELO SIGMA F))
(SAT-GENERICO-TABLEROS F)))

(DEFTHM CORRECCION-DAT-GENERICO-TABLEROS
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(DAT-GENERICO-TABLERQS F))
(MODELO SIGMA F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-DAT-GENERICO-TABLEROS
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(NOT (DAT-GENERICO-TABLEROS F)))
(NOT (MODELO (MOD-GENERICO-TABLEROS (NEGACION F))
F))))
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7.2.3 Un K-STP exitoso basado en tableros semanticos

A partir del método de los tableros semanticos también se puede construir un K-
STP exitoso, de forma que los procedimientos de decision de validez y satisfacibi-
lidad presentados en la seccién 4.2.7, se puedan obtener como casos particulares
de los procedimientos genéricos.

El K-STP exitoso basado en tableros semanticos se diferencia del desarrollado
para la semantica clasica en el concepto de K-asignacién distinguida y en la
funcién K-modelo. Las K-asignaciones distinguidas se definen con respecto al
concepto de modelo en K. La funciéon que las caracteriza es modelo-rama-K,
presentada en . La funcion K-modelo tiene que construir una K-asignacién en
la que todos los literales de una rama sean ciertos, esta construcciéon se obtiene
con la funcién genera-modelo-literales-K, presentada en .

La prueba de la propiedad P; es la misma que para el caso de la semantica
clasica. La propiedad P, es trivial a partir del concepto de modelo en K y
la funcién de representacion. Las reglas de expansién preservan los K-modelos
como se expuso en la seccién 4.2.7, de aqui que se verifique la propiedad Ps.
Finalmente, la propiedad P, se cumple gracias a que la funcion K-modelo no deja
indeterminado ningun literal de la rama a la que se aplica.

7.3 Un STP exitoso basado en secuentes

El procedimiento para decidir la satisfacibilidad basado en secuentes descrito
en el capitulo 5, también se puede interpretar como una versién particular del
algoritmo SAT,. En esta ocasién, los objetos proposicionales son los secuentes.
El objeto inicial asociado a una férmula F' es el secuente F' =-. Se verifica que
una asignacién es modelo de F' si y sélo si es contramodelo de F' =, de aqui
que las asignaciones distinguidas de un secuente sean las que lo hacen falso. Los
secuentes son modificados de acuerdo con las reglas de expansién mostradas en
la definicion 5.5. Los secuentes axioma no son escogidos para expandir pues
no poseen contramodelos. Esto se corresponde con una regla de expansion que
“elimina” dichos secuentes, es decir, cuya parte derecha es (). Si se encuentra
un secuente atéomico que no sea axioma, el algoritmo termina y devuelve dicho
secuente. Esto se corresponde con una regla de expansion que indica que a partir
de dicho secuente se puede obtener un contramodelo, es decir, una regla cuya
parte derecha es t. Si no se obtiene ninguno de estos secuentes, el algoritmo
termina y devuelve f.

En esta seccion desarrollamos un sistema de transformacion proposicional ba-
sado en esta descripcion. Primero describimos formalmente este sistema junto con
una regla de computacion, una funcién de representacion, una funcién de medida
y una funcién modelo adecuadas para demostrar que es exitoso. A continuacion
presentamos su formalizacién, relacionandola con la desarrollada en el capitulo
5. Finalmente comentamos como se hace este mismo proceso en la semantica de
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Kleene. Los eventos relacionados con la semantica clasica presentados en esta
seccién se encuentran en el libro SAT-secuentes.lisp, los relacionados con la
semantica de Kleene se encuentran en el libro SAT-secuentes-K.1lisp.

7.3.1 Descripciéon del STP exitoso S

Consideramos el siguiente sistema de transformacién proposicional basado en el
calculo de secuentes:

Definicién 7.16 S = (O, Rs,Vs) es el STP basado en secuentes en el que
Os es el conjunto de los secuentes, Vs es el conjunto de pares (S,0) tales que
o es contramodelo del secuente S, y Rs es el conjunto de reglas de expansion
representado por el siguiente conjunto de esquemas de regla:

Rsy : <F17F, F2>:><A17F, A2> s <>

Rsy : <F1,_IF,F2>:>A g <<F1,F2>$<F,A>>

Rss : <F1,F/\G,F2>=>A’\f>5 <<F,G,F1,F2>:>A>

RSy <F1,F\/G,F2>:>A s <<F,F1,F2>:>A, <G, Fl,F2>:>A>

RS5 <F1,F — G,F2>:>A s <<F1,F2>:><F,A>, <G,F1,F2>:>A>

Rsg : <F1,F — G,F2>:>A s <<F, G,Fl,F2>:>A, <F1,F2>:><F, G, A>>

Rsy: F:><A1,_|F, A2> s <<F, F>:><A1,A2>>
F:><A1,F/\ G,A2> s <F:><F, A17A2>,F:><G, Al,A2>>
Rso: D= (AL FV G, A~ (D= (F,G, AL Ag))
Rsio: T'=(A1,F — G,A) ~s ((FT)= (G, A1, Ag))
Rsq1: F:><A1,F — G, A2> g <<F, F>:><G,A1,A2>, <G,F>:><F, Al,A2>>
Rs1a: I's=A~gtsil'= A es un secuente atomico que no es un axioma

donde I', I'1, I's, A, Ay y Ay son listas finitas de férmulas.

Utilizando el STP anterior, junto con una funcién de representacion s y una
regla de computacion rs adecuadas, podemos expresar el algoritmo SATs como
un caso particular del algoritmo SAT;. Ademas, para garantizar las propiedades
de terminacion, correccion y completitud tenemos que proporcionar una funcion
de medida ps y una funcién modelo og, de forma que S sea exitoso con respecto

aTs, ls, bs Y Os.
Definicién 7.17 Para el STP S definimos:
1. La funcién de representacion is tal que para toda F' € P(X), is(F) = F=-

2. La regla de computacion rs que actia de la siguiente forma. Dada un
secuente I' = A, si dicho secuente es una axioma, se le aplica una regla
del tipo Rsy. En otro caso se selecciona una formula F' no atomica de I'.
En funcién del tipo de dicha férmula se le aplica una de las reglas Rss,
Rs3, RSy, Rs; 0 Rsg, descomponiendo F. Si en I' no hay féormulas no
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atomicas, se selecciona una formula F' no atémica de A. En funcién del
tipo de dicha férmula se le aplica una de las reglas Rs7, Rss, RS9, RS19 0
Rs11, descomponiendo F. Si el secuente I'= A es atémico, se le aplica una
regla del tipo Rs1s.

3. La funcién de medida us, que es el nimero de conectivas de un secuente,
rs. Asi, para todo secuente S se tiene us(S) = rs(S).

4. La funcién modelo o5 tal que, para todo secuente S, 05(S) es la asignacion
definida de forma que o(p) = T si y sélo si p es un simbolo que aparece en
la parte izquierda de S.

Teorema 7.18 EI STP S es exitoso con respecto a la regla de computacion rg,
la funcion de representacion is, la funcion de medida us y la funciéon modelo o.

Demostracién:

Para demostrar el teorema tendremos que probar las propiedades Py, P, Ps

y P4 para las funciones rg, is, s ¥ Os.

Pli

7321

P32

7)42

Dado S; € r5(5), entonces S; es un secuente obtenido como premisa al utilizar
una regla de inferencia para concluir S, luego por el teorema 5.11 se verifica

que ps(S;) =rs(S;) < rs(S) = us(S).

Dada la férmula F'| 0 =5 F'= = is(F) siy solo si o es contramodelo de F'=,
es decir, si y solo si o es modelo de F'.

Dado el secuente S tal que r5(S) # t, entonces S es un secuente axioma, en
cuyo caso rs(S) = (), o existe una férmula no atémica en su parte izquierda
o su parte derecha, en cuyo caso r5(S) es la lista de premisas de una de las
reglas de inferencia del célculo G.

Si S es un secuente axioma entonces, por el teorema 5.4, cualquier asignacién
o es modelo de S, luego o f~s S. Por otro lado, rs(S) es la lista vacfa. Por
tanto se tiene la equivalencia o |5 S <= 3S; € r5(S5),0 s S;

Si existe una féormula no atémica en la parte izquierda o derecha de S entonces,
por el teorema 5.6, se tiene que una asignacion o es modelo de S si y sélo si o
es modelo de todas las premisas de una regla de inferencia cuya conclusion sea
S. Por tanto, o es contramodelo de S (¢ =5 S) si y s6lo si es contramodelo
de alguna de las premisas (3S; € r5(S5),0 s Si).

Dado el secuente S tal que r5(S) = t, entonces S es un secuente atémico que
no es un axioma y, por el teorema 5.8, la asignacién o definida de forma que
o(p) = T siy sélo si p aparece en la parte izquierda de S, no es modelo de S.
Esta asignacién es o5(5), por tanto os(S) s S

OJ
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7.3.2 Formalizacion de S

Para formalizar el conjunto de objetos proposicionales en el que se basa S, te-
nemos que definir una funcién que caracterice dichos objetos. Esta funcién ya
ha sido definida en , para mantener la correspondencia con los nombres de
las funciones utilizadas en la formalizacién del marco genérico, la llamaremos
sec-objeto:
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(defun sec-objeto (8)
(and (consp S)
(lista-formulas (car S))
(lista-formulas (cdr S))))

Las asignaciones distinguidas de un secuente son sus contramodelos, es de-
cir, aquellas asignaciones en las que todos los elementos de la parte izquierda del
secuente son ciertos y todos los de la parte derecha son falsos. La funcién que com-
prueba esta propiedad es sec-asignacion-distinguida. Para comprobar que
la asignacién hace ciertos todos los elementos de la parte izquierda del secuente
utilizamos la funcién modelo-conjuncion, definida en [80] De forma andloga
definimos no-modelo-conjuncion para comprobar que la asignacién hace falsos
todos los elementos de la parte derecha del secuente.
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(defun sec-asignacion-distinguida (sigma S)

(and (modelo-conjuncion sigma (car S))
(no-modelo-conjuncion sigma (cdr S))))

(defun no-modelo-conjuncion (sigma Gamma)
(cond ((endp Gamma) t)
((not (modelo sigma (car Gamma)))
(no-modelo-conjuncion sigma (cdr Gamma)))
(t nil)))

El comportamiento de la funcién sec-asignacion-distinguida es el con-
trario al de la funcién modelo-secuente definida en [80]. El valor devuelto por
sec-asignacion-distinguida es T si y solo si el valor de modelo-secuente es
nil.

La regla de computacién rg no esta completamente determinada puesto que,
si el secuente al que hay que aplicarla no es un axioma, se ha de escoger una
formula no atémica de su parte izquierda o de su parte derecha, y no se indica el
criterio a seguir para realizar esta selecciéon. De hecho, esto también ocurria en el
procedimiento de bisqueda de un contramodelo de un secuente. Como entonces,
esta indeterminacion se resuelve considerando una funcion seleccion que escoge
una féormula no atémica de una lista, si es que existe. La existencia de esta
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funcién se asume en un encapsulado ACL2, caracterizandola por las propiedades

formalizadas en [ 86].

La funcién que implementa la regla de computacion es la siguiente:
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(defun sec-regla-computacion (S)
(let ((Gamma (car S))
(Delta (cdr S)))
(if (secuente-axioma S)

nil
(let ((F-1 (seleccion Gamma)))
(if F-1

(secuentes-expansion-izq F-1 Gamma Delta)
(let ((F-2 (seleccion Delta)))
(if F-2
(secuentes-expansion-der F-2 Gamma Delta)

t)))))))

En esta definicion hemos utilizado la funcién secuente-axioma, definida en
[81], que comprueba si hay algin elemento en comin en las partes izquierda y
derecha de un secuente. También se han utilizado secuentes-expansion-izq y
secuentes-expansion-der, definidas respectivamente en y , para obtener
las premisas de las reglas de inferencia correspondientes al tipo de las férmulas
F-1y F-2.

El resultado devuelto por esta funcion es t o una lista de secuentes:
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(defthm member-sec-regla-computacion-es-sec-objeto
(implies (and (sec-objeto S-1)
(member-equal S-2 (sec-regla-computacion S-1)))
(sec-objeto S-2)))

La funcién de representacion i es muy simple, consiste en construir el secuente
F = La funcién sec-representacion realiza esta construccién. El resultado que
devuelve es un secuente.
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(defun sec-representacion (F)
(list (list F)))

(defthm sec-representacion-es-sec-objeto
(implies (es-proposicional formula)
(sec-objeto (sec-representacion formula))))
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La funcién de medida us es el nimero de conectivas de un secuente. Esta
funcién estd implementada por medida-secuente, definida en [88]. Para man-
tener la correspondencia con la formalizacién del marco genérico, la llamaremos
sec-medida. El resultado que devuelve es un ordinal.
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(defun sec-medida (S)

(+ (medida-lista-formulas (car S))
(medida-lista-formulas (cdr S))))

(defthm sec-medida-es-eO-ordinalp
(e0-ordinalp (sec-medida S)))

La funcién modelo o5 construye una asignacion en la que todos los simbolos de
la parte izquierda de un secuente son ciertos. Esta construccién es la que realiza
la funcién genera-contramodelo-secuente, definida en [89]. Como en casos
anteriores utilizamos el nombre sec-modelo para mantener la correspondencia
con los nombres de funciones utilizados en la formalizacion del marco genérico.
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(defun sec-modelo (S)

(genera-asignacion-positiva (car S)))

Veamos a continuacién la formalizacion de las propiedades que garantizan que
S es un STP exitoso. La propiedad P; esta formalizada por el evento Pl-sec y
se demuestra facilmente dado que el niimero de conectivas de las subférmulas de
una formula compuesta es menor que el de la original.
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(defthm Pl-sec

(implies (member-equal S-2 (sec-regla-computacion S-1))
(e0-ord-< (sec-medida S-2)
(sec-medida S-1))))

La prueba de la propiedad P, se obtiene inmediatamente a partir de las de-
finiciones de contramodelo de un secuente y la funcién de representacién. Su
formalizacion es la siguiente:

175
(defthm P2-sec

(implies (es-proposicional F)
(iff (se-asignacion-distinguida
sigma (sec-representacion F))
(modelo sigma F))))
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Para formalizar la propiedad Ps; necesitamos definir una funciéon que com-
pruebe si una asignacion es contramodelo de alguno de los secuentes de una lista.
Esta funcién es sec-asignacion-distinguida-lista. La formalizacién de esta
funcion y de la propiedad Ps es la siguiente:
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(defthm P3-sec

(implies (and (sec-objeto S)
(not (equal (sec-regla-computacion S) t)))
(iff (sec-asignacion-distinguida-lista
sigma (sec-regla-computacion S))
(sec-asignacion-distinguida sigma S))))

(defun sec-asignacion-distinguida-lista (sigma lista-S)
(cond ((endp lista-S) nil)
(t (or (sec-asignacion-distinguida
sigma (car lista-S))
(sec-asignacion-distinguida-lista
sigma (cdr lista-S))))))

La prueba del evento P3-sec se obtiene a partir de resultados similares para
secuentes-expansion-izq y secuentes—expansion-der.

Finalmente, la propiedad P, se demuestra facilmente a partir de la definicion
de sec-modelo y el hecho de que el secuente sobre el que se evalia es atomico y
no es un axioma. Su formalizacion es la siguiente:
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(defthm P4-sec

(implies (and (sec-objeto S)
(equal (sec-regla-computacion S) t))
(sec-asignacion-distinguida-K (sec-modelo-K S) S)))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *sat-genericox*
utilizando las funciones que describen el STP exitoso §. Para seleccionar el
secuente a procesar en cada paso hemos utilizado la funcién car, que devuelve el
primer elemento de una lista.
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(definstancia-*sat-genericox
((gen-objeto sec-objeto)
(gen-representacion sec-representacion)

(gen-asignacion-distinguida sec-asignacion-distinguida)
(gen-asignacion-distinguida-lista
sec-asignacion-distinguida-lista)

(gen-regla-computacion sec-regla-computacion)
(gen-seleccion car)

(gen-medida sec-medida)
(gen-modelo sec-modelo))

"-secuentes")

Una vez evaluado este evento, se obtiene automéaticamente la funcién que
implementa el algoritmo SATs, como una instancia de SAT,. También se obtie-
nen versiones basadas en secuentes del algoritmo de decisién de validez DATy y
del procedimiento de construcciéon de modelos MOD,. Estas funciones son las
siguientes:

(DEFUN SAT-GENERICO-SECUENTES (F)
(0BJ-SAT-GENERICO-SECUENTES (LIST (SEC-REPRESENTACION F))))

(DEFUN MOD-GENERICO-SECUENTES (F)
(SEC-MODELO (CAR (SAT-GENERICO-SECUENTES F))))

(DEFUN DAT-GENERICO-SECUENTES (F)
(NOT (SAT-GENERICO-SECUENTES (NEGACION F))))

(DEFUN 0BJ-SAT-GENERICO-SECUENTES (LISTA-0)
(IF (ENDP LISTA-0)

NIL

(LET* ((0 (CAR LISTA-0))
(RESTO (ELIMINA-UNA (CAR LISTA-0) LISTA-0))
(EXPANSION (SEC-REGLA-COMPUTACION 0)))

(COND ((EQUAL EXPANSION T) (LIST 0))
(T (0BJ-SAT-GENERICO-SECUENTES
(APPEND EXPANSION REST0)))))))

Ademas de generar automaticamente estas funciones, al instanciar la teoria
genérica *sat-generico*, también se obtienen de forma automatica los eventos
que establecen sus propiedades de correccion y completitud.
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(DEFTHM CORRECCION-SAT-GENERICO-SECUENTES
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(SAT-GENERICO-SECUENTES F))
(MODELO (MOD-GENERICO-SECUENTES F) F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-SAT-GENERICO-SECUENTES
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(MODELO SIGMA F))
(SAT-GENERICO-SECUENTES F)))

(DEFTHM CORRECCION-DAT-GENERICO-SECUENTES
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(DAT-GENERICO-SECUENTES F))
(MODELO SIGMA F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-DAT-GENERICO-SECUENTES
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(NOT (DAT-GENERICO-SECUENTES F)))
(NOT (MODELO (MOD-GENERICO-SECUENTES (NEGACION F))
F))))

7.3.3 Un K-STP exitoso basado en secuentes

A partir del célculo de secuentes también se puede construir un K-STP exitoso,
de forma que los procedimientos de decisiéon de validez y satisfacibilidad pre-
sentados en la seccién 5.1.7, se puedan obtener como casos particulares de los
procedimientos genéricos.

El K-STP exitoso basado en secuentes se diferencia del desarrollado para la
semantica clasica en el concepto de K-asignacién distinguida y en la funcién K-
modelo. Las K-asignaciones distinguidas se definen con respecto al concepto de
modelo en K. La funciéon que las caracteriza es no-modelo-secuente-K, presen-
tada en [98]. La funcién K-modelo tiene que construir una K-asignacién en la
que todos las férmulas atémicas de la parte izquierda de un secuente sean cier-
tas, y las de la parte derecha falsas. Esta construccién se obtiene con la funcién
genera-no-modelo-secuente-K, presentada en .

La prueba de la propiedad P; es la misma que para el caso de la semantica
clasica. La propiedad P, es trivial a partir del concepto de no-modelo en K y la
funcion de representacion. Las reglas de expansion preservan los K-no-modelos
como se expuso en la seccion 5.1.7, de aqui que se verifique la propiedad Ps.
Finalmente, la propiedad P, se cumple gracias a que la funcién K-modelo no deja
indeterminada ninguna férmula atémica del secuente al que se aplica.
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7.4 Ejemplos

En esta seccién explicamos cémo se utilizan los procedimientos de decision de-
sarrollados en este capitulo, presentando datos sobre su evaluaciéon en algunas
férmulas de Urquhart [83] y férmulas representando el problema de las N reinas
[62]. En la seccién 4.3 se indica como se cargan en ACL2 los ficheros en los que
se definen estas familias de férmulas.

Una vez certificados los libros, ponemos en funcionamiento el sistema, eva-
luando la orden acl2 en el directorio 7-generico:

../calculos-proposicionales/7-generico> acl?2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/7-generico".

ACL2 I>

Veamos primero los procedimientos de decision obtenidos al instanciar el mar-
co genérico con el STP basado en tableros semanticos. Incluimos el libro que
contiene los eventos correspondientes. Los libros de los que éste depende son
incluidos automaticamente por el sistema:

ACL2 !'>(include-book "SAT-tableros")

Al igual que ocurre con los procedimientos de decisién desarrollados en el
capitulo 4, tenemos que proporcionar una definicién concreta de la funcion que
selecciona una férmula de una rama.

ACL2 !>(set-1ld-redefinition-action ’(:warn . :overwrite) state)

ACL2 '>(defun seleccion (lista)
(cond ((endp lista) nil)
((es-literal (car lista)) (seleccion (cdr lista)))
(t (car lista))))
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En la tabla 7.1' se muestran los tiempos de evaluacién de la funcién
DAT-generico-tableros para las 15 primeras formulas de Urquhart. En la
tabla 7.2' se muestra la misma informacién sobre la evaluacién de la funcién
SAT-generico-tableros para las férmulas correspondientes al problema de las
N reinas, para algunos valores de N.

H Formula \ tiempo H Formula \ tiempo H Formula \ tiempo H

Uy 0.000 || Us 0.160 || Uyy 19.720
Us 0.000 || Uy 0.550 || Uyz 49.050
Us 0.010 || Us 1.410 || Uys 118.590
Uy 0.020 || Uy 3.770 || Uia 249.060
Us 0.130 || Ui 8.150 || Us 538.960

Tabla 7.1: Tiempos de evaluacién de las férmulas de Urquhart (tableros)

Tamano del tablero 2 3 4 5 6
Tiempo 0.000 | 0.150 | 1.290 | 5.920 | 543.390

Tabla 7.2: Tiempos de evaluacién para el problema de las N reinas (tableros)

Uno de los procedimientos que se obtienen como resultado de instanciar el
marco genérico es el que proporciona un modelo de una férmula. Podemos utilizar
dicho procedimiento para obtener modelos para las férmulas que describen el
problema de las N reinas'. Estos modelos se corresponden con soluciones de

dicho problema:

ACL2 !'>(MOD-generico-tableros (n-reinas 4))
(15 1) (9 1) 8 1) (2 1))

ACL2 !'>(MOD-generico-tableros (n-reinas 5))
((24 1) (17 1) (15 1) (8 1) (1 1))

En la codificacién que se ha hecho del problema de las N reinas, la solucién
obtenida para un tablero de tamano 4 es la que tiene reinas situadas en las
casillas con los nimeros 2 (primera fila, segunda columna), 8 (segunda fila, cuarta
columna), 9 (tercera fila, primera columna) y 15 (cuarta fila, tercera columna).
La solucién obtenida para un tablero de tamano 5 es la que tiene reinas situadas
en las casillas con los nimeros 1 (primera fila, primera columna), 8 (segunda

'En el fichero SAT-tableros.lisp hay tres STP basados en tableros semanticos, el descrito
en este capitulo, con respecto al cual se proporcionan los datos, es el segundo.
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fila, tercera columna), 15 (tercera fila, quinta columna), 17 (cuarta fila, segunda
columna) y 24 (quinta fila, cuarta columna).

Para utilizar los procedimientos de decisiéon obtenidos al instanciar el marco
genérico con el STP basado en secuentes, actuamos de manera similar:

ACL2 !'>(include-book "SAT-secuentes")

Al igual que ocurre con los procedimientos de decisién desarrollados en el
capitulo 5, tenemos que proporcionar una definicién concreta de la funciéon que
selecciona una férmula de una secuente.

ACL2 !>(set-1ld-redefinition-action ’(:warn . :overwrite) state)

ACL2 !'>(defun seleccion (lista)
(cond ((endp lista) nil)
((es-atomica (car lista)) (seleccion (cdr lista)))
(t (car lista))))

En la tabla 7.3 se muestran los tiempos de evaluacion de la funcién
DAT-secuentes para las 15 primeras férmulas de Urquhart. En la tabla 7.4
se muestra la misma informacién para las formulas correspondientes al problema
de las N reinas, para algunos valores de N.

H Formula ‘ tiempo H Foérmula ‘ tiempo H Foérmula ‘ tiempo H

U, 0.000 || Us 0.010 || Uy 1.530
Us 0.000 | U7 0.040 || Ui 3.570
Us 0.000 || Us 0.100 | Uis 8.230
U, 0.000 || Uy 0.310 || U4 18.540
Us 0.010 || Ui 0.630 | Uis 43.290

Tabla 7.3: Tiempos de evaluacién de las férmulas de Urquhart (secuentes)

Tamano del tablero 2 3 4 5 6
Tiempo 0.000 | 0.040 | 0.430 | 1.900 | 189.990

Tabla 7.4: Tiempos de evaluacién para el problema de las N reinas (secuentes)
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Sumario
En este capitulo:

e Se ha definido un marco genérico del que diversos métodos para decidir la
satisfacibilidad de una férmula son casos particulares. Se ha formalizado
esta abstraccion, demostrando sus propiedades, y se ha definido una teoria
genérica para facilitar su reutilizacion.

e Se ha presentado el método de los tableros semanticos como un caso par-
ticular del marco genérico. Se han formalizado las funciones y propiedades
necesarias para obtener algoritmos verificados de decision de satisfacibilidad
y validez, como una instancia de la teoria asociada al marco genérico.

e Se ha realizado el mismo desarrollo para el método de los secuentes. Tam-
bién se han obtenido algoritmos verificados de decision de satisfacibilidad y
validez, como instancia de la teoria asociada al marco genérico.



Capitulo 8

Procedimiento de Davis y
Putnam

El procedimiento de Davis y Putnam fue introducido en 1960 [19] como una
técnica de decisién de validez adecuada para la automatizacion. Este procedi-
miento es un sistema de refutacién: para probar la validez de una férmula F' se
busca un modelo de su negacién —F'. Si no se encuentra dicho modelo entonces
la férmula original es valida. Desde un punto de vista constructivo, se trata de
un procedimiento para buscar un modelo de una férmula; es decir, determinar su
satisfacibilidad. Este método es la base de algunos de los algoritmos mas eficien-
tes para determinar la satisfacibilidad de una férmula como Chaff [61], Relsat [5],
SATO [88], SATZ [57], C-SAT [22] o POSIT [27].

Este procedimiento no trabaja directamente con una férmula, sino con una
forma clausal (una lista de listas de literales) que guarda una relacién de equi-
valencia légica con la férmula de partida. Por ello, en la primera seccion de este
capitulo, se definen los conceptos de clausula y forma clausal y se demuestra que
cualquier férmula se puede transformar en una forma clausal l6gicamente equiva-
lente a ella. Para ello se proporciona un algoritmo de transformaciéon basado en
la notacién uniforme. Se discute la prueba de terminacién de este algoritmo y que
efectivamente construye formas clausales logicamente equivalentes a la formula de
partida. Otra propiedad importante de este algoritmo es que sirve para decidir la
validez de una formula. Tanto los conceptos de clausula y forma clausal como el
algoritmo de transformacion y sus propiedades son establecidos en la seméantica
clasica y en la semantica de Kleene.

En la segunda seccién se presenta el procedimiento de Davis y Putnam como
un método para decidir la satisfacibilidad de una forma clausal. Este procedi-
miento se basa en una serie de reglas de transformacién que son analizadas en
esta seccion. Utilizando estas reglas de transformacién se definen dos algoritmos
para determinar la satisfacibilidad de una forma clausal. Se demuestran las pro-
piedades de correccion y completitud de estos algoritmos tanto en la semantica
clasica como en la de Kleene.

189
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En la ultima seccién se analiza el procedimiento de Davis y Putnam como un
caso particular del marco genérico presentado en el capitulo 7. En esta seccion
se presentan lo eventos necesarios para instanciar con éxito la teoria asociada al
marco genérico.

8.1 Clausulas y formas clausales

En esta seccion se presenta la formalizacion de los conceptos de clausula y for-
ma clausal. Ambos se representan utilizando listas, una cldusula es una lista de
literales y una forma clausal es una lista de clausulas. Las clausulas se interpre-
tan como la disyuncién generalizada de los literales que en ella aparecen y las
formas clausales como la conjuncion generalizada de las clausulas que la forman.
Los eventos correspondientes a esta formalizacion para la semantica clasica se
encuentran en el libro clausulas.lisp, los correspondientes para la seméantica
de Kleene se encuentran en el libro clausulas-K.1lisp.

Un resultado importante en la 16gica proposicional clasica es que toda férmula
puede ser transformada en una forma clausal 16gicamente equivalente a ella. En
la segunda parte de esta seccién se presenta un algoritmo que realiza dicha trans-
formacién, basado en la descripcién dada en [26]. Este algoritmo es més eficiente
que el clésico basado en la transformacién a forma normal conjuntiva (via la for-
ma normal negativa) y, ademds, puede ser utilizado como un procedimiento de
decision de validez de férmulas. La principal dificultad encontrada en la defini-
cién de este algoritmo ha sido la prueba de su terminacién, que se ha realizado
mediante 6rdenes de multiconjuntos. Finalmente se demuestra que el algoritmo
devuelve una forma clausal l6gicamente equivalente a la férmula que recibe como
argumento y que el valor devuelto es la forma clausal vacia si y sélo si la férmula
original es valida. Los eventos correspondientes a esta parte para la semantica
clasica se encuentran en el libro forma-clausal.lisp y los correspondientes a la
semantica de Kleene en el libro forma-clausal-K.1lisp.

8.1.1 Sintaxis y semantica
Definicién 8.1 Una cldusula es una lista de literales, (L1, ..., L,).

Definimos el predicado es-clausula para comprobar si un objeto C es una
clausula.

179
(defun es-clausula (C)

(or (endp C)
(and (es-literal (car C))
(es-clausula (cdr C)))))

Las clausulas se interpretan como la disyuncién de los literales que las forman.
La semantica de las clausulas se establece en las siguientes definiciones:
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Definicién 8.2 EI valor de una cldusula (L,...,L,) en una asignacién o es:
G((Lyy..., Ly)) = Fu(0(Ly), Fy(... Fu(6(Lp-1),6(Ly))...)).

La funcién que implementa este concepto es valor-clausula:

180

(defun valor-clausula (C sigma)
(cond ((endp C) *Fx*)
(t (funcion-de-verdad-de-disyuncion
(valor (car C) sigma)
(valor-clausula (cdr C) sigma)))))

Definicién 8.3 Una asignacién o es modelo de una clausula C, y lo notaremos
o = C, siy sélo si es modelo de algin literal de C.

Con la representacion que hemos escogido, las clausulas no son féormulas re-
conocidas por el predicado es-proposicional. Por ello, no podemos utilizar la
funciéon modelo para comprobar si una asignacién es modelo de una clausula. La
version de esta funcién para clausulas es modelo-clausula.

181
(defun modelo-clausula (sigma C)

(if (consp C)
(or (modelo sigma (car c))
(modelo-clausula sigma (cdr C)))
nil))

Definicién 8.4 Una clausula C' es valida, si para toda asignacién o, el valor de
CencoesT.

El concepto de clausula valida no se puede formalizar en ACL2 pues supondria
trabajar con todas las asignaciones y éste es un conjunto infinito. Este concepto
se incorpora a los teoremas de igual forma a como se hace para las férmulas (ver
detalles en la seccién 3.2.4).

Se verifica que una asignacion es modelo de una clausula segin la definicion
anterior si y solo si el valor de la clausula en dicha asignacién es T:

182
(defthm modelo-clausula-valor-clausula

(iff (modelo-clausula sigma C)
(equal (valor-clausula C sigma) *V*)))

Obsérvese que la clausula vacia no tiene modelos, puesto que no tiene ningin
literal que pueda ser cierto en una asignacion dada.

El siguiente teorema permite comprobar la validez de una clausula sin mas
que analizar sus elementos:
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Teorema 8.5 Una clausula es valida si y solo si contiene literales complementa-
rios.

Para demostrar una de las implicaciones de este teorema necesitamos construir
una asignacion en la que una clausula que no contenga literales complementarios
sea falsa. Esta asignacion se construye teniendo en cuenta que los complementa-
rios de los literales que aparecen en la clausula han de ser ciertos. Definimos a
continuacién la asignacion o[L/T] como una extensién de o en la que el literal L
es cierto, y por tanto L falso.

Definicién 8.6 Sea o una asignacién y L un literal, o[L/T] es la asignacion
definida por:
T siL=y
olL/Tl(y) =4 L siL=-y
o(x) en otro caso

Este concepto se formaliza mediante la funcion asume-literal:

183

(defun asume-literal (L sigma)
(cond ((es-simbolo-proposicional L)
(asume-valor L *V* sigma))
(t (asume-valor (argl L) *F* sigma))))

Teorema 8.7 Dada una asignacion o y un literal L, o[L/T] |z L, o[L/T] | L
y para todo literal L' distinto de L y L se tiene o[L/T] = L' si y sélo si o = L'.

La formalizacién de este resultado es la siguiente:

73]

(defthm asume-literal-es-modelo
(implies (es-literal L)
(modelo (asume-literal L sigma) L)))

(defthm asume-literal-no-es-modelo-c
(implies (es-literal L)
(not (modelo (asume-literal L sigma)
(complementario L)))))

(defthm literal-mantiene-valor
(implies (and (es-literal L-1)
(es-literal L-2)
(not (equal L-1 L-2))
(not (equal (complementario L-1) L-2)))
(iff (modelo (asume-literal L-1 sigma) L-2)
(modelo sigma L-2))))
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Para establecer el teorema 8.5 en la formalizacién, hemos definido la funcién
tiene-literales-complementarios, que comprueba si una cldusula tiene lite-
rales complementarios, y la funcion contramodelo-clausula, que construye una
asignacion en la que una clausula sin literales complementarios es falsa.

185
(defthm tiene-literales-complementarios-es-clausula-valida

(implies (and (tiene-literales-complementarios C)
(es-clausula C))
(modelo-clausula sigma C)))

(defthm clausula-valida-tiene-literales-complementarios
(implies (and (not (tiene-literales-complementarios C))
(es-clausula C))
(not (modelo-clausula (contramodelo-clausula C) C))))

(defun tiene-literales-complementarios (C)
(cond ((endp C) nil)
((member-equal (complementario (car C)) (cdr C)) t)
(t (tiene-literales-complementarios (cdr C)))))

(defun contramodelo-clausula (C)
(cond ((endp C) nil)
(t (asume-literal (complementario (car C))
(contramodelo-clausula (cdr C))))))

Definicién 8.8 Una forma clausal es una lista de clausulas, (C4,...,C,).

Definimos el predicado es-forma-clausal para comprobar si un objeto Fc es
una forma clausal.

186
(defun es-forma-clausal (Fc)
(or (endp Fc)
(and (es-clausula (car Fc))
(es-forma-clausal (cdr Fc)))))
Definicién 8.9 El valor de una forma clausal (C,... ,C,) en una asignacion o
es: 0({Ch,...,Ch)) = Fa(a(C), Fal... FA(6(Cr1),d(Cr))...)).
La funcién que implementa este concepto es valor-forma-clausal:
187

(defun valor-forma-clausal (Fc sigma)
(cond ((endp Fc) *Vx)
(t (funcion-de-verdad-de-conjuncion
(valor-clausula (car Fc) sigma)
(valor-forma-clausal (cdr Fc) sigma)))))
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Definicién 8.10 Una asignacion o es modelo de una forma clausal S, y lo no-
taremos o |= S, si y sélo si o es modelo de todas las clausulas de S. Una forma
clausal S es satisfacible, si existe una asignacion o tal que o = S.

Al igual que ocurre con la representacion de las clausulas, las formas clausales
tal y como estan representadas no son férmulas reconocidas por el predicado
es-proposicional. Por ello, tampoco podemos utilizar la funciéon modelo para
comprobar si una asignacion es modelo de una forma clausal. La versién de esta
funcion para formas clausales es modelo-forma-clausal.

188

(defun modelo-forma-clausal (sigma Fc)
(if (consp Fc)
(and (modelo-clausula sigma (car Fc))
(modelo-forma-clausal sigma (cdr Fc)))

t))

Definicién 8.11 Una forma clausal S es valida, si para toda asignacion o, el
valor de S en o es T. Una forma clausal S es satisfacible si existe una asignacion
o modelo de S. Una forma clausal S es insatisfacible si ninguna asignacion o es
modelo de S.

Al igual que ocurre con el concepto de clausula valida, los conceptos de forma
clausal satisfacible y forma clausal valida no se pueden definir en la formalizacion.
Estos conceptos se incorporan a los teoremas de igual forma a como se hace para
las férmulas (ver detalles en la seccién 3.2.4).

Se verifica que una asignaciéon es modelo de una forma clausal segtin la de-
finicion anterior si y sélo si el valor de la forma clausal en dicha asignacion es
T:

189

(defthm modelo-forma-clausal-valor-forma-clausal
(iff (modelo-forma-clausal sigma C)
(equal (valor-forma-clausal C sigma) *Vx)))

Obsérvese que, por la definicion de modelo de una forma clausal, una forma
clausal es valida si y solo si lo son todas las clausulas que en ella aparecen. Por
tanto, la forma clausal vacia es vélida.

Teorema 8.12 Si una forma clausal contiene la clausula vacia, entonces es insa-
tisfacible.

La prueba de este resultado es inmediata, dado que para que una forma clausal
sea satisfacible, tiene que existir una asignacién modelo de todas las clausulas que
la forman y, la clausula vacia no tiene modelos. Para formalizarlo utilizamos la
funcién contiene-clausula-vacia, que comprueba si la clausula vacia pertenece
a una forma clausal:
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190
(defthm contiene-clausula-vacia-es-insatisfacible

(implies (contiene-clausula-vacia Fc)
(not (modelo-forma-clausal sigma Fc))))

(defun contiene-clausula-vacia (Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
((consp (car Fc))
(contiene-clausula-vacia (cdr Fc)))

(t t)))

8.1.2 Transformaciéon a forma clausal: FC

Teorema 8.13 Existen algoritmos para transformar cualquier formula proposi-
cional en una forma clausal l6gicamente equivalente.

Para demostrar este teorema implementaremos un algoritmo que realiza dicha
transformacién, basado en la notacién uniforme. El algoritmo comienza con la
lista cuyo tunico elemento es la lista unitaria formada por F, ((F)). En cada
paso aplica una regla que elimina una a-férmula, G-férmula o doble negacion,
reemplazandola por sus componentes. Cuando las reglas no se puedan aplicar
obtenemos una lista de listas de literales, es decir, una forma clausal.

Algoritmo 8.14 (FC) El dato de entrada de este algoritmo es una formula F' y
actia como se describe a continuacion:

1. Inicialmente se considera: ((F'))

2. Dada una lista de listas de férmulas: (I',...,T',), se aplican repetidamente,
hasta que no se pueda mas, las siguientes reglas:

Rfcl <F1, e Fn) — <F1, N Fifla Fi+1’ R 7Fn>; si FZ contiene férmulas
complementarias.

R}'CQ <F1,...,Fi,1,(Fl,...,Fj,l,—\—'G,FjH,...,Fm),FiH,...,Fn) —
- <F17'"71—\1'717<F17"'7F1jfl7G7ij+17"'7Fm>7Fi+17-"JFn>
R]:Cg <F1,...’Fi71,<F1’...’Fjjfl,ﬁ’F}Li,l,...,Fm>,Fi+1,...,Fn> ——
— <F17"'7Fi*17<F17'"7@717517527F1j+17“'7Fm>7Fi+17"'7Fn>
R}'C4 <F1,...,Fi,1,<F1,...,F},l,CY7F1j+1,...,Fm>,Fi+1,...,Fn> =
- <F1, “on ,Fifl, <F1,. . -;F}flyahFj—l—l; ...,Fm>,
<F17"'7F1j—170427F‘j+17--'7Fm>7Fi+17"‘aFn>

3. Si a la lista (I'1,...,I';) no se le puede aplicar ninguna de las reglas ante-
riores, el algoritmo termina y devuelve (I', ..., T,).
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Este algoritmo se puede mejorar de dos formas. Puesto que la lista inicial
no contiene listas con literales complementarios, la aplicacion de la regla Rrc,
se puede componer con las restantes, comprobando que el complementario del
elemento o elementos que se anaden no aparezcan ya en la lista de féormulas.
Otra forma de mejorar las reglas es evitando que aparezcan elementos repetidos.
Ambas mejoras se incorporan en el proceso de anadir una féormula a una lista de
formulas.

Son varias las funciones que intervienen en la implementacion de este algo-
ritmo. La funcién principal es forma-clausal, que recibe como argumento una
férmula F'y realiza una llamada a forma-clausal-aux con la lista ((F)).

191
(defun forma-clausal (F)

(forma-clausal-aux (list (list F))))

La funcién forma-clausal-aux se encarga de aplicar recursivamente las reglas
en las que se basa el algoritmo. Esta funcion recibe como argumento una lista de
listas de férmulas (I'y,...,T,). Si la lista estd vacia el proceso termina. Si I'y no
tiene formulas no literales, entonces se trata de una clausula y pasara a formar
parte de la forma clausal que estamos construyendo. En este caso el proceso
continta con (I'y,... I';). Si I'y tiene férmulas no literales, entonces se aplica
una de las reglas Rrcy, Rrc3 0 Rrey (teniendo en cuenta la regla Rrcy a la hora
de anadir las componentes) y se continta el proceso.

192
(defun forma-clausal-aux (S)

(declare (xargs :measure (medida-uniforme-S S)
:well-founded-relation mul-mul-e0-ord-<))
(if (endp S)

nil
(let ((F (selecciona-no-literal (car S))))
(if F

(forma-clausal-aux
(append (forma-clausal-procesa-una F (car S))
(cdr 9)))
(cons (car S) (forma-clausal-aux (cdr S)))))))

Obsérvese que el argumento de la funcién forma-clausal-aux no siempre
disminuye en las llamadas recursivas, de hecho, en algunas ocasiones aumenta de
tamafio (Rrcs3). Para demostrar la terminacién del algoritmo ha sido necesario
proporcionar una medida del argumento de forma-clausal-aux que disminuya
en las llamadas recursivas, con respecto a una relacién bien fundamentada. Los
detalles sobre la prueba de terminacién se encuentran en la pagina 198.

La funciéon selecciona-no-literal recibe como argumento una lista de
formulas y devuelve el primer elemento de la misma que no sea un literal. En
caso de no existir ninguna formula no literal, devuelve nil.
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(defun selecciona-no-literal (Gamma)

(cond ((endp Gamma) nil)
((es-literal (car Gamma))
(selecciona-no-literal (cdr Gamma)))
(t (car Gamma))))

La funcién forma-clausal-procesa-una procesa una lista de férmulas con
un elemento no literal, aplicandole una de las reglas en las que se basa el al-
goritmo FC. Obsérvese que los casos de esta funcién se corresponden con las
reglas RrFcy, Rrcs y Rrcy respectivamente. La regla Rrc; es considerada en el
proceso de anadir las férmulas componentes, implementado por afiade-formula
y aflade-formulas. El ultimo caso de esta funcion sirve para eliminar aquellas
situaciones en las que los datos de entrada no son correctos.

197

(defun forma-clausal-procesa-una (F Gamma)
(let ((Gamma-F (elimina-una F Gamma)))
(cond ((doble-negacion F)

(afiade-formula (componente-neg-neg F) Gamma-F))

((beta-formula F)

(afiade-formulas (list (componente-1 F)

(componente-2 F)) Gamma-F))

((alfa-formula F)

(append (afiade-formula (componente-1 F) Gamma-F)
(afiade-formula (componente-2 F) Gamma-F)))

(t > (@il)))))

La funcién afiade-formula se encarga de aplicar la regla Rrc; y de evitar
que aparezcan férmulas repetidas al anadir las componentes. Esta funcion recibe
como argumentos una férmula F' y una lista de formulas I'. Si I’ aparece en T,
devuelve una lista unitaria con la lista sin modificar, (I'). Si el complementario
de F aparece en I', devuelve nil como resultado de aplicar la regla Rrcy. En
cualquier otro caso devuelve la lista unitaria con el resultado de anadir F' a I'.
De esta forma el valor devuelto por la funcién afiade-formula es una lista cuyos
elementos son listas de formulas. Si dicho valor es nil entonces la lista de formulas
se tiene que eliminar como consecuencia de aplicar Rrc;.
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(defun afiade-formula (F Gamma)

(cond ((member-equal F Gamma) (list Gamma))
((member-equal (complementario F) Gamma) nil)
(t (list (cons F Gamma)))))
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Para anadir més de una férmula a una lista siguiendo el criterio anterior defini-
mos la funcién aflade-formulas. Esta funcién actia recursivamente sobre la lista
de férmulas que hay que anadir. Obsérvese que, después de realizar la llamada
recursiva, se comprueba si el resultado es la lista vacia. Esta situacion indicaria
que en el proceso de la llamada recursiva se ha utilizado en algin momento la
regla Rrcy, por tanto el resultado final ha de ser la lista vacia.
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(defun afiade-formulas (Fs Gamma)
(cond ((endp Fs) (list Gamma))
(t (let ((afiade-resto (afiade-formulas (cdr Fs) Gamma)))
(if afiade-resto
(afiade-formula (car Fs) (car afiade-resto))

nil)))))

En el siguiente ejemplo, hemos utilizado la funciéon forma-clausal para ob-
tener las formas clausales asociadas a las férmulas (p < ¢) < (¢ < p)y
(pVq) — (rAs). Obsérvese que el primer ejemplo es una férmula vélida y
que la forma clausal devuelta es la vacia.
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ACL2 !'>(forma-clausal ’(<-> (<-> p q) (<=> q p)))

NIL
ACL2 !'>(forma-clausal "(-> (\/ p q) (& r s)))
(R -P)) G EP)) REQ) G EDN

8.1.2.1 Prueba de terminacion de FC

La prueba de terminacién de la funcién que implementa el algoritmo FC con-
siste en demostrar que la funcién forma-clausal-aux termina para cualquier
argumento. Para ello, se ha proporcionado una medida de los argumentos que
disminuye en las llamadas recursivas, con respecto a una relacién bien fundamen-
tada. El argumento de forma-clausal-aux es una lista de listas de férmulas, de
ahi que se haya considerado una medida que genera multiconjuntos de multicon-
juntos de ordinales.

Definicién 8.15 La medida uniforme de una lista de formulas (Fy, ..., F,) es
el multiconjunto u*((Fy, ..., F,)) = {u(F1), ..., u(F,)}.

La formalizacion de este concepto viene dada por la siguiente funcion:
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(defun medida-uniforme-lista (Gamma)
(cond ((endp Gamma) nil)
(t (cons (medida-uniforme (car Gamma))
(medida-uniforme-lista (cdr Gamma))))))
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Estas medidas se comparan con respecto a la extension a multiconjuntos de-
finida en 6.3 de la relacion de orden entre los ordinales. Notaremos <, a esta
extension. La funcién que la formaliza, mul-e0-ord-<, y sus propiedades se
obtienen al evaluar el siguiente evento:

(defmul (EO-ORD-< NIL EO-ORDINALP EO-ORD-<-FN NIL NIL))

Teorema 8.16 Sea (F1,... , F,) unalista de férmulas y F; una férmula no literal.
Entonces:
Si F; = =G se verifica:
w((Fr, ..., Fjo1, G Fjia, o ) <m w*((F1, -0, Fi))
Si F' es una a-formula se verifica:
U*(<F1, RN -Fj—h Q;, -Fj+17 e Fm>) <M U*(<F1, RN Fm))
parai=1,2
Si F' es una (-férmula se verifica:
u((Fy, .. iy, B, Boy Fiv, oo Fi)) <ma w*((F1, ., Fi))

Para formalizar este resultado se usa la funciéon forma-clausal-procesa-una,
[ 194], que se encarga de procesar una lista de férmulas con un elemento no literal,
aplicandole una de las reglas Rrcy, RFcs v Rrcy.
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(defthm medida-uniforme-Gamma-forma-clausal-procesa-una

(implies
(and (selecciona-no-literal Gamma)
(member-equal N-Gamma
(forma-clausal-procesa-una
(selecciona-no-literal Gamma) Gamma)))
(mul-e0-ord-< (medida-uniforme-Gamma N-Gamma)
(medida-uniforme-Gamma Gamma))))

La funciéon forma-clausal-procesa-una también utiliza de forma implicita
la regla RFcy al anadir las formulas componentes. Puesto que entre las hipdtesis
del teorema se afirma la existencia de N-Gamma en el resultado devuelto por
forma-clausal-procesa-una, podemos estar seguros de que a dicha lista de
formulas no se le ha aplicado, ni se puede, la regla Rrc;. La prueba de este
teorema se obtiene facilmente a partir de [ 53].

Definicién 8.17 La medida uniforme de una lista de listas de formulas
(I'y,...,I'y) es el multiconjunto u**((I'y,... ,I',)) = {u*(T1),...,u*(Tn)}

La formalizaciéon de este concepto viene dada por la siguiente funcion:
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(defun medida-uniforme-S (8)
(cond ((endp S) nil)
(t (cons (medida-uniforme-Gamma (car S))
(medida-uniforme-S (cdr S))))))

Estas medidas se comparan con respecto a la extension a multiconjuntos de-
finida en 6.3 de la relacién de orden < definida para multiconjuntos de ordinales.
Notaremos << 4 a esta extension. La funcion que la formaliza, mul-mul-e0-ord-<,
y sus propiedades se obtienen al evaluar el siguiente evento:

(defmul (MUL-EO-ORD-< MULTISET-EXTENSION-OF-EO-ORD-<-WELL-FOUNDED
EO-ORDINALP-TRUE-LISTP
MAP-EO-0ORD-<-FN-EO-ORD X Y))

Teorema 8.18 Si (I'y,...,[,) es una lista de listas de formulas a la que se
puede aplicar alguna de las reglas Rrcy, Rrca, RFcs o Rrey, y (I',...,I0.) es
el resultado de aplicar dicha regla, entonces

w (T, D)) <<y w (T, ..., T))
v, por tanto, el algoritmo FC termina.

Este teorema es automdticamente generado al evaluar el evento [192]. Su
demostracion se obtiene gracias al teorema .

A continuacién se muestra un ejemplo de cémo la medida uniforme de una
lista de listas de férmulas disminuye al aplicar las reglas Rrcy, RFce, Rrc3 o
RrFcy, para obtener una forma clausal para la férmula (p < —¢). En la primera
columna se muestra la lista de listas de formulas en cada paso, en la segunda
columna su medida uniforme y en la tercera, la regla aplicada de dicho paso.

Lista de listas de formulas u** Regla

((p < —q)) ((6) Rres

{(p A g, =p A=) ((3,5)) Rrey

((p, 7p A ==q), (=g, =p A =q)) ((0,5),(1,5)) RrFeq

<<p, _‘p>7 <p7 _‘_‘Q>7 <_'Q7 _'p/\_'_‘Q>> <<071>7<O72>v <175>> RFey

<<p> _'_'Q>7 <_‘Q7 —pA _'_'Q>> <<072>’ <175>> Rres

(P, @), (—q, —~p A =q)) ((0,0),(1,5)) RrFey

<<p7 Q>7<_'Q7 _‘p>7 <_‘Qa _‘_‘Q>> <<070>> <171>7 <172>> Rre
<<p> Q>><_'Q7 _‘p>> <<070>7<171>>
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Como se puede observar, en cada paso la medida de la lista de listas de
formulas se reduce, ya sea porque se elimina una de sus sublistas, o porque se
reemplaza una de ellas por una o varias sublistas menores que la original con
respecto a <, es decir en las que algin valor numérico de la eliminada se ha
reemplazado por valores numéricos menores. Asi en el primer paso la lista (6) se
reemplaza por (3,5) en la que todos los valores numéricos son menores que 6. En
el segundo caso se reemplaza la lista (3,5) por las listas (0,5) y (1,5), en las que
el valor 3 se ha substituido respectivamente por 0 y 1, ambos menores, etc.

8.1.2.2 Propiedades de FC
Teorema 8.19 Si I’ € P(X) entonces FC(F') es una forma clausal
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(defthm forma-clausal-es-forma-clausal

(implies (es-proposicional F)
(es-forma-clausal (forma-clausal F))))

La prueba de este evento es inmediata puesto que cuando forma-clausal-aux
termina, no quedan méas férmulas no literales por procesar y, por tanto, el resul-
tado es una forma clausal.

Teorema 8.20 Si F' € P(X) entonces, para toda asignacion o, el valor de FC(F)
en o es igual al valor de F' en o.

202
(defthm valor-forma-clausal-forma-clausal

(implies (es-proposicional F)
(equal (valor F sigma)
(valor-forma-clausal (forma-clausal F)

sigma))))

La prueba de este teorema requiere demostrar previamente resultados si-
milares sobre las funciones forma-clausal-aux, forma-clausal-procesa-una,
afiade-formula, afiade-formulas y elimina-una.

Una consecuencia de este teorema es que, si disponemos de un procedimiento
para decidir la satisfacibilidad de una forma clausal, podemos combinarlo con el
algoritmo FC para obtener un procedimiento para decidir la satisfacibilidad de
una formula. En la seccién 8.2 se estudian dos procedimientos de decision de
satisfacibilidad para formas clausales, para cada uno de ellos se demuestran los
resultados de correccion y completitud con respecto al concepto de modelo de
una forma clausal. El teorema anterior nos asegura que la combinacion de estos
procedimientos con el algoritmo FC, proporciona un proceso correcto y completo
de decision de satisfacibilidad para férmulas.
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Teorema 8.21 Si ' € P(X) entonces FC(F) no contiene cldusulas con literales
complementarios.

La prueba de este resultado es simple: en el valor devuelto por FC no puede
haber clausulas con literales complementarios pues la regla Rrc; las elimina. Pa-
ra formalizarlo utilizamos la funcién tiene-clausulas-con-complementarios,
que comprueba si en una forma clausal aparecen cldusulas con literales comple-
mentarios.

. N e
(defthm forma-clausal-no-tiene-clausulas-con-complementarios

(implies (es-proposicional F)
(not (tiene-clausulas-con-complementarios
(forma-clausal F)))))

(defun tiene-clausulas-con-complementarios (Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
((tiene-literales-complementarios (car Fc)) t)
(t (tiene-clausulas-con-complementarios (cdr Fc)))))

Como consecuencia de este teorema se obtiene un procedimiento para decidir
la validez de una férmula. Basta con aplicar a una férmula el algoritmo FC para
obtener una forma clausal, si se obtiene la forma clausal vacia entonces la férmula
original es valida.

Teorema 8.22 Sea I’ € P(X) entonces F es valida si y solo si FC(F') es la forma
clausal vacia.

Demostracién:

Si F' es una férmula véalida entonces, por el teorema 8.20, FC(F') es una
forma clausal vélida y, por la definicién de modelo de una forma clausal, todas
las clausulas de FC(F') son vélidas. Por el teorema 8.5 sabemos que una cldusula
es vélida si y sélo si tiene literales complementarios y, por el teorema 8.21, FC(F)
no tiene cldusulas con literales complementarios. Por tanto FC(F') es la forma
clausal vacia.

Supongamos que FC(F) es la forma clausal vacia. Por la definicién de modelo
de una forma clausal sabemos que la forma clausal vacia es valida y por el teorema
8.20 que FC(F) y F tienen el mismo valor en cualquier asignacién. Por tanto, F’
es valida.

O

La formalizacién de este teorema es la siguiente:
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207

(defthm correccion-validez-forma-clausal
(implies (and (es-proposicional F)
(equal (forma-clausal F) nil))
(modelo sigma F)))

(defthm completitud-validez-forma-clausal
(implies (and (es-proposicional F)
(forma-clausal F))
(not (modelo (contramodelo-clausula
(car (forma-clausal F))) F))))

Obsérvese que en el resultado de completitud hemos utilizado la funcién
contramodelo-clausula para obtener un contramodelo de una férmula cuan-
do al aplicar sobre ella el algoritmo FC no obtenemos la forma clausal vacia.

8.1.3 Clausulas y formas clausales en K

Los conceptos de clausula y forma clausal se definen de la misma forma en la
semantica de Kleene que en la semantica clasica. Las clausulas se interpretan
como la disyuncién en K de los literales que las forman y las formas clausales
como la conjuncién en K de las cldusulas que las forman.

Definicién 8.23 El valor de una cldusula (L, ... , L,) en una K-asignacion o es:
&K(<L17 ce 7Ln>) = IC\/(CNTK(Ll), ICV( .. ICV(5K(Ln_1), 5-K(Ln)) .. )) Una clausula
C es valida en K o K-valida, si para toda K-asignacién o, el valor de C' en o es
Tol.

Una K-asignacién o es modelo de una clausula C', y lo notaremos o =g C, si
y sélo si es modelo de algun literal de C'.

El valor de una cldusula en una K-asignacién se determina en la formalizacién
con la funciéon valor-clausula-K. El concepto de modelo en K de una clausula se
formaliza con la funcién modelo-clausula-K. Ambas funciones se definen como
en el caso clasico pero utilizando las funciones valor-K y modelo-K en lugar de
valor y modelo. También se verifica que una K-asignacion es modelo de una
clausula si y sélo si el valor de la clausula en dicha K-asignacion es T.

Teorema 8.24 Una clausula es valida en K si y sélo si contiene literales com-
plementarios.

Este teorema hace referencia al concepto de validez en K que, como en el
caso clasico, no podemos definir. Para formalizarlo, tenemos en cuenta las ob-
servaciones hechas en la seccion 3.3.4, acerca del concepto de K-validez de una
formula.
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(defthm tiene-literales-complementarios-es-clausula-valida 206
(implies (and (tiene-literales-complementarios C)
(valor-clausula-K C sigma)
(es-clausula C))
(modelo-clausula-K sigma C)))
(defthm clausula-valida-tiene-literales-complementarios
(implies (and (not (tiene-literales-complementarios C))
(es-clausula C))
(not (modelo-clausula-K
(contramodelo-clausula C) C))))
Definicién 8.25 El valor de una forma clausal (C4, ... ,C,) en una K-asignacién

g es: 6K(<CI> ce 7Cn>) = ICA(5K(01)7 IC/\( .. IC/\(EIK(C’n_l), 6K(Cn)) ce )) Una
forma clausal S es valida en K o K-valida, si para toda K-asignacion o, el valor
de SencesT ol

Una K-asignacion o es modelo en K de una forma clausal S, y lo notaremos
o xS, siy sdlo si o es modelo en K de todas las cldusulas de S. Una forma
clausal S es satistacible en K o K-satisfacible, si existe una K-asignacion o tal

que o =g S.

El valor de una forma clausal en una K-asignacién se determina mediante
la funcién valor-forma-clausal-K, que se define de igual forma que en el ca-
so clasico pero utilizando valor-clausula-K en lugar de valor-clausula. La
funcién modelo-forma-clausal-K formaliza el concepto de modelo en K de una
forma clausula, su definicién es igual a la correspondiente en la logica clasica
pero utilizando modelo-clausula-K en lugar de modelo-clausula. También se
verifica que una K-asignacién es modelo de una forma clausal si y sélo si el valor
de la forma clausal en dicha K-asignacion es T.

El algoritmo de transformacion a forma clausal es aplicable en el caso de la
semantica de Kleene y mantiene sus propiedades, entre las que destacamos dos:

1. El algoritmo FC construye formas clausales l6gicamente equivalentes a la
férmula original: Si F' € P(X) entonces, para toda K-asignacién o, el valor
de FC(F') en o es igual al valor de F' en o.

206

(defthm valor-forma-clausal-K-forma-clausal
(implies (es-proposicional F)
(equal (valor-K F sigma)
(valor-forma-clausal-K (forma-clausal F)
sigma))))
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2. El algoritmo FC proporciona un procedimiento para decidir la validez en
K de una férmula: Sea F' € P(X) entonces F es K-vélida si y s6lo si FC(F)
es la forma clausal vacia.

207

(defthm correccion-validez-forma-clausal
(implies (and (es-proposicional F)
(equal (forma-clausal F) nil)
(valor-K F sigma))
(modelo-K sigma F)))

(defthm completitud-validez-forma-clausal
(implies (and (es-proposicional F)
(forma-clausal F))
(not (modelo-K (contramodelo-clausula
(car (forma-clausal F))) F))))

De nuevo hemos utilizado la funciéon contramodelo-clausula para obtener
un contramodelo en K de la formula F.

8.2 Davis y Putnam

En esta seccién presentamos el procedimiento de Davis y Putnam como un método
para decidir la satisfacibilidad de formas clausales. Para determinar la satisfa-
cibilidad de una férmula F', aplicaremos este procedimiento a la forma clausal
obtenida al evaluar el algoritmo FC sobre F'. El procedimiento consiste en apli-
car repetidamente reglas de transformacion a una forma clausal. Dichas reglas
preservan la satisfacibilidad. Si como consecuencia de aplicarlas se obtiene la
forma clausal vacia, entonces la forma clausal original es satisfacible. Si, a lo lar-
go del proceso, todas las formas clausales obtenidas contienen la clausula vacia,
entonces la forma clausal original es insatisfacible.

En esta seccion no presentamos ningiin procedimiento para decidir la validez
de una férmula basado en el de Davis y Putnam, esto se debe a que utilizamos el
algoritmo FC para obtener una forma clausal asociada a una férmula y, como se
ha visto en la seccién anterior, este algoritmo sirve para caracterizar las formulas
validas.

En la primera parte de esta seccién se analizan las reglas de transformacion
en las que se basa el procedimiento de Davis y Putnam y se demuestran sus
propiedades. Estas transformaciones son: eliminaciéon de clausulas con literales
complementarios, bifurcacién, eliminacién de clausulas unitarias y eliminacion de
literales puros. Utilizando estas reglas de transformacién presentamos dos algo-
ritmos que permiten decidir la satisfacibilidad de una forma clausal. El primero
de ellos se basa unicamente en la regla de bifurcacién. El segundo utiliza las
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reglas de bifurcacion, eliminacion de cldusulas unitarias y eliminacién de literales
puros y se desarrolla como un refinamiento del primero. La regla de eliminacion
de clausulas con literales complementarios no es utilizada para formalizar estos
algoritmos, ya que, si se utiliza el procedimiento FC para calcular la forma clausal
asociada a una féormula, entonces dicha forma clausal no tiene clausulas con lite-
rales complementarios. Finalmente, se comenta como estos algoritmos se pueden
utilizar en la semantica de Kleene y se indican las principales diferencias con los
de la seméntica clasica. Los eventos relativos a las seméntica clasica se encuen-
tran en el libro davis-putnam.lisp y los relativos a la seméantica de Kleene en
el libro davis-putnam-K.lisp.

8.2.1 Transformaciones de formas clausales

Como se ha comentado antes, el procedimiento de Davis y Putnam consiste en
aplicar reglas de transformacién a formas clausales. Veamos a continuacién cuéles
son estas reglas y qué propiedades tienen.

8.2.1.1 Eliminacién de clausulas con literales complementarios

La primera transformacion consiste en eliminar las clausulas con literales com-
plementarios. Estas clausulas son validas, por tanto, son prescindibles a la hora
de comprobar si una asignacién es modelo de una forma clausal. Esta idea esta
reflejada en el siguiente teoremas:

Teorema 8.26 Dada una forma clausal S, si S’ es el resultado de eliminar de S
todas las clausulas con literales complementarios, entonces dada una asignacion

o,0=Ssiysdlosio =S

Hemos definido la funcién elimina-clausulas-con-complementarios para
implementar el proceso de eliminacién de las clausulas con literales complemen-
tarios. Una vez hecho esto podemos formalizar este teorema.
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(defthm elimina-clausulas-con-complementarios-preserva-modelos

(implies
(es-forma-clausal Fc)
(iff (modelo-forma-clausal
sigma (elimina-clausulas-con-complementarios Fc))
(modelo-forma-clausal sigma Fc))))

(defun elimina-clausulas-con-complementarios (Fc)
(cond
((endp Fc) nil)
((tiene-literales-complementarios (car Fc))
(elimina-clausulas-con-complementarios (cdr Fc)))
(t (cons (car Fc)
(elimina-clausulas-con-complementarios (cdr Fc))))))

El proceso de eliminacién de cldusulas con literales complementarios es un pa-
so preliminar al resto de las reglas del procedimiento de Davis y Putnam, ya que,
cuando estas reglas son aplicadas a una forma clausal en la que no hay clausulas
con literales complementarios, no se generan nuevas clausulas con literales com-
plementarios. Como veremos mas adelante, esta transformacién no es necesaria
para implementar un procedimiento de decisién de satisfacibilidad para formas
clausales.

Una propiedad importante de esta transformacion es que sirve para caracte-
rizar las formas clausales validas.

Teorema 8.27 Sea S una forma clausal entonces, S es valida si y solo si al
eliminar de S todas las clausulas con literales complementarios se obtiene la
forma clausal vacia.

La demostracién de este teorema se debe a que una forma clausal es valida
si y so6lo si todas las clausulas que la forman también lo son y, por el teorema
8.5, esto ocurre si y sélo si contienen literales complementarios. Por tanto, si
eliminamos todas las clausulas con literales complementarios, quedara la forma
clausal vacia.

Este teorema se formaliza con los siguientes eventos:
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(defthm elimina-clausulas-con-complementarios-nil-fc-valida

(implies
(and (es-forma-clausal Fc)
(equal (elimina-clausulas-con-complementarios Fc) nil))
(modelo-forma-clausal sigma Fc)))

(defthm fc-valida-elimina-clausulas-con-complementarios-nil
(implies
(and (es-forma-clausal Fc)
(not (equal (elimina-clausulas-con-complementarios Fc)
nil)))
(not (modelo-forma-clausal
(contramodelo-clausula
(car (elimina-clausulas-con-complementarios Fc)))

Fc))))

La prueba de estos resultados se obtiene a partir de las propiedades que ca-
racterizan las clausulas vélidas, mostradas en | 185].

8.2.1.2 Reduccién de una forma clausal por un literal

El resto de las reglas de transformacién del procedimiento de Davis y Putnam se
basan en el proceso de reducciéon de una forma clausal por un literal. De forma
intuitiva, este proceso reduce todo lo posible una forma clausal, asumiendo que
un determinado literal es cierto:

Definicion 8.28 Sean S un conjunto de cldusulas y L un literal. La reduccion
de S por L es el conjunto S, = {C — {L} : C € Sy L ¢ C}. Andlogamente, la
reduccion de S por L es el conjunto S ={C —{L}:C e Sy L¢C}.

Por comodidad a la hora de expresar determinados eventos, hemos utilizado
dos funciones para implementar el proceso de reduccion de una forma clausal por
un literal. La primera, reduce-forma-clausal-literal, sirve para obtener Sy,
la otra, reduce-forma-clausal-literal-C, para obtener S7.
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210
(defun reduce-forma-clausal-literal (L Fc)

(cond ((endp Fc) nil)
((member-equal L (car Fc))
(reduce-forma-clausal-literal L (cdr Fc)))
(t (cons (elimina-literal (complementario L) (car Fc))
(reduce-forma-clausal-literal L (cdr Fc))))))

(defun reduce-forma-clausal-literal-C (L Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
((member-equal (complementario L) (car Fc))
(reduce-forma-clausal-literal-C L (cdr Fc)))
(t (cons (elimina-literal L (car Fc))
(reduce-forma-clausal-literal-C L (cdr Fc))))))

(defun elimina-literal (L C)
(cond ((endp C) C)
((equal L (car C))
(elimina-literal L (cdr C)))
(t (cons (car C) (elimina-literal L (cdr C))))))

Existe una relacion entre estas funciones que resulta de utilidad a la hora de
establecer algunos eventos: el resultado de evaluar la primera de ellas sobre el
complementario de un literal L es igual al resultado devuelto por la segunda. El
evento que formaliza esta propiedad es el siguiente:

211
(defthm reduce-forma-clausal-literal-C-equivalente

(implies (es-literal L)
(equal (reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)
(reduce-forma-clausal-literal
(complementario L) Fc))))

Como se ha comentado antes, si el proceso de reduccion de una forma clausal
por un literal es aplicado a una forma clausal en la que no haya clausulas con
literales complementarios, el resultado tampoco las tiene. La formalizaciéon de
este hecho utiliza la funcién tiene-clausulas-con-complementarios que com-
prueba si una forma clausal tiene cldusulas con literales complementarios:
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212
(defthm reduce-fc-literal-sin-clausulas-con-complementarios

(implies (not (tiene-clausulas-con-complementarios Fc))
(not (tiene-clausulas-con-complementarios
(reduce-forma-clausal-literal L Fc)))))

(defthm reduce-fc-literal-C-sin-clausulas-con-complementarios
(implies (not (tiene-clausulas-con-complementarios Fc))
(not (tiene-clausulas-con-complementarios
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))))

(defun tiene-clausulas-con-complementarios (Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
((tiene-literales-complementarios (car Fc)) t)
(t (tiene-clausulas-con-complementarios (cdr Fc)))))

El siguiente teorema establece la idea intuitiva de que S, es el resultado de
reducir todo lo posible una forma clausal S asumiendo que un literal L es cierto:

Teorema 8.29 Sea S una forma clausal y L un literal.
1. Sio =S yo = L entonces 0 |= S.
2. Sio |= Sy entonces o[L/T] = S.

Demostracion:
Sean S una forma clausal y L un literal,

1. Supongamos que o = Sy o | L, para demostrar que o = S, basta con
probar que o es modelo de cualquier elemento de Sy. Dada C’" € Sy, existe
C € S tal que C' = C — {L}. Como o = L entonces ¢ [~ L, por tanto o es
modelo de un literal de C' distinto de L, luego o = C — {L} = C".

2. Supongamos que o = Sy, para demostrar que o[L/T]| = S basta con probar
que o[L/T] es modelo de cualquier elemento de S. Dada C' € S:

e Si L € Centonces o[L/T] |= C, puesto que, por el teorema 8.7, o[L/T]
es modelo de L.

e Si L ¢ C entonces C — {L} € S, y por tanto o = C — {L}. Como
L,L ¢ C — {L}, entonces existe un literal L' € C tal que L' # L,
L' # Ly o = L, luego, por el teorema 8.7, o[L/T| = L', y de aqui
que o[L/T] E C.

O

La formalizacion de este resultado para reduce-forma-clausal-literal es
la siguiente:
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213
(defthm completitud-reduce-forma-clausal-literal
(implies (and (modelo-forma-clausal sigma Fc)
(modelo sigma L)
(es-literal L))
(modelo-forma-clausal
sigma (reduce-forma-clausal-literal L Fc))))
(defthm correccion-reduce-forma-clausal-literal
(implies (and (es-literal L)
(es-forma-clausal Fc)
(modelo-forma-clausal
sigma (reduce-forma-clausal-literal L Fc)))
(modelo-forma-clausal (asume-literal L sigma) Fc)))
Obsérvese que el teorema es igualmente cierto para el literal L, es decir:
1. Sioc = Syo kL entonces o = St
2. Si o |= 57 entonces o[L/T] = S.
En este caso la formalizacion es la siguiente:
214

(defthm completitud-reduce-forma-clausal-literal-C
(implies (and (modelo-forma-clausal sigma Fc)
(not (modelo sigma L))
(es-literal L))
(modelo-forma-clausal
sigma (reduce-forma-clausal-literal-C L Fc))))

(defthm correccion-reduce-forma-clausal-literal-C
(implies (and (es-literal L)
(es-forma-clausal Fc)
(modelo-forma-clausal
sigma (reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))
(modelo-forma-clausal
(asume-literal (complementario L) sigma) Fc)))

8.2.1.3 Regla de bifurcacion

La regla de bifurcacion consiste en dividir una forma clausal S en dos, en funcién
de si un literal L es cierto o falso. Para cada una de estas dos posibilidades se
consideran, respectivamente, los conjuntos Sz, y S;. En este caso diremos que
se ha aplicado la regla de bifurcacién en el literal L. La satisfacibilidad de S
quedara garantizada si al menos uno de los dos conjuntos es satisfacible.
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Teorema 8.30 Sea S una forma clausal y L un literal, entonces S es satisfacible
si y solo si Sp, o St también Io es.

Demostracion:

Supongamos que S es satisfacible. Sea ¢ una asignacién modelo de S. Si
o = L entonces, por el teorema 8.29-1, ¢[L/T] es modelo de S;. Si o & L
entonces o = L y, de nuevo por el teorema 8.29-1, o[L/T] es modelo de St.
Luego S, o St es satisfacible.

Supongamos ahora que Sy es satisfacible. Sea ¢ una asignacion modelo de
Sr. Por el teorema 8.29-2, o[L/T] = S, luego S es satisfacible.

Supongamos finalmente que S7 es satisfacible. Sea o una asignacién modelo
de S7. Por el teorema 8.29-2, o[L/T] |= S, luego S es satisfacible.

O

La formalizacién de este teorema consiste en los eventos mostrados en y
217].

Como se vera en la seccion 8.2.2, la regla de bifurcacién por si sola es suficiente
para decidir la satisfacibilidad de una forma clausal. La forma de actuar de esta
regla es similar a la de las tablas de verdad: se analizan las dos situaciones
que surgen al asignarle un valor de verdad a cada variable. Sin embargo, en
determinadas ocasiones no es necesario analizar las dos posibilidades a las que
da lugar la regla de bifurcacién, ya que una de las dos, o es insatisfacible, o su
satisfacibilidad es consecuencia de la satisfacibilidad de la otra posibilidad.

8.2.1.4 Eliminacion de clausulas unitarias

La regla de eliminacién de cldusulas unitarias es un caso particular de la regla de
bifurcacién, en el que una de las dos formas clausales obtenidas es insatisfacible
y, por tanto, se puede prescindir de su analisis.

Definicién 8.31 Una cldusula C' es unitaria si contiene un tnico elemento.

215
(defun clausula-unitaria (C)

(and (consp C)
(not (consp (elimina-literal (car C) C)))))

Si la clausula unitaria C' = {L} estd en una forma clausal S, entonces el
conjunto St contiene la clausula vacia y, por el teorema 8.12 es insatisfacible.
Luego, al aplicar la regla de bifurcacién en L, se puede prescindir del analisis de
una de las dos formas clausales obtenidas. En esta situacién la satisfacibilidad
de S quedara garantizada si Sy, es satisfacible.

Teorema 8.32 Sea S una forma clausal y C' = {L} una cldusula de S, entonces
S es satisfacible si y sélo si Sy, también lo es.
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Demostracién:
Por el teorema 8.30 S es satisfacible si y sélo si Sy, o St también lo es. Como
C = {L} es una clausula unitaria de S, entonces C' — {L} = @ € Sy y, por el
teorema 8.12, St es insatisfacible. Luego S es satisfacible si y sélo si Sy, también
lo es.
O

En la formalizacién, s6lo hemos necesitado anadir un evento afirmando que
la reduccién de una forma clausal por el complementario de un literal de una
clausula unitaria, contiene la clausula vacia:

. . . : [ 216]
(defthm reduce-fc-literal-C-clausula-unitaria-contiene-nula

(implies (and (member-equal C Fc)
(clausula-unitaria C)
(member-equal L C))
(contiene-clausula-vacia
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc))))

8.2.1.5 Eliminacién de literales puros

La regla de eliminacién de literales puros es otro caso particular de la regla de
bifurcacién, en el que se puede prescindir del andlisis de una de las dos formas
clausales obtenidas. En este caso la satisfacibilidad de una de ellas conlleva la
satisfacibilidad de la otra y, por tanto, sélo serd necesaria analizar la segunda.

Definicién 8.33 Dada una forma clausal S, un literal puro en S es un literal
cuyo complementario no aparece en ninguna clausula de S.

La funcién es-literal-puro formaliza este concepto. Para ello hemos utili-
zado la funcién literal-en-forma-clausal que comprueba si un literal aparece
en alguna clausula de una forma clausal.

217

(defun es-literal-puro (L Fc)
(not (literal-en-forma-clausal (complementario L) Fc)))

(defun literal-en-forma-clausal (L Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
(t (or (member-equal L (car Fc))
(literal-en-forma-clausal L (cdr Fc))))))

Teorema 8.34 Si L es un literal puro en S, entonces Si, C St.
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Demostracion:

Dado C' € Sy, existe " € Stal que L ¢ C"y C = " — {L}. Como L es
un literal puro en S, L no puede aparecer en C', luego C = C" y L, L ¢ C. Por
tanto C' — {L} = C € S7.

O

La formalizacién de este resultado es la siguiente:

218

(defthm reduce-forma-clausal-literal-C-literal-puro
(implies (es-literal-puro L Fc)
(subsetp-equal (reduce-forma-clausal-literal L Fc)
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc))))

Teorema 8.35 Sean S y S’ dos formas clausales tales que S C S’. Para toda
asignacion o, si o = 5" entonces o |= S.

Este resultado es trivial a partir del concepto de modelo de una forma clausal.
Su formalizacién es la siguiente:

[219

(defthm modelo-forma-clausal-subsetp-equal
(implies (and (subsetp-equal Fc-1 Fc-2)
(modelo-forma-clausal sigma Fc-2))
(modelo-forma-clausal sigma Fc-1)))

Los dos resultados anteriores permiten prescindir del analisis de St al aplicar
la regla de bifurcacién a un literal L puro en la forma clausal S.

Teorema 8.36 Sea S una forma clausal y L un literal puro en S, entonces S es
satisfacible si y solo si Sy, también lo es.

Demostracion:

Supongamos que S es satisfacible, entonces, por el teorema 8.30, Sy, o St es
satisfacible. Si St es satisfacible entonces, por el teorema 8.35, S;, también lo es
pues S;, C St (teorema 8.34). Por tanto, en cualquier caso Sy, es satisfacible.

Si S, es satisfacible entonces, por el teorema 8.30, se tiene que S también lo
es.

0

No ha sido necesario anadir ningin evento formalizando este resultado, es

suficiente con los mostrados en y [219]
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8.2.2 Decisiéon de satisfacibilidad por bifurcacion: SAT,

A continuacion desarrollamos un algoritmo para decidir la satisfacibilidad de una
forma clausal basado iinicamente en la regla de bifurcacién. En cada paso se toma
un literal que aparezca en alguna clausula de una forma clausal y se consideran
las dos situaciones que se pueden dar, en funcion de si ese literal es cierto o falso.
Si se realiza este proceso para todos los literales que aparezcan en alguna clausula
de una forma clausal, estaremos analizando todas las asignaciones definidas en
el conjunto de variables que aparecen en dicha forma clausal; es decir, estaremos
desarrollando un proceso similar al basado en tablas de verdad. De aqui que el
resultado sea un procedimiento de decision de satisfacibilidad.

Puesto que las reglas de eliminacién de clausulas unitarias y de literales puros
son casos particulares de la regla de bifurcacion, los resultados de correcciéon
y completitud para el procedimiento de Davis y Putnam se obtendran como
instancias de los mismos resultados para el procedimiento basado en bifurcacion.

Algoritmo 8.37 (SATy) EI dato de entrada de este algoritmo es una forma
clausal S, y actia como se describe a continuacion:

1. Si S contiene la clausula vacia, el algoritmo termina y devuelve f.

2. Se selecciona un literal L que aparezca en alguna clausula de S. A conti-
nuacion se evalua el algoritmo sobre Sy, y, si devuelve f, entonces se evaliia
sobre St.

3. Si no se puede escoger un literal L que aparezca en alguna clausula de S,
es decir, S esta vacia, entonces el algoritmo termina y devuelve t.

Este algoritmo no esta completamente determinado puesto que no se indica
como se escoge el literal L. Para resolver esta indeterminacién hemos considerado
una funcién seleccion que escoge un literal de una de las cldusulas de S. Si S
estd vacia devuelve nil. Se ha asumido la existencia de esta funcién en un
encapsulado ACL2, caracterizandola por las propiedades:

e Sila funcién seleccion devuelve un valor, entonces dicho valor es un literal.

e Si (seleccion Fc) devuelve un valor, entonces dicho valor aparece en al-
guna clausula de Fc.

e Si la forma clausal Fc tiene alguna cldusula no vacia, entonces
(seleccion Fc) devuelve algun valor.

La formalizaciéon de estas propiedades es la siguiente:
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220

(defthm seleccion-esta-en-conjunto
(implies (seleccion Fc)
(literal-en-forma-clausal (seleccion Fc) Fc)))

(defthm seleccion-es-literal
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(seleccion Fc))
(es-literal (seleccion Fc))))

(defthm seleccion-existe
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(consp Fc)
(consp (car Fc)))
(seleccion Fc)))

La funcién que implementa el algoritmo S ATy es la siguiente:

221
(defun SAT-bifurcacion (Fc)

(declare (xargs :measure (medida-forma-clausal Fc)))
(if (contiene-clausula-vacia Fc)

nil
(let ((L (seleccion Fc)))
(if L

(or (SAT-bifurcacion
(reduce-forma-clausal-literal L Fc))
(SAT-bifurcacion
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))

t))))

Para una funcion de seleccién concreta, por ejemplo la que devuelve el primer
literal de la primera clausula no vacia de una forma clausal, podemos utilizar la
funcion anterior para determinar la satisfacibilidad de un conjunto de clausulas.
Si la forma clausal es satisfacible, la funcién devuelve T, en caso contrario devuelve
nil.

ACL2 !'>(SAT-bifurcacion *( (p @) ((- p) (- @) )) =

T
ACL2 !'>(SAT-bifurcacion ’( (@) ((-p) (- @) (p - @) N
NIL

En el primer caso la forma clausal ((p, q), (—p, —q)) es satisfacible (un modelo
es cualquier asignacién en la que p sea cierta y ¢ falsa). En el segundo caso, la
forma clausal ({q), (—p, —q), (p, 7q)) es insatisfacible.
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Para que la funcién SAT-bifurcacion sea admitida por ACL2, se ha de de-
mostrar que termina para cualquier dato de entrada. Para ello hemos proporcio-
nado una medida de su argumento, medida-forma-clausal que decrece en las
llamadas recursivas.

Definicién 8.38 La longitud de una forma clausal, [(.S), es la suma del niimero
de literales que aparecen en las clausulas que la forman.

La funcion medida-forma-clausal formaliza este concepto. Para ello se uti-
liza la funcién len que devuelve el nimero de elementos de una lista:

228
(defun medida-forma-clausal (Fc)

(cond ((endp Fc) 0)
(t (+ (len (car Fc))
(medida-forma-clausal (cdr Fc))))))

Teorema 8.39 Sean S una forma clausal y L un literal que aparece en alguna

clausula de S entonces [(SL),1(St) < I(S).

Los eventos que formalizan este teorema son los siguientes:

22]

(defthm reduce-forma-clausal-literal-disminuye-medida
(implies (literal-en-forma-clausal L Fc)
(< (medida-forma-clausal
(reduce-forma-clausal-literal L Fc))
(medida-forma-clausal Fc))))

(defthm reduce-forma-clausal-literal-C-disminuye-medida
(implies (literal-en-forma-clausal L Fc)
(< (medida-forma-clausal
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc))
(medida-forma-clausal Fc))))

Teorema 8.40 (Completitud de SAT;) Dada una forma clausal S, si S es
satisfacible entonces SATz(S) = t.

Demostracion:
La prueba se desarrolla por inducciéon en el nimero total de literales que
aparecen en las clausulas de S.

e Sil(S) =0y S es satisfacible entonces S no puede contener la clausula
vacia y no se puede seleccionar ningun literal de una cldusula de S, por

tanto SAT,(S) = t.
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e Supongamos que para toda forma clausal S’ satisfacible tal que I(S") < I(.5),
se tiene SAT,(S’) =t. Si S es satisfacible entonces no contiene la cldusula
vacia. Consideremos L un literal cualquiera que aparezca en una clausula

de S.

Como S es satisfacible, por el teorema 8.30 se tiene que Sy o S} también
lo es. Por el teorema 8.39 se tiene que [(SL),(S7) < I(S). Luego, por la
hipdtesis de induccion, SAT,(SL) =t o SATs(Sz) = t, es decir alguno de
los dos casos del punto 2 de la descripcion del algoritmo S ATy tiene éxito,
por tanto, SATs(S) = t.

OJ
La formalizacién de este teorema es la siguiente:

225

(defthm completitud-SAT-bifurcacion
(implies (and (modelo-forma-clausal sigma Fc)
(es-forma-clausal Fc))
(SAT-bifurcacion Fc)))

La demostracion de este resultado en ACL2 se obtiene facilmente
a partir de los eventos completitud-reduce-forma-clausal-literal vy
completitud-reduce-forma-clausal-literal-C, mostrados respectivamente

en [213]y [214]

Teorema 8.41 (Correccién de SATy;) Dada una forma clausal S, si
SATs(S) =t entonces S es satistacible.

Demostracion:
La prueba se desarrolla por induccién en el nimero total de literales que
aparecen en las clausulas de S.

e Sil(S) =0y SATs(S) = t, entonces S es la forma clausal vacia, que es
cierta en cualquier asignacion. Luego S es satisfacible.

e Supongamos que toda forma clausal S” tal que [(S") < I(S) y SATs = t, es
satisfacible. Puesto que SATs(S) = t, entonces S no contiene la cldusula
vacia. Como [(S) > 0, existe un literal L en una cldusula de S. Como
SAT,(S) =t, entonces SATs(SL) =t o SAT(S7) = t.

Si SATs(SL) = t entonces, por hipdtesis de induccién se tiene que Sy, es

satisfacible, ya que [(S) < I(S) por el teorema 8.39. Por tanto, el teorema
8.30 asegura que S es satisfacible.

Si SAT(St) = t entonces, por hipdtesis de induccién se tiene que St es
satisfacible, ya que {(St) < [(S) por el teorema 8.39. Por tanto, el teorema
8.30 asegura que S es satisfacible.

O
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Al igual que ocurre con los resultados de correccion de los procedimientos
de decisién de satisfacibilidad de una férmula (seccion 3.2.4), para formalizar
este teorema se necesita proporcionar explicitamente una asignaciéon modelo de
la forma clausal. La funcién que construye dicho modelo es MOD-bifurcacion.
Esta funcién actia exactamente igual que SAT-bifurcacion, pero tiene un ar-
gumento adicional donde se va construyendo una asignacion, en la que todos los
literales por los que se ha hecho alguna reduccién son ciertos. Cuando la funciéon
MOD-bifurcacion termina devuelve dicha asignacion.

226
(defun MOD-bifurcacion (Fc sigma)

(declare (xargs :measure (medida-forma-clausal Fc)))
(if (contiene-clausula-vacia Fc)

nil
(let ((L (selecciomn Fc)))
(if L

(or (MOD-bifurcacion
(reduce-forma-clausal-literal L Fc)
(asume-literal L sigma))

(MOD-bifurcacion
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)
(asume-literal (complementario L) sigma)))

sigma))))

Al igual que SAT-bifurcacion, esta funcién puede ser evaluada una vez se
proporciona una funcién de selecciéon concreta. En los siguientes ejemplos se ha
usado la funcién de seleccion que devuelve el primer literal de la primera clausula
no vacia de una forma clausal.

[227

ACL2 !'>(MOD-bifurcacion ’*( (p @) ((- p) (- @)) ) nil)

(@Q o) (P 1))

ACL2 !>(MOD-bifurcacion ’( (q) ((- p) (- @) (p (- @) ) nil)
NIL

En el primer caso la forma clausal ((p, q), (—p, ~q)) es satisfacible y un modelo
es cualquier asignacién en la que p sea cierto y ¢ falso. En el segundo caso, la forma
clausal ({q), (—p, ~q), (p, ~q)) es insatisfacible y, por tanto, no tiene modelos.

Esta funcién guarda una relacién obvia con la funciéon SAT-bifurcacion:
MOD-bifurcacion devuelve un valor distinto de nil si y sélo si SAT-bifurcacion
también lo hace.
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298
(defthm SAT-bifurcacion-MOD-bifurcacion

(implies (consp sigma)
(iff (MOD-bifurcacion Fc sigma)
(SAT-bifurcacion Fc))))

Gracias a esta relacion y a otras propiedades que relacionan las funciones
asume-literal y MOD-bifurcacion, se demuestra el siguiente evento que forma-
liza el teorema de correccién de SATy:

229
(defthm correccion-SAT-bifurcacion

(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(SAT-bifurcacion Fc))
(modelo-forma-clausal (MOD-bifurcacion Fc sigma) Fc)))

8.2.3 Decision de satisfacibilidad por Davis-Putnam: SAT,

El procedimiento de Davis y Putnam combina las reglas de transformacién mos-
tradas en la seccion 8.2.1, para decidir la satisfacibilidad de una forma clausal. La
regla de eliminacién de clausulas con literales complementarios es utilizada una
Unica vez, al comienzo del proceso, ya que el resto de las reglas de transformacion
no genera nuevas clausulas con literales complementarios. Como se ha visto en la
seccion anterior, esta regla no es necesaria para decidir la satisfacibilidad de una
forma clausal.

El algoritmo que presentamos basado en el procedimiento de Davis y Putnam
utiliza inicamente las reglas de eliminaciéon de clausulas unitarias, eliminacion
de literales puros y bifurcacién, dando prioridad a las dos primeras frente a la
ultima, para asi disminuir el nimero de ramificaciones.

Algoritmo 8.42 (SAT,) El dato de entrada de este algoritmo es una forma
clausal S, y actiia como se describe a continuacion:

1. Si S contiene la clausula vacia, el algoritmo termina y devuelve f.

2. Si S contiene cldusulas unitarias, se selecciona una de ellas C = {L} y se
evalia el algoritmo sobre Sy

3. Si S tiene literales puros, se selecciona uno de ellos L y se evaliia el algoritmo
sobre Si,.

4. En otro caso, se selecciona un literal L que aparezca en alguna clausula de
S. A continuacion se evalua el algoritmo sobre Sy, y, si devuelve f, entonces
se evalia sobre St.
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5. Si no se puede escoger un literal L que aparezca en alguna clausula de S,
es decir, S esta vacia, entonces el algoritmo termina y devuelve t.

Teorema 8.43 Dada una forma clausal S, SAT,(S) =t si y sélo si S es satis-
facible.

Demostracion:

Este algoritmo es equivalente a SAT, para una funcién de selecciéon que, en
primer lugar busca literales en clausulas unitarias, si no los encuentra busca
literales puros y en otro caso devuelve un literal cualquiera:

e Si el literal escogido pertenece a una clausula unitaria, por el teorema 8.32
sabemos que S es satisfacible si y sélo si lo es S, y, por tanto, no hay que
evaluar el algoritmo sobre S7.

e Si el literal escogido es puro, por el teorema 8.36 sabemos que S es satisfa-
cible si y solo si lo es Sy, y, por tanto, tampoco hay que evaluar el algoritmo
sobre St.

e En otro caso el algoritmo SAT}, funciona igual que SATj.

De esta forma, por los teoremas de correccion y completitud de SATy, se tiene
que SAT,(S) =t siy sélo si S es satisfacible.
O

La funcion de selecciéon mencionada en la demostracion del teorema es la
siguiente:

230
(defun seleccion-instancia (Fc)

(let ((C (busca-clausula-unitaria Fc)))

(if ¢
(car C)
(let ((L (busca-literal-puro Fc)))
(or L
(if (endp Fc)
nil

(seleccion Fc)))))))

Donde busca-clausula-unitaria devuelve la primera clausula unitaria de
la forma clausal Fc y busca-literal-puro el primer literal puro en Fc.
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Esta funcién tiene las propiedades formalizadas en y por tanto el algo-
ritmo SAT}y construido a partir de ella conserva las propiedades de correccién y
completitud. La versién de la funcién que implementa S AT, para la funciéon de
seleccion seleccion-instancia es:

231

(defun SAT-bifurcacion-instancia (Fc)
(declare (xargs :measure (medida-forma-clausal Fc)))
(if (contiene-clausula-vacia Fc)

nil
(let ((L (seleccion-instancia Fc)))
(if L

(or (SAT-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal L Fc))
(SAT-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))

t))))

De manera andloga, construimos la funciéon MOD-bifurcacion-instancia co-
mo un caso particular de la funcién MOD-bifurcacion cuando la funcién de se-
leccién utilizada es seleccion-instancia:

232
(defun MOD-bifurcacion-instancia (Fc sigma)

(declare (xargs :measure (medida-forma-clausal Fc)))
(if (contiene-clausula-vacia Fc)

nil
(let ((L (seleccion-instancia Fc)))
(if L

(or (MOD-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal L Fc)
(asume-literal L sigma))

(MOD-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)
(asume-literal (complementario L) sigma)))

sigma))))

Los eventos que establecen las propiedades de correccion y completitud de
la funcién SAT-bifurcacion-instancia se obtienen como instancias funcionales
(ver seccién 2.2.6) de los correspondientes para la funcién SAT-bifurcacion,
sustituyendo las funciones SAT-bifurcacion, MOD-bifurcacion y seleccion
por las funciones SAT-bifurcacion-instancia, MOD-bifurcacion-instancia
y seleccion-instancia:
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233
(defthm completitud-SAT-bifurcacion-instancia

(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(modelo-forma-clausal sigma Fc))
(SAT-bifurcacion-instancia Fc)))

(defthm correccion-SAT-bifurcacion-instancia
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(SAT-bifurcacion-instancia Fc))
(modelo-forma-clausal
(MOD-bifurcacion-instancia Fc sigma) Fc)))

La funciéon que implementa SAT, no es SAT-bifurcacion-instancia, ya
que esta funciéon evalta las formas clausales St para los literales L en clausulas
unitarias y puros. La funcién que implementa el algoritmo SAT),, es la siguiente:

23]
(defun SAT-davis-putnam (Fc)

(declare (xargs :measure (medida-forma-clausal Fc)))
(cond
((contiene-clausula-vacia Fc) nil)
(t (let ((C (busca-clausula-unitaria Fc)))
(if C
(SAT-davis-putnam
(reduce-forma-clausal-literal (car C) Fc))
(let ((L (busca-literal-puro Fc)))
(if L
(SAT-davis-putnam
(reduce-forma-clausal-literal L Fc))
(let ((L (seleccion Fc)))
(if L
(or (SAT-davis-putnam
(reduce-forma-clausal-literal L Fc))
(SAT-davis-putnam
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))

£)))))))))

Las funciones SAT-bifurcacion-instancia y SAT-davis-putnam son equi-
valentes. Esto se debe a que, para los literales en clausulas unitarias y los literales
puros, no es necesario evaluar SAT-bifurcacion-instancia sobre la forma clau-
sal S7. La formalizacién de estas afirmaciones es la siguiente:
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235
(defthm SAT-bifurcacion-instancia-clausula-unitaria

(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(member-equal C Fc)
(clausula-unitaria C))
(not (SAT-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal-C (car C) Fc)))))

(defthm SAT-bifurcacion-instancia-literal-puro
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(es-literal-puro L Fc)
(SAT-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal-C L Fc)))
(SAT-bifurcacion-instancia
(reduce-forma-clausal-literal L Fc)))

La prueba de estos resultados se obtiene a partir de las propiedades de las
reducciones por literales en clausulas unitarias y literales puros, mostradas en
| 216], [ 218 y | 219].

Utilizando los eventos anteriores se demuestra que SAT-davis-putnam y
SAT-bifurcacion-instancia son equivalentes y, por tanto, SAT-davis-putnam
es un proceso correcto y completo de decision de satisfacibilidad.

236

(defthm SAT-davis-putnam-y-SAT-bifurcacion-equivalentes
(implies (es-forma-clausal Fc)
(iff (SAT-davis-putnam Fc)
(SAT-bifurcacion-instancia Fc))))

(defthm completitud-SAT-davis-putnam
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(modelo-forma-clausal sigma Fc))
(SAT-davis-putnam Fc)))

(defthm correccion-SAT-davis-putnam
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(SAT-davis-putnam Fc))
(modelo-forma-clausal
(MOD-bifurcacion-instancia Fc sigma) Fc)))
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8.2.4 Procedimiento de Davis y Putnam en K

Los procedimientos desarrollados en la secciéon previa pueden ser utilizados pa-
ra decidir la satisfacibilidad de una forma clausal en K. Los algoritmos son los
mismos, puesto que no se basan en aspectos semanticos, pero no ocurre lo mismo
con los conceptos y propiedades que aseguran su correccion y completitud. Estas
propiedades se basan principalmente en que la eliminacién de clausulas con lite-
rales complementarios preserva el conjunto de modelos y que la reduccién de un
conjunto de clausulas por un literal mantiene la satisfacibilidad:

Teorema 8.44 Dada una forma clausal S, si S’ es el resultado de eliminar de S
todas las clausulas con literales complementarios, entonces dada una K-asignacion
0,0 g Ssiysdlosio g S.

La formalizacion de este teorema se basa, al igual que para la semantica
clasica, en la funcién elimina-clausulas-con-complementarios, presentada en
[208] Se ha anadido una condicién adicional que asegura que el valor de la forma
clausal S no queda indeterminado.

237
(defthm elimina-clausulas-con-complementarios-preserva-modelos

(implies
(and (valor-forma-clausal-K Fc sigma)
(es-forma-clausal Fc))
(iff (modelo-forma-clausal-K
sigma (elimina-clausulas-con-complementarios Fc))
(modelo-forma-clausal-K sigma Fc)))

Al igual que en el caso clasico, esta regla de transformacion sirve para carac-
terizar las formas clausales validas.

Teorema 8.45 Sea S una forma clausal entonces, S es K-valida si y sélo si al
eliminar de S todas las clausulas con literales complementarios se obtiene la forma
clausal vacia.

La formalizacion es similar a la del caso cldsico salvo que en uno de los eventos
hay que incluir una condicion adicional que asegura que el valor de la forma clausal
original no queda indeterminado.
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238
(defthm elimina-clausulas-con-complementarios-nil-fc-valida

(implies
(and (es-forma-clausal Fc)
(equal (elimina-clausulas-con-complementarios Fc) nil)
(valor-forma-clausal-K Fc sigma))
(modelo-forma-clausal-K sigma Fc)))

(defthm fc-valida-elimina-clausulas-con-complementarios-nil
(implies
(and (es-forma-clausal Fc)
(not (equal (elimina-clausulas-con-complementarios Fc)
nil)))
(not (modelo-forma-clausal-K
(contramodelo-clausula
(car (elimina-clausulas-con-complementarios Fc)))

Fc))))

Las operaciones de reduccién de una forma clausal por un literal también
mantienen la satisfacibilidad en la seméntica de Kleene:

Teorema 8.46 Sea S una forma clausal y L un literal, entonces:
1. Sio g S y o |k L entonces o =g Sy
2. Sio =g Sy entonces o[L/T| =k S.

La formalizaciéon de estos resultados es similar a la presentada en y
para la seméntica clésica, salvo que se utilizan las funciones modelo-K y
modelo-forma-clausal-K.

Los algoritmos SATy; y SAT, se definen en la seméantica de Kleene de igual
forma a como se ha hecho en la semantica clasica. Las propiedades de correccion
y completitud de SATy se basan en las propiedades de la regla de bifurcacién,
que se siguen verificando en K.

Teorema 8.47 Dada una forma clausal S, S es K-satisfacible si y sélo si
SATs(S) = t.

La formalizacion es similar, utilizando la funcién modelo-forma-clausal-K
para comprobar que una K-asignacién es modelo de una forma clausal:
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259
(defthm completitud-SAT-bifurcacion

(implies (and (modelo-forma-clausal-K sigma Fc)
(es-forma-clausal Fc))
(SAT-bifurcacion Fc)))

(defthm correccion-SAT-bifurcacion
(implies (and (es-forma-clausal Fc)
(SAT-bifurcacion Fc))
(modelo-forma-clausal-K
(MOD-bifurcacion Fc sigma) Fc))

Donde el valor devuelto por la funcién MOD-bifurcacion es utilizado como
K-asignacién en la que la forma clausal es cierta.

El desarrollo del algoritmo SAT, y la demostracion de sus propiedades se ha
realizado siguiendo la misma técnica utilizada en el caso clasico.

8.3 Un STP exitoso basado en Davis-Putnam

El procedimiento de Davis y Putnam se puede interpretar como un caso particular
del algoritmo S AT, desarrollado en el capitulo 7. La idea del procedimiento es
aplicar reglas de transformacién a las formas clausales hasta obtener una forma
clausal vacia. En este caso se puede afirmar que la forma clausal de partida es
satisfacible. Como funcién de representacion utilizamos la que proporciona el
algoritmo de transformacion a forma clausal FC, con la ventaja adicional de que
en la forma clausal obtenida no hay clausulas con literales complementarios y se
puede prescindir de la regla de eliminacion de este tipo de clausulas. Los objetos
proposicionales son las formas clausales sobre las que se aplican las reglas, junto
con una lista de los literales a los que ya se ha aplicado alguna regla. Las reglas
de expansiéon son las derivadas de la regla de bifurcacion junto con reglas que
eliminan los objetos asociados a formas clausales en las que aparezca la clausula
vacia y una regla que termina el proceso de expansién para la forma clausal
vacia. Las asignaciones distinguidas seran aquellas que hagan cierta una forma
clausal y todos los literales cuya certeza se ha asumido al aplicar las reglas de
transformacion.

En esta seccion desarrollamos un sistema de transformacion proposicional
basado en el procedimiento de Davis y Putnam. Primero describimos formalmente
este sistema junto con una regla de computacién, una funciéon de representacion,
una funcién de medida y una funcién modelo adecuadas para demostrar que
es exitoso. A continuacién presentamos su formalizacién, relaciondndola con la
desarrollada en la seccién anterior. Los eventos desarrollados en esta seccion se
encuentran en el libro SAT-davisputnam.lisp.
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8.3.1 Descripciéon del STP exitoso D’

Una caracteristica fundamental del algoritmo SAT, es que proporciona infor-
macién suficiente para construir un modelo de una férmula satisfacible. En el
procedimiento de Davis y Putnam se ha definido una funcién que construye un
modelo para formas clausales satisfacibles, a partir de los literales cuya certeza
se ha asumido al aplicar las reglas de transformacion. Esta informacién tiene que
ser almacenada junto con el objeto proposicional, para poder construir un modelo
de la férmula inicial a partir del resultado devuelto por la instancia del algoritmo
SAT,. De esta forma, los objetos proposicionales que consideramos son pares
formados por la forma clausal que queda por transformar y la lista de literales
cuya certeza se ha asumido al aplicar las reglas de transformacion.

Definicién 8.48 D' = (Op, Ry, Vp) es el STP basado en el procedimiento
de Davis y Putnam en el que Op es el conjunto de pares (S, M) donde S es
una forma clausal y M es una lista de literales en la que no aparecen literales
complementarios y tal que ningtin elemento de M ni su complementario aparecen
en S, Vp es el conjunto de pares ((S, M), o) tales que o es modelo de la forma
clausal S y de todos los elementos de M, y Ry es el conjunto de reglas de
expansion representado por el siguiente conjunto de esquemas de regla:

Roy: (S, M) ~p () si() €S

Ro'y : <S, <L1, .. 7Ln>> A pr <<SL, <L, Lq,... ;Ln>>> si <L>_€ S

Ro's : <S, <L1, .. 7Ln>> A pr <<SL, <L, Lq,... ,Ln>>, <Sf, <L, Ly, ... 7Ln>>>
donde L es un literal que aparece en algin elemento de S

Roy: (), M) ~p t

donde S es una forma clausal, (S, M) y (S,(L1,...,Ly)) son elementos de O .

Las reglas del tipo Rp’; se encargan de eliminar los objetos asociados a for-
mas clausales en las que aparece la cldusula vacia. Las reglas del tipo R’ se
corresponden con la regla de eliminacién de clausulas unitarias y las reglas del
tipo Rp’3, con la regla de bifurcacién. Las reglas del tipo R’y detectan el final
del proceso.

La regla de eliminacién de literales puros no ha sido anadida pues lleva a una
regla de computacién que no conserva las asignaciones distinguidas tal y como se
exige en la propiedad Ps:

(S, M) € ONrp((S,M)) #t =
= (0 =p (S, M) <= 3(S;, M;) € ro((S, M)), 0 =p (Si, M;))

Si consideramos la regla de eliminacién de literales puros, entonces a partir
del objeto proposicional ({{p, q), (—=q, 7)), ()), se obtendra el objeto (((—q, 7)), (p)).
En esta situacion, la asignacion que hace p falsa y, g y r ciertos, es una asignacion
distinguida del primer objeto proposicional, pero no del segundo.
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Utilizando el STP anterior, junto con una funcién de representacién i, y una
regla de computacion rp adecuadas, obtenemos un procedimiento de decisién de
satisfacibilidad basado en bifurcacién y eliminacién de clausulas unitarias, como
un caso particular del algoritmo SAT,. Ademads, para garantizar las propiedades
de terminacién, correccién y completitud, tenemos que proporcionar una funcién
de medida p y una funcion modelo o/, de forma que D’ sea exitoso con respecto

a TD/’ /iD/7 M'D’ y O-'Dl‘
Definicién 8.49 Para el STP D’ definimos:

1. La funcién de representacion iy tal que para toda F € P(X), iy (F) =

(FC(F), ()

2. La regla de computacion r, que actia de la siguiente forma. Dado un
objeto proposicional (S, M), si S contiene la cldusula vacia, se le aplica una
regla del tipo Rp'y. En otro caso se selecciona un literal de una clausula
unitaria en S, si es que existe. En este caso se le aplica una regla del tipo
Rp'y. Sien S no hay clausulas unitarias, se selecciona un literal cualquiera
que aparezca en algin elemento de S, si es que existe, y se le aplica una
regla del tipo Rp's. Si S es la forma clausal vacia, se aplica una regla del
tipo Rp'4.

3. La funcién de medida i tal que, para todo (S, M) € Op, pup ({(S, M)) es
la longitud de la forma clausal S, 1(S).

4. La funcién modelo oy tal que, para todo (S, M) € O, up ((S, M)) = p si
v solo si p es un literal positivo que aparece en M.

Teorema 8.50 EI STP D’ es exitoso con respecto a la regla de computacion 1o,
la funcién de representacion iy, la funcién de medida i y la funcion modelo
Op-

Demostracion:
Para demostrar el teorema tendremos que probar las propiedades Py, Po, Ps
y P4 para las funciones rp/, ip, fip' Y Opr-

Py: Dado (S;, M;) € r((S,M)), entonces existe un literal L tal que S; = Sy o
S; = S7, luego por el teorema 8.39 se verifica que ppy ((S;, M;)) = I(S;) <
1(S) = o ({3, M)).

Py: Dada la férmula F, o =5 (FC(F),()) siy sélosi o = FC(F)y, por el teorema
8.20, esto ocurre si y sblo si o = F.

Ps: Dado (S, M) € Op tal que r({S, M)) # t, entonces se tienen tres situaciones
distintas:
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L. rp((S,M)) = (). En este caso la cldusula vacia estd en Sy, por el teo-

rema 8.12, S no tiene modelos. Por otro lado, no existe ningiin elemento
en rp((S,M)). Por tanto se tiene la equivalencia o =, (S, M) <~
(Si, M;) € rp((S, M)), 0 Ep (Si, M;)

e ((S, (L, ..., Ly))) = ((Si, (L, L1,...,Ly,))) para algin literal L tal

que (L) € S:

(a) Sea ¢ una asignacién distinguida de (S, (L1, ... , Ly)), es decir, o = S
y 0 = L; para todo i. Como (L) € Sy o |= S entonces o = Ly, por
el teorema 8.29-1, ¢ |= Sy. Luego ¢ es una asignacion distinguida de
(Sp,(L,Ly,...,Ly,)).

(b) Sea ¢ una asignacién distinguida de (S, (L, L,..., Ly)), es decir,
o SL, 0o Lyo | L; para todo i. Por el teorema 8.29-2,
o[L/T] E S. Como o = L se tiene ¢ = ¢[L/T| y por tanto o |= S.
Luego o es una asignacion distinguida de (S, (L1, ... , L,)).

o ((S, Ly, . L)) = ((Sp, (L, Ly, ..., L)), (Sg, (L, Ly, ... ,L,))) pa-

ra algin literal L que aparece en un elemento de S.

(a) Sea o una asignacién distinguida de (S, (L1, ..., L,)), es decir, 0 = S
y 0 = L; para todo i. Se tiene que 0 = Loo = L. Sio | L
la situacién es igual que para el caso 2 y por tanto ¢ es una asig-
nacién distinguida de (Sg, (L, Ly,...,L,)). Si ¢ = L, por el teo-
rema 8.29-1, ¢ = Sy. Luego o es una asignacién distinguida de
(St,(L,Ly,...,Ly,)).

(b) Si o es una asignacién distinguida de (Sy, (L, Ly, ..., L,)), entonces

al igual que en el caso 2, se puede concluir que ¢ es una asignaciéon
distinguida de (S, (L1, ..., Ly)).
Si o una asignacién distinguida de (St, (L, Li,...,L,)), es decir,
o= S;, 0 = Lyo = L para todo i. Por el teorema 8.29-2,
o[L/T] E S. Como o |= L se tiene 0 = o¢[L/T] y por tanto o = S.
Luego o es una asignacion distinguida de (S, (Lq, ..., Ly)).

Py Sea (S, M) € Op tal que rp ((S, M)) = t, entonces S es la forma clausal vacia,
que es cierta en cualquier asignacién. Por tanto o ((S, M)) = S. Por otro
lado, la construccién de o5 ((S, M)) y el hecho de que M no contiene literales
complementarios nos asegura que para cualquier literal L en M, o, ((S, M)) |=
L. Por tanto, o ((S, M)) es una asignacién distinguida de (S, M).

O

8.3.2 Formalizacién de D’

Para formalizar el conjunto de objetos proposicionales en los que se basa D',
tenemos que definir una funcion que caracterice dichos objetos. El conjunto Oy
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estd compuesto por pares de la forma (S, M), tales que S es una forma clausal y
M es una lista de literales en la que no aparecen literales complementarios y tal
que para todo L en M, ni L ni L aparecen en ningtin elemento de S.

La funcién que caracteriza el conjunto Oy es d&p-objeto. En su definicién he-
mos utilizado la funcién es-forma-clausal para comprobar que S es una forma
clausal, la funcién tiene-literales-complementarios para comprobar que M
no tiene literales complementarios y, para comprobar que dado un elemento L de
M, ni L ni L estdn en S, definimos la funcién lista-literales-no-esta-en-fc:

240
(defun d&p-objeto (S-M)

(and (es-forma-clausal (car S-M))
(es-clausula (cdr S-M))
(not (tiene-literales-complementarios (cdr S-M)))
(lista-literales-no-esta-en—-fc (cdr S-M) (car S-M))))

(defun lista-literales-no-esta-en-fc (lista-L Fc)
(cond
((endp lista-L) t)
(t (and (not (literal-en-forma-clausal (car lista-L) Fc))
(not (literal-en-forma-clausal
(complementario (car lista-L)) Fc))
(lista-literales-no-esta-en-fc (cdr lista-L) Fc)))))

Las asignaciones distinguidas de un par (S, M) € O, son aquellas que son mo-
delo de S y hacen cierto todo literal L en M. La funcién modelo-forma-clausal
sirve para comprobar lo primero y para lo segundo definimos la funcién
modelo-lista-literales. La funcién d&p-asignacion-distinguida comprue-
ba que una asignacién es distinguida para un objeto proposicional:

271
(defun d&p-asignacion-distinguida (sigma S-M)

(and (modelo-forma-clausal sigma (car S-M))
(modelo-lista-literales sigma (cdr S-M))))

(defun modelo-lista-literales (sigma lista-L)
(cond ((endp lista-L) t)
((modelo sigma (car lista-L))
(modelo-lista-literales sigma (cdr lista-L)))
(t nil)))

La regla de computacién rp no estd completamente determinada puesto que,
si tenemos que aplicar reglas del tipo Rp’s 0 RD’3, no se indica un criterio para
la eleccion del literal L. En el primer caso escogeremos el literal de la primera
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cldusula unitaria de S, en el segundo caso se considera una funcién seleccion
que escoge un literal de alguna de las clausulas de S, si es que existe. La existen-
cia de esta funcion se asume en un encapsulado ACL2, caracterizandola por las

propiedades formalizadas en | 220].
La funcién que implementa la regla de computacién es la siguiente:
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(defun d&p-regla-computacion (S-M)

(let ((Fc (car S-M))
(lista-L (cdr S-M)))
(if (contiene-clausula-vacia Fc)
nil
(let ((C (busca-clausula-unitaria Fc)))
(if C
(list (cons (reduce-forma-clausal-literal (car C) Fc)
(cons (car C) lista-L)))
(let ((L (selecciomn Fc)))
(if L
(1ist (cons (reduce-forma-clausal-literal L Fc)
(cons L lista-L))
(cons (reduce-forma-clausal-literal-c L Fc)
(cons (complementario L) lista-L)))

£)))))))

En esta definicién hemos utilizado la funcién contiene-clausula-vacia, de-
finida en [ 190}, que comprueba si una forma clausal contiene la cldusula vacfa, asi
como reduce-forma-clausal-literal y reduce-forma-clausal-literal-C,
definidas en [ 210], que, respectivamente, reducen una forma clausal por un literal
L y por su complementario. La funcién busca-clausula-unitaria devuelve la
primera cldusula unitaria de una forma clausal.

Obsérvese que el resultado devuelto por esta funcion es t o una lista de objetos
proposicionales. La formalizacién de esta propiedad es la siguiente:
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(defthm d&p-objeto-d&p-regla-computacion

(implies (and (d&p-objeto S-M-1)
(member-equal S-M-2
(d&p-regla-computacion S-M-1)))
(d&p-objeto S-M-2)))

La funcién de representacion i, es bastante simple, consiste en construir un
par cuyo primer elemento sea el resultado de evaluar el algoritmo FC sobre una
formula F'y cuyo segundo elemento es la lista vacia. Esta construccién la realiza
la funciéon d&p-representacion. El valor que devuelve es un elemento de Oy .
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(defun d&p-representacion (F)
(l1ist (forma-clausal F)))

(defthm d&p-representacion-es-d&p-objeto
(implies (es-proposicional F)
(d&p-objeto (d&p-representacion F))))

La funcién de medida pp de un objeto (S, M), es la longitud de la forma
clausal S. La funcién medida-forma-clausal, definida en [223], calcula dicho
valor. La funcién que implementa la medida pp es d&p-medida. El resultado
que devuelve es un ordinal.
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(defun d&p-medida (S-M)

(medida-forma-clausal (car S-M)))

(defthm eO-ordinalp-d&p-media
(e0-ordinalp (d&p-medida secuente)))

La funcién modelo o, aplicada a un objeto (S, M), construye una asignacién
en la que un simbolo p es cierto si y sélo si es un literal positivo que aparece
en M. De esta forma, todos los literales positivos de M son ciertos y, como
M no contiene literales complementarios, todos los literales negativos también
lo son. Esta asignaciéon se construye extendiendo la asignacion parcial vacia, de
forma que todos los elementos de M sean ciertos. Para extender una asignacion
haciendo un literal cierto utilizamos la funciéon asume-literal, presentada en
183
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(defun d&p-modelo (S-M) .

(modelo-literales (cdr S-M)))

(defun modelo-literales (lista-L)
(cond ((endp lista-L) nil)
(t (asume-literal (car lista-L)
(modelo-literales (cdr lista-L))))))

Veamos a continuacién la formalizacion de las propiedades que garantizan que
D’ es un STP exitoso. La propiedad P; esta formalizada por el evento P1-d&p y
se demuestra facilmente a partir de los eventos presentados en .
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(defthm P1-d&p :

(implies (member-equal S-M-2 (d&p-regla-computacion S-M-1))
(e0-ord-< (d&p-medida S-M-2)
(d&p-medida S-M-1))))
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La prueba de la propiedad P; es inmediata a partir de las definiciones de asig-
nacién distinguida y la equivalencia entre el valor de una féormula y el de la forma
clausal obtenida con el algoritmo FC, formalizada en [202]. Su formalizacién es
la siguiente:
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(defthm P2-d&p t

(implies (es-proposicional F)
(iff (d&p-asignacion-distinguida
sigma (d&p-representacion F))
(modelo sigma F))))

Para formalizar la propiedad P3 necesitamos definir una funcién que comprue-
be si una asignacion es distinguida para algtin objeto de una lista. Esta funcion
es d¢p-asignacion-distinguida-lista. La formalizacion de esta funcion y de
la propiedad Pj es la siguiente:
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(defthm P3-d&p

(implies (and (d&p-objeto S-M)
(not (equal (d&p-regla-computacion S-M) t)))
(iff (d&p-asignacion-distinguida-lista
sigma (d&p-regla-computacion S-M))
(d&p-asignacion-distinguida sigma S-M))))

(defun d&p-asignacion-distinguida-lista (sigma d&p-obj-1lst)
(cond ((endp d&p-obj-1lst) nil)
(t (or (d&p-asignacion-distinguida
sigma (car d&p-obj-1lst))
(d&p-asignacion-distinguida-lista
sigma (cdr d&p-obj-1st))))))

La prueba del evento P3-d&p se obtiene a partir de propiedades de las funcio-
nes de reduccién similares a las mostradas en y [214]

Finalmente, la propiedad P, se demuestra facilmente a partir de la definicion
de d&p-modelo y el hecho de que, para todo objeto (S, M), M no contiene literales
complementarios.
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(defthm P4-d&p

(implies (and (d&p-objeto S-M)
(equal (d&p-regla-computacion S-M) t))
(d&p-asignacion-distinguida (d&p-modelo S-M) S-M)))
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El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *sat-genericox*
utilizando las funciones que describen el STP exitoso D’. Para seleccionar el
objeto a procesar en cada paso hemos utilizado la funcién car, que devuelve el
primer elemento de una lista.
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(definstancia-*sat-genericox
((gen-objeto d&p-objeto)
(gen-representacion d&p-representacion)

(gen-asignacion-distinguida d&p-asignacion-distinguida)
(gen-asignacion-distinguida-lista
d&p-asignacion-distinguida-lista)

(gen-regla-computacion d&p-regla-computacion)
(gen-seleccion car)

(gen-medida d&p-medida)
(gen-modelo d&p-modelo))

"-secuentes")

Una vez evaluado este evento, se obtiene automaticamente la funcién que im-
plementa el algoritmo SAT, , como una instancia de SAT,. También se obtienen
versiones basadas en el procedimiento de transformacién de formas clausales, del
algoritmo de decisién de validez DAT; y del procedimiento de construccién de
modelos MOD;. Estas funciones son las siguientes:

(DEFUN SAT-GENERICO-D&P (F)
(OBJ-SAT-GENERICO-D&P (LIST (D&P-REPRESENTACION F))))

(DEFUN MOD-GENERICO-D&P (F)
(D&P-MODELO (FIRST (SAT-GENERICO-D&P F))))

(DEFUN DAT-GENERICO-D&P (F)
(NOT (SAT-GENERICO-D&P (NEGACION F))))

(DEFUN 0BJ-SAT-GENERICO-D&P (LISTA-0)
(IF (ENDP LISTA-0)

NIL

(LET* ((0 (CAR LISTA-0))
(RESTO (ELIMINA-UNA (CAR LISTA-0) LISTA-0))
(EXPANSION (D&P-REGLA-COMPUTACION 0)))

(COND ((EQUAL EXPANSION T) (LIST 0))
(T (0OBJ-SAT-GENERICO-D&P
(APPEND EXPANSION REST0)))))))
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Ademas de generar automaticamente estas funciones, al instanciar la teoria
genérica *sat-generico*, también se obtienen de forma automaética los eventos
que establecen sus propiedades correccién y completitud.

(DEFTHM CORRECCION-SAT-GENERICO-D&P
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(SAT-GENERICO-D&P F))

(MODELO (MOD-GENERICO-D&P F) F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-SAT-GENERICO-D&P

(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(MODELO SIGMA F))
(SAT-GENERICO-D&P F)))

(DEFTHM CORRECCION-DAT-GENERICO-D&P
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(DAT-GENERICO-D&P F))

(MODELO SIGMA F)))

(DEFTHM COMPLETITUD-DAT-GENERICO-D&P
(IMPLIES (AND (ES-PROPOSICIONAL F)
(NOT (DAT-GENERICO-D&P F)))
(NOT (MODELO (MOD-GENERICO-D&P (NEGACION F))
F))))

8.4 Ejemplos

En esta seccién explicamos como se utilizan los procedimientos de decision de-
sarrollados en este capitulo, presentando datos sobre su evaluacion en algunas
férmulas representando el problema de las N reinas [62] y algunos de los proble-
mas de la coleccién DIMACS [82].

Una vez certificados los libros, ponemos en funcionamiento el sistema, eva-
luando la orden acl2 en el directorio 8-davisputnam:

../calculos-proposicionales/8-davisputnam> acl2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/8-davisputnam".

ACL2 I>
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A continacién incluimos el libro que contiene la teoria desarrollada en este
capitulo. Los libros de los que éste depende son incluidos automéaticamente por
el sistema:

ACL2 !>(include-book "davis-putnam")

Para poder utilizar los procedimientos de decisién desarrollados en este capi-
tulo, tenemos que proporcionar una definiciéon concreta de la funciéon que selec-
ciona un literal de una forma clausal. El simbolo asociado a esta funcion ya existe
en el sistema por lo que tendremos que redefinirla. Las propiedades de los proce-
dimientos de decisiéon se mantienen siempre que la nueva definicién de la funcién
seleccion tenga las propiedades presentadas en [ 220].

ACL2 !>(set-ld-redefinition-action ’(:warn . :overwrite) state)

ACL2 !>(defun seleccion (Fc)
(cond ((endp Fc) nil)
((endp (car Fc))
(seleccion (cdr Fc)))
(t (car (car Fc)))))

En la tabla 8.1 se muestra informacién sobre el tiempo de comprobacion de
la satisfacibilidad de las férmulas correspondientes al problema de las N reinas,
para algunos valores de N. Estos tiempos incluyen la transformacion a forma
clausal y la evaluaciéon del procedimiento de decisiéon SAT-davis-putnam. En la
seccion 4.3 se indica como se carga en ACL2 el fichero en el que se define esta
familia.

Tamano del tablero 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo 0.010 | 0.020 | 0.090 | 0.290 | 0.690 | 2.140 | 3.220

Tabla 8.1: Tiempos de evaluacion para el problema de las N reinas

La familia de ejemplos para la que presentamos los datos a continuacién
estd tomada de la coleccion DIMACS, que se encuentra disponible en
http://www.intellektik.informatik.tu-darmstadt.de/SATLIB/. Esta co-
leccién consiste en distintas familias de problemas expresados en forma clausal,
en las que los literales positivos se representan con niimeros enteros positivos y los
negativos con numeros enteros negativos. Para poder evaluar los procedimientos
de decisién de satisfacibilidad para conjuntos de clausulas sobre estos ejemplos,
hemos modificado la formalizacién de la sintaxis de la logica proposicional.
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H Problema \ Satisfacible \ Variables \ Clausulas \ Tiempo H
aim-50-1_6-no-1 No 20 80 6.530
aim-50-1_6-no-2 No 20 80 2.140
aim-50-1_6-no-3 No 50 80 3.730
aim-50-1_6-no-4 No 20 80 1.230
aim-50-1_6-yes1-1 Si 20 80 0.550
aim-50-1_6-yes1-2 Si 20 80 0.280
aim-50-1_6-yes1-3 Si 50 80 0.180
aim-50-1_6-yes1-4 Si 50 80 0.120
aim-50-2_0-no-1 No 50 100 | 13.260
aim-50-2_0-no-2 No 20 100 3.030
aim-50-2_0-no-3 No 20 100 2.650
aim-50-2_0-no-4 No 20 100 1.730
aim-50-2_0-yes1-1 Si 50 100 0.710
aim-50-2_0-yes1-2 Si 50 100 0.460
aim-50-2_0-yes1-3 Si 50 100 0.140
aim-50-2_0-yes1-4 Si 20 100 0.360
aim-50-3_4-yes1-1 Si 20 170 1.280
aim-50-3_4-yes1-2 Si 50 170 7.800
aim-50-3_4-yes1-3 Si 50 170 3.210
aim-50-3_4-yesl1-4 Si 50 170 1.900
aim-50-6_0-yes1-1 Si 20 300 1.650
aim-50-6_0-yes1-2 Si 20 300 0.630
aim-50-6_0-yes1-3 Si 50 300 1.190
aim-50-6_0-yes1-4 Si 50 300 1.170

Tabla 8.2: Datos sobre la evaluacién de la familia AIM-50

Destacamos el hecho de que sélo ha sido necesario modificar ligeramente el ar-
chivo sintaxis.lisp. La teoria desarrollada en el resto de los archivos se mantie-
ne exactamente igual. En el directorio calculos-proposicionales/0O-ejemplos
se encuentra el subdirectorio dimacs, donde estén los libros necesarios para eva-
luar estos ejemplos. Para certificar estos libros y evaluar los ejemplos, basta con
ejecutar la orden make en dicho directorio:

../calculos-proposicionales/0O-ejemplos/dimacs> make

En la tabla 8.2 se muestran los tiempos de evaluacién obtenidos para la familia
AIM-50. En esta tabla también indicamos el ntiimero de variables y el niimero de
clausulas de cada problema y si se trata de un conjunto de clausulas satisfacible

o no. En el directorio dimacs/0O-ejemplos hay otras familias tomadas de la
coleccion DIMACS.
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Sumario
En este capitulo:

e Se han presentado los conceptos de clausula y forma clausal, demostrando
resultados que caracterizan las clausulas vélidas y las formas clausales in-
satisfacibles. La formalizacion correspondiente se ha realizado tanto en la
semantica clasica como en la de Kleene.

e Se ha desarrollado un algoritmo para transformar una formula proposicional
en una forma clausal l6gicamente equivalente a ella. Se ha demostrado que
este algoritmo termina y que calcula una forma clausal légicamente equiva-
lente a la férmula inicial. Se ha probado que la validez de una forma clausal
queda asegurada cuando este algoritmo devuelve la forma clausal vacia. Se
ha formalizado el algoritmo y sus propiedades tanto en la semantica clasica
como en la de Kleene.

e Se ha analizado el conjunto de reglas de transformaciéon en las que se basa
el procedimiento de Davis y Putnam y se ha demostrado que estas reglas
preservan la satisfacibilidad de las formas clausales. Se han construido dos
procedimientos de decision de satisfacibilidad para formas clausales basados
en estas reglas, presentando el segundo de ellos como un refinamiento del
primero. Se han probado las propiedades de correccién y completitud de
estos algoritmos. El desarrollo se ha realizado tanto para la seméntica
clasica como para la de Kleene.

e Se ha definido un sistema de transformacién proposicional basado en el
procedimiento de Davis y Putnam. Se han demostrado las propiedades que
garantizan que dicho sistema es exitoso. Una vez formalizados los elementos
y propiedades que describen este STP, se ha mostrado como se obtienen
automaticamente algoritmos verificados de decision de satisfacibilidad y
validez, como una instancia de la teoria asociada al marco genérico.
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Capitulo 9

Resolucion

El calculo de resolucién fué inventado por Robinson en 1965 [65]. Desde entonces
el procedimiento bésico de resolucion ha sido refinado dando lugar a distintas
variantes. Quizd la més conocida sea la SLD-resolucion [46], en la que se basa la
programacion logica. Estas variantes también se han utilizado en el desarrollo de
sistemas de deduccion, entre los que destaca OTTER [56] y su variante EQP, uti-
lizado con éxito en la obtencién de una demostracién de la conjetura de Robbins
[55].

En este capitulo presentamos el calculo de resolucién desde un punto de vista
genérico: el proceso basico de resolucion, el calculo de una resolvente, se hace
depender de una condicion predeterminada. La consideracion de distintas condi-
ciones da lugar a distintas variantes de resolucién: positiva, negativa, seméantica,
con conjunto soporte, ... Un desarrollo méas amplio acerca de los procedimientos
de decisién basados en resolucién y sus variantes puede encontrarse en [4].

El capitulo estd formado por tres secciones. En la primera se presenta el con-
cepto clasico de resolvente binaria y el de resolvente condicionada. En este ultimo
el calculo de las resolventes se hace depender de una condiciéon predeterminada
a la que llamaremos condicion de resolucion. Varios refinamientos de resolucion
se pueden obtener considerando distintas condiciones de resolucion. Se presentan
algoritmos de saturacién y de decisién de insatisfacibilidad basados en resolucién
condicionada y se demuestran sus propiedades de terminacién y correccion. En
esta seccidn se establecen los eventos relacionados con la formalizacion de estos
algoritmos y la demostracion de sus propiedades.

La segunda seccion esta dedicada a la prueba de Bezem de la completitud de
la resolucién condicionada presentada en [8]. Esta prueba ha sido formalizada
en ACL2 y se utiliza para demostrar la completitud del algoritmo de decisién de
insatisfacibilidad cuando la condicién de resolucién verifica cierta propiedad con
respecto a una asignacion predeterminada. También se presentan y formalizan
conceptos y propiedades relativas a conjuntos de representantes de colecciones de
conjuntos, necesarios en el desarrollo de la prueba.

En la tercera seccion se define una teoria genérica que facilita la reutilizacion
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de los algoritmos desarrollados en la primera seccion, preservando sus propiedades
de correccion y completitud. Se presentan ejemplos de instancias de esta teoria
genérica para la resolucion binaria, positiva, negativa, seméntica y con conjunto
soporte.

9.1 Resoluciéon condicionada

Los procedimientos basados en el principio de resolucion consisten en, a partir
de un conjunto de clausulas, generar todas las posibles clausulas que se pueden
obtener aplicando una regla de inferencia béasica. Esta regla consiste en, bajo
ciertas condiciones, obtener una nueva clausula, llamada resolvente, a partir de
de otras dos, llamadas clausulas padre, de forma que la satisfacibilidad de las
clausulas padre asegura la satisfacibilidad de la resolvente. Asi, el conjunto de
clausulas inicial se va incrementando con las nuevas cldusulas generadas hasta
que llega a ser saturado por resolucion, es decir, no se puede obtener ninguna
resolvente nueva. Si, a lo largo del proceso, se obtiene la clausula vacia, entonces
se puede afirmar que el conjunto original es insatisfacible. Si, por el contrario, se
llega a obtener un conjunto saturado por resolucion en el que no esta la clausula
vacia, entonces se puede afirmar que el conjunto original es satisfacible. De
forma intuitiva, el procedimiento de resoluciéon genera todas las clausulas que
son consecuencia légica de un conjunto de cldusulas de partida. Si se obtiene la
clausula vacia, que es insatisfacible, entonces el conjunto de clausulas inicial no
puede ser satisfacible.

A lo largo de este capitulo, las clausulas se consideran conjuntos en lugar de
listas. Esto se hace para evitar la generacion de clausulas con los mismos literales,
lo que haria innecesariamente largo el proceso de saturacion. De la misma forma,
hablamos de conjuntos de clausulas en lugar de formas clausales, es decir, listas
de clausulas. Esto no supone ningtin cambio en la representacion de las cldusulas,
que siguen siendo listas de literales, ni en la de las formas clausales, que siguen
siendo listas de clausulas. El cambio aparece cuando se realizan operaciones sobre
clausulas, como comparacion o unién, en estos casos tenemos que tener en cuenta
que los elementos pueden aparecer en cualquier orden. Las funciones que actian
sobre conjuntos seran comentadas conforme vayan apareciendo en el texto.

9.1.1 Conjuntos saturados por resoluciéon condicionada

La operacion bésica en la que se basan los procedimientos de resolucion, es la que
calcula una nueva clausula, llamada resolvente, a partir de otras dos, llamadas
clausulas padres, de forma que la satisfacibilidad de las clausulas padre asegura
la satisfacibilidad de la resolvente. Las diferencias entre estos procedimientos
consisten en exigir distintas propiedades a las clausulas padre para poder obtener
la resolvente. Por tanto, la situacion mas general es aquella en la que no se
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exige ninguna propiedad a las cldusulas padre. En este caso el procedimiento de
resolucién se denomina resolucién binaria.

Definicién 9.1 Sean Cy y Cy dos cldusulas y L un literal tal que L € Cy y
L € (. La resolvente binaria, o simplemente resolvente, de Cy y C con respecto
al literal L es la clausula (Cy — {L}) U (Cy — {L}).

En la formalizacion del concepto de resolvente hemos prescindido de las com-
probaciones L € Cy y L € Cy. Esto es debido a que estd funcién tnicamente serd,
evaluada para determinados literales tomados de ', cuyo complementario apa-
rece en Cy. De esta forma, se evita una sobrecarga de comprobaciones que hace
que el codigo final sea un poco mas eficiente. Por otro lado, atin prescindiendo
de las comprobaciones L € Cy v L € O, la satisfacibilidad del resultado queda
garantizada si las clausulas padre son satisfacibles.
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(defun resolvente (L C-1 C-2)

(union-equal (elimina-elemento L C-1)
(elimina-elemento (complementario L) C-2)))

Donde la funciéon elimina-elemento elimina todas las ocurrencias de un ele-
mento de una clausula y la funcién union-equal agrupa todos los elementos de
dos listas eliminando los repetidos.

Una caracteristica de la funcién anterior es que, si los argumentos son clausu-
las, entonces el resultado sigue siendo una clausula. Esto se debe a que las
funciones union-equal y elimina-elemento tienen la misma propiedad:
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(defthm resolvente-es—-clausula

(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2))
(es-clausula (resolvente L C-1 C-2))))

Teorema 9.2 Si C' es la resolvente de las clausulas Cy y Cy en el literal L y o
una asignacion tal que o = Cy y o |= Cy, entonces o = C.

Demostracién:

En la situacion descrita en el enunciado del teorema, se tienen dos posibilida-
des,c =L oo =L o, deotra forma, o = L o 0 = L. Si o [~ L entonces, como
o |= Oy, se tiene 0 = (Cy, — {L}) y por tanto 0 = C. Si o % L entonces, como
o = C, se tiene o = (Cy — {L}) y por tanto o = C.

0

Obsérvese que en la demostracion del resultado no se ha utilizado en ningin
momento el hecho de que el literal L pertenezca a C; y el L a Cs. La formalizacion
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del teorema refleja esta situacion puesto que en las hipotesis no se exige que
el literal o su complementerio pertenezcan a las clausulas padre ni la funcién
resolvente lo comprueba:

7

(defthm correccion-resolvente
(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2)
(es-literal L)
(modelo-clausula sigma C-1)
(modelo-clausula sigma C-2))
(modelo-clausula sigma (resolvente L C-1 C-2)))))

Como se ha comentado antes, la funcién resolvente sélo se evaluara pa-
ra literales tomados de la primera clausula padre cuyo complementario apare-
ce en la segunda. Para obtener uno de estos literales consideramos la funcion
literal-resolucion-clausulas:
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(defun literal-resolucion-clausulas (C-1 C-2)
(cond ((endp C-1) nil)
((member-equal (complementario (car C-1)) C-2)
(car C-1))
(t (literal-resolucion-clausulas (cdr C-1) C-2))))

Nuestra intencion es definir un procedimiento de resolucion lo mas general po-
sible, dentro de las limitaciones del sistema. Para ello tenemos en cuenta que la
mayoria de las estrategias de resolucion se basan en comprobar cierta propiedad
sobre las cldusulas padre. Por ejemplo, en la resolucién positiva (negativa) una
de las clausulas padre ha de tener todos sus literales positivos (negativos), en la
resolucion unidad una de las clausulas padre ha de ser unitaria, en la resolucion
semantica una de las clausulas padre ha de ser cierta en una asignacién prede-
terminada y la otra falsa, etc. La propia resolucién binaria tiene asociada una
propiedad cuyo valor es siempre cierto.

Definicién 9.3 Sean C y Cy dos clausulas, L un literal y P un predicado binario
conmutativo tales que L € Cy, L € Cy y P(C}, (). La resolvente condiciona-
da de C; y Cy con respecto al literal L es la cldusula (C; — {L}) U (Cy — {L}).
Llamaremos a P la condicion de resolucion.

A lo largo de este capitulo consideraremos un predicado binario conmutativo
predeterminado al que llamaremos condicion, y siempre que usemos el término
“resolvente”, estaremos haciendo referencia al concepto de “resolvente condicio-
nada”. Este predicado se ha incorporado a la formalizacién utilizando un encap-
sulado de ACL2. De esta forma se ha asumido la existencia de la funcién de dos
argumentos condicion con las siguientes propiedades:
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e El valor devuelto por la funcién condicion es un booleano en el sistema.
e La funcién condicion es conmutativa.

e La funcién condicion es congruente (ver seccién 2.2.7) con respecto a la
igualdad de clausulas como conjuntos.

La formalizacion de estas propiedades es la siguiente:
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(defthm condicion-boolean-p
(booleanp (condicion C-1 C-2)))

(defthm condicion-conmutativa
(iff (condicion C-1 C-2)
(condicion C-2 C-1)))

(defcong igual-conjunto iff (condicion C-1 C-2) 1)

(defcong igual-conjunto iff (condicion C-1 C-2) 2)

Donde la funcién igual-conjunto comprueba que dos listas contiene los mis-
mos elementos, es decir, son iguales como conjuntos.

Un aspecto importante de los procedimientos basados en resolucién es que
las clausulas validas son prescindibles, ya que la satisfacibilidad o insatisfaci-
bilidad de un conjunto de clausulas no depende de ellas. Esta afirmacién es
consecuencia de los resultados de correccion y completitud que se demuestran en
este capitulo acerca de un procedimiento basado en resolucién que no considera
clausulas validas.

Otra apreciacién importante es que, si hay dos literales distintos con respecto
a los cuales se pueda obtener una resolvente entre dos clausulas, entonces las
resolventes obtenidas son validas y, segiin lo anterior, se puede prescindir de ellas
en el procedimiento de resolucion.

Teorema 9.4 Dadas dos clausulas Cy y Cy, tales que P(C,Cs) y dos literales
distintos Ly y Lo tales que Ly, Ly € Cy y Ly, Ly € Csy, entonces la resolvente de
C1 y Cy con respecto a Ly es valida. Por tanto, la resolvente con respecto a Lq
también es valida.

Demostracion:

Puesto que Ly es distinto de L, entonces se tiene que Ly € C; — {L1}. De la
misma forma, como Ly es distinto de L; se tiene que Ly € Cy — {Zl}. Luego la
resolvente de C y C5 con respecto a L; contiene literales complementarios y, por
el teorema 8.5, es valida.

U
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Esto quiere decir que la resolvente entre dos clausulas es tnica salvo que se
obtengan clausulas validas, de las que se prescinde. Por tanto, para obtener una
resolvente sin literales complementarios basta con, comprobar si las clausulas
padre cumplen la propiedad P y buscar el primer literal L, de la primera clausula
padre C7, cuyo complementario aparezca en la segunda clausula padre Cs. Si
la resolvente de C} y Cy con respecto a L contiene literales complementarios,
entonces cualquier resolvente entre dichas clausulas los tendra y se prescinde de
todas. Si, por el contrario, la resolvente de C; y C5 con respecto a L no contiene
literales complementarios, entonces L es el tnico literal con respecto al que se
puede calcular una resolvente entre C; y C3. De aqui en adelante llamaremos
resolvente de dos clausulas a la unica resolvente sin literales complementarios
entre dichas clausulas, si es que existe.

La funcién resolucion-cond-clausulas calcula una resolvente entre dos
clausulas, si es que existe, teniendo en cuenta lo anterior. Esta funcién utili-
za nil para indicar que no ha sido posible obtener una resolvente sin literales
complementarios entre las cldusulas padre. Sin embargo nil es la lista vacia y
podria ser obtenida como resolvente entre dichas clausulas. Por eso esta funcién
devuelve una lista unitaria formada por la resolvente obtenida. De esta forma,
el resultado nil indica que no hay resolventes sin literales complementarios y
el resultado (nil), que la resolvente obtenida es la cldusula vacia. Para com-
probar si la resolvente tiene literales complementarios hemos utilizado la funcion
tiene-literales-complementarios, presentada en
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(defun resolucion-cond-clausulas (C-1 C-2)
(if (condicion C-1 C-2)
(let ((L (literal-resolucion-clausulas C-1 C-2)))
(if L
(let ((res (resolvente L C-1 C-2)))
(if (tiene-literales-complementarios res)
nil
(list res)))
nil))
nil))

Como se ha comentado al comienzo de esta seccién, el objetivo de los procedi-
mientos basados en resolucién es generar todas las clausulas que sean consecuencia
logica de un conjunto de clausulas de partida. Cuando se llega a esta situacion,
diremos que hemos obtenido un conjunto de clausulas saturado por resolucién.

Definicién 9.5 Diremos que un conjunto de clausulas S esta saturado por resolu-
cién (condicionada) si para cualesquiera Cy,Cy € S tales que P(Cy,Csy), entonces
la resolvente de C y Cs, si es que existe, aparece en S.
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La formalizacién de este concepto en ACL2 es compleja puesto que el sistema
no dispone de un cuantificador. Sin embargo, la cuantificacién a la que hace
referencia la definicién se realiza sobre los elementos del conjunto de clausulas
inicial y este tipo de cuantificacion se puede formalizar analizando recursivamente
la lista que representa dicho conjunto. De esta forma, para cada elemento C' de S,
comprobaremos que las resolventes entre C' y algtin otro elemento de S aparecen
en S. Para hacer esto tendemos que volver a analizar recursivamente la lista que
representa el conjunto S.
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(defun saturado-cond-conjunto (S)

(saturado-cond-conjunto-aux S S))

(defun saturado-cond-conjunto-aux (S-1 S-2)
(cond
((endp S-1) t)
(t (and (saturado-cond-clausula-conjunto (car S-1) S-1 S-2)
(saturado-cond-conjunto-aux (cdr S-1) S-2)))))

(defun saturado-cond-clausula-conjunto (C S-1 S-2)
(cond
((endp S-1) t)
(t (let ((res (resolucion-cond-clausulas C (car S-1))))
(if (consp res)
(and (conjunto-miembro (car res) S-2)
(saturado-cond-clausula-conjunto C (cdr S-1) S-2))

(saturado-cond-clausula-conjunto C (cdr S-1) S$-2))))))

La funcién saturado-cond-clausula-conjunto comprueba que las resolven-
tes entre una clausula C y algtin elemento del conjunto S-1 aparecen en S-2.
Para ello utiliza la funciéon conjunto-miembro que comprueba si en una colec-
ciéon de conjuntos existe alguno igual a uno dado. Para comprobar que las re-
solventes entre dos elementos cualesquiera de S-1 aparecen en S-2 definimos la
funcién saturado-cond-conjunto-aux. Obsérvese que, como la resolvente entre
dos clausulas C y Cs, si es que existe, es la misma, es decir el mismo conjunto,
que la resolvente entre Cy y (1, esta funcién evita realizar la doble comproba-
cion calculando sélo las resolventes entre un elemento de S-1 y los que le siguen.
Finalmente, la funciéon saturado-cond-conjunto comprueba si el conjunto S es
saturado por resolucién.

Se verifica que, si un conjunto de clausulas es saturado por resolucién segin
la funcién anterior entonces, la resolvente, si es que existe, de dos clausulas cua-
lesquiera que aparezcan en dicho conjunto también aparece en él:
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259
(defthm saturado-cond-conjunto-contiene-resolventes

(implies
(and (saturado-cond-conjunto S)
(conjunto-miembro C1 S)
(conjunto-miembro C2 S)
(consp (resolucion-cond-clausulas C1 C2))
(es-forma-clausal S))
(conjunto-miembro (car (resolucion-cond-clausulas C1 C2))

$)))

Para comprobar que un conjunto de cldusulas es saturado por resolucion, es
mas comodo utilizar la definicién 9.5 como un teorema ACL2 de caracterizacion:
Si suponemos la existencia de ciertas hipdtesis (saturado-cond-H) y un conjunto
de clausulas (saturado-cond-S) de forma que se pueda demostrar el siguiente
evento:

B
(defthm resolvente-cond-miembro-saturado
(implies
(and (saturado-cond-H)
(conjunto-miembro C1 (saturado-cond-S))
(conjunto-miembro C2 (saturado-cond-S))
(consp (resolucion-cond-clausulas C1 C2)))
(conjunto-miembro (car (resolucion-cond-clausulas Cl C2))
(saturado-cond-S))))
Entonces se puede demostrar este otro:
2061

(defthm saturado-cond-conjunto-extension
(implies (saturado-cond-H)
(saturado-cond-conjunto (saturado-cond-S))))

De esta forma, la prueba de que un conjunto de clausulas S es saturado por
resolucién, consiste en hacer una instancia funcional (ver seccién 2.2.6) de este
ultimo evento en la que la funciéon saturado-cond-S sea la funciéon constante
igual a S y la funciéon saturado-cond-H un conjunto de hipdtesis, demostrando
previamente un resultado similar al mostrado en sobre 8 y dichas hipétesis.
En la seccién 9.1.4 hay un ejemplo de uso de esta técnica.

9.1.2 Decision de insatisfacibilidad por saturacion:
INSAT,

Como se ha comentado en la secciéon anterior, los procedimientos basados en
resolucion se basan en, a partir de un conjunto de clausulas, obtener otro saturado
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por resolucion. El conjunto original serd satisfacible si y sélo si en el proceso de
saturacion no se obtiene la clausula vacia. Por tanto, es importante asegurarse de
que se generan todas las resolventes posibles, mediante un proceso que, en el caso
de la logica proposicional, termina para cualquier conjunto de clausulas inicial.
Para conseguir esto es habitual considerar dos conjuntos, en el primero, 57,
se encuentran las cldusulas para las que todavia se pueden generar resolventes
nuevas, mientras que en el segundo, Ss, se encuentran aquellas para las que ya se
han generado todas las resolventes posibles. El proceso de saturacién consiste en
tomar una clausula C' del primer conjunto y obtener todas las resolventes entre C'
y algtin elemento de S5. Estas resolventes son anadidas a Sy, de donde se elimina
C, que es anadido a Sy. El proceso continiia hasta que S; se queda vacio. Si el
proceso comienza con Sy igual al conjunto vacio, entonces al terminar se obtiene
en S, la saturacién por resolucién de S;. Si a lo largo del proceso se obtiene la
clausula vacia entonces el conjunto de clausulas original es insatisfacible.

Algoritmo 9.6 (SR) El dato de entrada de este algoritmo es un conjunto de
clausulas S. Inicialmente se consideran los conjuntos S; = S y Sy = ) y se actia
como sigue:

1. Si S) esta vacio, el algoritmo termina y devuelve Ss.

2. Se selecciona la primera clausula C' de Sy y se obtienen todas las resolventes
entre C' y los elementos de Sy que no aparezcan en Sy ni en Sy. Llamaremos
a este conjunto S,,.

3. Si S, contiene la clausula vacia, el algoritmo termina y devuelve t.

4. Si S, no contiene la clausula vacia, se vuelve al paso 1 con los conjuntos

(S, —{CYHUS, v S» U {CY}.

En la siguiente tabla se muestra un ejemplo de aplicacién de este proceso de
saturacién. Comenzando con S; = {((p,q), (p, 7q), (—q,p)) v S2 = (). La primera
cldusula que se toma de S} es (p, ), entre esta cldusula y Sy no se obtiene ninguna
resolvente, asi que eliminamos dicha clausula de S; y la anadimos a S;. En el
segundo paso se escoge la cldusula (p, ~¢). Ahora hay una resolvente entre esta
cldusula y las del conjunto Sy = ((p, q)), la clausula (p), que es anadida a S;. En
este punto S1 = ((p), (—q,p)) v S2 = {(p,q), (p,—q)). La siguiente cldusula que
se toma de Sy es (p). Entre esta cldusula y las de Sy no se generan resolventes,
por tanto anadimos (p) a Sy y lo eliminamos de S;. La siguiente clausula de S,
es (—p,q). Entre ésta y las de Sy se obtienen (¢), que se anade a Sy, y (p), de
la que se prescinde pues no es nueva. Finalmente se toma (¢) de S;. Entre esta
cldusula y las de Sy no aparecen nuevas resolventes (de nuevo se obtiene (p) que
ya habia aparecido), con lo que S; queda vacio y el proceso termina.
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Sy Sy C Resolventes
((p,a). (p,~q), (—q,p)) () (p,q)
(P, =), (=q,p)) (p,q)) {p, —q) (p)
(), (=g, p)) {(p,—9), (P, q)) (p)
((—q.p)) (), (p,—a), (p. @) (=g,p) | (p): (@)
(@) {((=q,p), (), (P, ~q > (p, ) (q) ()
() (@), (=g, p); (v), (P, ~q), (P, D))

El algoritmo SR se puede utilizar para decidir la insatisfacibilidad de un
conjunto de clausulas S, basta con comprobar que el resultado de aplicar dicho
algoritmo a S es t

Algoritmo 9.7 (INSATy) Dado un conjunto de clausulas S, INSAT:(S) =t
siy solo si SR(S) =

La funciéon INSAT-resolucion implementa el algoritmo INSATy. Esta fun-
cion se define comprobando que el resultado de evaluar saturacion-resolucion
sobre el conjunto de clausulas inicial es t.
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(defun INSAT-resolucion (S)

(equal (resolucion-saturacion S) t))

La funcién saturacion-resolucion implementa el algoritmo SR. Esta fun-
cién hace una llamada a la funciéon resolucion-cond-saturacion con el primer
argumento igual al conjunto de clausulas inicial y el segundo igual al conjunto
vacio.

263

(defun saturacion-resolucion (S)
(resolucion-cond-saturacion S nil))

La funcion resolucion-cond-saturacion implementa los puntos 2, 3 y 4 del
algoritmo de saturacion SR. Sus argumentos son los conjuntos de clausulas Sy y

Ss.

26

(defun resolucion-cond-saturacion (S-1 S-2)
(declare (xargs :measure (medida-saturacion S-1 S-2)))
(if (endp S-1)
S-2
(let ((resolventes (resolucion-cond-clausula-conjunto
(car S-1) S-2 nil (append S-1 S-2))))
(if (contiene-clausula-vacia resolventes)
t
(resolucion-cond-saturacion
(append resolventes (cdr S-1))
(cons (car S-1) S-2))))))
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La funcién resolucion-cond-clausula-conjunto implementa el punto 2.
Esta funcién recibe cuatro argumentos, el primero es la clausula que se toma del
conjunto Sp, el segundo es el conjunto Ss, el tercero es un acumulador donde se
iran almacenando las resolventes nuevas y el cuarto es la concatenacion de S y
S5 y se utiliza para comprobar si una resolvente ya ha aparecido.
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(defun resolucion-cond-clausula-conjunto (C S-2 S-N S-1-2)

(if (endp S-2)
S-N
(let ((res (resolucion-cond-clausulas C (car S-2))))
(if (or (not (consp res))
(conjunto-miembro (car res) S-1-2)
(conjunto-miembro (car res) S-N))
(resolucion-cond-clausula-conjunto
C (cdr S-2) S-N S-1-2)
(resolucion-cond-clausula-conjunto
C (cdr S-2) (cons (car res) S-N) S-1-2)))))

Utilizando un predicado condicion concreto, por ejemplo uno que siempre sea
cierto (que se corresponde con la resolucién binaria), podemos utilizar las funcio-
nes anteriores para comprobar la insatisfacibilidad de un conjunto de clausulas
y para obtener un conjunto saturado por resolucion, si es que el conjunto de
clausulas inicial es satisfacible.
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ACL2 !>(INSAT-resolucion ’( (p @) (p (- @)) (- p) @ )) =

NIL
ACL2 !>(saturacion-resolucion ’( (p @) (p (- @) ((- p) @ ))
(@ (P P) P (-Q) (P Q)
ACL2 !>(INSAT-resolucion
"((pg) (p (-q)) (p)q (=p) -9 )
T
ACL2 !>(saturacion-resolucion

"(pq (p (-q)) (P @ (p) -q) N

Obsérvese que la funcién saturacion-resolucion devuelve t en el caso de
que en el proceso se haya obtenido la cldusula vacia y en otro caso devuel-
ve el conjunto de clausulas saturado por resolucién. Por otro lado la funcién
INSAT-resolucion devuelve t si en el proceso de saturacion se obtiene la clausula
vacia y nil en otro caso.
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9.1.3 Terminacion de INSAT,

La terminacion del algoritmo I NSATy estara garantizada si se demuestra que la
funcién resolucion-cond-saturacion termina para cualquier dato de entrada.
Para ello se proporciona una medida de los argumentos, medida-saturacion,
que decrece en las llamadas recursivas. Veamos como se obtiene dicha medida.

La funcién resolucion-cond-saturacion tiene una unica llamada recursiva
en la que el primer argumento es (append resolventes (cdr S-1)) y el se-
gundo es (cons (car S-1) S-2). De esta forma, el segundo argumento de la
llamada recursiva siempre tiene un elemento mas que al principio, (car S-1),
mientras que el primer argumento siempre tiene un elemento menos, (car S-1),
y, eventualmente, se le anaden los elementos de resolventes.

Se tienen dos situaciones distintas en funcion del valor de resolventes. Si
este valor es nil, es decir no hay resolventes nuevas, entonces el primer argumen-
to de la llamada recursiva tiene menos elementos que al principio y su longitud
puede usarse como medida para garantizar la terminacion. Si el valor de la va-
riable resolventes es distinto de nil entonces los dos argumentos de la llamada
recursiva tienen mas elementos que al principio.

Los elementos de la lista almacenada en la variable resolventes son los obte-
nidos al evaluar la funcién resolucion-cond-clausula-conjunto, y, en el valor
devuelto por esta funcién, no se incluye ninguna clausula que se encuentre ya
en (append S-1 S-2). Luego los elementos de resolventes no aparecen en los
valores iniciales de los argumentos y el ntiimero total de clausulas distintas en los
argumentos de la llamada recursiva aumenta. Este nimero estd acotado y por
tanto, la diferencia entre una cota y dicho niimero es un valor que disminuye en
las llamadas recursivas en las que resolventes es distinto de nil.

La medida que se considera para demostrar la terminacién de la funcién
resolucion-cond-saturacion es un par en el que el primer elemento es la di-
ferencia entre una cota del nimero total de clausulas distintas que se pueden
obtener y el nimero de clausulas distintas que aparecen en los argumentos de la
llamada, y el segundo elemento es la longitud del primer argumento. Estos valores
se comparan de forma lexicografica: primero se comparan los primeros elementos
de los pares y, si son iguales, se comparan los segundos elementos. En la siguien-
te tabla mostramos cémo cambian estos valores en las llamadas recursivas del
ejemplo de la pagina 250.

S1 Sy Medida
{(p.q), (P, ~q), (~q, p)) { (9-3,3)
(P, =q), (=g, 1)) (P, q)) (9-3,2)
((p), (—gq,p)) ((p,—9), (P, q)) (9—4,2)
(=g, p)) (), (p,—a), (p. @) (9—-4,1)
(@) ((=q,p), V), (0, =), (L, @)) | (9—5,1)
0 (@), (=g p), (v), (P, ~q), (P @) | (9—5,0)
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En este caso, una cota del nimero total de clausulas distintas que pueden
aparecer es 9. Al iniciar el proceso la medida es ( 9 — 3 , 3 ). En el primer
paso no se generan resolventes nuevas y la longitud del primer argumento de la
llamada recursiva disminuye en uno; la medida es ( 9 — 3, 2 ). En el segundo
paso, se genera una resolvente nueva con lo que la medida pasa aser ( 9—4, 2).
En el tercer paso, tampoco se generan resolventes nuevas y la longitud del primer
argumento de la siguiente llamada disminuye; la medida que resultaes ( 9—4 , 1).
En el cuarto paso, se obtiene una resolvente nueva con lo que la medida pasa a
ser (9—5, 1). Finalmente, en el ltimo paso no se generan resolventes nuevas,
por lo que el primer argumento de la siguiente llamada se queda vacio; la medida
es (9—5, 0). En todo paso el par obtenido es menor, en el sentido lexicografico,
que el par del paso anterior.

Teorema 9.8 FEl niimero total de clausulas distintas que se pueden obtener con
n variables es 4™.

Demostracion:
La prueba es por induccion en n.

1. Si n = 0, entonces sé6lo hay una clausula que se pueda obtener con 0 varia-
bles, la clausula vacia.

2. Supongamos que el resultado es cierto para n — 1. Las clausulas que se
pueden obtener con n variables se pueden clasificar en cuatro grupos segin
lo que ocurra con una de esas variables v:

e Las clausulas que contienen el literal v y no contienen el literal —wv.
e Las clausulas que contienen los literales v y —w.
e Las cldusulas que no contienen el literal v y contienen el literal —wv.

e Las clausulas que no contienen los literales v ni —w.

En cualquiera de los cuatro casos, el nimero de clausulas que se pueden
obtener es igual al que se obtiene si la variable v no aparece, es decir, para
n — 1 variables. Asi, en los cuatro casos, el niimero de clausulas distintas
que se pueden obtener es 4”1, Por tanto, el niimero de cldusulas distintas
que se pueden obtener con n variables es 4™.

O

La funcion medida-resolucion-cota calcula el valor de la cota a partir de
los argumentos de la funcién resolucion-cond-saturacion. Para ello se utili-
za la funcién variables-forma-clausal, que devuelve el conjunto de variables
que aparecen en un conjunto de cldusulas (o una forma clausal), y la funcién
numero-clausulas-cota, que calcula el valor 4", donde n es el nimero de ele-
mentos del conjunto obtenido con variables-forma-clausal.
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267

(defun medida-resolucion-cota (S)
(numero-clausulas—-cota (variables-forma-clausal S)))

En la formalizacion ha sido necesario demostrar que el valor de la cota no
cambia, al considerar los conjuntos de clausulas de la llamada recursiva de la
funcién resolucion-cond-saturacion:

268

(defthm medida-resolucion-cota-invariante
(equal (medida-resolucion-cota
(append (append (resolucion-cond-clausula-conjunto
(car S-1) S-2 nil (append S-1 S-2))
(cdr S-1))
(cons (car S-1) S-2))
(medida-resolucion-cota (append S-1 S-2)))))

Para contar el nimero de clausulas distintas que aparecen en un conjunto,
hemos utilizado una técnica similar a la usada en la demostracién del teorema
9.8. Para cada variable v que aparece en el conjunto de clausulas sumamos el
numero de cldusulas en las que aparecen los literales v y =, el nimero de clausulas
en las que aparece v pero no aparece —w, el numero de clausulas en las que no
aparece v pero aparece —v y el numero de cldusulas en las que no aparecen ni v
ni —w. La funcion que realiza este cdlculo para un conjunto de variables dado es
numero-clausulas-variables. El niimero de clausulas distintas que aparecen en
un conjunto S es el resultado de evaluar la funcién numero-clausulas-variables
sobre el conjunto de variables que aparecen en S.
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(defun medida-resolucion (S)
(numero-clausulas-variables (variables-forma-clausal S) S))

Esta forma de calcular la cota y de contabilizar el niimero de clausulas distintas
que aparecen en un conjunto facilita la demostracién en el sistema del siguiente
teorema:

Teorema 9.9 Sea S un conjunto de clausulas en el que aparecen n variables
distintas, entonces el niimero de elementos de S es menor o igual que 4.

Este resultado es una consecuencia directa del teorema 9.8. Su formalizacién
es la siguiente:
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(defthm medida-resolucion-cota-es-maximo
(<= (medida-resolucion S)
(medida-resolucion-cota S)))
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Por otro lado, el valor obtenido con la funcién medida-resolucion aumenta
en las llamadas recursivas de la funcién resolucion-cond-saturacion, siempre
que se generen nuevas resolventes y no haya aparecido la clausula vacia:
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(defthm medida-resolucion-aumenta

(implies (and (not (contiene-clausula-vacia
(resolucion-cond-clausula-conjunto
(car S-1) S-2 nil (append S-1 S-2))))
(consp (resolucion-cond-clausula-conjunto
(car S-1) S-2 nil (append S-1 S-2))))
(< (medida-resolucion (cons c¢ (append S-1 S-2)))
(medida-resolucion
(append (append (resolucion-cond-clausula-conjunto
(car S-1) S-2 nil (append S-1 S-2))
(cdr S-1))
(cons (car S-1) S-2))))))

La prueba de este resultado requiere gran cantidad de lemas previos que
relacionan la funcién medida-resolucion con las funciones append, cons, y
resolucion-cond-clausula-conjunto.

Finalmente definimos la funcion medida-saturacion que devuelve el par
cuyo primer elemento es uno mas la diferencia entre el valor de la funcién
medida-resolucion-cota y el de la funcién medida-resolucion, evaluadas so-
bre el total de clausulas que aparecen en los conjuntos S-1 y S-2. El segundo
elemento del par es la longitud de S-1, obtenida con la funcién len:
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(defun medida-saturacion (S-1 S-2)

(cons (- (+ (medida-resolucion-cota (append S-1 S-2)) 1)
(medida-resolucion (append S-1 S-2)))
(len S-1)))

Se ha incrementado en una unidad el primer valor del par para que el resultado
sea un ordinal en ACL2 (vease la seccién 2.2.1 para obtener més detalles sobre
la representacién de los ordinales en ACL2) y se puedan comparar directamente
con la funcién e0-ord-<.

Con los eventos mostrados en | 268], M y | 271], el sistema demuestra au-
tomaticamente el resultado de terminacién de resolucion-cond-saturacién con
respecto a la medida de los argumentos dada por la funcién medida-saturacion.

9.1.4 Correccién de INSAT, y otras propiedades

A continuacién presentamos el teorema de correccion del algoritmo INSATy, asi
como otras propiedades de SR. Los eventos correspondientes a estos teoremas se
encuentran en el libro resolucion-aux.1lisp.



256 Capitulo 9. Resolucién

Teorema 9.10 (Correccién de INSATy) Dada un conjunto de cldusulas S,
si INSATR(S) =t entonces S es insatisfacible.

Demostracion:
La demostracién es por reduccién al absurdo. Supongamos que S tiene un
modelo o entonces, en cada paso del algoritmo SR, ¢ es modelo de Sy, Sy y Sy:

e Al principio del algoritmo SR, o es modelo de S; =Sy S = @.

e Si 0 es modelo de S7 y S5 entonces es modelo de la clausula C' tomada de
S1 v, por el teorema 9.2, es modelo de todos los elementos de S,,. Por tanto
es modelo de los conjuntos (S; — {C}) U S, y Sy U {C}, utilizados en la
siguiente llamada de SR.

Puesto que INSAT:(S) = t, en algtiin momento la clausula vacia aparece en S,, y
esto contradice el hecho de que ¢ es modelo de S,,. Por tanto S es insatisfacible.
O

El evento que formaliza este teorema se muestra en . Para probarlo se han
establecido eventos que afirman que las funciones resolucion-cond-clausulas
y resolucion-cond-clausulas-conjunto preservan la satisfacibilidad y se ha
demostrado que si una asignacién es modelo de los conjuntos S; y Sy usados en
el algoritmo SR entonces este algoritmo no devuelve t, es decir, no se genera la
clausula vacia, lo que contradice la hipétesis (INSAT-resolucion S).
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(defthm correccion-INSAT-resolucion

(implies (and (es-forma-clausal S)
(INSAT-resolucion S))
(not (modelo-forma-clausal sigma S))))

Los siguiente teoremas son propiedades sobre el algoritmo SR, que seran
necesarias para demostrar la completitud de INSAT.

Teorema 9.11 Dado un conjunto de cldusulas S, si INSAT(S) # t entonces
SR(S) es una forma clausal.

Este resultado es trivial puesto que, por el resultado establecido en [ 253], la
resolvente de dos clausulas es una clausula y, por tanto, el proceso de satura-
cién por resolucion condicionada genera formas clausales. Su formalizacion es la
siguiente:

27]

(defthm INSAT-resolucion-es-forma-clausal
(implies (and (es-forma-clausal S)
(not (INSAT-resolucion S)))
(es-forma-clausal (saturacion-resolucion S))))
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Teorema 9.12 Dado un conjunto de clausulas S, si INSATR(S) # t entonces
SR(S) no contiene la cldusula vacia.

Este resultado también es obvio pues, si en el proceso de saturacién por reso-
lucién aparece la clausula vacia, entonces INSAT(S) = t. Su formalizacion es
la siguiente:
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(defthm INSAT-resolucion-no-contiene-clausula-vacia

(implies (and (not (contiene-clausula-vacia S))
(not (INSAT-resolucion S)))
(not (contiene-clausula-vacia
(saturacion-resolucion S)))))

Teorema 9.13 Dado un conjunto de cldusulas S, si INSATR(S) # t entonces
S C SR(9).

De nuevo se trata de una propiedad facil de demostrar puesto que, en cada
iteracién del algoritmo SR se elimina un elemento del conjunto S; que pasa a
formar parte de Sy en la siguiente iteracién. Si INSATR(S) # t, entonces el
algoritmo SR devuelve el iltimo valor de Sy obtenido cuando S; es vacio. Como
al principio S; = S, entonces cada elemento de S pasa, en alguna iteracion,
a formar parte del conjunto S; y, finalmente, del valor devuelto por SR. Su
formalizacion es la siguiente:
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(defthm INSAT-resolucion-contiene-original
(implies (not (INSAT-resolucion S))
(subsetp-equal S (saturacion-resolucion S))))

Teorema 9.14 Dado un conjunto de cldusulas S, si INSATR(S) # t entonces
SR(S) es un conjunto saturado por resolucién condicionada.

Demostracion:

Supongamos que INSAT:(S) # t, es decir, SR(S) devuelve el dltimo valor
del conjunto S, cuando S; es vacio. Sean C y Cy dos clausulas de SR(S). En
alguna iteracién del proceso de saturacion estas clausulas se anaden al conjunto
Ss, supongamos que C es la primera en ser anadida y, unas iteraciones mas
tarde, es anadida C5. En la iteracién en la que C5 es anadida a Ss, se calcula la
resolvente condicionada entre C y Cs vy, si existe, es anadida al conjunto S; de la
siguiente iteracion. Puesto que el proceso termina cuando el valor del conjunto
S1 es vacio, cada uno de sus elementos se pasa en alguna iteraciéon al conjunto
Ss, por tanto, la resolvente condicionada entre C y (s, si es que existe, se anade
en alguna iteracién a S, y, finalmente, aparece en el conjunto devuelto por SR.

O
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Para demostrar este teorema en la formalizacion hemos utilizado la caracte-
rizacién dada en [ 260-261]. Hemos demostrado que, dadas dos clausulas del con-
junto (saturacion-resolvente S), su resolvente condicionada, si es que existe,
también esta en dicho conjunto (saturacion-resolucion-funciona). El evento
que afirma que el conjunto (saturacion-resolucion S) verifica el predicado
saturado-cond-conjunto se obtiene como una instancia funcional (ver seccién
2.2.6) del evento mostrado en sustituyendo la funcién saturado-cond-S por
la funcién constante igual al conjunto (saturacion-resolucion S) y la funcion
saturado-cond-H por la funcién constante igual a la conjuncion de las hipotesis
(es-forma-clausal S) y (not (INSAT-resolucion S)). Su formalizacion es la
siguiente:
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(defthm INSAT-resolucion-saturado-cond-conjunto
(implies (and (es-forma-clausal S)
(not (INSAT-resolucion S)))
(saturado-cond-conjunto (saturacion-resolucion S))))

(defthm saturacion-resolucion-funciona
(implies

(and (es-clausula C1)
(es-clausula C2)
(conjunto-miembro Cl (saturacion-resolucion S))
(conjunto-miembro C2 (saturacion-resolucion S))
(consp (resolucion-cond-clausulas C1 C2)))

(conjunto-miembro (car (resolucion-cond-clausulas Cl C2))

(saturacion-resolucion S))))

9.2 Teorema de completitud de Bezem

Esta seccién estd dedicada a la formalizacién en ACL2 de la demostracién de
Bezem del teorema de completitud de la resolucién condicionada [8]. Este teorema
afirma que todo conjunto de clausulas saturado por resolucién condicionada que
no contenga la clausula vacia es satisfacible. La prueba es la misma para distintas
estrategias de resolucién para las que existe una relacién entre la condicion que
las define y una asignacién predeterminada.

El desarrollo de la prueba se hace de una manera similar a como se presenta
en [21]. En la primera parte de esta seccién se desarrollan resultados relativos
a conjuntos que tienen interseccién no vacia con todos los elementos de una
coleccion de conjuntos. Estos conjuntos se denominan conjuntos representantes
y son utilizados en la prueba de completitud. Los eventos desarrollados en esta
parte se encuentran en el libro representantes.lisp.



9.2. Teorema de completitud de Bezem 259

En la segunda parte se presenta la prueba del teorema de completitud
y su formalizaciéon, los eventos correspondientes se encuentran en el libro
resolucion-thm.lisp. En la ultima parte se demuestra la completitud del al-
goritmo I NSATy, su formalizacion aparece en el libro resolucion-aux.lisp.

9.2.1 Conjuntos representantes
Definicion 9.15 Dada una coleccién de conjuntos S. Un conjunto R es un

1. conjunto representante de S si VC' € S se tiene RN C # O, es decir, R
intersecta todo elemento de S.

2. conjunto representante minimal de S, si R es un conjunto representante
de S, y no tiene ningiin subconjunto propio que sea a su vez conjunto
representante de S.

El concepto de conjunto representante lo hemos formalizado con la siguien-
te funcién, donde conjunto-vacio comprueba si su argumento es una lista sin
elementos.
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(defun conjunto-representante (R S)

(cond ((endp S) t)
((not (conjunto-vacio (interseccion R (car S))))
(conjunto-representante R (cdr S)))
(t nil)))

El concepto de conjunto representante minimal se puede establecer calculando
todos los subconjuntos propios de un conjunto dado y, para cada uno de ellos,
comprobando que no son conjuntos representantes. Sin embargo, es mas inte-
resante, y facil de expresar, una definicion basada en el siguiente teorema de
caracterizacion:

Teorema 9.16 Sea R un conjunto representante de la coleccion de conjuntos S.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un conjunto representante minimal de S.

2. VL € R3C € S tal que RN C = {L}. Donde C es el conjunto testigo
asociado a L con respecto a R.

Demostracion:

Supongamos que R es un conjunto representante minimal de S entonces, dado
L € R, R—{L} no es un conjunto representante de S. Luego existe C' € S tal
que CN(R—{L}) =0, como RNC # O, se tiene RNC = {L}.

Supongamos que para todo L € R existe C € S tal que RN C = {L}.
Entonces, para todo L € R, R — {L} no es un conjunto representante pues
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su intersecciéon con C' es vacia. Por tanto, ningin subconjunto propio de R es
conjunto representante.

0

De esta forma, para definir el concepto de conjunto representante minimal,
basta con comprobar que, para todo elemento L del candidato a conjunto repre-
sentante minimal R, hay un elemento C' en la coleccién S tal que, la interseccion
entre Ry C es el conjunto unitario formado por L. La siguiente funcién recorre
la coleccion S buscando un conjunto C' que cumpla dicha condicién con respecto
a Ry L:
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(defun conjunto-testigo (R S L)

(cond ((endp S) nil)
((and (member-equal L (car S))
(conjunto-unitario (interseccion R (car S))))
(car S))
(t (conjunto-testigo R (cdr S) L))))

Donde la funcion interseccion devuelve la lista de los elementos que hay en
comun entre las listas que recibe como argumento y conjunto-unitario com-
prueba que no hay dos elementos distintos en la lista que recibe como argumento.

Para comprobar que un conjunto R es un conjunto representante minimal bas-
ta con comprobar que se puede determinar un conjunto testigo para todos los ele-
mentos de R. Esto se hace recursivamente sobre la lista de elementos de R. Este
proceso estd formalizado con la funcién conjunto-representante-minimal-aux.
Esta funcién se utiliza en la definiciéon de conjunto-representante-minimal
para comprobar si un conjunto R es un conjunto representante minimal de una
coleccion de conjuntos S.
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(defun conjunto-representante-minimal (R S)
(and (conjunto-representante minimal S)
(conjunto-representante-minimal-aux R R S)))

(defun conjunto-representante-minimal-aux (R-aux R S)
(cond ((endp R-aux) t)
((conjunto-testigo R S (car R-aux))
(conjunto-representante-minimal-aux (cdr R-aux) R S))
(t nil)))

Veamos a continuacién como se formaliza el teorema 9.16. Por un lado, se
verifica que, si R es un conjunto representante minimal de la coleccion S segtn la
funcién anterior, entonces ningiin subconjunto propio de R es conjunto represen-
tante de S:
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281
(defthm conjunto-representante-minimal-equivalencia-2->1

(implies (and (conjunto-representante-minimal R S)
(subsetp-equal R-aux R)
(not (subsetp-equal R R-aux)))
(not (conjunto-representante R-aux S))))

Para formalizar la otra implicacion hay que asumir la existencia de cierto
conjunto (hip-R) y una coleccién de conjuntos (hip-S) tales que (hip-R) es un
conjunto representante de (hip-S) y ninguin subconjunto propio de (hip-R) es
conjunto representante de (hip-S):
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(defthm hip-minimal-es-conjunto-representante

(conjunto-representante (hip-R) (hip-8)))

(defthm hip-minimal-no-tiene-subconjuntos-propios-representantes
(implies (and (subsetp-equal R-aux (hip-R))
(not (subsetp-equal (hip-R) R-aux)))
(not (conjunto-representante R-aux (hip-S)))))

En esta situacion se puede demostrar:
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(defthm conjunto-representante-minimal-equivalencia-1->2

(conjunto-representante-minimal (hip-R) (hip-S)))

El siguiente teorema afirma que toda coleccién de conjuntos finitos y no
vacios tiene un conjunto representante minimal, y su demostraciéon proporcio-
na un método para construirlo:

Teorema 9.17 Toda coleccion finita de conjuntos finitos y no vacios tiene un
conjunto representante minimal.

Demostracion:

Sea S una coleccién finita de conjuntos finitos y no vacios. Sea Ry la unién
de todos los elementos de S. Como S no tiene conjuntos no vacios, R, tiene
interseccién no vacia con todos los elementos de Sy, por tanto, Ry es un conjunto
representante de S. Si Ry no es un conjunto representante minimal entonces, por
el teorema de caracterizacion 9.16, existe L en Ry de forma que para todo C' € S
tal que L € C, RyNC tiene al menos un elemento distinto de L. Por tanto Ry—{L}
sigue siendo un conjunto representante de S, llamemos R; a este conjunto. Este
proceso de eliminacion de elementos innecesarios continuia hasta obtener un R,
tal que para todo elemento L en R,, existe C' € S tal que R, N C = {L} y, por
tanto, R, es un conjunto representante minimal.

O
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La prueba del teorema proporciona un método para obtener un conjunto re-
presentante de una coleccion S, la unién de todos los elementos de dicha coleccion,
y un procedimiento para reducirlo hasta obtener uno minimal.

Para obtener el primer conjunto representante utilizamos la funcién
union-coleccion, que realiza la union de todos los conjuntos de una colec-
cion. Para demostrar que es un conjunto representante tendremos que com-
probar que la colecciéon no contiene conjuntos vacios, esto lo hace la funcion
coleccion-de-conjuntos—-no-vacios:

28]

(defun union-coleccion (S)
(cond ((endp S) nil)
(t (union-equal (car S) (union-coleccion (cdr S))))))

(defun coleccion-de-conjuntos-no-vacios (S)
(cond ((endp S) t)
(t (and (not (conjunto-vacio (car S)))
(coleccion-de-conjuntos-no-vacios (cdr S))))))

(defthm union-coleccion-es-conjunto-representante
(implies (coleccion-de-conjuntos-no-vacios S)
(conjunto-representante (union-coleccion S) S)))

El proceso de reduccion consiste en eliminar de un conjunto representante
los elementos para los que no existe un conjunto testigo. Esto lo hace la funcion
reduccion-conjunto-representante. Para ello, esta funcién busca un elemento
sin conjunto testigo en el conjunto representante R y lo elimina. Este proceso
continiia hasta que no quedan elementos sin conjunto testigo. En este caso la
funcién devuelve el conjunto reducido. Para buscar un elemento sin conjunto
testigo se utiliza la funcién elemento-sin-conjunto-testigo.
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(defun reduccion-conjunto-representante (R S)

(if (elemento-sin-conjunto-testigo R R S)
(reduccion-conjunto-representante
(elimina-elemento
(car (elemento-sin-conjunto-testigo R R S)) R)
S)
R))

(defun elemento-sin-conjunto-testigo (R-aux R S)
(cond ((endp R-aux) nil)
((conjunto-testigo R S (car R-aux))
(elemento-sin-conjunto-testigo (cdr R-aux) R S))
(t (list (car R-aux)))))
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Se verifica que la reduccion utilizando este proceso, de un conjunto represen-
tante es un conjunto representante minimal:
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(defthm reduccion-conjunto-representante-es-minimal
(implies (conjunto-representante R S)
(conjunto-representante-minimal
(reduccion-conjunto-representante R S) S))

Finalmente, la funcién construye-conjunto-representante-minimal cons-
truye un conjunto representante minimal para una colecciéon de conjuntos no
vacios. Gracias a los resultados mostrados en y [286], se puede demostrar
que esta funcién devuelve un conjunto representante minimal:
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(defun construye-conjunto-representante-minimal (S)
(reduccion-conjunto-representante (union-coleccion S) S))

(defthm construye-conjunto-representante-minimal-es-minimal
(implies (coleccion-de-conjuntos-no-vacios S)
(conjunto-representante-minimal
(construye-conjunto-representante-minimal S) S)))

9.2.2 Modelo de un conjunto saturado por resolucion

La demostracion de Bezem del teorema de completitud de la resolucién condicio-
nada considera una asignacién op tal que para todo par de clausulas C, D con
op = Cyop = D setiene que C'y D cumplen la condicién de resoluciéon P. En
estas condiciones se verifica el siguiente teorema:

Teorema 9.18 Sea S un conjunto de clausulas saturado por resolucién condi-
cionada que no contiene la clausula vacia, entonces S es satisfacible.

Demostracién:

A partir del conjunto de cldusulas S'y la asignacion op consideramos el conjun-
to Si(op) = {C € S tales que op [~ C'}. Este conjunto no contiene la cldusula
vacia, pues dicha clausula no esta en S, por tanto, por el teorema 9.17, existe un
conjunto representante minimal de S, (op). Sea R uno de estos representantes
minimales.

Si para algtin literal L se tiene L, L € R, entonces existen Cp y Cz en S| (cop)
tales que L € Cp, y L € Ct. Se tiene que op = L 0 op = L por tanto op = C,
o op = Ct y esto contradice el hecho de que Cr,Ct € S, (op). Por tanto R no
contiene literales complementarios.

A partir de R y op definimos la siguiente asignacion:
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T sizeR (a)
dz)=¢ T si-ag€Ryop(x)=T (b)
L en otro caso (c)

Dado C' € S, demostraremos que § |= C por induccién en el nimero de
literales de C' que son ciertos en op:

1. Si el nimero de literales de C' que son ciertos en op es 0, entonces op = C
y C € S, (op). Como R es un conjunto representante minimal de S, (op),
existe L € C' N R:

(a) Si L es un literal positivo, L = x, entonces, por la definicién (a) de ¢,
se tiene que 6(x) = T y, por tanto, d =Ly ¢ = C.

(b) Si L es un literal negativo, L = -z, entonces =z € R y, como R no
contiene literales complementarios, z € R. Luego, por la definicién (c)
de ¢ se tiene que §(z) = Ly, por tanto, § = Ly 0 = C.

2. Supongamos que el nimero de literales de C' que son ciertos en op es n > 0
y que ¢ es modelo de cualquier clausula en la que el nimero de literales que
son ciertos en op es menor que n.

Sea L € C tal que op = L, este literal existe pues n > 0.

(a) Si L ¢ R:

i. Si L es un literal positivo, L = x, entonces, por la definicién (b)
de 6, se tiene que d(z) = T y, por tanto, 6 =Ly d = C.

ii. Si L es un literal negativo, L = -z, entonces + = L € Ry
op(z) = L pues op = L = —x. Luego, por la definicién (¢) de &
se tiene 6(x) = L y, por tanto, 0 -~z =Ly d = C.

(b) Si L € R entonces, como R es un conjunto representante minimal de
S| (op), existe D € S, (op) tal que DN R = {L}.
Se tienen C,D € S tales que op = C, pues op = Ly L € C, y
op = D. De esta forma, C'y D cumplen la condicién de resolucién
y, como S es saturado por resolucién condicionada, L € C'y L €
D, se tiene que la resolvente de C' y D con respecto a L esta en S:
(C—{L}Hu(D-{L})€eSs.
Como D € Sy (op) entonces ningtin elemento de D — {L} es cierto en
op. Por tanto, el nimero de literales de (C' — {L}) U (D — {L}) € S
que son ciertos en op es menor que n, pues L es cierto en op. Por
hipétesis de induccién se tiene que § = (C' — {L}) U (D — {L}).
Supongamos que § = (D — {L}). Sea L' € (D — {L}) tal que 6 = L":
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i. Si L’ es un literal positivo, L' = z, entonces, como DN R = {L},
se tiene que x ¢ R. Ademds o(x) = L, puesz = L' € D €
Si(op). De esta forma, por la definicién (c) de J, se tiene que
d(L") = 6(x) = L, lo que supone una contradiccién.

ii. Si L’ es un literal negativo, L' = -z, entonces, como DNR = {L},
se tiene que ~z ¢ R. Ademds o(—x) = L, pues -z = L' € D €
S (op), por tanto o(xz) = T. De esta forma, por la definicién (b)
de 4, se tiene que 6(x) = T y 6(L') = 0(—z) = L, lo que supone
una contradiccion.

Luego § j= (D — {L}) y, como § = (C — {L})U (D — {L}), se verifica
que § = (C —{L}). Luego 0 = C.

De esta forma, para todo C' € S, ¢ = C. Por tanto § es un modelo de S'y S
es satisfacible.
O

La demostracion se basa en la existencia de una asignacién op que guarda
cierta relacién con la condicion de resolucién P. En la formalizacién hemos asu-
mido la existencia de una funcién constante que proporciona tal asignacién. Dicha
funcién es asignacion y su existencia se ha asumido en el mismo encapsulado
en el que se asumio la existencia de la funcién condicion. La propiedad de
asignacion con respecto a la condicién de resolucion es la siguiente:
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(defthm propiedad-fundamental-condicion

(implies (and (es-clausula D)
(es-clausula C)
(not (modelo-clausula (asignacion) D))
(modelo-clausula (asignacion) C))
(condicion C D)))

Aunque esta propiedad de la funciéon asignacion es necesaria para demostrar
el teorema de completitud, la mayor parte de la formalizacién se ha realizado pa-
ra una asignacion cualquiera, particularizando para la asignacion proporcionada
por la funcién asignacion sélo en aquellos eventos en donde es absolutamente
necesario. De esta forma el conjunto S, se ha definido para cualquier asignacion
o:
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(defun coleccion-clausulas-falsas-asignacion (sigma S)

(cond
((endp S) S)
((not (modelo-clausula sigma (car S)))
(cons (car S)
(coleccion-clausulas-falsas-asignacion sigma (cdr S))))
(t (coleccion-clausulas-falsas-asignacion sigma (cdr S)))))
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La construccién de la asignacién 0 se formaliza a partir de cualquier asig-
nacion o y cualquier conjunto de literales R. El hecho de que sea un con-
junto representante minimal de S, (o) no afecta a la construcciéon. La funcién
nueva-asignacion proporciona la asignaciéon . Para ello obtiene los literales
positivos del conjunto R (usando la funcién literales-positivos) y los lite-
rales positivos ciertos en la asignacién sigma cuyo complementario no aparece
en R (usando la funcién literales-representante-asignacion), y constru-
ye una asignacién en la que todos estos literales son ciertos (usando la funcién
genera-asignacion-positiva presentada en )
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(defun nueva-asignacion (R sigma)
(genera-asignacion-positiva
(append (literales-positivos R)
(literales-representante-asignacion R sigma sigma))))

(defun literales-positivos (R)
(cond ((endp R) nil)
((es-simbolo-proposicional (car R))
(cons (car R) (literales-positivos (cdr R))))
(t (literales-positivos (cdr R)))))

(defun literales-representante-asignacion (R alist sigma)
(cond ((endp alist) nil)

((and (es-simbolo-proposicional (car (car alist)))

(modelo sigma (car (car alist)))

(not (member-equal

(complementario (car (car alist))) R)))

(cons (car (car alist))

(literales-representante-asignacion

R (cdr alist) sigma)))
(t (literales-representante-asignacion
R (cdr alist) sigma))))

Para desarrollar la prueba tenemos que definir una funciéon cuyo esquema de
induccién asociado se corresponda con el utilizado en la demostracion. Al igual
que en los casos anteriores esta funcién se puede definir para una asignacion
cualquiera o. El caso base de la induccién se tiene para aquellas clausulas que
son falsas en o, es decir, en las que no hay ningun literal cierto. En el caso
inductivo, dada una clausula C' con un literal L cierto en o, basta con suponer
la propiedad para todas aquellas clausulas de S que no contengan a L. Asi, la
demostracion se desarrolla como sigue:

1. Primero se demuestra la propiedad para todas las clausulas de S, (o).
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2. La propiedad para todas las clausulas en las que el tnico literal cierto en o
sea L; se demuestra a partir del caso anterior.

3. La propiedad para todas las clausulas en las que los unicos literales ciertos
en o sean Ly v Lo se demuestra a partir de los casos anteriores.

4. La propiedad para todas las clausulas en las que los unicos literales ciertos
en o sean Ly, Ly y L3 se demuestra a partir de los casos anteriores, etc.

La induccion se realiza en funcion del numero de literales de una
clausula que son ciertos en una asignacion. Para ello definimos la funcion
induccion-literal-cierto:
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(defun induccion-literal-cierto (sigma S)

(if (clausula-con-literal-cierto sigma S)
(induccion-literal-cierto
sigma (reduce-coleccion-literal
S (literal-cierto-clausula
sigma (clausula-con-literal-cierto sigma S))))

t))

En la llamada recursiva de esta funcién, se eliminan de un conjunto de clausu-
las S todos los elementos en los que aparece un determinado literal cierto en la
asignacion sigma. La funcién clausula-con-literal-cierto busca en S una
clausula valida en la asignacion sigma, la funcién literal-cierto-clausula de-
vuelve un literal valido de esa clausula y la funcién reduce-coleccion-literal
elimina de S todos los elementos en los que aparece dicho literal.
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(defun reduce-coleccion-literal (S L)

(cond ((endp S) S)
((member-equal L (car S))
(reduce-coleccion-literal (cdr S) L))
(t (cons (car 8) (reduce-coleccion-literal (cdr S) L)))))

(defun clausula-con-literal-cierto (sigma S)
(cond ((endp S) nil)
((literal-cierto-clausula sigma (car S))
(car S))
(t (clausula-con-literal-cierto sigma (cdr S)))))

(defun literal-cierto-clausula (sigma C)
(cond ((endp C) nil)
((modelo sigma (car C))
(car C))
(t (literal-cierto-clausula sigma (cdr C)))))
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El esquema de induccion asociado a la funciéon induccion-literal-cierto
es el siguiente:

(IMPLIES (NOT (CLAUSULA-CON-LITERAL-CIERTO SIGMA S))
(:P SIGMA S))

(IMPLIES (AND (CLAUSULA-CON-LITERAL-CIERTO SIGMA S)
(:P SIGMA (REDUCE-COLECCION-LITERAL S L)))
(:P SIGMA S))

Donde :P es la propiedad que se quiere demostrar y L es el literal
cierto en sigma obtenido con las funciones literal-cierto-clausulay
clausula-con-literal-cierto. El primer caso del esquema de induccién
se corresponde con el caso base: en S no hay cldusulas con literales
ciertos en sigma. FEl segundo caso asume la propiedad :P para el conjunto
(REDUCE-COLECCION-LITERAL S L), para demostrar la propiedad :P para el con-
junto S.

Una vez definida la funcién que justifica el esquema de induccion, tenemos
que establecer los dos casos de la demostracion del teorema 9.18.

El caso base de la prueba se formaliza de la siguiente forma:
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(defthm nueva-asignacion-clausula

(implies (and (es-forma-clausal S)
(conjunto-representante-minimal R S)
(not (clausula-con-literal-cierto sigma S))
(not (contiene-clausula-vacia S))
(member-equal C S))
(modelo-clausula (nueva-asignacion R sigma) C)))

La prueba de este evento se realiza siguiendo las lineas de la demostracion del
teorema 9.18: se obtiene un literal en la intersecciéon de C y R, y se demuestra
que, tanto si es un literal positivo como negativo, la asignacién sigma es modelo
de dicho literal. Obsérvese que este evento se establece para cualquier asignacion
sigma, por tanto, también es cierto para la asignacién asociada a la condicién de
resolucion.

El caso inductivo es més complicado, veamos los principales eventos relacio-
nados con su automatizaciéon. El caso 2-(a) se formaliza con el siguiente evento:

29]

(defthm modelo-nueva-asignacion-clausula-literal-C-not-member
(implies (and (member-equal L C)
(es-clausula C)
(modelo sigma L)
(not (member-equal (complementario L) R)))
(modelo-clausula (nueva-asignacion R sigma) C)))




9.2. Teorema de completitud de Bezem 269

La prueba se basa en el hecho de que, en la situacion descrita por las hipotesis
del evento anterior, la asignaciéon (nueva-asignacion R sigma) es modelo del
literal L y, por tanto, modelo de la clausula C. Al igual que en el caso base de
la demostracion, este evento se establece para cualquier asignacion sigma, por
tanto, también es cierto para la asignacion asociada a la condicién de resolucién.

La parte final del caso 2-(b), es decir, la prueba de que § no es mode-
lo de (D — {L}) y, si es modelo de la resolvente entre C' y D, tiene que ser
modelo de C, se formaliza con los siguientes eventos. El primero afirma que
(nueva-asignacion R sigma) no es modelo de (elimina-elemento L D) y el
segundo que, si (nueva-asignacion R sigma) es modelo de la resolvente entre
C y D entonces es modelo de C:
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(defthm modelo-clausula-nueva-asignacion-elimina-elemento

(implies (and (es-literal L)
(member-equal L D)
(member-equal L R)
(es-clausula D)
(conjunto-unitario (interseccion R D))
(not (modelo-clausula sigma D)))
(not (modelo-clausula (nueva-asignacion R sigma)
(elimina-elemento L D)))))

(defthm modelo-clausula-nueva-asignacion-caso-inductivo-aux
(implies (and (conjunto-unitario (interseccion R D))
(member-equal (complementario L) D)
(member-equal (complementario L) R)
(not (modelo-clausula sigma D))
(es-clausula C)
(es-clausula D)
(member-equal L C)
(condicion C D)
(modelo-forma-clausal
(nueva-asignacion R sigma)
(resolucion-cond-clausulas C D)))
(modelo-clausula (nueva-asignacion R sigma) C)))

Obsérvese que en el segundo evento se incluye la hipdtesis (condicion C D)
para asegurar que se puede utilizar la resolucién condicionada entre C y D. De esta
forma el resultado es cierto para cualquier asignacion sigma. La particularizacién
para la asignaciéon asociada a la condicién de resolucion permite eliminar dicha hi-
potesis. Notese también que el valor devuelto por resolucion-cond-clausulas
es la lista formada por la resolvente y por eso se utiliza modelo-forma-clausal
para expresar la hipdtesis acerca de su valor de verdad en la asignacion
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(nueva-asignacion R sigma). Finalmente, nétese también que no se incluye
ninguna hipétesis que afirme que la resolvente entre C y D existe, podria ser una
clausula con literales complementarios e incluso en ese caso el resultado es cierto.

Una vez demostrados estos resultados, el caso inductivo se formaliza de la
siguiente forma:
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(defthm nueva-asignacion-clausula-inductivo
(implies (and (clausula-con-literal-cierto (asignacion) S)
(modelo-forma-clausal
(nueva-asignacion R (asignacion))
(reduce-coleccion-literal
S (literal-cierto-clausula
(asignacion)
(clausula-con-literal-cierto
(asignacion) S))))
(es-forma-clausal S)
(saturado-cond-conjunto S)
(not (contiene-clausula-vacia S))
(conjunto-representante-minimal
R (coleccion-clausulas-falsas-asignacion
(asignacion) S))
(member-equal C S))
(modelo-clausula
(nueva-asignacion R (asignacion)) C))

Obsérvese que para expresar el resultado se utiliza la asignacion asociada
a la condicién de resolucion, proporcionada por la funcién asignacion, y es
necesario incluir una hipdtesis, que asegura que R es un conjunto representante
minimal de las clausulas de S falsas en la asignacién proporcionada por la funcion
asignacion. Noétese también que la hipdtesis de induccion es la segunda de las
hipétesis de este evento.

Finalmente, el evento que formaliza el teorema 9.18 es el siguiente:
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(defthm completitud-resolucion-bezem
(implies (and (es-forma-clausal S)
(saturado-cond-conjunto S)
(not (contiene-clausula-vacia S))
(conjunto-representante-minimal
R (coleccion-clausulas-falsas-asignacion
(asignacion) S)))
(modelo-forma-clausal
(nueva-asignacion R (asignacion)) S)))
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Para su prueba en el sistema se ha indicado que se debe usar el esquema de
induccién proporcionado por la funcién induccion-literal-cierto (ver seccién
2.2.4).

9.2.3 Completitud de INSAT,

Una vez demostrado el teorema de completitud de la resolucién condicionada, el
resultado de completitud del algoritmo I NSAT% se obtiene de forma inmediata:

Teorema 9.19 (Completitud de INSATy) Dada un conjunto de clausulas S,
si INSATR(S) # t entonces S es satisfacible.

Demostracion:

Si INSATR(S) # t entonces, por el teorema 9.11, SR(S) es un conjunto de
clausulas que, por el teorema 9.12; no contiene la cldusula vacia y, por el teorema
9.14, estéa saturado por resoluciéon condicionada. Por tanto, por el teorema 9.18,
SR(S) es satisfacible y, puesto que S C SR(S) por el teorema 9.13, S también
lo es.

O

La formalizacion de este resultado es la siguiente:
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(defthm completitud-INSAT-resolucion

(implies (and (es-forma-clausal S)
(not (contiene-clausula-vacia S))
(not (INSAT-resolucion S)))
(modelo-forma-clausal
(nueva-asignacion

(construye-conjunto-representante-minimal

(coleccion-clausulas-falsas-asignacion
(asignacion) (saturacion-resolucion S)))
(asignacion))

S))

La demostracién del mismo se obtiene a partir de los eventos presentados
en | 274, |275), | 277), [ 297] y [ 276 Obsérvese que la asignacién que se utiliza
para asegurar la satisfacibilidad de S es la que se obtiene aplicando la fun-
cién nueva-asignacion a la asignacién asociada a la condicién de resolucion,
asignacion, y un conjunto representante minimal de las clausulas de
(saturacion-resolucion S) falsas en dicha asignacion.
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9.3 Teoria genérica e instancias

En esta seccion presentamos una teoria genérica para facilitar la reutilizacién de
los resultados anteriores. Esta teoria se define para las funciones condicion y
asignacion. A partir de estas funciones se construyen de forma automatica las
implementaciones de los algoritmos SR y INSATy y se demuestran las propie-
dades de correccién y completitud de este ultimo. A continuacién se desarrollan
instancias de esta teoria genérica para la resolucién binaria, positiva, negativa,
resolucion semantica y con soporte. Los eventos presentados en esta seccién se
encuentran en el libro resolucion-gen.1lisp.

9.3.1 La teoria genérica *resolucionx

Utilizando las herramientas de construccién de teorias genéricas presentadas en
la seccion 6.2, se ha definido la teoria genérica *resolucionx para facilitar la
reutilizacion de los resultados anteriores. Las funciones para las que se define
esta teorfa son condicion y asignacion.

Las propiedades asumidas para estas funciones son las presentadas en y
[288] Esta teoria proporciona, entre otros eventos, las definiciones de las funciones
que implementan el algoritmo de saturacion por resolucion condicionada SR y
el algoritmo de decision de insatisafibilidad basado en resolucién INSATy y los
resultados de correccién y completitud mostrados en v [298].

Para utilizar esta teoria bastara con proporcionar versiones concretas de las
funciones para las que estd definida y demostrar que cumplen las propiedades
asumidas en la misma. Una vez hecho esto se puede utilizar la herramienta de
instanciacion genérica presentada en la seccién 6.2 para obtener las versiones
concretas y verificadas de los algoritmos SR y INSAT.

9.3.2 Instancias

Veamos a continuacién la condiciéon de resolucién y la asignacién asociada a la
misma, correspondientes a distintas estrategias de resolucién. Para cada una de
ellas se obtiene un procedimiento verificado de decision de insatisfacibilidad.

9.3.2.1 Resolucion binaria

La resolucién binaria se basa en el concepto de resolvente presentado en la defi-
nicién 9.1. En este caso la condiciéon de resolucion es siempre cierta y cualquier
asignacion sirve para instanciar la teoria genérica *resolucionx*:
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(defun cond-binaria (C-1 C-2)

(declare (ignore C-1 C-2))
t)

(defcong igual-conjunto iff (cond-binaria C-1 C-2) 1)
(defcong igual-conjunto iff (cond-binaria C-1 C-2) 2)

(defthm cond-binaria-conmuta
(iff (cond-binaria C-1 C-2)
(cond-binaria C-2 C-1)))

(defthm cond-binaria-boolean-p
(booleanp (cond-binaria C-1 C-2)))

(defun asig-binaria ()
nil)

(defthm propiedad-fundamental-cond-binaria
(implies (and (es-clausula C-2)
(es-clausula C-1)
(not (modelo-clausula (asig-binaria) C-2)))
(cond-binaria C-1 C-2)))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *resolucionx
utilizando las funciones anteriores.
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(definstancia-*resolucionx*
((condicion cond-binaria)
(asignacion asig-binaria))
"-binaria")

Una vez evaluado este evento, se obtienen automaticamente las funciones que
implementan los algoritmos de saturacion y de decision de insatisfacibilidad ba-
sados en resolucion binaria. Estas funciones son las siguientes:
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(DEFUN SATURACION-RESOLUCION-BINARIA (S)
(RESOLUCION-COND-SATURACION-BINARIA S NIL))

(DEFUN INSAT-RESOLUCION-BINARIA (S)

(EQUAL (SATURACION-RESOLUCION-BINARIA S)
T))

(DEFUN RESOLUCION-COND-SATURACION-BINARIA (S-1 S-2)
(IF (ENDP S-1)

S-2
(LET ((RESOLVENTES

(RESOLUCION-COND-CLAUSULA-CONJUNTO-BINARIA
(CAR S-1) S-2 NIL (APPEND S-1 S-2))))
(IF (CONTIENE-CLAUSULA-VACIA RESOLVENTES)
T
(RESOLUCION-COND-SATURACION-BINARIA
(APPEND RESOLVENTES (CDR S-1))
(CONS (CAR S-1) S-2))))))

Ademas de generar autométicamente estas funciones, al instanciar la teoria
genérica *resolucion*, también se obtienen de forma automatica los eventos que

establecen las propiedades de correccién y completitud del algoritmo de decision
de insatisfacibilidad:

(DEFTHM CORRECCION-INSAT-RESOLUCION-BINARIA
(IMPLIES (AND (ES-FORMA-CLAUSAL S)
(INSAT-RESOLUCION-BINARIA S))
(NOT (MODELO-FORMA-CLAUSAL SIGMA S))))

(DEFTHM COMPLETITUD-INSAT-RESOLUCION-BINARIA
(IMPLIES (AND (ES-FORMA-CLAUSAL S)
(NOT (CONTIENE-CLAUSULA-VACIA S))

(NOT (INSAT-RESOLUCION-BINARIA S)))
(MODELO-FORMA-CLAUSAL

(NUEVA-ASIGNACION

(CONSTRUYE-CONJUNTO-REPRESENTANTE-MINIMAL
(COLECCION-CLAUSULAS-FALSAS-ASIGNACION
(ASIG-BINARIA)
(SATURACION-RESOLUCION-BINARIA S)))
(ASIG-BINARIA))
S)))




9.3. Teoria genérica e instancias 275

9.3.2.2 Resolucion positiva

Definicién 9.20 Una clausula positiva es aquella en la que sélo aparecen literales
Ppositivos.
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(defun es-clausula-positiva (C)

(if (endp C)
t
(and (es-literal-positivo (car C))
(es-clausula-positiva (cdr C)))))

Definicién 9.21 Dadas dos clausulas C y Cy, diremos que C' se obtiene por
resolucion positiva a partir de Cy y Cy si C' es la resolvente entre Cy y Cs con
respecto a algun literal L y una de las dos clausulas padre es positiva.

De esta forma la condicién de resolucion positiva comprueba que alguna de
las dos clausulas que recibe como argumento es positiva. Esta funcién verifica las

propiedades presentadas en | 256].
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(defun cond-positiva (C-1 C-2)

(or (es-clausula-positiva C-1)
(es-clausula-positiva C-2)))

(defcong igual-conjunto iff (cond-positiva C-1 C-2) 1)
(defcong igual-conjunto iff (cond-positiva C-1 C-2) 2)
(defthm cond-positiva-conmuta

(iff (cond-positiva C-1 C-2)

(cond-positiva C-2 C-1)))

(defthm cond-positiva-boolean-p
(booleanp (cond-positiva C-1 C-2)))

Asociada a la resolucién positiva consideramos la asignacién que hace falsos
todos los simbolos proposicionales y, por tanto, todas las clausulas positivas. De
esta forma, si una clausula es falsa en esta asignacion, entonces se trata de una
clausula positiva y, junto con cualquier otra clausula, cumple la condicion de
resolucién positiva.
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303
(defun asig-positiva ()

nil)

(defthm propiedad-fundamental-cond-positiva
(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2)
(not (modelo-clausula (asig-positiva) C-2)))
(cond-positiva C-1 C-2)))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *resolucionx*
utilizando las funciones anteriores.
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(definstancia-*resolucion*
((condicion  cond-positiva)
(asignacion asig-positiva))
"-positiva")

Una vez evaluado este evento, se obtienen automaticamente las funciones que
implementan los algoritmos de saturaciéon y de decisién de insatisfacibilidad ba-
sados en resolucion positiva. También se obtienen los eventos que establecen las
propiedades de correccion y completitud del algoritmo de decisién de insatisfaci-

bilidad.
9.3.2.3 Resolucion negativa

Definicién 9.22 Una cldusula negativa es aquella en la que solo aparecen lite-
rales negativos.
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(defun es-clausula-negativa (C)

(if (endp C)
t
(and (es-literal-negativo (car C))
(es-clausula-negativa (cdr C)))))

Definicién 9.23 Dadas dos clausulas C y Cy, diremos que C' se obtiene por
resolucion negativa a partir de Cy y Cy si C' es la resolvente entre C} y Csy con
respecto a algun literal L y una de las dos clausulas padre es negativa.

De esta forma la condicion de resolucion negativa comprueba que alguna de
las dos clausulas que recibe como argumento es negativa. Esta funcién verifica

las propiedades presentadas en [ 256]
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(defun cond-negativa (C-1 C-2)

(or (es-clausula-negativa C-1)
(es-clausula-negativa C-2)))

(defcong igual-conjunto iff (cond-negativa C-1 C-2) 1)
(defcong igual-conjunto iff (cond-negativa C-1 C-2) 2)
(defthm cond-negativa-conmuta

(iff (cond-negativa C-1 C-2)

(cond-negativa C-2 C-1)))

(defthm cond-negativa-boolean-p
(booleanp (cond-negativa C-1 C-2)))

Asociada a la resolucion negativa consideramos la asignacién que hace ciertos
todos los simbolos proposicionales y, por tanto, hace falsas todas las clausulas
negativas. De esta forma, si una cldusula es falsa en esta asignacién, entonces es
un clausula negativa y, junto con cualquier otra clausula, cumple la condicién de
resolucion negativa.

Debido a que las asignaciones se representan con listas de asociacion finitas y a
que el valor por defecto, para aquellos simbolos que no aparezcan explicitamente
en una asignacion, es L, no podemos representar la asignacion que hace ciertos
todos los simbolos proposicionales. Sin embargo, si podemos asumir la existencia
de dicha asignacién, estableciendo esta propiedad como un axioma!. Una vez
hecho esto se puede demostrar que, si una clausula es falsa en esta asignacion,
entonces, junto con cualquier otra clausula, cumple la condicién de resolucion
negativa.

307

(defstub asig-negativa () => *)

(defaxiom asig-negativa-es-positiva
(equal (valor F (asig-negativa)) *Vx))

(defthm propiedad-fundamental-cond-negativa
(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2)
(not (modelo-clausula (asig-negativa) C-2)))
(cond-negativa C-1 C-2)))

1No se puede hacer en un encapsulado de ACL2 pues no existe una funcién testigo.



278 Capitulo 9. Resolucién

En la formalizaciéon anterior, el comando defstub sirve para introducir en
el sistema un nuevo nombre de funcién constante, asig-negativa. Mediante el
comando defaxiom asumimos que la funcién asig-negativa proporciona una
asignacion en la que todas las férmulas son falsas. El uso de axiomas en ACL2
es peligroso pues puede hacer que el sistema quede inconsistente. Sin embargo,
en este caso es la tnica posibilidad para poder utilizar la teoria genérica definida
para las funciones condicion y asignacion.

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *resolucionx*
utilizando las funciones anteriores.
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(definstancia-*resolucion*
((condicion  cond-negativa)
(asignacion asig-negativa))
"-negativa")

Una vez evaluado este evento, se obtienen automaticamente las funciones que
implementan los algoritmos de saturacién y de decisién de insatisfacibilidad ba-
sados en resolucion negativa. También se obtienen los eventos que establecen las
propiedades de correccion y completitud del algoritmo de decisién de insatisfaci-
bilidad. Nétese que la funcién asig-negativa sélo interviene en la prueba de la
completitud y no es necesaria para utilizar los algoritmos.

9.3.2.4 Resolucion semantica

Definicién 9.24 Dada una asignacion o y dos clausulas Cy y Cs, diremos que
C se obtiene por resoluciéon semantica a partir de Cy y Cy si C' es la resolvente
entre Cy y Cy con respecto a algun literal L, una de las dos clausulas padre es
cierta en o y la otra es falsa.

En esta estrategia de resolucion se parte de una asignacion fija, con respecto
a la que se establece la condicién de resolucién. Consideramos en un encapsula-
do de ACL2, una asignacién cualquiera proporcionada por la funcién constante
asig-semantica. La unica propiedad que hay que exigir a esta funcién es que el
valor que devuelve es una lista de asociacién.

309
(defthm alistp-asig-semantica

(alistp (asig-semantica)))

Con respecto a la asignacién proporcionada por la funcién asig-semantica
definimos la siguiente condicion de resolucion:
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310
(defun cond-semantica (C-1 C-2)

(or (and (modelo-clausula (asig-semantica) C-1)
(not (modelo-clausula (asig-semantica) C-2)))
(and (modelo-clausula (asig-semantica) C-2)
(not (modelo-clausula (asig-semantica) C-1)))))

Esta condicion verifica las propiedades mostradas en y, por su definicion,
se verifica que si una clausula es falsa en la asignacion proporcionada por la
funciéon asig-semantica y otra es cierta, entonces ambas clausulas verifican la
condicién de resolucion semantica.
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(defcong igual-conjunto iff (cond-semantica C-1 C-2) 1)

(defcong igual-conjunto iff (cond-semantica C-1 C-2) 2)

(defthm cond-semantica-conmuta
(iff (cond-semantica C-1 C-2)
(cond-semantica C-2 C-1)))

(defthm cond-semantica-boolean-p
(booleanp (cond-semantica C-1 C-2)))

(defthm propiedad-fundamental-cond-semantica
(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2)
(modelo-clausula (asig-semantica) C-1)
(not (modelo-clausula (asig-semantica) C-2)))
(cond-semantica C-1 C-2)))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *resolucionx*
utilizando las funciones anteriores.

312
(definstancia-*resolucion*

((condicion cond-semantica)
(asignacion asig-semantica))
"-semantica")
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Una vez evaluado este evento, se obtienen automaticamente las funciones que
implementan los algoritmos de saturacion y de decision de insatisfacibilidad ba-
sados en resolucién semantica. También se obtienen los eventos que establecen
las propiedades de correccion y completitud del algoritmo de decision de insa-
tisfacibilidad. Noétese que es necesario proporcionar un valor concreto para la
funcién asig-semantica para poder utilizar los algoritmos, pues la asignacién
que proporciona es necesaria para comprobar la condicién de resolucion.

9.3.2.5 Resolucion con conjunto soporte

Definicién 9.25 Un subconjunto T de un conjunto de clausulas S es un conjunto
soporte de S si S —T es satisfacible. Dadas dos clausulas C y Cy, diremos que C
se obtiene por resolucion con soporte T a partir de C7 y Cy si C' es la resolvente
entre C y Cy con respecto a algun literal L y las dos clausulas padre no pertenecen
simultaneamente a S.

En esta estrategia de resolucién se parte de un conjunto de clausulas satis-
facible (S — T') y la condicién de resolucién se establece con respecto a dicho
conjunto. Consideramos en un encapsulado de ACL2, un conjunto satisfacible de
clausulas proporcionado por la funcién constante S-soporte. Las propiedades
que debe cumplir esta funciéon son que el valor que devuelve es un conjunto de
clausulas y que dicho conjunto es satisfacible. Para esto ltimo consideramos en
el mismo encapsulado, una funcién constante asig-soporte que proporciona una
asignacion modelo de dicho conjunto. El valor devuelto por esta funciéon ha de
ser una lista de asociacion.

3513

(defthm alistp-asig-soporte
(alistp (asig-soporte)))

(defthm soporte-es-forma-clausal
(es-forma-clausal (S-soporte)))

(defthm soporte-es-satisfacible
(modelo-forma-clausal (asig-soporte) (S-soporte)))

De esta forma la condicién de resolucién con soporte comprueba que una de las
dos clausulas que recibe como argumento no pertenece al conjunto proporcionado
por la funcién S-soporte. Esta funcion verifica las propiedades presentadas en

256
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317
(defun cond-soporte (C-1 C-2)

(or (not (conjunto-miembro C-1 (S-soporte)))
(not (conjunto-miembro C-2 (S-soporte)))))

(defcong igual-conjunto iff (cond-soporte C-1 C-2) 1)
(defcong igual-conjunto iff (cond-soporte C-1 C-2) 2)
(defthm cond-soporte-conmuta

(iff (cond-soporte C-1 C-2)

(cond-soporte C-2 C-1)))

(defthm cond-soporte-boolean-p
(booleanp (cond-soporte C-1 C-2)))

Asociada a esta condicion de resolucion consideramos la asignacion proporcio-
nada por la funcién asig-soporte. De esta forma, si una clausula es falsa en esta
asignacion, dicha clausula no pertenece al conjunto proporcionado por S-soporte
y, junto con cualquier otra clausula, cumple la condicién de resolucién.

315
(defthm propiedad-fundamental-cond-soporte

(implies (and (es-clausula C-1)
(es-clausula C-2)
(not (modelo-clausula (asig-soporte) C-2)))
(cond-soporte C-1 C-2)))

El siguiente evento realiza una instancia de la teoria genérica *resolucionx
utilizando las funciones anteriores.

316
(definstancia-*resolucion*

((condicion  cond-soporte)
(asignacion asig-soporte))
"-soporte")

Una vez evaluado este evento, se obtienen automaticamente las funciones que
implementan los algoritmos de saturacién y de decisién de insatisfacibilidad ba-
sados en resolucién con conjunto soporte. También se obtienen los eventos que
establecen las propiedades de correccién y completitud del algoritmo de decision
de insatisfacibilidad. Noétese que es necesario proporcionar un valor concreto para
la funciéon S-soporte para poder utilizar los algoritmos.
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9.4 Ejemplos

En esta seccion explicamos cémo se utilizan los procedimientos de decision de-
sarrollados en este capitulo, presentando datos sobre su evaluacion en algunos
de los problemas propuestos por Plaisted en [64]. Para distintos valores de N se
considera el conjunto de clausulas asociado al siguiente conjunto de férmulas:

PANQL — P P AQ — Q2
Po,ANQy — Py P, N Q2 — Qs

Py 1 ANQn-1— Py Pnoi ANQn-1 — QN
P Q1 —PnV QN

Esta familia estd definida en el libro plaisted.lisp del directorio O-ejemplos
para los valores de N =5,6,7,8,9, 10.

Una vez certificados los libros, ponemos en funcionamiento el sistema, eva-
luando la orden acl2 en el directorio 9-resolucion:

../calculos-proposicionales/9-resolucion> acl2

ACL2 Version 2.6. Level 1. Cbd
"../calculos-proposicionales/9-resolucion".

ACL2 !>

A continacion incluimos el libro que contiene la teoria desarrollada en este
capitulo. Los libros de los que éste depende son incluidos automéaticamente por
el sistema:

ACL2 !'>(include-book "resolucion-gen")

En la tabla 9.1 se muestra informacién sobre el tiempo de comprobacion de la
insatisfacibilidad de los conjuntos de clausulas asociados al problema de Plaisted
[64], para N = 5,6,7,8,9,10. Estos tiempos incluyen la evaluacién del procedi-
miento de decisién INSAT-resolucion-<condicion>, para la resolucién binaria,
positiva y negativa.
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Tamano del problema 5) 6 7 8 9 10
Resolucion binaria 8.720 | 250.380 — — — —
Resolucion positiva 0.000 0.000 | 0.010 | 0.000 | 0.010 | 0.000
Resolucion negativa 0.040 0.220 | 0.420 | 0.810 | 2.770 | 3.810

Tabla 9.1: Tiempos de evaluacién para las féormulas de Plaisted

Sumario
En este capitulo:

e Se ha presentado el concepto clasico de resolvente binaria y el de resolvente
condicionada. Este ultimo depende de una condiciéon que da lugar a dis-
tintas estrategias de resolucién. Se ha definido el concepto de conjunto de
clausulas saturado por resolucion condicionada. Se han formalizado estos
conceptos y se han demostrado algunas de sus propiedades mas importantes.

e Se ha definido un algoritmo que realiza un proceso de saturacién por reso-
luciéon condicionada, es decir, a partir de un conjunto de clausulas obtiene
otro que contiene al original y es saturado por resolucién condicionada.
Se ha demostrado que este algoritmo termina para cualquier conjunto de
clausulas de partida.

e La aparicion de la clausula vacia en el proceso de saturacién indica la in-
satisfacibilidad del conjunto de clausulas inicial. Utilizando esta idea se
ha desarrollado un procedimiento de decision de insatisfacibilidad basado
en resolucion condicionada. Se ha demostrado que este procedimiento es
correcto.

e Se han desarrollado conceptos relativos a conjuntos representantes de co-
lecciones de conjuntos. Se han formalizado estos conceptos y se han demos-
trado algunas de sus propiedades.

e Se ha presentado la prueba de Bezem del teorema de completitud de la
resolucion condicionada. Este teorema se ha utilizado para demostrar la
completitud del procedimiento de decision de insatisfacibilidad basado en
resolucion condicionada. La prueba ha sido formalizada en ACL2.

e Se ha definido una teoria genérica que facilita la reutilizacion de los resulta-
dos presentados. Utilizando la herramienta de instanciacion genérica se han
obtenido automaticamente procedimientos verificados de decision de insa-
tisfacibilidad basados en resolucion binaria, positiva, negativa, semantica y
con conjunto soporte.
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Capitulo 10

Conclusiones

En los capitulos precedentes se ha presentado una teoria computacional, desarro-
llada en ACL2, sobre calculos proposicionales. Desde nuestro punto de vista, los
principales objetivos conseguidos en esta memoria son los siguientes:

e Se ha realizado un modelo formal de la légica proposicional implementado
en Common Lisp. Este modelo sirve de base para la implementacion y veri-
ficacion formal de algoritmos especificos para esta logica. La formalizacion
realizada es robusta en el sentido de que puede ser modificada para adap-
tarse a distintas sintaxis, sin afectar al desarrollo de los algoritmos o a la
prueba de sus propiedades.

e Se ha formalizado la semantica clasica y la seméantica trivalorada fuerte de
Kleene para la logica clasica, comprobando a lo largo de la formalizacion de
los distintos calculos logicos, que éstos se pueden utilizar indistintamente
en ambas semdanticas sin que esto afecte a sus propiedades de correccion y
completitud.

e Se han formalizado calculos logicos basados en tableros semanticos y secuen-
tes. Esta formalizacion es genérica en el sentido de que, en los procedimien-
tos de decision de satisfacibilidad basados en estos calculos, se ha asumido
la existencia de cierta funcién de seleccién con determinadas propiedades,
cuya definicion no se proporciona expresamente. Esta funcion de seleccién
proporciona una forma de incorporar heuristicas a estos procedimientos.

e Se ha desarrollado un marco genérico para la definicion de procedimientos
de decision de satisfacibilidad, en el que tanto el calculo basado en tableros
semanticos como el basado en secuentes se pueden expresar como casos par-
ticulares. Este marco genérico es interesante por dos razones. Por un lado,
el formalismo tedrico abstrae propiedades de los distintos métodos, a partir
de las cuales su funcionamiento es similar. Estas propiedades son la base
para demostrar la correccion y completitud del procedimiento de decisién
de satisfacibilidad en el marco genérico. Por otro lado, la formalizacién del

285
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marco genérico y el uso de unas herramientas de instanciacién desarrolladas
para tal fin, nos permiten obtener de forma automatica funciones verifica-
das que implementan procedimientos de decisién de satisfacibilidad para
distintos calculos légicos.

Se han formalizado procedimientos de decision de satisfacibilidad para con-
juntos de clausulas basados en el procedimiento de Davis y Putnam. Pri-
mero se ha demostrado que la regla de bifurcacién es, por si séla, un proce-
dimento correcto y completo de decision de satisfacibilidad para clausulas
y como un refinamiento de dicho procedimiento, se incorporan las reglas
de eliminacién de clausulas unitarias y literales puros. Al igual que en los
calculos desarrollados previamente, se asume una funcién de seleccién que
proporciona un literal para aplicar la regla de bifurcacién en cada paso.
La definicién de esta funciéon no se proporciona explicitamente. Para una
funcién de seleccion espécifica, se demuestra que el procedimiento basado
en bifurcacién es equivalente al que incorpora las reglas de eliminaciéon de
clausulas unitarias y literales puros y por tanto, este ultimo también es
correcto y completo.

Se ha desarrollado un procedimiento de saturacién por resolucién condicio-
nada, basado en una propiedad que condiciona la obtencién de resolven-
tes. De esta forma, varios refinamientos del procedimiento de resolucién
se pueden expresar como casos particulares de este procedimiento. Se ha
demostrado que, si en el proceso de saturacion por resolucion condiciona-
da de un conjunto de clausulas, no aparece la clausula vacia, entonces el
conjunto de clausulas original es satisfacible. Para ello se ha formalizado la
prueba de Bezem del teorema de completitud condicionada que, a partir de
una asignacion asociada a la condicién de resolucién, construye un modelo
del conjunto de clausulas saturado. Esta formalizacién es la tnica auto-
matizacion que conocemos de dicha prueba. Basado en este procedimiento
se ha desarrollado un procedimiento de decisiéon de insatisfacibilidad para
conjuntos de clausulas, mediante la saturaciéon del mismo por resolucién
condicinada. Se han demostrado las propiedades de correccién y completi-
tud de este procedimiento.

A lo largo del desarrollo realizado, se han construido herramientas que ex-
tienden el sistema ACL2 para facilitar la tarea del usuario. Por un lado se ha
desarrollado una herramienta, defmul, que, de forma automatica, extiende una
relacién bien fundamentada definida sobre un conjunto A, a multiconjuntos de
elementos de A. La extensién obtenida también es una relacién bien fundamen-
tada. Este herramienta es de gran utilidad para demostrar la terminacién de
funciones entre cuyos argumentos aparece una lista de elementos del conjunto A
de los que algunos, en las llamadas recursivas, son reemplazados por otros mas
pequenos con respecto a la relacién bien fundamentada en A. En este sentido, ha
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sido utilizada en la prueba de terminacién del procedimiento de transformacion
a forma clausal presentado en la seccion 8.1.2 y en la prueba de terminacion del
procedimiento genérico de decision de satisfacibilidad presentado en 7.

Por otro lado, el intensivo uso de la regla de instanciacion funcional hace ne-
cesario disponer de una herramienta que automatice el proceso de construccién
de un conjunto de eventos, cuya admision por el sistema depende de un pequeno
conjunto de funciones y propiedades de las mismas. El desarrollo de esta herra-
mienta pone de manifiesto las posibilidades que tiene el sistema de representar
y utilizar resultados de orden superior. Esta herramienta ha sido utilizada para
obtener instancias concretas del marco genérico para el desarrollo de procedi-
mientos de decision de satisfacibilidad (capitulo 7 y seccién 8.3), e instancias del
procedimiento de decisiéon de insatisfacibilidad basado en resolucién condicionada
(seccién 9.3).

Algunos datos de interés

En la tabla de la figura 10.1, se presentan algunos datos cuantitativos sobre la
teoria desarrollada. La primera columna contiene el nombre de cada uno de
los libros ACL2. Las siguientes tres columnas contienen, respectivamente, el
ntimero de lineas (excluyendo comentarios y lineas en blanco), de definiciones y
de teoremas en cada uno de los libros. Estos datos dan una idea del “tamano”
de la teoria desarrollada en cada uno de los libros. La tltima columna indica el
nimero de teoremas que necesitan alguna sugerencia para completar con éxito
su demostracion. La mayoria de estas indicaciones son para usar instancias de
teoremas previos o para habilitar o deshabilitar algunas reglas asociadas a eventos.

El esfuerzo humano invertido en este trabajo es dificil de estimar, tanto mas
cuando se combina, en sus fases iniciales, con el aprendizaje del sistema. FEl
desarrollo de un trabajo similar en el momento actual supondria menos horas de
dedicacién. Los resultados en los que se ha invertido mas tiempo son la prueba
de terminacion del procedimiento de saturacion por resolucion condicionada y
la automatizacion de la prueba de Bezem de la completitud de la resoluciéon
condicionada.

Trabajo futuro

La investigacion presentada en esta memoria se puede continuar en varias direc-
ciones:

e Existen gran variedad de célculos y procedimientos para decidir la satis-
facibilidad de una férmula proposicional. El modelo formal de la légica
proposicional que hemos desarrollado parece un entorno adecuado para
la formalizacion de estos célculos y procedimientos, y la verificacion au-
tomatica de sus propiedades. Igualmente, es interesante estudiar hasta qué
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H Libro \ Lineas \ Definiciones | Teoremas \ Consejos H
sintaxis.lisp 323 22 45 12
semantica.lisp 113 11 9 1
semantica-K.lisp 122 12 8 1
tablas-de-verdad.lisp 171 13 16 7
tablas-de-verdad-K.lisp 257 15 25 11
uniforme.lisp 206 10 18 5
uniforme-K.lisp 198 10 18 5
tableros.lisp 349 13 34 12
tableros-K.lisp 355 13 34 12
secuentes.lisp 507 21 48 20
secuentes-K.lisp 520 22 48 20
multiconjuntos.lisp 944 28 149 39
defmul.lisp 886 31 29 16
teorias-genericas.lisp 115 15 2 2
listas.lisp 146 15 10 1
SAT-generico.lisp 335 16 37 13
SAT-generico-K.lisp 336 16 37 13
SAT-tableros.lisp 603 16 67 34
SAT-tableros-K.lisp 611 16 67 34
SAT-secuentes.lisp 427 20 36 9
SAT-secuentes-K.lisp 418 20 33 10
clausulas.lisp 277 16 39 11
clausulas-K.lisp 286 16 40 13
forma-clausal.lisp 371 12 47 17
forma-clausal-K.lisp 391 12 49 18
davis-putnam.lisp 621 24 82 21
davis-putnam-K.lisp 631 23 83 22
SAT-davisputnam.lisp 485 23 47 9
conjuntos.lisp 284 19 41 10
resolucion-sat.lisp 1069 27 124 46
representantes.lisp 229 11 25 11
resolucion-thm.lisp 861 13 92 50
resolucion-aux.lisp 333 0 36 13
resolucion-gen.lisp 489 20 50 11

Figura 10.1: Datos cuantitativos
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punto el marco genérico proporcionado por los sistemas de transformacion
proposicionales es aplicable a otros célculos y procedimientos de decision.

e En el capitulo 8 se presentan formalizaciones de procedimientos de decisién
basados en el método de Davis y Putnam. Este método es la base de gran
cantidad de algoritmos de probada eficiencia para decidir la satisfacibili-
dad de un conjunto de cldusulas. Una diferencia fundamental entre esos
algoritmos y los presentados en el capitulo 8 es que evitan la duplicidad
de informacién que genera la regla de bifurcacién. Esto se puede conse-
guir en ACL2 utilizando objetos de hebra simple’. Una interesante linea
de investigacién consistiria en utilizar estos objetos para desarrollar algo-
ritmos verificados eficientes para resolver el problema SAT. De hecho ya
hemos construido un algoritmo basado en estos objetos que mejora nota-
blemente a los presentados en el capitulo 8, pero aiin no hemos realizado
su verificacion.

e En los tultimos anos se estan desarrollando nuevos modelos de computa-
ciéon: molecular, membranas, cuantica. Y uno de los primeros problemas
que se suele abordar en estos modelos, quiza por ser NP—completo, es el
problema de la satisfacibilidad de una férmula proposicional. El modelo
formal que hemos construido también es adecuado para verificar este tipo
de experimentos realizados en modelos de computacién no convencionales.
En este sentido, hemos formalizado y verificado una version recursiva del
experimento de R.J. Lipton, [48], para resolver el problema de la satisfaci-
bilidad de una férmula proposicional, basado en el modelo de computacién
molecular restringido de Adleman [50]. Este trabajo ha sido presentado al
tercer congreso internacional de usuarios de ACL2 [53].

e Otra linea interesante de investigacién consiste en construir teorias compu-
tacionales sobre otras légicas distintas a la proposicional clasica (modales,
temporales, ...) y formalizar procedimientos de decisiéon para estas ldgicas.
Se estudiarian las caracteristicas comunes a los procedimientos de decision
para estas logicas y se intentaria extraer un marco genérico en el que ex-
presarlos como instancias.

e De igual forma estamos en disposicién de construir un modelo formal de la
logica de primer orden. En esta memoria hemos realizado una formaliza-
ci6én de la légica proposicional y en [66] se ha formalizado un algoritmo de
unificacion. Con estos resultados creemos que se puede afrontar con éxito
el problema de formalizar en ACL2 la légica de primer orden.

e En los libros ACL2 desarrollados en esta investigacién se hace un uso inte-
sivo de las caracteristicas de orden superior del sistema. En el capitulo 6

1Del inglés single-threaded objects.



290

Capitulo 10. Conclusiones

presentamos una herramienta de instanciacion genérica que facilita la utili-
zacion de resultados de orden superior. Esta herramienta se puede mejorar
en varios aspectos para facilitar la reutilizacion de libros ACL2. Quizé la
mas importante de todas estas mejoras seria la integracion de la herramien-
ta con el propio sistema, tarea para la que ya se han realizado algunos
contactos con los desarrolladores del sistema.
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