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Preliminares






Capitulo 1

Introduccion

El término métodos formales se refiere al empleo de técnicas matematicas
en el desarrollo de sistemas informaticos. Los métodos formales agrupan un
conjunto de técnicas muy diversas que son susceptibles de aplicarse en la es-
pecificacion, analisis, diseno, implementacion y mantenimiento de un sistema
informatico, ya sea fisico o logico. Bien aplicadas, estas técnicas pueden pro-
ducir productos de gran calidad, bien documentados y faciles de mantener.

Uno de los problemas principales a los que se han aplicado métodos formales
es el problema de la correccion |5]. Particularmente, en el caso de un algoritmo
o de un programa, se trata de decidir si éste cumple su especificacion, un
proceso que se conoce como andlisis de la correccion o mas cominmente
como verificacion. Como argumentaremos a continuacion, este problema es
tan antiguo como los propios programas.

En 1946, H. H. Goldstine y J. von Neumann introdujeron los diagramas de
flujo como un medio de representar los algoritmos que se iban a implemen-
tar en las primeras computadoras electronicas. Ambos autores adquirieron
rapidamente la firme conviccion de que la programacion era algo mas que la
traduccion de unas instrucciones expresadas en un lenguaje matematico al
lenguaje de la maquina y que no era, en absoluto, una actividad trivial |99].
De hecho, reclamaron su caracter logico e independiente:

Since coding is not a static process of translation, ...it has to be
viewed as a logical problem and one that represents a new branch
of formal logics.

Fue entonces cuando aparecié, de manera embrionaria, el concepto de aserto



4 Introduccion

en el contexto del problema de la correccion. Los diagramas contenian un
tipo particular de caja, denominada «caja de aserto», que permitia etiquetar
el programa con asertos que documentaban las propiedades que se esperaba
cumpliera en un cierto punto.

El primer programa al que se aplico este método fue una rutina para el
calculo del factorial que fue presentada por A. Turing en un informe de
1949, véase [75]. Esta rutina empleaba sumas en lugar de multiplicaciones y,
durante su presentacion, Turing expreso abiertamente la preocupacion que le
habia llevado a desarrollar, al parecer de manera independiente, esta idea:

How can one check a routine in the sense of making sure that
it is right? In order that the man who checks may not have too
difficult a task the programmer should make a number of definite
assertions which can be checked individually, and from which the
correctness of the whole programme easily follows.

Notese como Turing separa la tarea de andlisis de la de diseno emplazandolas
en dos agentes, en principio, separados: el comprobador (responsable de ana-
lizar la correccion) y el programador (responsable de disenar el programa).
Acertadamente, Turing incluye como parte de las responsabilidades del pro-
gramador proporcionar los asertos necesarios para demostrar la correccion
del programa. Ambas actividades son consideradas como humanas.

Turing también se da cuenta de que una parte importante del problema
general de la correccion es la terminacion. La siguiente cita conserva hoy
toda su vigencia:

Finally, the checker has to verify that the process comes to an
end. Here again he should be assisted by the programmer giving
a further definite assertion to be verified. This may take the form
of a quantity which is asserted to decrease continually and vanish
when the machine stops. To the pure mathematician it is natural
to give an ordinal number.

Sin embargo, los trabajos seminales de los tres pioneros fueron en su mayoria
desconocidos para las personas que precisamente iban a tener méas influencia
en el desarrollo de la verificacion de programas. Habria que esperar a 1967
para disponer de una formulacion rigurosa de las demostraciones de correc-
cion en términos de asertos e induccion, logro que se debe esencialmente a
R. W. Floyd quien estableci6 que el significado de cada operacion de un len-
guaje de programacion puede formularse como una regla logica que expresa



exactamente qué asertos pueden demostrarse tras la operacion a partir de los
asertos que eran ciertos antes de ella [24]. Floyd eligio el calculo de predicados
de primer orden como lenguaje para la especificacion de los asertos, proclamo
la necesidad de proporcionar paralelamente los argumentos de terminacion e
introdujo explicitamente los conceptos de invariante de bucle y condicion de
verificacion.

Casi simultaneamente, P. Naur habia desarrollado ideas similares, aunque
él llamaba a los asertos «instantaneas generales» [76] para indicar que re-
presentaban una fotografia del estado del programa en un instante concreto
de una de sus ejecuciones, llevada a cabo con datos generales. Sin embargo,
el enfoque de Naur para abordar este problema era menos formal y tuvo
menos impacto en los trabajos posteriores: las instantaneas generales eran
comentarios precisos que acompanaban a los programas, pero no se exigia su
expresion en una logica formal.

Fue C. A. R. Hoare quien en 1969 proporciondé una base axiomética a la
programacion [34] introduciendo la terminologia de precondicion, postcondi-
cion e tnvariante, las tripletas de Hoare y la logica de Floyd-Hoare, que hoy
dia son tan habituales. Corresponde a E. W. Dijkstra y a otros el mérito de
extender las ideas previas descubriendo la interesante posibilidad de invertir
el sentido de razonamiento para calcular a partir de una postcondicién la
«precondicion més débil» que ha de ser cierta antes de ella. Esta idea hace
posible construir programas, cuya correcciéon esta garantizada, comenzando
con la especificacion de la salida deseada y trabajando hacia atras [20, 21].

Hemos postpuesto deliberadamente una contribucién muy importante y dis-
tinta de las realizadas por los anteriores autores. En 1961, John McCarthy
presenta su «teoria matemética de la computacion» que, a diferencia de los
esfuerzos de la época que estaban centrados en la verificacion de programas
imperativos, toma como fundamento la idea de razonar sobre funciones re-
cursivas. Posteriormente, McCarthy expondra los vinculos entre las funciones
recursivas y los programas iterativos. Sus trabajos fomentaran el estudio con-
junto de la induccion y la recursion, y daran lugar a la aparicion del lenguaje
de programacion LisPp.

El amplio desarrollo que han experimentado los métodos formales en diferen-
tes areas unido a la complejidad creciente de los problemas de interés ha dado
lugar a una disciplina denominada razonamiento automdtico [104], que tiene
entre sus objetivos el desarrollo de herramientas informéticas para la auto-
matizacion del razonamiento logico. Estas herramientas suelen denominarse
genéricamente «sistemas de razonamiento automéatico» e incluso «demostra-
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dores automaticos de teoremasy, por ser la demostracion de teoremas una de
las primeras labores en las que tuvieron éxito.

Independientemente del problema de la correccion, y debido principalmente
a los éxitos obtenidos tras los trabajos de Robinson 82|, se han concentrado
grandes esfuerzos en el desarrollo de sistemas de razonamiento basados en
resolucion para la logica de primer orden, uno de cuyos maximos exponentes
es OTTER [65]. Estos sistemas son automaéticos en el sentido de que una vez
planteado el problema no existe interaccion entre el usuario y el sistema en
la biisqueda de la solucion.

Sin embargo, el creciente interés en la verificacion de sistemas informéticos ha
puesto de manifiesto la necesidad de contar con otras logicas, més potentes o
expresivas en algunos aspectos que la de primer orden. Esta mayor potencia
ha sido la responsable, en contrapartida, de una pérdida de automatizacion.

De tal modo esto es asi, que el calificativo de «automéatico» resulta en la
actualidad demasiado optimista, cuando no del todo inadecuado, siendo el
término «automatizado» méas representativo de la verdadera naturaleza de
los sistemas disponibles en la actualidad.

En particular, uno de los aspectos clave para la especificacion y verificacion
de la mayor parte de los sistemas informaticos de interés es la induccion. La
induccion aparece de uno u otro modo en todos los sistemas de razonamiento
que se emplean actualmente en este campo y suele venir acompanada de
algiin principio de definicion inductiva o recursiva para los objetos de la 1ogica
subyacente. Otros aspectos que aparecen en algunos sistemas son el empleo
de l6gicas de orden superior y de logicas con tipos, ambos no excluyentes.

En [98] aparece un compendio de sistemas de razonamiento. Entre los siste-
mas cuya principal caracteristica es el empleo de logicas de orden superior
destacan HOL [30] y PVS |77, 89]. Entre los que utilizan una logica de tipos
constructiva se encuentran NUPRL [14], CoQ [22| y LEGO [58]. El grado de
automatizacion es variable, pero estos sistemas generalmente abogan por un
estilo interactivo en el que el usuario ha de proporcionar constantemente al
sistema indicaciones sobre qué inferencias debe aplicar. Este estilo interacti-
vo es originario de los sistemas inspirados en LCF [29], en los que existe un
conjunto de reglas de inferencia que se pueden agrupar en «tacticas» para
mayor comodidad de aplicacion.

También existen sistemas concebidos para la demostracion matemética pura,
exentos de todo contenido computacional. Actualmente, uno de sus mejores
representantes es MIZAR [83|. Este sistema presenta un nivel muy bajo de
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automatizacion: tanto es asi que no es usual referirse a él como un «demostra-
dor» sino como un «comprobadory, ya que se limita a comprobar si la prueba
presentada por el usuario, en el lenguaje formal de MI1ZAR, es correcta.

1.1. Objetivos

El objetivo de esta memoria ha sido desarrollar la teoria necesaria para po-
der implementar, especificar y verificar el algoritmo de Buchberger para el
calculo de bases de Grobner en un sistema de razonamiento automatizado.
Concretamente:

1. Desarrollar una teoria computacional sobre los anillos de polinomios de
miultiples variables.

2. Proporcionar un orden natural a los polinomios de miltiples variables
y demostrar su buena fundamentacion.

3. Representar los conceptos asociados a los ideales polindbmicos de manera
que sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.

4. Desarrollar una teoria computacional sobre las reducciones polinémicas
estableciendo su relacion con las reducciones abstractas.

5. Representar los conceptos asociados a las bases de Grobner de manera
que sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.

6. Implementar el algoritmo de Buchberger, especificar sus propiedades y
demostrar su correccion.

7. Proporcionar un procedimiento de decision verificado para el problema
de la pertenencia al ideal.

Como se observa, nuestro énfasis se sittia en la automatizacion del razona-
miento. Dentro de los sistemas de razonamiento adecuados para este tipo
de tarea hemos elegido a AcL2 |46, 47, 48, 49|. Este sistema merece espe-
cial atencion, ya que formaliza un subconjunto de COMMON LisP |96], un
lenguaje de programacion real.!

INo es de extrafiar que las siglas ACL2 signifiquen A Computational Logic for Appli-
cative Common Lisp.
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De hecho, LISP y sus dialectos se han usado tradicionalmente en la escritura
de sistemas de Algebra Computacional. Por otro lado, ACL2 es especialmente
bueno razonando por inducciéon. En este sentido, estamos ante un demostra-
dor heuristico que incorpora no sélo potentes procedimientos de decisién, sino
también estrategias sobre como abordar diferentes tipos de pruebas, cuando
expandir la definicion de una funcién o generalizar un término, etc.

La mayor parte de las ideas presentes en ACL2 provienen de un sistema
anterior, NQTHM, también llamado, el demostrador de teoremas de Boyer y
Moore |4, 8, 9]. ACL2 comienza a ser desarrollado en 1989 por Boyer, Moore y
Kaufmann como una mejora sustancial de NQTHM [45, 7], estando las tltimas
versiones desarrolladas fundamentalmente por los dos tltimos autores |51].

Hemos demostrado todos los teoremas (del orden de un millar) que aparecen
durante la consecucion de los objetivos mencionados en este sistema. Desde
el punto de vista logico, ACL2 es una logica de primer orden con igualdad
sin cuantificadores ni tipos y con funciones recursivas totales. La logica in-
cluye dos principios de extension importantes, definicion y encapsulado, y un
principio de induccién que permite razonar sobre las funciones definidas por
recursion.

Como se observa, la logica en si es muy débil; en particular, la ausencia
de cuantificadores supone una restriccion importante de la logica de primer
orden. El hecho de que las funciones hayan de ser totales y la ausencia de
tipos también tienen su impacto en la expresividad. Este es el precio que hay
que pagar por una mayor automatizacion: generalmente, nos concentramos
en escribir las proposiciones y lemas intermedios que permiten al sistema
demostrar un teorema complejo, proporcioniandole de vez en cuando indica-
ciones cuando se desvia de nuestro plan preconcebido.

Discutamos brevemente la importancia del algoritmo de Buchberger como
justificacion de su eleccién para nuestro trabajo.

El gran desarrollo sufrido en la tltima década por el Algebra Computacional
ha dado como resultado la proliferacion de numerosos sistemas de proposito
general como MATHEMATICA [103]. Estos son la culminacion de los resulta-
dos tedricos obtenidos en el iiltimo medio siglo, uno de cuyos descubrimientos
centrales fue debido a B. Buchberger cuando en 1965 proporcion6 un algorit-
mo para construir bases de Grobner [11], que se emplean fundamentalmente
para resolver el problema de la pertenencia en ideales polinémicos [57].

H. Hironaka ya habia demostrado poco antes la existencia de este tipo de
bases, a las que llamo bases estdndar |33|, pero su demostracion no era cons-
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tructiva y no arrojaba ninguna luz sobre el problema de como calcularlas. El
algoritmo de Buchberger, aunque al principio no tuvo demasiada difusion,
causé finalmente un gran impacto en areas muy diversas. Originalmente, se
empled para resolver problemas en Geometria Algebraica, pero ha sido apli-
cado con éxito en campos tan diversos como la Teoria de la Codificacion,
Estadistica, Investigacion Operativa y Teoria de Invariantes; éstas y otras
aplicaciones se describen en [12]. También se ha empleado para automatizar
el razonamiento en logicas modales [13, 55].

Hoy dia esta implementado en la mayoria de los sistemas como MUPAD |27],
MAPLE |19] y MATHEMATICA [103], por citar solo algunos. También existen
unos pocos sistemas especialmente disenados para proporcionar implemen-
taciones particularmente eficientes del algoritmo de Buchberger como Co-
COA [81], SINGULAR [32| y MACAULAY [31].

Es por esto que consideramos que disponer de implementaciones verificadas
del algoritmo de Buchberger es importante.

No obstante, esta tarea no resulta sencilla y lo primero que puede sorprender-
nos es la riqueza de estructuras algebraicas subyacentes a la propia definiciéon
del algoritmo de Buchberger y el esfuerzo que hay que dedicar a su formali-
zacion. Hay que emplear un cuerpo conmutativo de coeficientes para definir
los monomios con los que construir polinomios de multiples variables, los
monomios deben poseer un orden admisible con el que inducir otro sobre
los polinomios. Luego, hay que construir funciones de reducciéon apropiadas
entre los polinomios.

Pero asegurar la correccion del algoritmo y proporcionar un procedimiento
de decision verificado para el problema de la pertenencia al ideal aumenta
la variedad de estructuras implicadas y el esfuerzo necesario. En primer lu-
gar, hay que definir el concepto de ideal polinémico finitamente generado y
su congruencia inducida. Por otro lado, las funciones de reduccién conviene
estudiarlas en el marco, mas general, de las relaciones de reducciéon abstrac-
tas. Solo entonces, podemos obtener los resultados necesarios sobre las bases
de Grébner. Es en este esfuerzo adicional donde radica la diferencia entre
programar el algoritmo y demostrar que es correcto.

1.2. Trabajos relacionados

Existen hasta la fecha pocos trabajos sobre la construccion verificada de bases
de Grobner. Principalmente, se podria decir que existen tres proyectos que
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son representativos de enfoques y sistemas diferentes.

En 1986, Girard [28| introdujo la distincion entre logicas externas e integra-
das. Esta distincion ha sido recogida por otros autores, notablemente Dyb-
jer |23]. En un enfoque externo, primero se construye el programa y luego se
utiliza una logica apropiada para demostrar su terminacion y su correccion
parcial. Por el contrario, un enfoque integrado implica utilizar una logica en
la que sea posible describir una demostracion constructiva acerca de la exis-
tencia de los objetos cuyo calculo nos interesa; posteriormente, se extraeria
el algoritmo de la propia demostracion, de manera mas o menos automatica.

En 1998, Théry [100, 101] present6 una formalizacion completa del algoritmo
de Buchberger siguiendo un desarrollo externo en COQ.

En 1999, Coquand y Persson [16] presentaron un desarrollo integrado del
algoritmo de Buchberger en la teoria de tipos de Martin-Lof |60, 61|. Aunque
esta linea es muy prometedora, la formalizacion presentada esta incompleta,
si bien se han realizado algunas pruebas formales en el sistema AGDA [15].

Por ultimo, existe un tercer enfoque que podriamos clasificar también de ex-
terno, pero que en cierto modo lo es mas que el primero que se ha comentado.
En 2001, Rudnicki, Schwarzweller y Trybulec |84 presentaron una propuesta
para formalizar una parte importante del Algebra Conmutativa en MIZAR.
Aunque MIZAR no es un sistema en el que se puedan escribir directamen-
te algoritmos, los autores proponen disenar un generador de condiciones de
verificacion para obtener éstas a partir de codigo escrito en un lenguaje de
programacion. Las condiciones se expresarian en el lenguaje de MIZAR y
posteriormente se podria abordar su verificaciéon en el propio sistema.

Como veremos, nuestro trabajo se encuadra en la primera de estas aproxima-
ciones. La diferencia mas notable radica en que utilizaremos una légica muy
sencilla para razonar, demostrando asi que es posible formalizar el algoritmo
y sus propiedades sin apelar a logicas tan elaboradas. Esta simplicidad sera
a la vez amiga y enemiga: por un lado, nos permitira elevar notablemente el
grado de automatizacion de las demostraciones y, por otro, nos obligara en
ocasiones a tratar argumentos clasicos de manera poco convencional. Final-
mente, nuestros algoritmos son susceptibles de ejecutarse directamente en el
sistema en el que son construidos, cosa que no ocurre en ninguno de los otros
Casos.
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1.3. Estructura general

A continuaciéon describiremos cada uno de las partes que componen este
trabajo dando una vision general de los aspectos mas importantes que lo
integran.

El sistema AcCL2

En el capitulo 2 se expone una breve descripcion de ACL2. Esta descripcion no
es, en ningin modo, exhaustiva, sino que se centra en presentar las nociones
basicas y los diferentes puntos de vista desde los que puede abordarse su
estudio.

Con esta introducciéon a ACL2 tnicamente se pretende facilitar la compren-
sion de esta memoria. Se recomienda especialmente la lectura de este capitulo,
asi como de sus referencias principales, a aquellas personas sin experiencia
previa en la logica de ACL2.

Anillos polinémicos y su ordenacién

Considérese un anillo A = C[zy,...,z;] de polinomios de k € N* variables
sobre un cuerpo conmutativo arbitrario C. Los elementos de A son poli-
nomios en las indeterminadas x1, ...,z con coeficientes en C. Estos estan

constituidos por monomios de A, que son productos de potencias de la forma
c-axft -z donde ¢ € C es el coeficiente y x7' ---2% es el término, con
ai,...,a € N,

Esta descripcion sirve de punto de partida para la formalizacién en ACL2 de
los anillos polindbmicos de miltiples variables, que se presenta en el capitulo 3.

Se aborda pues el problema de la representacion. Rapidamente se descarta
la posibilidad de emplear una representacion densa (donde aparecen expli-
citamente los monomios nulos), ya que en el caso de multiples variables es
tremendamente ineficiente. A continuacion se discute la conveniencia de em-
plear una representacion normalizada frente a una desnormalizada. En una
representacion dispersa (es decir, no densa) y normalizada, una vez fijado el
numero de variables, se puede asociar una forma canénica a cada polinomio
en la que los monomios estan en orden estrictamente decreciente y no existe
ninguno que sea nulo. Una de las ventajas de esta representacion se encuentra
a la hora de decidir la igualdad de polinomios.
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No obstante, parece mas sencillo comenzar por demostrar las propiedades de
la representacion desnormalizada aunque posteriormente resulte mas conve-
niente emplear la normalizada para razonar, debido principalmente a la uni-
cidad de dicha representacion. Para conjugar estos dos aspectos, se comienza
por desarrollar operaciones de anillo desnormalizadas y luego se define una
funcion de normalizaciéon con la que se crean sus contrapartidas normali-
zadas. La funcion de normalizacion permite definir una igualdad seméntica
sobre los polinomios.

Se demuestra en ACL2 que las operaciones de anillo cumplen las propiedades
que cabe esperar de ellas, asi como la correccion de la funcién de norma-
lizacion y la congruencia de la igualdad seméantica con las operaciones de
anillo.

La formalizacion es abstracta, en el sentido de que el conjunto de coeficientes
y sus propiedades aparecen encapsulados en ACL2. Un encapsulado es una
construccion en ACL2 que agrupa las nociones clasicas de teoria y mode-
lo, permitiendo extender la logica de ACL2 conservativamente. Esto permite
abstraer las propiedades necesarias de los coeficientes de manera que éstos
puedan sustituirse posteriormente por otros que cumplan idénticas propieda-
des.

A continuacion, en el capitulo 4, se desarrolla un orden entre polinomios que
viene inducido por el orden de monomios subyacente que aparece junto a
la normalizacion. Se ha escogido aqui un orden lexicografico para los mono-
mios, por ser uno de los mas cominmente usados. Son imprescindibles aqui
las propiedades de buena fundamentacion de tales 6érdenes que, por razones
técnicas de la logica de AcCL2, se demuestran mediante inmersién ordinal.
AcCL2 permite ordinales hasta ¢y, lo que en principio supone una limitacion
teorica de la logica, pero que en la practica no afecta a nuestro trabajo.

El anillo de polinomios desarrollado, que es abstracto y descansa sobre unos
coeficientes arbitrarios, se particulariza en el capitulo 5 para obtener un ani-
llo de polinomios de miltiples variables sobre el cuerpo de coeficientes de
los numeros racionales. Esto nos proporciona una implementacion ejecuta-
ble y verificada de los polinomios racionales que seran los que emplearemos
posteriormente en el resto de la memoria.

Por tltimo, se introducen nuevas operaciones para incluir conceptos rela-
cionados con la division de términos y también para poder comprobar la
pertenencia a polinomios de términos y monomios particulares.

Aqui se observa como se aprovecha el potencial de reutilizaciéon que presenta
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AcL2: demostramos las propiedades més importantes en un marco abstracto
y luego las particularizamos y extendemos conforme nos interesa. El mayor
trabajo inicial queda compensado por la mayor generalidad de los resulta-
dos obtenidos y la posibilidad de obtener distintas instancias verificadas con
menor esfuerzo.

Ideales polinémicos: el problema de la pertenencia

El capitulo 6 se dedica a la formalizacion en ACL2 de la nocién de ideal po-
lindmico. Sea un anillo conmutativo A y B C A. Recordemos que se define
(B), el ideal generado por B, como el menor de los ideales de A que contiene
a B. Es posible demostrar que (B) coincide con el conjunto de las combina-
ciones lineales de los elementos de B con coeficientes en A. Al conjunto B se
le denomina base de (B).

Estamos interesados fundamentalmente en los ideales de anillos polinémicos
cuyos coeficientes forman un cuerpo. Como consecuencia del teorema de la
base de Hilbert, estos ideales estan finitamente generados. Recordemos que
un ideal I esté finitamente generado si existe F finito tal que I = (F).

Como consecuencia de lo anterior, podemos considerar tnicamente bases
finitas sin pérdida de generalidad y la pertenencia de p al ideal genera-
do por F' = {fi,..., fn} se puede expresar con un predicado de la forma
der, . o0 p = Z?:l ¢; - f;- Esto nos permite representar ideales de manera
implicita a través de un predicado que recibe p y F', y nos permite expresar
la pertenencia del polinomio al ideal generado por la base en cuestion, que
es finita.

No obstante, surge inmediatamente un problema relacionado con la falta de
potencia expresiva de la logica que empleamos. En ACL2 no existen cuan-
tificadores existenciales por lo que, en principio, no resulta posible definir
un predicado tal. Una alternativa que hemos considerado ttil para solventar
este problema de expresividad es la de ocultar el cuantificador introduciendo
una funcién de Skolem. Esta funcion se define junto a unos axiomas que la
restringen de manera que esté obligada a devolver una lista de coeficientes
que atestigiien la pertenencia del polinomio al ideal. Afortunadamente, ACL2
dispone de un mecanismo que simplifica este tipo de construcciones, aunque
el sistema no proporciona practicamente ningiin soporte para la automatiza-
cion de las demostraciones en las que se emplea este mecanismo.

Una vez definido el predicado de pertenencia al ideal, se demuestran las
propiedades fundamentales que debe satisfacer un ideal, obteniéndose prin-
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cipalmente que un ideal es cerrado bajo las operaciones de anillo.

A continuacién, se define un concepto estrechamente relacionado con el de
pertenencia al ideal: el de congruencia inducida. La congruencia inducida por
un ideal I, que representaremos por =y, se define de la siguiente forma:

pP=rq < p—qé€el

Se obtiene directamente que el problema de la pertenencia a un ideal es
resoluble si, y solo si, su congruencia inducida es decidible. Posteriormente,
en el capitulo 9, se proporciona un procedimiento de decision verificado para
la pertenencia al ideal.

Relaciones de reducciéon entre polinomios

El algoritmo de Buchberger descansa sobre la nocion de reduccion polinomica.
Dado un polinomio f # 0, la relacién de reduccién —; sobre polinomios
inducida por f se define de manera que p — ¢ si p contiene un monomio
m # 0 tal que existe otro monomio ¢ que verifica que m = —c - mp(f) y
qg=p+c-f,siendo mp(f) el monomio principal de f respecto del orden
polinémico establecido en el capitulo 4.

A m, ¢y f los llamamos respectivamente monomio, factor y polinomio de
reduccion. Decimos también que p se reduce a ¢ mediante f en un paso de
reduccion.

A continuacion, esta definicion puede extenderse a conjuntos de manera na-
tural. Si F' = {f1,..., fx} es un conjunto finito de polinomios no nulos, la

relacion de reducciéon —p inducida por F se define como —p =J,_; —,.

K3

Es interesante, y tutil para nuestros fines, emplear conceptos y resultados
generales de las reducciones abstractas [1| para razonar sobre estas nociones
particulares de reduccion. En el capitulo 7 se presenta la formalizacion de
las reducciones sobre polinomios dentro del marco suministrado por [86].
En dicho trabajo, se formalizan las reducciones abstractas en ACL2 como
funciones binarias definidas sobre un cierto dominio que a partir de un objeto
y de un operador, calculan otro objeto del mismo dominio llevando a cabo
un paso de reduccion. Un operador no puede ser aplicado a cualquier objeto,
por lo que se introduce también un predicado binario que permitira decidir
cuando dicha aplicaciéon es valida.

Posteriormente, esto nos permitird traspasar mediante instanciacion funcio-
nal propiedades bien conocidas de las reducciones abstractas al caso par-
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ticular de las reducciones polinémicas, evitando la necesidad de volver a
demostrarlas partiendo de cero.

Asi, adaptar las reducciones polinémicas al marco abstracto de [86] requiere
definir tres funciones.? En primer lugar, el predicado unario que especifica el
conjunto sobre el cual pretendemos que esté definida la reduccion; en nuestro
caso particular, el de los polinomios. En segundo lugar, una funciéon binaria
que representa la aplicacion de un operador a un objeto, donde cada opera-
dor se representa por una estructura (m,c, f) que consta de tres campos: el
monomio de reduccion, m, el factor de reduccion, ¢, y el polinomio de reduc-
cion, f. Por ultimo, definimos también un predicado binario que comprobara
si es valido aplicar un operador a un objeto.

Para que sea valido aplicar un operador (m, ¢, f) a un polinomio p respecto a
un conjunto de polinomios F', p debe contener el monomio m, f debe ser un
polinomio perteneciente a F'y ¢ = —m/mp(f). Como se observa, la tltima
condicion implica que se debe comprobar también que f # 0y que mp(f)
divida a m.

El siguiente paso es definir la relacion <=7 inducida por —p en términos de
las tres funciones anteriormente descritas.® Debido a las limitaciones de la
logica de ACL2, y siguiendo a |86|, se anade un parametro extra a la funcion
para evitar la aparicién del cuantificador existencial. Este nuevo pardmetro
tiene como cometido almacenar la secuencia de pasos de reduccién que se
realizan. Esta secuencia de pasos tiene una interpretacion natural: represen-
ta la justificacion (o prueba) de la relacion existente entre los polinomios
implicados.

Cada paso de prueba se representa mediante una estructura con cuatro cam-
pos: un booleano que indica su direccion (directa o inversa), el operador que
se aplica y los polinomios que intervienen, es decir, los que quedan conectados
en dicho paso.

Una vez que se define la funcién que comprueba la validez de un paso de prue-
ba, pasamos a definir qué entendemos por equivalencia entre dos polinomios
respecto de la reducciéon polinémica que se ha definido.

A continuacién, se demuestra que <7 coincide con la congruencia inducida
por el ideal generado por F', con lo que se pone también de manifiesto la

2En realidad, abusaremos del lenguaje y llamaremos predicados a las funciones boolea-
nas, ya que ésta es la terminologia que emplea la logica de AcL2. Técnicamente, ACL2 no
tiene predicados.

3Por «* representamos la clausura de equivalencia de una relacién —, es decir, la
menor relacion que la extiende y es reflexiva, simétrica y transitiva.
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conexion existente entre la equivalencia y la pertenencia al ideal.

penq = p=pq <= p—qe (F)

Entonces se aborda la importante cuestion de la noetherianidad de — . La
inexistencia de cadenas infinitas de elementos relacionados se establece de-
mostrando que con cada paso de reduccion se obtiene un polinomio mas
pequeno en el orden de polinomios definido en el capitulo 4. Recordemos que
en €l se demuestra que dicho orden estd bien fundamentado, con lo que se
obtiene inmediatamente la noetherianidad de la relacién de reduccion.

Por otro lado, se define el calculo de formas normales, introduciendo una
funcién de normalizaciéon fnp que a partir de un polinomio p y de un con-
junto de polinomios F' calcula una forma normal de p con respecto de F.
Posteriormente, en el capitulo 8 se demuestra que, bajo ciertas condiciones
para F, la forma normal es tnica.

Para terminar el capitulo, se define la funcion de reduccién sobre polinomios
redy que se emplea en el algoritmo de Buchberger. Primero se crea la funcion
que reduce un polinomio por otro dado y luego se extiende a conjuntos. Se de-
muestra la equivalencia de esta funcién con la que se ha definido previamente
para calcular formas normales. Por tltimo, se demuestra la estabilidad del
ideal respecto a la funcién de reduccion; esto es muy importante para asegu-
rar posteriormente que el ideal permanece invariante durante la computacion
de una base de Grébner.

Bases de Grobner: el algoritmo de Buchberger

Se dice que G es una base de Grobner de un ideal I si I = (G) y

pel <= p—;0

En esta caracterizacion se aprecia inmediatamente la importancia de la no-
cion de base de Grobner: dichas bases nos permiten resolver facilmente el
problema de la pertenencia al ideal. Si encontramos una base de Grobner de
un ideal, dispondremos de un procedimiento de decision para su problema
de pertenencia.

Buchberger demostré que, para determinar si una base es de Grobner, basta
comprobar que se reducen a 0 unos ciertos polinomios construidos a partir
de la base, llamados s-polinomios, en lugar de tener que hacerlo con todos
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los polinomios del ideal. EI niimero de tales s-polinomios puede ser muy
elevado, pero es siempre finito. Esto permite reducir una comprobacion que,
en principio, era infinita por otra finita.

Para ver si una base de un ideal es de Grobner, lo que se hace es comprobar
si los s-polinomios se reducen a cero. Si no es el caso, existe una solucién
trivial para que el s-polinomio se reduzca a cero, y es anadirlo a la base.
Este nuevo polinomio generard nuevos s-polinomios, cuya reduccién a cero
debe ser comprobada, y asi sucesivamente. Es posible demostrar que este
proceso termina, obteniendo como resultado una base de Grobner del ideal
de partida. Este algoritmo es justamente el de Buchberger.

La teoria necesaria sobre bases de Grobner se desarrolla en el capitulo 8,
mientras que la implementacion verificada del algoritmo de Buchberger en
AcCL2 se encuentra en el capitulo 9. La demostracién de correccion del algo-
ritmo se divide de manera natural en terminaciéon y correccion parcial.

Para establecer la correccion hay que considerar que la terminacion de las
funciones en ACL2 ha de estar fundamentada en la existencia de una inmer-
sion ordinal adecuada de sus parametros. Este es un requisito ineludible para
que ACL2 admita la funcion bajo su principio de definicién y extienda la
logica con el axioma correspondiente. ACL2 dispone de una tinica estructura
bien fundamentada: los eg-ordinales con su relaciéon de orden habitual. La
buena fundamentacion de esta estructura es un hecho metateorico que los
autores de ACL2 demuestran fuera de la logica.

A partir de esta estructura, y siempre por inmersion ordinal, introducimos
nuevas estructuras bien fundamentadas. En particular, para abordar la ter-
minacion del algoritmo de Buchberger empleamos un producto lexicografico
de dos relaciones bien fundamentadas.

La razon para esto es que en el algoritmo existen dos llamadas recursivas. En
la primera, el primer pardmetro permanece inalterado mientras el segundo
decrece estructuralmente. En la segunda, el primer parametro decrece en un
cierto sentido bien fundamentado pese a que se le anade un nuevo polinomio.
Este decrecimiento es consecuencia del lema de Dickson.

Siguiendo estas lineas se define la medida ordinal que permite demostrar la
terminacion del algoritmo de Buchberger a partir de la que se utiliza en |64]
para demostrar el lema de Dickson en ACL2.

En cuanto a la correccion parcial, ésta se puede dividir en una serie de etapas
que nos conducen al resultado final y que se presentan esqueméticamente a
continuacion. Estas etapas se expanden a lo largo de tres capitulos. Partimos
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de dos resultados importantes sobre las reducciones y las formas normales
que se demuestran en el capitulo 7, seguimos con los resultados principales
sobre bases de Grobner del capitulo 8 y terminamos con los resultados que
aseguran la correccion parcial del algoritmo de Buchberger descritos en el
capitulo 9.

1. Se demuestra que la funcién fnp calcula una forma normal, es decir,
que p —% fnp(p) v fnp(p) es irreducible (teorema 7.29).

2. Se demuestra que fnp(p) = redi(p) (teorema 7.40), y por lo tanto que
p —5 redp(p) (teorema 7.41), donde red} es la funcion de reduccion
que se utiliza en el algoritmo de Buchberger.

3. Consideramos la siguiente propiedad ®(F') que expresa el hecho de que
los s-polinomios formados a partir de polinomios de una base F' se
reducen a 0.

O(F) =Vp,q € F s-polinomio(p,q) —5% 0

Se demuestra que ®(F) implica que la relacion de reduccion es local-
mente confluente (teorema 8.12).

O(F) = Yp,q,r (r = ppAr—pq = pliq)

4. Se demuestra que la clausura de equivalencia inducida por un conjunto
de polinomios que verifica la propiedad ® se puede decidir comprobando
la igualdad de formas normales (teorema 8.13).

O(F) = (pera <= fnplp) = frr(q)

5. Se demuestra que cualquier conjunto de polinomios que satisfaga la
propiedad ® es una base de Grobner (teorema 8.14).

O(F) = (pe(F) <= p—%50)

6. Sea Buchberger(F') el resultado de aplicar el algoritmo de Buchberger
a la base F. Se demuestra que se cumple ®(Buchberger(F')) (teore-
ma 9.3).

7. Se demuestra la estabilidad del ideal respecto al algoritmo de Buchber-
ger (teorema 9.23).

p € (F) <= p € (Buchberger(F))
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8.  Se demuestra que la base devuelta por el algoritmo de Buchberger es
una base de Grébner (teorema 9.24). Si G = Buchberger(F):

pe(G) < p—50

9. Se demuestra, utilizando los resultados anteriores, que la base devuelta
por el algoritmo de Buchberger es una base de Grébner de la base

original. Es decir, si G = Buchberger(F’), se tiene que G es una base
de Grobner de (F) (teorema 9.25):

pe(F) < p—g0

Para terminar el capitulo 9, construimos un procedimiento de decision veri-
ficado para el problema de la pertenencia al ideal (teorema 9.27). Para ello,
solo hay que observar que si G = Buchberger(F) se tiene que:

pE(F) <= redg(p) =0

Como se puede comprobar, no nos limitamos a demostrar que el algoritmo
de Buchberger devuelve una base de Grobner sino que proporcionamos un

procedimiento de decision verificado para el problema de la pertenencia al
ideal.

1.4. Contenido del CD

Junto a esta memoria se suministra un CD que contiene los ficheros ACL2,
(llamados libros en la terminologia ACL2), que se han desarrollado para llevar
a cabo la formalizacién presentada. Ademas se incluye un fichero LEAME en
el que se describen los pasos necesarios para la instalacion del sistema ACL2
y para evaluar en él la formalizacion.

Pueden encontrarse todos los libros en el directorio Cédigo. Estos libros, que
poseen todos extension .1lisp, ya han sido certificados. Esto quiere decir, que
el sistema ha admitido todas las definiciones presentadas y logrado demostrar
todos los teoremas que se han enunciado. La salida que produce el sistema
con el resultado del proceso de certificacion se encuentra en los ficheros con
extension .out correspondientes. Advertimos que estos ficheros pueden ser
muy largos, ya que contienen las demostraciones generadas con todo el detalle
que precisa un sistema automatizado como es ACL2.

El directorio Cédigo se organiza en los subdirectorios y ficheros que se des-
criben a continuacion:
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Subdirectorio polinomios

Este subdirectorio desarrolla los anillos de polinomios desnormalizados des-
critos en el capitulo 3.

» coeficiente: un anillo abeliano de coeficientes. El conjunto de los coe-
ficientes se representa como un anillo abeliano abstracto mediante un
encapsulado. El conjunto de los ntimeros de ACL2 con su interpretacion
habitual sirve como modelo de la teoria generada.

= termino: un monoide conmutativo de términos con un orden bien fun-
damentado cuya representacién se abstrae mediante un encapsulado.
Las listas propias de niimeros naturales de ACL2 con la suma elemento
a elemento y el orden lexicogréfico sirven como modelo de la teoria ge-
nerada. La buena fundamentacién del orden se establece por inmersion
en los ep-ordinales.

= monomio: pares coeficiente-término. Se define una igualdad seméntica,
ya que dos monomios con coeficiente nulo han de ser interpretados como
el mismo, aunque tengan distinto término. También se implementa el
orden de monomios que es heredado de los términos.

= polinomio: representacion abstracta de los polinomios mediante listas
propias de ACL2 formadas por monomios que contienen coeficientes y
términos abstractos.

= forma-normal: desarrollo de la funci6on de normalizacion que permite
reducir la comprobacion de la igualdad semantica de dos polinomios a
la de una igualdad sintéctica de sus formas normales. Se define primero
una suma externa de un monomio con un polinomio ordenado, teniendo
en cuenta una posible cancelacion. A partir de aqui se define la forma
normal y su relaciéon de equivalencia inducida. Se demuestran algunas
propiedades importantes como la idempotencia de la normalizacion.

= suma: desarrollo de la suma de polinomios definida simplemente como
la concatenacion de las listas de monomios que los integran. Las pro-
piedades de la concatenacion de listas permiten establecer la base para
realizar demostraciones de propiedades sobre los polinomios méas com-
plicadas que incorporan la igualdad seméntica. Se demuestra que los
polinomios con la operacién de suma forman un monoide conmutativo.

= congruencias-suma: demostracion de las congruencias de la igualdad
de polinomios con la suma.
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= opuesto: desarrollo del opuesto de un polinomio, que se define monomio
a monomio. Su correccion se prueba demostrando que la funciéon que lo
calcula produce el inverso aditivo. Para que éstas y otras propiedades
sean incondicionales (carezcan de hipotesis) se completa cuidadosamen-
te la definicion de la funcion. Se demuestra que los polinomios con las
operaciones de suma y opuesto forman un grupo conmutativo.

» producto: desarrollo del producto externo de un monomio por un po-
linomio y del producto de polinomios. Las funciones se completan cui-
dadosamente, de lo contrario, no es posible establecer las congruencias,
ya que éstas no pueden contener hipotesis. Se demuestra que los polino-
mios con el producto forman un monoide conmutativo y que el producto
distribuye respecto de la suma, completandose con esto la demostraciéon
de las propiedades del anillo de polinomios.

= congruencias-producto: demostracion de las congruencias de la igual-
dad de polinomios con el producto de un monomio y un polinomio, y
el producto de polinomios.

Subdirectorio polinomios-normalizados

Este subdirectorio desarrolla los anillos de polinomios normalizados descritos
en el capitulo 3. Ademas se introduce el orden bien fundamentado sobre los
polinomios descrito en el capitulo 4.

= polinomio-normalizado: polinomios normalizados definidos a partir
de los polinomios desnormalizados y de la operacién de normalizacion.
Ascenso de las propiedades de anillo de la representacion desnormali-
zada a la normalizada.

= orden: extension del orden de monomios a los polinomios y demos-
tracion de su buena fundamentacion mediante una inmersion de los
polinomios en los eg-ordinales.

En la figura 1.1 aparecen las dependencias entre los libros desarrollados para
el anillo de polinomios con coeficientes arbitrarios. Una flecha de un libro a
otro indica que el primero se incluye en el segundo.
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Subdirectorio polinomios-racionales

Este subdirectorio desarrolla un anillo de polinomios concreto: el anillo de los
polinomios racionales descrito en el capitulo 5. Gran parte de este desarrollo
consiste en instanciar funcionalmente los teoremas que aparecen encapsulados
en los libros de los subdirectorios polinomios y polinomios-normalizados.

Por otra parte, se incluyen nuevas definiciones y propiedades. En primer
lugar, se introduce la operacion de division en los coeficientes (interesa esta-
blecer propiedades de cuerpo sobre ellos). En segundo lugar, aparecen con-
ceptos relacionados con la divisibilidad en los términos (divisibilidad, division
y minimo comiun miltiplo). En tercer lugar, se introduce la pertenencia de
monomios a polinomios y de polinomios a conjuntos de polinomios. Por 1l-
timo, se define el concepto de polinomio uniforme para unificar el conjunto
de variables empleado.

®» racional: instanciacidon de los coeficientes abstractos con los niimeros
racionales de ACL2. Extension con la operacion de division y algunas
de sus propiedades més importantes.

= termino: instanciacién de los términos abstractos con las listas propias
de niimeros naturales de ACL2.

» termino-division: desarrollo de la divisibilidad, la divisién y el mini-
mo comun multiplo sobre términos. Demostracion de sus propiedades
fundamentales.

= monomio: instanciacion de los monomios abstractos para conseguir pa-
res racional-término, empleando los términos concretos.

» polinomio: instanciacion de los polinomios abstractos para conseguir
polinomios de coeficientes racionales que se representan como listas
propias de ACL2 cuyos componentes son ya monomios concretos.

s forma-normal: instanciacion de la funcién de normalizacion para poder
trabajar con polinomios de coeficientes racionales.

» suma: instanciacion de la suma de polinomios para poder trabajar con
polinomios de coeficientes racionales.

» congruencias-suma: demostraciéon de las congruencias de la igualdad
de polinomios con la suma por instanciacién funcional de las demos-
tradas para polinomios abstractos.
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opuesto: instanciacion del opuesto de polinomios para poder trabajar
con polinomios de coeficientes racionales.

producto: instanciacion del producto de polinomios (externo e interno)
para poder trabajar con polinomios de coeficientes racionales.

congruencias-producto: demostracion de las congruencias de la igual-
dad de polinomios con el producto externo y el producto por instan-
ciacion funcional de las demostradas para polinomios abstractos.

polinomio-normalizado: instanciaciéon de los polinomios normaliza-
dos abstractos para conseguir polinomios normalizados de coeficientes
racionales.

orden: instanciacion del orden de polinomios para poder trabajar con
polinomios de coeficientes racionales.

pertenencia: desarrollo de las funciones que comprueban la pertenen-
cia de un monomio a un polinomio y de un polinomio a una lista de
polinomios. Demostracion de sus propiedades fundamentales.

defun-k: macros defun<k> y defun-sk<k> para definir funciones con
un parametro k implicito.

k-polinomio: concepto de uniformidad, polinomios de k variables y sus
propiedades basicas. Se demuestra que las operaciones anteriormente
definidas sobre los polinomios preservan la uniformidad.

En la figura 1.2 aparecen las dependencias entre los libros desarrollados para
el anillo de polinomios racionales. Omitimos las dependencias con los libros
de los que se instancian los resultados genéricos, que son los correspondientes
de la figura 1.1.

Subdirectorio Buchberger

Este subdirectorio desarrolla los ideales polinémicos finitamente generados,
las reducciones polinémicas y el algoritmo de Buchberger para el calculo
de bases de Grobner. El resultado final es una implementacion verificada de
dicho algoritmo, esto conduce a la obtenciéon de un procedimiento de decision
verificado para el problema de la pertenencia al ideal.
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ideal: ideales polinomicos, relacion de pertenencia y propiedades fun-
damentales descritas en el capitulo 6.

reduccion-polinomica: relaciones de reduccion sobre polinomios y sus
propiedades principales descritas en el capitulo 7.

congruencia-ideal: congruencia inducida por un ideal y demostracion
de que coincide con la relaciéon de equivalencia definida en el capitulo 7.

noetherianidad: noetherianidad de la relacién de reduccién sobre po-
linomios presentada en el capitulo 7.

forma-normal: desarrollo del concepto de forma normal respecto de la
relacion de reduccion a través de operadores, tal y como se describe en
el capitulo 7.

calculo-forma-normal: funciones de reduccién sobre polinomios utili-
zadas en la implementacion del algoritmo de Buchberger. Se demuestra
su equivalencia con las formas normales definidas con operadores. Esto
se describe en el capitulo 7.

estabilidad-reduccion: estabilidad del ideal bajo la reduccion exten-
dida a conjuntos y bajo su clausura. Esto se describe en el capitulo 7.

confluencia: se demuestra que si todos los s-polinomios de una base se
reducen a 0 respecto de ella, entonces la relacion de reducciéon inducida
es localmente confluente. Esto se describe en el capitulo 8.

buchberger: implementacion del algoritmo de Buchberger y demostra-
cion de terminacion. Se describe en el capitulo 9.

s-polinomio: definicién del concepto de s-polinomio y demostracion
de sus propiedades fundamentales como se describe en el capitulo 9.

estabilidad-s-polinomio: estabilidad del ideal bajo el cdlculo de s-
polinomios. Esto se describe en el capitulo 9.

estabilidad-sufija: sufijo de una secuencia de polinomios y sus pro-
piedades bésicas. Se demuestra que la pertenencia al ideal se preserva
bajo cualquier extension sufija de la base. Este resultado se utiliza en la
demostracion de que el algoritmo de Buchberger preserva la estabilidad
del ideal. Esto se describe en el capitulo 9.
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» estabilidad-buchberger: estabilidad del ideal bajo el algoritmo de
Buchberger. Durante la demostracion se emplean diversas propiedades
que demuestran que el ideal permanece invariante bajo las operaciones
que componen el algoritmo (reduccion, calculo de s-polinomios, etc.).
Se describe en el capitulo 9.

= bases-grobner: se demuestra que si todos los s-polinomios de una base
se reducen a 0 respecto de ella, entonces ésta es una base de Grobner
en el sentido descrito en el capitulo 8. También se demuestra que todos
los s-polinomios de la base calculada por el algoritmo de Buchberger
se reducen a 0. A partir de estos dos resultados se concluye que el
algoritmo de Buchberger calcula una base de Grobner. Esto se describe
en el capitulo 9.

= decision: desarrollo del procedimiento de decision verificado para el
problema de la pertenencia al ideal. Se describe en el capitulo 9.

En la figura 1.3 aparecen las dependencias entre los libros desarrollados para
el algoritmo de Buchberger.

Subdirectorio relaciones

Este subdirectorio desarrolla la formalizacion de las reducciones abstractas
en la logica de ACL2 presentada en [86]. Entre otros resultados, se presenta
la demostracion del lema de Newman, que nos permite deducir la confluencia
de toda relacion noetheriana y localmente confluente, y la decidibilidad de la
relacion de equivalencia descrita por una reduccion convergente. Este tltimo
resultado se utiliza en este trabajo para obtener la decidibilidad de nuestra
reduccion polindémica concreta, como se describe en el capitulo 9. Por otro
lado, la aplicaciéon de esos resultados solo es posible si nuestras reducciones
polinémicas se representan dentro del marco suministrado en [86]. Esto se
explica en el capitulo 7.

En concreto, se incluiran los ficheros abstract-proofs y convergent en los
ficheros bases-groebner y reduccion-polinomica, respectivamente.

Subdirectorio dickson

Este subdirectorio incluye la demostracion del lema de Dickson en AcCL2
desarrollada en [64]. Esta formalizacion se utiliza en este trabajo para llevar
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a cabo la construccion de la medida ordinal que se emplea en la demostracién
de terminacion del algoritmo de Buchberger, como se vera en el capitulo 9.

En concreto, sera el fichero dickson el que se utilizard, incluyéndose en el
fichero buchberger.






Capitulo 2

La logica computacional ACL2

2.1. Introduccién

Dentro del amplio espectro de sistemas de razonamiento automaético, existen
varios especialmente adecuados para la especificacion y verificacion formal
de sistemas informaéticos, siendo ACL2 uno de ellos.

AcL2 formaliza un subconjunto de un lenguaje de programacion real y con él
se han obtenido grandes éxitos en la verificacion formal automatizada tanto
de sistemas de hardware como de software, ademés de en la demostracion
por computador de conocidos teoremas de la Logica y de las Matematicas.

Se expondra a continuacién una descripcion de AcL2 atendiendo a los dife-
rentes puntos de vista desde los que puede observarse. Esta descripciéon no
es de ningin modo exhaustiva y tiene como principal objetivo facilitar la
comprension del codigo implementado para formalizar los conceptos y pro-
piedades desarrollados en esta memoria. Una descripcion detallada puede
encontrarse en |48].

2.2. Las tres visiones de ACL2

AcrL2 (A Computational Logic for Applicative Common Lisp) 48] es el su-
cesor de NQTHM, el demostrador de teoremas de Boyer y Moore [4, 9|. Ha
sido desarrollado durante la ultima década en la universidad de Texas en
Austin, principalmente por Moore y Kaufmann, y continua en evolucién. In-
tenta hacer realidad, con bastante éxito, el deseo de McCarthy de disponer
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de un sistema capaz de demostrar teoremas sobre programas escritos en LISP
puro [73]:

Instead of debugging a program, one should prove that it meets
its specification and this proof should be checked by a computer
program.

— John McCarthy, “A Basis for a Mathematical Theory of Computation” (1961)

Tanto NQTHM como ACL2 se han utilizado en &reas muy diversas. Algunos
ejemplos son los siguientes:

= La indecidibilidad del problema de parada [6].

= El teorema de Church-Rosser para el A-calculo [93].

= La ley de cuadrados reciprocos de Gauss [90].

= El teorema de incompletitud de Godel [94].

= El teorema de Ramsey [54].

= El teorema fundamental del Calculo [50].

= La correcciéon de un algoritmo para el célculo de la transformada réapida
de Fourier [25].

= El microcodigo del algoritmo de division de coma flotante y de céalculo
de la raiz cuadrada del procesador AMD K5 |72, 92].

= Kl codigo RTL que implementa las operaciones elementales sobre ni-

meros de coma flotante del procesador AMD Athlon [91].

Puede encontrarse una descripcion concisa de ACL2 en |46]. En realidad, para
definir qué es ACL2 hay que enfocarlo desde tres puntos de vista distintos:
1. Desde la perspectiva de los lenguajes de programacion.
2. Desde un punto de vista logico.

3. Desde el enfoque de los sistemas de razonamiento automético.
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2.2.1. AcCL2 es un lenguaje de programacién aplicativo

Toda funcion admitida bajo el principio de definicion de ACL2 es una funcion
de CoOMMON LisP. El reciproco no es cierto, ya que para razonar en la logica
AcCL2 sobre una funcion su ejecucion debe solo depender de sus pardmetros
reales:! a iguales parametros, igual resultado. Por otro lado, los lenguajes de
programacion convencionales, y COMMON LISP no es una excepcion, permi-
ten definir «funciones» cuya terminacion no esta garantizada.

Esto hace que sea posible pensar en ACL2 como en un lenguaje de progra-
macion aplicativo o funcional puro. Mas explicitamente, puede considerarse
que es un subconjunto de CoOMMON LISP libre de efectos colaterales, esto es,
no se permiten variables globales ni modificacion destructiva de datos.

Por tanto, se utiliza la sintaxis de COMMON LISP para expresar cualquier
concepto en ACL2. Por ejemplo, 1+1 se describe en ACL2 empleando notacion
prefija, mediante la expresion (+ 1 1).

Al igual que en la mayoria de los dialectos de Lisp, ACL2 se presenta al
usuario como un bucle de lectura, evaluaciéon e impresion, llamado bucle
read-eval-print. Es decir, ACL2 actiia como un intérprete que lee la expresion
introducida por el usuario, la evaliia, e imprime el resultado. Este proceso
prosigue indefinidamente a menos que la evaluaciéon aborte.

Tipos de datos

AcL2 posee cinco tipos de datos basicos: niimeros (naturales, enteros, racio-
nales y racionales complejos), caracteres, cadenas, simbolos y pares ordenados
(conses). Todos los objetos de estos tipos bésicos, a excepcion de los pares or-
denados, se consideran atomicos en ACL2 y son reconocidos por el predicado
atom.

Los ntimeros se representan de la manera habitual en LiSP. Los enteros son
reconocidos por el predicado integerp y estan incluidos en los racionales,
que se reconocen mediante rationalp. Todos los niimeros son reconocidos
por el predicado acl2-numberp. No existen nimeros en coma flotante.

Dos simbolos que se emplean con profusion son las constantes nil y t, reco-
nocidas por el predicado booleanp. Estos simbolos logicos hacen referencia a
los valores booleanos «falso» y «verdadero», respectivamente. Sin embargo,
en cualquier contexto en el que aparezca una expresion logica, ACL2 inter-

10O su definicion no bastaria y seria necesario introducir el concepto de «estado globals.
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preta nil como «falso» y cualquier otro valor como «verdadero», de forma
que en tales expresiones cualquier cosa que no sea nil acttia como si fuera t.

Es importante recordar que todo simbolo pertenece a un paquete. Cada pa-
quete representa un espacio de nombres separado. En cada momento existe
un paquete activo o «paquete de trabajo» de manera que al hacer referencia
a un simbolo de dicho paquete, el nombre del paquete pueda omitirse. El
paquete por defecto es ACL2.

Para nombrar explicitamente a un simbolo de un determinado paquete se
resuelve el ambito colocando : : entre el nombre del paquete y el del simbolo
como en ACL2::if.

Los pares ordenados o conses se construyen con la funcién binaria cons
y son reconocidos por el predicado consp. Son, sin duda, los objetos mas
utilizados en ACL2, ya que no son atémicos y permiten construir objetos
complejos. Las listas se pueden representar mediante pares ordenados. La
primera componente se denomina «primero» y a ella se accede con la funciéon
car. La segunda componente se denomina «resto» y a ella se accede con la
funcion cdr.

Tanto car como cdr son nombres historicos que poco reflejan su verdadero
significado, por lo que pueden ser preferibles sus sinénimos first y rest,
respectivamente.

Es importante saber que al preceder a un objeto con el caracter ’> se le trans-
forma en una constante. Lo mismo ocurre si se le aplica la funcién especial
quote. A estas constantes especiales se las denomina constantes apostrofadas.

Aunque nil, no sea un cons, sino un simbolo, es considerado una lista: la
lista vacia, que es reconocida por el predicado null. El conjunto formado por
los pares y la lista vacia es reconocido por el predicado listp.

Un detalle importante es que, al igual que en COMMON LISP, tanto el first
como el rest de nil valen, precisamente, nil.

Expresiones

Las expresiones de ACL2 se clasifican en las siguientes categorias:

1. Simbolos de constante: nil, t, una clave (un simbolo del paquete es-
pecial KEYWORD), o simbolos definidos con defconst que comenzaran y
terminaran con el caracter *.



2.2 Las tres visiones de AcCL2 35

2. Expresiones constantes: un numero, un caracter, una cadena o una
constante apostrofada.

3. Simbolos de variable: todo aquél que no es un simbolo de constante. El
valor de una variable respecto de una asignacion es el valor que dicho
simbolo tiene asignado.

4. Expresiones funcionales: la aplicacién de una funcién definida con defun,
o de una A-expresion, a un nimero de parametros reales que coincide
con su niamero de parametros formales. Los parametros reales son ex-
presiones y los formales, variables.

Funciones y macros

AcCL2 incorpora una gran cantidad de funciones y macros primitivas. Aun-
que la mayoria de estas funciones existen en COMMON LISP, hay que tener
en cuenta que pueden existir algunas diferencias sutiles. Por ejemplo, una
expresion condicional if siempre posee en ACL2 una condicién, una rama
entonces y una rama si no. Sin embargo, la rama si no puede omitirse en
COMMON LISP.

Se puede emplear cond en lugar de if anidados, aunque esto es una me-
ra cuestion estética. También se puede emplear case alternativamente en
determinadas ocasiones.

El usuario puede definir nuevas funciones mediante defun y nuevas macros
mediante defmacro (o defabbrev que previamente liga los parametros reales
localmente, forzando su evaluacion). La aplicacion de una macro provoca
una mera sustitucion textual de los parametros formales por los reales en su
cuerpo previa a la evaluacion de éste.

En ocasiones es ttil ligar variables localmente (con &mbito 1éxico). Esto puede
lograrse con let y let*. En realidad, let existe solo por comodidad, ya que
es equivalente a la aplicacion de una A-expresion que liga sus pardmetros
reales a los formales en paralelo.

A veces puede ser ttil realizar la ligadura secuencialmente, en lugar de en
paralelo, para emplear un valor previamente ligado. En este caso se suele
emplear let*, que equivale a un let anidado.

En AcL2 todas las funciones tienen un ntimero fijo de parametros, sin embar-
go, el empleo de macros permite simular funciones con un nimero variable
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de pardmetros. Las macros realizan transformaciones meramente sintacticas
sobre sus parametros.

Por ejemplo, + es una macro que recibe un nimero arbitrario de parametros
y que, cuando recibe més de un parametro, equivale a la aplicacion reiterada
de la funcién primitiva binary-+ que, como su nombre indica, es binaria.
Algo similar ocurre con *, or, and y list.

Otras macros como - y / trabajan so6lo unaria y binariamente. También las
hay que han de recibir al menos un parametro, como list* y append.

AcL2 posee dos modos béasicos de funcionamiento: modo l6gico y modo pro-
grama. La diferencia fundamental entre ambos modos es que en modo logico
es obligatorio demostrar la terminacion de las funciones introducidas.

Inicialmente ACL2 se encuentra en modo logico y puede pasar a modo pro-
grama mediante la funciéon program. El paso contrario se realiza mediante
logic.

Es absolutamente necesario que introduzcamos nuestras funciones en modo
logico si queremos razonar sobre ellas. Al demostrar su terminacion asegura-
mos que la funcién estd matematicamente bien definida.

2.2.2. AcCL2 es una légica computacional

Para razonar formalmente sobre las funciones en ACL2 se necesita de al-
gin modo poder describir propiedades sobre ellas. Podria pensarse que es
totalmente necesario definir un nuevo formalismo. Sin embargo, no es asi.

Por ejemplo, supéngase que se ha programado una funciéon ordena que recibe
una lista de nimeros enteros y, supuestamente, devuelve dicha lista ordena-
da ascendentemente. Deseamos demostrar que dicha funcion es correcta. El
problema de la correccion se divide de manera natural en parada y correccion
parcial. Olvidemos por un momento el problema de la parada y centrémonos
en el de la correccion parcial.

Un aspecto obvio de su correccion parcial es que su resultado es una lista
homogénea de nimeros enteros ordenada ascendentemente. Pero esto no es
suficiente. Otro aspecto, quizas menos evidente, es que el resultado no debe
contener nuevos elementos ni obviar ninguno de los existentes.

Consideremos la primera propiedad; se podria comenzar por comprobar dicha
conjetura ejecutando la funciéon ordena sobre algunos ejemplares y observan-
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do que se cumple. Tras algunas pruebas, podriamos definir un predicado que
realizara dichas comprobaciones por nosotros.

Este predicado podria llamarse ordenadap y comprobaria si su pardmetro es
una lista homogénea de niimeros enteros ordenados crecientemente. De esta
forma, se podrian evaluar automéaticamente expresiones que comprobasen si
la salida de ordena verifica el predicado ordenadap.

Pero aunque repitiéramos estos experimentos durante toda nuestra vida, nun-
ca podriamos estar seguros de que nuestra conjetura es un teorema, ya que
hay un ntmero infinito de posibilidades. Por el contrario, un solo caso en
el que el experimento fallase demostraria lo falaz de nuestra conjetura. Ain
més, jestamos seguros de que la funcion auxiliar que hemos definido hace
bien su trabajo?

Asi que, después de realizar un nimero suficiente de pruebas para conven-
cernos de que la conjetura es plausible y de que no hemos cometido errores
crasos, se podria intentar demostrar la propiedad deseada. Muy probable-
mente quedemos sorprendidos: el teorema bien puede ser falso si no exigimos
que ordena reciba una lista homogénea de ntiimeros enteros.

Esto puede parecer trivial a las personas acostumbradas a trabajar con tipos.
Pero ACL2 no posee tipos, al menos en el sentido estricto de la palabra, y no
se puede expresar logicamente el hecho de que ordena debe recibir un objeto
del tipo apropiado durante su definicion: debe constar explicitamente como
una hipotesis del teorema que pretendemos demostrar.

Otro aspecto importante es que la definicion de una funciéon introduce un
nuevo axioma y, por consiguiente, ACL2 impone ciertas restricciones para
asegurar que no se introducen inconsistencias en la logica. Como se observa,
la l6gica de ACL2 es en cierto modo dinamica: depende de la «historia» de la
sesion. Al definir una funcion, las restricciones impuestas por ACL2 aseguran
que se obtenga una extension conservativa de su conjunto de axiomas.

La principal restriccion es que las funciones deben ser totales, es decir, toda
funcion debe terminar su ejecuciéon en un tiempo finito cuando se aplica a
cualquier objeto de ACL2, supuesto que haya suficientes recursos computa-
cionales para ello. Mas atn, esto debe ser demostrado o la funcién no sera
aceptada.

Los argumentos de terminacion se construyen mediante el concepto de «bue-
na fundamentacion». Una estructura bien fundamentada es un conjunto do-
tado de una relacion de orden noetheriana. Es decir, decimos que un conjunto
A con una relacion < esté bien fundamentado si, y sélo si, no existe una se-
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cuencia infinita de elementos de A estrictamente decreciente con respecto a
<. Abusando del lenguaje, obviaremos el conjunto o la relaciéon cuando el
contexto lo permita.

El conjunto de los ¢yp-ordinales (los ordinales menores que €;) con su relacion
de orden natural constituyen la inica estructura bien fundamentada conocida
meta-tedéricamente por ACL2. Son por tanto el inico modo de demostrar la
terminaciéon de funciones en ACL2.

Esto constituye ciertamente una limitacion teérica, pero, en la practica, los
ep-ordinales son suficientes para demostrar la terminacion de multitud de
funciones.

Loégica de primer orden sin cuantificadores

AcCL2 es una logica de primer orden sin cuantificadores y con igualdad. Su
stntaxis coincide con la del lenguaje de programacion COMMON LISP.

Una constante puede ser un simbolo de constante o una expresion constan-
te. Un simbolo de wariable es cualquier simbolo que no sea un simbolo de
constante. Un simbolo de funcion es un simbolo de funcién primitivo o uno
definido por el usuario. Notese que, en ACL2, un simbolo puede ser a la vez
de variable y funcion.

Un término es una constante, una variable o la aplicacién de una funcion (o
de una A-expresion) n-aria a n términos. Mas precisamente, si f es un simbolo

de funciéon n-aria, xq,...,z, son simbolos de variable distintos, 7,7,...,7,
son términos y xy,...,x, son las unicas variables libres de 7, entonces:
[, o)
(Ax1, oo T ) (T1, ooy Th)

son también términos.

Formalmente, en ACL2 no existen simbolos de predicado, aunque a las funcio-
nes booleanas se las denomine informalmente «predicadosy. Siendo estrictos,
las tinicas formulas atomicas existentes son las igualdades entre términos.
Una formula es una féormula atémica o la aplicacion de un operador logico
a otras formulas. Los operadores logicos son la igualdad = y las conectivas
proposicionales habituales: -, V, A, — y <.

Aunque, nil corresponde a L y t a T, semanticamente se interpreta nil
como «falso» y cualquier otro término como «verdadero». Se equiparan asi,
semanticamente, los términos a las formulas.
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Debido a esto existe una fuerte relacion entre formulas y términos. El término
7 es semanticamente equivalente a la formula —(7 = 1). Este abuso del
lenguaje permite emplear términos con la sintaxis concreta de ACL2 como
sustitutos de las formulas. Toda formula se puede expresar como un término
cuyo simbolo de funcién més externo es not, or, and, implies, iff o equal.
Por ejemplo, a la formula logica:

~(=(f (e y) = L)V (fly,2) =T) = 1)

le corresponden los siguientes términos en la sintaxis de ACL2:

(not (equal (or (not (equal (f x y) nil)) (equal (f y x) t)) nil))
(not (equal (or (f x y) (equal (f y x) t)) nil))
(or (f x y) (equal (f y x) t))

Obsérvese que la sintaxis de la logica ACL2 es igual a la sintaxis del lenguaje
de programacion ACL2. De hecho, los términos también reciben el nombre
de «expresiones». Del mismo modo, la semantica de la logica se define para
corresponder también a la del lenguaje de programacion.

Axiomas y reglas de inferencia

Los aziomas incluyen a los de la logica proposicional més los de la igualdad
y una serie de axiomas sobre sus funciones primitivas que permiten trabajar
con niimeros (enteros, racionales y complejos racionales), caracteres, cadenas
de caracteres, simbolos y listas.?

Las reglas de inferencia son las del calculo proposicional con igualdad junto
con instanciaciéon de variables e inducciéon. Todas permiten deducir nuevos
teoremas a partir de otros ya conocidos.

La regla de instanciacion de variables permite sustituir variables en un teo-
rema por términos para obtener otro teorema. La regla de induccion permite
reducir la demostracién de un teorema a un conjunto finito de casos em-
pleando induccion sobre los €y-ordinales. La regla de instanciacion funcional
permite sustituir funciones en un teorema por otras para obtener un nuevo
teorema.

Los axiomas y reglas de inferencias de la logica de ACL2 que tratan la par-
te proposicional pertenecen, en esencia, a Shoenfield [95]. Se establece un

?Una extension de Acr.2, denominada Acr2(r), incluye a los ntimeros reales.
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esquema de axiomas y cuatro reglas de inferencia, considerdndose como pri-
mitivos los operadores 16gicos de negacion (—) y disyuncion (V) y definiendo
los restantes (A, — y «).

Una demostracion formal puede representarse mediante un arbol finito de
formulas, cada una de las cuales es un axioma o se deduce mediante una
regla de inferencia de las anteriores. Un teorema es cualquier formula en una
demostracion.

Principios de extensiéon y de induccién

La logica incluye también dos principios de extension: definicion y encap-
sulado. Ambos permiten anadir nuevos simbolos de funciéon y axiomas a la
logica preservando su consistencia.

Ademas, se incluye un principio de induccion. Este principio junto con el de
definicion dependen de una estructura bien fundamentada: los ordinales de
AcL2.

Estos ordinales corresponden a los ordinales menores que ¢y, ya que se de-
muestra que existe un isomorfismo entre ambos conjuntos. Algunos valores
concretos aparecen en la tabla 2.1. Los ey-ordinales forman un conjunto bien
fundamentado bajo una relacién de orden apropiada.

AcCL2 axiomatiza el reconocedor e0-ordinalp para los ¢y-ordinales, asi como
un orden e0-ord-< sobre ellos que corresponde con el orden usual de los
ordinales de la teoria de conjuntos.

El principio de definicién

El principio de definicion es esencial, ya que permite introducir nuevos
simbolos de funcion y asociarles (axiomaticamente) una definicion.

Un aspecto importante es que la definicion de una funciéon introduce
un nuevo axioma y, por consiguiente, ACL2 impone ciertas restricciones
a las definiciones de las funciones para asegurar que no se introducen
inconsistencias en la logica. Para preservar la consistencia, el sistema
tinicamente admite una definicion de una funcién bajo este principio si
cumple lo siguiente:

1. Su nombre es un nuevo simbolo de funcién.

2. Sus parametros formales son simbolos de variable distintos.
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0 0

1 1

w (1 . 0)
w—+1 1 . 1)
w+ 2 (1. 2)
w -2 (11 .0)
w-3+1 (111 . 1)
w? 2 .0

w3 (3.0

wv (1.0 .0
w4+ wtw-2+3 ((1 .0 511 . 3)
w?’ ((2 .0) .0
w1 .0 L0 .0

€0 No existe

Tabla 2.1: Ordinales y su representacion

3. Su cuerpo es un término cuyas unicas variables libres son los pa-
rametros formales.

4. Una cierta medida ordinal de sus parametros formales decrece es-
trictamente en cada llamada recursiva que aparezca en su cuerpo.

De todas las restricciones anteriores la mas importante es la tltima:
demostrar la terminacion de la funcion cuando se aplica sobre cualquier
objeto de ACL2; ya que, o esto se prueba o la funcion no sera admitida.

Si AcL2 logra demostrar que una funcion es admisible, anade un axioma
de definicion que iguala la aplicacion de la funcion a su cuerpo. Notese
que la admisibilidad de las funciones no recursivas es trivial.

En la préctica, si el usuario no suministra explicitamente la funcion
de medida y la relacion de orden bien fundamentada, el sistema em-
plea acl2-count y e0-ord-<, intentando averiguar un término en el
que intervengan los parametros de la funcion y cuyo tamano decrezca
estrictamente en cada llamada recursiva.

La funcién acl2-count calcula un nimero natural que representa, en
cierto sentido, el tamano de un objeto. Por ejemplo, el tamano de un
cons es uno mas que la suma de los tamanos de su car y su cdr; o el
tamano de un entero es su valor absoluto.
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El principio de encapsulado y la regla de instanciacién funcional

El principio de encapsulado permite introducir nuevos simbolos de fun-
cion restringidos por axiomas a tener ciertas propiedades. Para preser-
var la consistencia, el sistema exige que se proporcionen «testigos» de la
existencia de tales funciones, es decir, un modelo de la teoria generada.

La instanciacion funcional es una regla de inferencia derivada de este
principio. El papel que juega el principio de encapsulado en el desarrollo
estructurado de teorias se explica en |52].

El principio de induccién

Este principio esta basado en el principio de induccion bien fundamen-
tado y su correccion queda justificada por la buena fundamentacion de
e0-ord-< sobre los objetos que verifican e0-ordinalp.

Es habitual establecer el principio de induccién tomando la hipotesis de
induccion sobre n y la tesis de induccion sobre f(n), siendo f una fun-
cion constructora. Esto puede reformularse de manera que la hipotesis
de induccion se tome sobre f~1(n), siendo f~! una funcién destructo-
ra, y la tesis de induccion sobre n.® Es esta tltima formulacion la que
emplea ACL2, ya que facilita la obtencion de esquemas de induccion va-
lidos a partir de la descomposicion que realizan las funciones recursivas
de sus parametros.

En AcL2 no existe la inducciéon fuerte, pero es posible emplear un
niumero arbitrario de hipotesis de induccién.

Equivalencias y congruencias

Las relaciones de equivalencia se introducen en ACL2 mediante funciones
binarias para las que se han probado las propiedades de reflexividad, simetria
y transitividad.

Para ello, normalmente, se utiliza el evento defequiv que se encarga de in-
tentar demostrar que la funciéon binaria que recibe como parametro satisface
las tres propiedades, y la incorpora en el sistema como una relacion de equi-

valencia.

(defequiv relacion)

3Esta formulacién suele exigir una nueva hipétesis sobre n.
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Por otra parte, el evento defcong demuestra que una relacion de equivalencia
preserva otra en un determinado parametro de una funcion dada. Dada una
funcion f y dos relaciones de equivalencia, equivl y equiv2, la siguiente orden
establece para f que, si se sustituye su i-ésimo parametro por uno equivalente
con respecto a equivi, el resultado es equivalente al original con respecto a
equiv2.

(defcong equivl equiv? (fzl ... zn) 1)

Otras caracteristicas

La ausencia de cuantificacion hace que el caracter de la logica sea fundamen-
talmente constructivo: mas que enunciar el hecho de que un cierto objeto
existe, se ha de exponer una funciéon computable que construya un objeto
con las propiedades deseadas.

Otro aspecto interesante es la ausencia de tipos! y el cardcter total de la
logica. Las funciones introducidas bajo el principio de definicion han de ser
funciones recursivas totales. Aunque esto tltimo constituya una limitacion
tedrica, en la practica, la mayoria de las funciones parciales que solemos
definir pueden ser generalizadas convenientemente para obtener funciones
totales equivalentes bajo sus dominios de definicion.

Posteriormente se pueden emplear protecciones para declarar el dominio que
se pretende que dichas funciones tengan en ejecucion. Las protecciones son
un mecanismo extra-logico, es decir, no afectan a las propiedades logicas de
las funciones.

Se puede emplear ACL2 para intentar demostrar dentro de la logica que si
la aplicacion de una funcion no viola su proteccion, ninguna de las sucesivas
llamadas a funcién de su cuerpo violan las suyas. A esto se le llama «verificar
la protecciony. La verificacion de la protecciones de una funcion garantiza la
obtencion de codigo LISP ejecutable eficientemente, y con los mismos resul-
tados, en cualquier plataforma que esté acorde con COMMON LIspP.

4Sin embargo, un sistema de deduccién de tipos estd presente internamente en el
sistema.
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2.2.3. AcCL2 es un sistema de razonamiento automatico

Cuando se suministra una conjetura a ACL2 para que la demuestre, o se ex-
tiende la logica mediante uno de los principios de extension, siendo necesario
comprobar que se cumplen ciertas condiciones, ACL2 se comporta como un
demostrador de teoremas.

Como tal, emplea una serie de técnicas de prueba en su busqueda de una
demostracion de la conjetura. Cada técnica de prueba puede verse como un
proceso que recibe una féormula como entrada y produce un conjunto de
formulas como resultado: la formula de entrada es un teorema si cada una
de las resultantes lo es.

Por supuesto, puede que un proceso no sea aplicable a una féormula. En tal
caso, el proceso no falla, sino que produce un conjunto que contiene tinica-
mente a dicha féormula. Por otro lado, si un proceso es capaz de demostrar
que una determinada féormula es un teorema, devuelve el conjunto vacio.

Cuando el usuario proporciona una conjetura al sistema, su formula se con-
vierte en el objetivo de la demostracion y pasa secuencialmente por cada uno
de los procesos hasta que uno de ellos sea aplicable. Este produce un conjun-
to de subobjetivos que reemplazan al objetivo original y todo comienza de
nuevo (manteniéndose una «bolsa» de objetivos pendientes).

Esto contintia hasta que no quedan subobjetivos pendientes de demostrar o
hasta que se cumplen determinadas condiciones de terminacién que indican
que el sistema no puede completar la demostracion de la conjetura (incluso, a
veces, aparece un ciclo); en este tltimo caso la conjetura inicial puede o no ser
un teorema. Como se observa, el razonamiento es regresivo. En la siguiente
seccion se describe, brevemente, cada proceso.

Por otro lado, para llevar a cabo todo esto, el sistema toma informacion tanto
del usuario como de una base de datos, llamada mundo légico o simplemen-
te mundo. El mundo incorpora las estrategias de demostracion de teoremas
desarrolladas por el usuario y codificadas como reglas que dirigen ciertos
aspectos del comportamiento del sistema. Cuando intenta demostrar un teo-
rema, el sistema aplica la estrategia del usuario, pudiendo utilizar también
los consejos que se suministren con el teorema, y muestra su intento de de-
mostracion.

Es importante tener en cuenta que el usuario no tiene control sobre el com-
portamiento del demostrador una vez que empieza la demostracion, excepto
interrumpiéndola o abortandola. Por otro lado, en el caso que el demostrador
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haya tenido éxito, incluye en el mundo nuevas reglas derivadas del teorema
que se acaba de demostrar.

Ordenes basicas de demostracion

Se puede intentar demostrar una conjetura empleando defthm. Si se tiene
éxito, el teorema se anadira en forma de reglas a la base de datos. La forma
general de defthm es la siguiente:

(defthm nombre
formula
[:rule-classes clases de reglal]
[:hints consejos])

La orden anterior indica al sistema que demuestre la formula formula, le
ponga al teorema el nombre nombre y construya con él reglas de las clases
indicadas.

Las clases de regla se especifican mediante una clave o lista de claves apro-
piadas. Durante la demostracion el sistema atendera a los consejos suminis-
trados.

Lo méas importante a la hora de utilizar el demostrador es disenar una estrate-
gia de demostracion «apropiaday y expresarla en funcion de reglas derivadas
de teoremas. Hay diversas clases de regla. Las reglas mas comunes son las de
reescritura, las de definicion y las de prescripcion de tipos. Por omision, las
reglas son de reescritura. ACL2 emplea reescritura ordenada, proporcionando
asi un mecanismo que, bien empleado, permite evitar la apariciéon de ciclos
de reescritura |62].

Cada regla producida tiene su propio estado: activada o desactivada. Las
tnicas reglas que el demostrador puede emplear implicitamente son las que
se encuentran activas. La activacion y desactivacion de reglas se realiza con
la orden in-theory, cuyo formato basico es:

(in-theory (disable lista de reglas))
(in-theory (enable lista de reglas))

También se puede emplear deftheory para definir teorias como conjuntos de
reglas. Esto facilita su activacion o desactivacion en bloque.
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(deftheory nombre
lista de reglas)

Técnicas de demostracion

El demostrador esta organizado como se muestra en la figura 2.1. En el centro
esta el conjunto de formulas a ser demostrado, y alrededor las seis técnicas de
demostracion o procesos que incorpora el demostrador en el orden en el que
se van aplicando. Ademas, aunque no aparece en la figura, cada técnica de
demostracion puede emplear las reglas activas procedentes del mundo logico.

Simplificacion

Eliminacion de destructores

Uso de equivalenci

Usuario Formulas

Generalizacién

Eliminacion de irrelevancias

Induccidn

Figura 2.1: Procesos del demostrador de teoremas
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Capitulo 3

Anillos polinémicos

3.1. Introducciéon

A lo largo de los tltimos cincuenta anos se han construido diversos sistemas
de calculo simbolico cuyo objetivo es automatizar las necesidades crecientes
de resolucion de problemas matematicos en las Ciencias y en las Ingenierias.
A su vez, la popularidad de estos sistemas ha propiciado la aparicion de
nuevos algoritmos |18, 26|.

No obstante, en el nicleo de todos y cada uno de estos sistemas se encuentra
una solucién, a menudo diferente, al problema de representar los distintos
entes matematicos y, muy en particular, los polinomios de miiltiples variables
y sus operaciones |102].

Algunos trabajos que tratan la formalizacion del concepto de polinomio den-
tro de los sistemas de razonamiento automéatico se encuentran en [2, 79|. Por
otro lado, los intentos de formalizacion que se han llevado a cabo con mas
éxito, se han realizado sobre todo en el contexto de herramientas donde el
nivel de automatizacion no es alto y el razonamiento estid fundamentalmente
dirigido por el usuario [3, 100].

Intentaremos cubrir esta carencia dotando a ACL2 de un libro reutilizable
que permita estructurar ulteriores trabajos de verificacion automaética de al-
goritmos que manipulen polinomios. No obstante, éste no es el inico objetivo
puesto que no s6lo se trata de encontrar una formalizacion adecuada para
la demostracion, sino que también nos permita realizar calculos y computar
con los algoritmos que la empleen.



50 Anillos polinémicos

En aras de la brevedad, no podemos incluir todos los detalles de las de-
mostraciones presentadas. Remitimos al lector interesado al codigo AcCL2
correspondiente en el directorio polinomios.

3.2. Representacion de los polinomios

La representacion de los objetos bajo estudio es una cuestion fundamen-
tal para el éxito de cualquier trabajo de certificacion. Esto es especialmente
importante cuando se trata de polinomios, por la gran variedad de represen-
taciones que admiten y lo distinto de los algoritmos que las operan.

El grado de dificultad asociado a la demostracion automéatica de una deter-
minada propiedad depende en gran medida de la representacion escogida.
Comentemos esto con algo mas de detalle analizando dos esquemas princi-
pales de representacion explorados durante la realizacion de este trabajo.

3.2.1. Representacién normalizada

Inicialmente se eligié para los polinomios una representacion dispersa (donde
no aparecen los monomios nulos) y normalizada (donde los monomios estan
en orden estrictamente decreciente) [18, 26, 102], en la que a cada polinomio
se asocia una representacion tinica donde no se representan los monomios de
coeficiente nulo, ni aparecen monomios con idéntico término.

Con este enfoque, por otro lado habitual en la programacion de sistemas
de célculo simbolico, se pueden conseguir algoritmos muy eficientes [36, 102]
que operan con objetos normalizados produciendo como resultado objetos
también normalizados. Para ello es necesaria la definicion de un orden total
estricto sobre los términos que componen los monomios, existiendo diversas
posibilidades al respecto ampliamente comentadas en la literatura.

La principal ventaja de este método desde el punto de vista de la verificaciéon
radica en el hecho de que la equivalencia seméntica se transforma en igual-
dad sintactica, muy simple, y que viene representada en ACL2 mediante el
predicado equal.

No es dificil formalizar esta representacion de manera que sea aceptada por
el sistema. Sin embargo, aparecen problemas realmente cuando se intentan
demostrar propiedades tan elementales como la asociatividad de la suma.
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El analisis de las demostraciones fallidas muestra coémo el inconveniente mas
importante de esta representacién es el de complicar en exceso las defini-
ciones de las operaciones. Cada operacion ha de ocuparse del proceso de
normalizacién y, en concreto, de mantener ordenados los monomios del poli-
nomio resultante. Esto produce un gran impacto sobre la complejidad de las
pruebas.

Desgraciadamente, todo apunta a que parece existir un compromiso entre
eficiencia algoritmica y facilidad de verificacion. Esto nos condujo a emplear
otra representacion algoritmicamente menos eficiente, pero en la que las pro-
piedades sean mas sencillas de verificar.

Posteriormente, podria utilizarse refinamiento y demostrar la equivalencia
de los algoritmos empleados con versiones mas eficientes. En pocas palabras,
el problema se reduce a encontrar una funcién eficiente para cada funciéon
ineficiente de nuestra representacion y a demostrar que son equivalentes. No
obstante, no trataremos este problema en esta tesis.

3.2.2. Representacion desnormalizada

Emplear una representacion desnormalizada presenta algunos inconvenientes
como que la igualdad es semantica, esto es, ha de operar con las clases de
equivalencia inducidas por el proceso de normalizacion, y el demostrador no
la maneja directamente.'

No obstante, también posee grandes ventajas, ya que evita a las operaciones
el tener que trabajar en forma normal y, por tanto, sus definiciones se sim-
plifican considerablemente. En consecuencia, también se hace méas sencilla la
demostracion automética de sus propiedades.

Al separar el célculo que hace el algoritmo del proceso de normalizacion,
se concentra el problema de normalizacion en un tnico lugar: el predicado
de igualdad. Por supuesto que la igualdad se ha complicado, pero en menor
medida de lo que se complican las operaciones con la representacion norma-
lizada.

!Este problema puede paliarse en ACL2 mediante el empleo de congruencias. Otros
sistemas, como NQTHM [4, 9] y C0oQ [22], no poseen esta posibilidad y es necesario crear
teoremas de compatibilidad entre las operaciones y las relaciones de equivalencia para
obtener algo similar. Véase como influye este problema en [100].
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3.2.3. Eleccion de la representacion

La alternativa elegida ha sido la de emplear, inicialmente, una representa-
cion dispersa y desnormalizada, para posteriormente obtener, encima de esta
capa desnormalizada, polinomios normalizados, esto es, polinomios con una
representacion normalizada.

Las representaciones normalizada y desnormalizada tienen algo en comin:
ambas utilizan el concepto de orden de monomios (un orden estricto total
sobre términos extendido a monomios). Este orden se emplea en diferentes
lugares dependiendo de la representacion. En una representacion normalizada
este orden se tiene en cuenta en cada una de las operaciones. Sin embargo,
en una representacion desnormalizada, el orden se utilizara en el predicado
de equivalencia semantica.

Esta sencilla observaciéon nos permite construir polinomios normalizados so-
bre una capa de polinomios desnormalizados.

Notese que una representacion densa (donde se aparecen también los mono-
mios nulos) no seria en ningln caso apropiada, ya que no soluciona ninguno
de los problemas planteados y es tremendamente ineficiente en espacio (sobre
todo cuando el nimero de variables es elevado).

Para resolver el problema en ACL2, un polinomio se representara como una
lista de monomios y se definird un predicado de igualdad seméntica que de-
mostrara ser una relacion de equivalencia. A continuacion, se definiran las
operaciones polindmicas principales y se demostrara que existe una congruen-
cia entre cada una de estas operaciones (por cada uno de sus parametros) y
dicha relacion de equivalencia. Finalmente, se demostrara que los polinomios
con estas operaciones tienen estructura de anillo.

Cada monomio vendra dado por un par (su coeficiente y el término que lo
acompana) y se definird un predicado de igualdad seméntica que permita
decidir si dos monomios son o no iguales.? Como veremos, los términos se
representaran mediante listas de exponentes, definiéndose sobre ellos la ope-
racion de producto y una relacion de orden total.

2Nétese que esto no es posible hacerlo sintacticamente: dos monomios con coeficiente
nulo se consideran iguales, independientemente de cudles sean sus términos.
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3.3. Anillos de polinomios

Recordaremos en primer lugar las definiciones de algunas estructuras alge-
braicas basicas que necesitaremos antes de definir qué es un anillo de polino-
mios.

Definicién 3.1. Sea C' un conjunto y + una operaciéon binaria en C'. Se dice
que (C,4) es un semigrupo si + es asociativa respecto de C.

Definicién 3.2. Sea C' un conjunto, + una operaciéon binaria en C'y 0 € C.
Se dice que (C, +, 0) es un monoide si (C, 4) es un semigrupo y 0 es elemento
neutro respecto de +. El monoide se dice conmutativo si 4 lo es.

Definicién 3.3. Sea C' un conjunto, + una operacion binaria en €', — una
operacion unaria en C' (a la que se llama opuesto o inverso) y 0 € C. Decimos
que (C,+,—,0) es un grupo si (C,+,0) es un monoide y para todo ¢ € C,
¢+ (—¢) = (—¢) + ¢ = 0. El grupo se dice conmutativo si + lo es.

Definicién 3.4. Sea C' un conjunto, + y - operaciones binarias en C', — una
operacion unaria en C'y 0 € C. Decimos que (C, 4+, —,+,0) es un anillo si:

s (C,+,—,0) es un grupo conmutativo.
= (C,-) es un semigrupo.

= - es distributiva respecto de +.

El anillo se dice conmutativo si - lo es.

Definicién 3.5. Sea C' un conjunto, + y - dos operaciones binarias en C,
— una operacion unaria en C'y 0,1 € C. Decimos que (C,+, —,-,0,1) es un
anillo con identidad si:

= (C,+,—,-,0) es un anillo.

» (C,-, 1) es un monoide.

Si - es conmutativa, se dice que (C, +, —,+,0,1) es un anillo conmutativo con
identidad.

Por ultimo, terminemos definiendo el concepto de anillo de polinomios.
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Definiciéon 3.6. Sea (C,+,—,-,0,1) un anillo conmutativo con identidad.
El anillo de polinomios en k indeterminadas x4, ..., x; con coeficientes en C'
es el conjunto de expresiones formales que tienen la siguiente forma:

m
Cl'xill"'lek+"'+Cm'xim1"'xzmk: g Ci.x?l...x?k
i=1

donde ¢; € C. Al conjunto C' se le llama anillo de coeficientes.

Como se observa existe toda una serie de estructuras algebraicas que es ne-
cesario formalizar para llegar al concepto de polinomio. En este capitulo se
ha desarrollado una teoria computacional en ACL2 de los polinomios de mul-
tiples variables sobre un anillo de coeficientes. Esta formalizacion incluye sus
operaciones y propiedades fundamentales que establecen, principalmente, la
existencia de la estructura de anillo. El objetivo aqui ha sido desarrollar una
biblioteca reutilizable sobre polinomios con la que realizar ulteriores trabajos.

Pese a lo que pueda pensarse, ni siquiera la demostracion de las propiedades
bésicas resulta trivial. No parece que esto se deba a la simplicidad de la logica
AcL2. En [84] se reconoce que desarrollar la asociatividad del producto en
Mi1zAR supuso un reto. Se sorprenden sus autores de que en tratados de
Algebra se deje la demostracién como ejercicio o se desarrolle solo en el
caso univariable y de manera incompleta, recurriendo a un razonamiento por
analogia. De igual forma, el autor de [101] vio incrementado su esfuerzo por
problemas surgidos durante la formalizacion de los polinomios en CoQ. Otra
formalizacion del anillo de polinomios se encuentra en [3].

Idealmente, se dispondria de una serie de propiedades para trabajar con
los polinomios olvidandonos de su representacion. En nuestra experiencia, el
conjunto de propiedades necesarias para verificar algoritmos de cierta entidad
sobre polinomios supera con mucho a las propiedades basicas de anillo, lo que
lleva a su continua extension.

3.3.1. Coeficientes

Para llevar a cabo la abstraccion en ACL2 (que se presenta en el fichero
coeficiente.lisp y dentro del paquete COE) del anillo de coeficientes vamos
a utilizar el principio de encapsulado cuya sintaxis viene precedida por la
cabecera en donde se indican el prototipo de las funciones, es decir el tipo
y nimero de parametros que van a recibir y el tipo del valor de retorno; le
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siguen las funciones testigo de la existencia de tales funciones; y finalmente
los axiomas.

El principio de encapsulado permite introducir nuevos simbolos de funciéon
restringidos por axiomas a tener ciertas propiedades; para preservar la con-
sistencia, el sistema exige que se proporcionen «testigos» de la existencia de
tales funciones.

Asi, la siguiente definicion bajo el principio de encapsulado introduce una
restriccion llamada restriccion sobre un nuevo simbolo de funcion f.

(encapsulate (((f x1 ... xn) => %))
(local (defun f (x1 ... xn) cuerpo))
(defthm restriccion propiedad))

El anterior encapsulado es admisible si su definicion de f con defun es admi-
sible y la formula propiedad es un teorema del mundo logico extendido con
la definicion de f.

Si es admisible, el encapsulado extiende la teoria anadiendo el axioma de
restriccion para £, propiedad.

Notese que en la extension resultante después de introducir el encapsulado
anterior, f no esta definida pero se sabe que satisface propiedad.

El problema que nos encontramos al hacer este tipo de abstraccion es que se
pierde el procedimiento de decision para la aritmética lineal que incorpora el
sistema. Por tanto, debemos proporcionar los teoremas suficientes para poder
razonar sin él. De esta forma, ademaés, de las propiedades del anillo hemos
proporcionado un conjunto minimo de teoremas que juntos van a cubrir el
vacio dejado por el procedimiento de decision.

En primer lugar, veamos la cabecera del encapsulado. Esta cabecera suminis-
tra la informacién sobre el prototipo de las funciones que se van a emplear:
un reconocedor, coeficientep; las operaciones del anillo, suma (+), produc-
to (*) y opuesto (-); y los elementos neutro de la suma y el producto, nulo
vy identidad, respectivamente.

(encapsulate
((coeficientep (a) boolean)
(+ (a b) coeficiente)
(- (a) coeficiente)
(x (a b) coeficiente)



56 Anillos polinémicos

(nulo () coeficiente)
(identidad () coeficiente))

Asumiremos que (coeficientep, +, —, x, nulo, identidad) (que de aqui en ade-
lante denotaremos por (C,+,—,-,0,1)) forma un anillo conmutativo con

identidad.

A continuacion es necesario proporcionar unos testigos de la existencia de
tales funciones. En este caso se han tomado las operaciones anélogas de los
numeros racionales de AcCL2. Notese la utilizacion del paquete LISP para
distinguir las operaciones matematicas del sistema de las que estamos defi-
niendo.

(local
(defun coeficientep (a)
(acl2-numberp a)))

(local
(defun + (a b)
(LISP::+ a b)))

(local
(defun * (a b)
(LISP::% a b)))

(local
(defun - (a)
(LISP::- a)))

(local
(defun nulo ()
0))

(local

(defun identidad ()
1))

Para la igualdad se utilizara la sintactica.

(defmacro = (a b)
‘(equal ,a ,b))
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Estructura de anillo conmutativo

En cuanto a los axiomas que establecen que los coeficientes tienen estructura
de anillo conmutativo, deben estar:

» Los que establecen que (C,+,—,0) es un grupo conmutativo (axio-
mas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15 que vienen a continuacion).

s Los que establecen que (C,-,1) es un monoide conmutativo (axiomas
3.16, 3.17 y 3.18 que vienen a continuacion).

= La distributividad del producto sobre la suma que completaria las pro-
piedades del anillo (axiomas 3.19, que vienen a continuacion).

Ademas, estan los siguientes axiomas de tipo:

Axioma 3.7. Seaa, be C. a+be C. En ACL2,

(defthm coeficientep-+
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))
(coeficientep (+ a b))))

Axioma 3.8. Seaa, be C. a-be C. En ACL2,

(defthm coeficientep-*
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))
(coeficientep (* a b))))

Axioma 3.9. Seaa € C. —a € C. En ACL2,

(defthm coeficientep--
(implies (coeficientep a)
(coeficientep (- a))))

Axioma 3.10. 0 € C. En AcL2,

(defthm coeficientep-nulo
(coeficientep (nulo)))

Axioma 3.11. 1 € C. En AcL2,

(defthm coeficientep-identidad
(coeficientep (identidad)))
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Continuemos con los axiomas que establecen que (C,+,—,0) es un grupo
conmutativo.

Axioma 3.12. Sea a € C. 0+ a =a. En ACL2,

(defthm |0 + a = al
(implies (coeficientep a)

(= (+ (nulo) a) a)))

Axioma 3.13. Sean a,b,c € C. (a+b)+c=a+ (b+c¢). En AcL2,

(defthm [(a + b) + c =a + (b + c)|
(implies (and (coeficientep a)
(coeficientep b)
(coeficientep c¢))

(= (+ (+ab)c) (+a(+bc))))

Axioma 3.14. Sean a,be C. a+b=0b+a. En AcCL2,

(defthm |a + b = b + al
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))

(= (+ab) (+ba)))

Axioma 3.15. Sea a € C. a+ (—a) = 0. En ACL2,
(defthm |a + (- a) = O

(implies (coeficientep a)

(= (+ a (- a)) (nulo))))

Seguiremos con los axiomas que establecen que (C, -, 1) es un monoide con-
mutativo.

= Axioma 3.16. Seaa € C. 1-a=a. En AcCL2,
(defthm |1 * a = al
(implies (coeficientep a)

(= (¥ (identidad) a) a)))

» Axioma 3.17. Sean a,b,c € C. (a-b)-c=a-(b-c). En ACL2,
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(defthm [(a * b) * ¢ = a *x (b * c)|
(implies (and (coeficientep a)
(coeficientep b)
(coeficientep ¢))

(= (x (xab)c) (xa (xbc))))
» Axioma 3.18. Sean a,be C.a-b=>b-a. En ACL2,

(defthm |a * b = b * a
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))

(= (x ab) (b a))))

Por ultimo, se tiene la distributividad del producto sobre la suma que com-
pletaria las propiedades del anillo.

» Axioma 3.19. Sean a,b,c € C. a-(b+¢c) = (a-b)+ (a-¢). En ACL2,

(defthm |a * (b + c) = (a * b) + (a * c)|
(implies (and (coeficientep a)
(coeficientep b)
(coeficientep ¢))

(= (xa(+bc)) (+ (xab) (xac))))

Con esto terminamos el encapsulado de coeficientes. Notese que estos axiomas
se introducen en ACL2 como teoremas ya que se demuestran directamente
con la implementacion de los nimeros racionales que ya incorpora el sistema.

Ademés también son necesarios entre otros los siguientes teoremas.
Teorema 3.20. Sean a,b,c € C. a+c=b+c < a=>b. En ACL2,
(defthm |a + ¢ = b + c <=> a = b]
(implies (and (coeficientep a)
(coeficientep b)

(coeficientep ¢))
(iff (= (+ ac) (+ bc)) (=ab))))

Demostracion. Por los axiomas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15. ]

Teorema 3.21. Sean a,be C.a+b=b < a=0. En ACL2,
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(defthm |a + b = b <=> a = 0|
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))
(iff (= (+ a2 b) b) (= a (nulo)))))

Demostracion. Por el axioma 3.12 y el teorema 3.20. O
Teorema 3.22. Seaa, be C. a+b=0 < b= —a. En AcCL2,
(defthm |a + b = 0 <=> b = - al

(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))

(iff (= (+ a b) (nulo)) (= b (- a)))))

Demostracion.
a+b=0
< a+b=a+(—a) (axioma 3.15)
< bt+a=—-a+a (axioma 3.14)
= b= —a (axioma 3.20)
O
Teorema 3.23. Sean a,b,c€ C. a+ (b+¢) =b+ (a+c¢). En ACL2,
(defthm |a + (b + c) =b + (a + c)|
(implies (and (coeficientep a)
(coeficientep b)
(coeficientep c))
(= (+a(+bc)) (+Db (+ac)))
Demostracion. Por los axiomas 3.14 y 3.13. O

Teorema 3.24. Sea a, b€ C. —(a+b) = (—a) + (=b). En AcL2,

(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|
(implies (and (coeficientep a) (coeficientep b))

(= (- (+ab)) (+ (-2a (-Db)))))

Demostracion. Por a4+b =0 <= b= —a (teorema 3.22) basta demostrar
que ((—a) + (=b)) + (a+b) = 0, que se demuestra como sigue:
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(—a+ —b) + (a+b)
=a+ ((—a+ —b) +)
=a+ (—a+(-b+0))

(teorema 3.23)

(
=a+(—a+0) (axioma 3.14 y 3.15)

(

(

axioma 3.13)

axioma 3.12 y 3.14)

axioma 3.15)

=a+ —a
=0

Teorema 3.25. Sea a € C. 0-a=0. En ACL2,

(defthm |0 * a = O
(implies (coeficientep a)
(= (x (nulo) a) (nulo))))

Demostracion. Por a +b=b <= a = 0 (teorema 3.21) basta probar que
(0-a)+ (a-0)=a-0, que se demuestra como sigue

(0-a)+(a-0)

=(a-0)+(a-0) (axioma 3.18)
=a-(0+40) (axioma 3.19)
=a-0 (axioma 3.12)

3.3.2. Términos
En esta seccion se presenta la formalizacion de términos realizada en el fichero
termino.lisp dentro del paquete TER.

Sea un conjunto finito y no vacio de variables X = {x1,..., 2%}, con una
relacion de orden <x = {(z;,z;) : 1 <i < j <k} entre sus elementos.

En lo que sigue, consideraremos fijado este conjunto X de variables.
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Definicién 3.26. Un término sobre X es un producto finito de potencias de
la forma:

k
:L'?ZEZ]‘ZHZE? Vie €N,
i=1
al que, abreviadamente, denotaremos por X [1:-ex],

El resultado principal que se obtiene en esta seccion es que los términos
forman un monoide conmutativo con la operacion producto.

Siguiendo el mismo esquema que con los coeficientes y asi obtener el monoide
conmutativo de términos abstractos, realizamos la implementacion mediante
un encapsulado. Veamos la cabecera del encapsulado. Esta cabecera suminis-
tra la informacion sobre el prototipo de las funciones que se van a emplear:
un reconocedor, terminop; la operacion del monoide, el producto (-), y el
elemento neutro del producto, uno.

(encapsulate
((terminop (a) boolean)
(* (a b) termino)
(uno () termino))

Demostraremos que (terminop, %, uno) (que de aqui en adelante denotaremos
por (T'[X],-, 1)) forma un monoide conmutativo.

A continuacién es necesario proporcionar los testigos de la existencia de ta-
les funciones. Un término sobre X se puede representar de manera sencilla
mediante una lista de nimeros naturales. Su reconocedor seria el siguiente
predicado:

(local
(defun terminop (a)
(if (atom a)
(equal a nil)
(and (naturalp (first a)) (terminop (rest a))))))

La funcion naturalp (definida fuera del encapsulado) comprueba si su para-
metro es un numero natural.

(defmacro naturalp (x)
‘(and (integerp ,x) (LISP::<= 0 ,x)))
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Representamos el término uno mediante nil.

(local
(defun uno ()
nil))

Con las definiciones realizadas queda claro que inicamente es necesario defi-
nir una igualdad meramente sintactica sobre los términos. No obstante, por
comodidad notacional, y para facilitar cambios futuros, definimos el simbolo
de igualdad como sin6nimo de equal.

(defmacro = (a b)
‘(equal ,a ,b))

Una vez fijado el conjunto de variables, para calcular el producto de dos
términos basta sumar sus exponentes variable a variable.

Definicién 3.27. Sean Xl@--axl xlbr--be] € TX].

X[a’lv"'vak] . X[blvvbk} — X[a’1+b17"'7ak+bk}

La siguiente funcion realiza esta tarea en ACL2 y se tomara como testigo del
producto.

(local
(defun * (a b)
(cond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))
(uno))
((not (terminop a)) b)
((not (terminop b)) a)
((endp a) b)
((endp b) a)
(t
(cons (LISP::+ (first a) (first b))
(* (rest a) (rest b)))))))

Como se observa, los elementos que no son términos se comportan como si
se correspondieran con el término uno. En el caso de términos de distinto
numero de variables se completa el que posee menor nimero de variables;
esto equivale a suponer que la menor de las listas se rellena de ceros por la
derecha.
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Estructura de monoide conmutativo

La demostracion de que los términos tienen estructura de monoide conmu-
tativo respecto a la operacion producto se obtiene suministrando al sistema
los siguientes axiomas.

Axioma 3.28. Sea a, b€ T[X]. a-b e T[X]. En ACL2,

(defthm terminop-*
(implies (and (terminop a) (terminop b))
(terminop (* a b))))

Axioma 3.29. 1 € T[X]. En AcL2,

(defthm terminop-uno
(terminop (uno)))

Axioma 3.30. Sea a € T[X]. 1-a=a. En ACL2,

(defthm |1 * a = a]
(implies (terminop a)

(= (¥ (uno a) a)))

Axioma 3.31. Sean a,b € T[X]. a-b=">b-a. En ACL2,

(defthm |a * b = b * a
(implies (and (terminop a) (terminop b))

(= (x ab) (*x ba)))

Axioma 3.32. Sean a,b,c € C. (a-b)-c=a-(b-c). En ACL2,

(defthm [(a * b) * ¢ = a * (b * c)|
(implies (and (terminop a) (terminop b) (terminop c))

(= (x (xab)c) (xa (*xbc))))
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3.3.3. Monomios

En esta seccion se presenta la formalizacion de monomios realizada en el
fichero monomio.lisp dentro del paquete MON.

Definicién 3.33. Un monomio sobre X es un producto de la forma c -
Xlenwerl donde a ¢ se le denomina coeficiente vy a los e;, exponentes. La
operacion - se define entre el conjunto de coeficientes y el de los valores que
pueden tomar los elementos de X.

Notaremos por M¢[X] al conjunto de monomios.

Claramente, para la representacion de un monomio basta emplear una lista
cuyo primer elemento sea su coeficiente y su resto el término acompanante.
El constructor y las operaciones accesoras se definen como:

(defun monomio (¢ e)
(cons ¢ €))

(defun coeficiente (a)
(if (not (monomiop a))
(COE: :nulo)
(first a)))

(defun termino (a)
(if (or (not (comsp a))
(not (terminop (rest a))))
(TER: :uno)
(rest a)))

Es preciso también definir un reconocedor que permita distinguir qué objetos
de ACL2 son monomios y cuales no:

(defun monomiop (a)
(and (consp a)
(coeficientep (first a))
(terminop (rest a))))

El monomio unidad y el monomio nulo de término uno se definen mediante
las siguientes funciones.
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(defun identidad ()
(monomio (COE::identidad) (TER::uno)))

(defun nulo ()
(monomio (COE::nulo) (TER::uno)))

Definicién 3.34. Un monomio es nulo si su coeficiente lo es. En ACL2,

(defun nulop (a)
(COE::= (coeficiente a) (COE::nulo)))

La igualdad seria en este caso semantica.

Definicién 3.35. Dos monomios son semanticamente iguales si ambos son
nulos, o si tienen iguales coeficientes y términos. En ACL2,

(defun = (a b)
(or (and (not (monomiop a)) (not (monomiop b)))
(and (monomiop a) (monomiop b)
(nulop a) (nulop b))
(and (monomiop a) (monomiop b)
(COE::= (coeficiente a) (coeficiente b))
(TER::= (termino a) (termino b)))))

Teorema 3.36. La igualdad de monomios es una relacion de equivalencia.
En AcL2,

(defequiv =)

Demostracion. Inmediata por su definicion y porque las igualdades de coefi-
cientes y términos son relaciones de equivalencias. O

Por tltimo se definen las funciones suma y opuesto. Notese que la suma de
monomios solo tiene sentido cuando sus términos son iguales.

Definicién 3.37. Sean c¢; - X1l ¢y . Xleverl € Mo[X].

- xlensex] + o xleter] — (Cl + 02) . X lerser]

En AcrL2,
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(defun + (a b)
(monomio (COE::+ (coeficiente a) (coeficiente b))
(termino a)))

Definicién 3.38. Sea c- X[l € Mo[X].

_(Cl . X[e1,...,6k}) — <_Cl) . X[el"“’ek]

En AcL2,
(defun - (a)
(monomio (COE::- (coeficiente a)) (termino a)))

Teorema 3.39. Sea a € M¢[X]. a+ (—a) =0. En ACL2,

(defthm |a + (- a) = O
(implies (monomiop a)

(= (+ a (- 2)) (nulo))))

Demostracion. Inmediata por las definiciones de la suma y el opuesto, y por

los teoremas 3.12 y 3.15.

Teorema 3.40. Sea a, b € Mc[X]. —(a+0b) = (—a) + (=b). En AcL2,

(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|
(implies (and (monomiop a) (monomiop b))

(= (- (+ab)) + (-a (-b)))))

Demostracion. Por definicion del opuesto y el teorema 3.24.

Estructura de monoide conmutativo

O

Para calcular el producto de dos monomios basta multiplicar sus coeficientes

y sus términos.

Definicién 3.41. Sean c¢; - X0l ¢y . X1l € Mo [X],

Cl . X[(ll,---#lk:} . CQ . X[bl,-..7bk] — (Cl . 02) . X[a1+b17~~~7ak+bk]

En AcL2,
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(defun * (a b)
(monomio (COE::* (coeficiente a) (coeficiente b))
(TER::* (termino a) (termino b))))

Demostraremos a continuacion que (monomiop, *, identidad) (que lo notare-
mos por (Mqo[X], -, 1)) forma un monoide conmutativo.

Los monomios heredan directamente la estructura de monoide conmutativo
de los términos y de las propiedades de la operacién producto del anillo de
coeficientes. Demostraremos a continuacién cada uno de los teoremas.

Teorema 3.42. Sea a € Mc[X]. 1-a =a. En ACL2,

(defthm |1 * a = a|
(implies (monomiop a)
(= (x (identidad) a) a)))

Demostracion. Por las definiciones del producto y la igualdad de monomios,
y los axiomas 3.16 y 3.30. U

Teorema 3.43. Sean a,b € Mc[X]. a-b=0b-a. En ACL2,

(defthm |a * b = b * al
(implies (and (monomiop a) (monomiop b))

(= (x ab) (* ba))))
Demostracion. Por las definiciones del producto y la igualdad de monomios,
y los axiomas 3.18 y 3.31. U
Teorema 3.44. Sean a,b,c € Mo[X]. (a-b)-c=a-(b-c). En ACL2,
(defthm [(a * b) * c = a * (b * c)|

(implies (and (monomiop a) (monomiop b) (monomiop c))

(= (x (xab)c) (xa (*xbc))))

Demostracion. Por las definiciones del producto y la igualdad de monomios,
y los axiomas 3.17 y 3.32. U
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Congruencias

Por tltimo, se demuestra también que la igualdad seméntica es congruente
con la operacion de producto en ambos pardmetros.

Teorema 3.45. La igualdad es congruente respecto del producto.

Sean a, o', b, b’ € Mq[X].

ma=d = a-b=d-b
b=V = a-b=a-V

Demostracion. Por las definiciones del producto y la igualdad de monomios,
los axiomas 3.18 y 3.31, y el teorema 3.25. O

AcL2 también soporta reescritura basada en congruencias. Esto permite sus-
tituciones de equivalentes no soélo de iguales. Para esto habra que definir,
primero, relaciones de equivalencias y, segundo, demostrar las reglas de con-
gruencias que permitan sustituir equivalentes, utilizando defcong.

Los teoremas correspondientes en ACL2 serian los siguientes.

(defcong (* ab) 1)

(defcong (* a b) 2)

3.3.4. Polinomios

En esta seccion se presenta la formalizacion de polinomios realizada en el
fichero polinomio.lisp dentro del paquete POL.

Definicién 3.46. Un polinomio sobre k indeterminadas X = {xq,..., 2%}
con coeficientes en C' es una suma finita de monomios de la siguiente forma:

cp - Xleren] 4o oL X lemtemi] — Z c; - Xleieir]
i=1

donde ¢; € C', y si m = 0 decimos que se trata del polinomio nulo y lo
notamos por 0. Al anillo de polinomios lo llamaremos C[X].
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Un polinomio se representa en ACL2 simplemente mediante una lista de
monomios.

[(Cl, [611, .. ~>€1k])> ey (Cm, [6m1, .. ~>6mk])]

(defun polinomiop (p)
(if (atom p)
(equal p nil)
(and (monomiop (primero p))
(polinomiop (resto p)))))

El polinomio nulo sin monomios se define como una macro y es reconocido
por otra apropiada para su empleo en los casos base de la recursividad.

(defmacro nulo () nil)

(defmacro nulop (p)
‘(endp ,p))

Las accesoras al primer monomio del polinomio y al resto del polinomio se
definen como sigue. Notese que a partir de aqui, dado un polinomio, p, nota-
remos por mp(p) y resto(p) al primero y al resto de p, respectivamente. Tam-
bién, notaremos por cp(p) y tp(p) al coeficiente y al término de mp(p), res-
pectivamente. Ademas, dado un monomio m, notaremos por c¢p(m) y tp(m)
al coeficiente y al término, respectivamente, asociados al monomio.

(defmacro primero (p)
“(first ,p))

(defmacro resto (p)
‘(rest ,p))

Obsérvese que las operaciones que definiremos sobre los polinomios estaran
generalizadas para manipular correctamente cualquier objeto de ACL2, aun-
que no sea un polinomio. Un objeto no polinébmico sera tratado como el
polinomio nulo. Gracias a esto es posible enunciar la mayoria de los teoremas
de congruencia con las operaciones, ya que defcong no permite el estable-
cimiento de ninguna hipoétesis restrictiva sobre el cardcter de los objetos
implicados.
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No conviene olvidar que esto no impide en ningiin modo que se especifiquen
las protecciones adecuadas al caracter de cada funcion, puesto que éstas ca-
recen de significado l6gico. Las versiones ejecutables de las funciones podran
ser asi mas eficientes, ya que se les permite suponer que reciben objetos
polinémicos?.

Igualdad seméantica

Para decidir si dos polinomios son iguales semanticamente, debemos com-
probar si ambos pertenecen a la misma clase de equivalencia. Esto se con-
sigue calculando sus formas normales (es decir, representantes canénicos de
sus respectivas clases de equivalencia) y comprobando si ambas son iguales
sintacticamente. En esta seccion se presenta la formalizacion de la igualdad
seméantica realizada en el fichero forma-normal.lisp dentro del paquete POL.

Definicién 3.47. Se dice que un polinomio estd ordenado o normalizado si
cumple las siguientes condiciones:

1. Sus monomios aparecen ordenados estrictamente en orden decreciente
de término.

2. Entre sus monomios no aparece ninguno nulo.

Notese que la primera condicién implica la no existencia de monomios con
idénticos términos dentro de un polinomio ordenado.

(defun ordenadop (p)
(and (polinomiop p)
(or (nulop p)
(and (not (MON::nulop (primero p)))
(termino-mayor-termino-principal (primero p)
(resto p))
(ordenadop (resto p))))))

donde termino-mayor-termino-principal permite averiguar si un mono-
mio debe preceder al monomio principal de un polinomio ordenado.

3En general, si una operacién se ejecuta fuera de su dominio en un sistema LISP sin
comprobacién de protecciones en tiempo de ejecucién, su comportamiento es dependiente
del sistema.
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(defmacro termino-mayor-termino-principal (m p)
“(or (nulop ,p)
(TER: :< (termino (primero ,p)) (termino ,m))))

La funcion TER: :< representa un orden total estricto sobre términos, <;, y
serd descrito en detalle en el capitulo siguiente cuando se traten los orde-
nes polinémicos y su buena fundamentacion. No obstante, adelantaremos su
definicion matematica.

Definicion 3.48. Sean [aq,...,ar] v [b1,...,b] € T[X], se define el orden,
<r, sobre términos de la siguiente forma:

[al,...,ak] <r [bl,...,bk] =i (ai <bi/\\V/j <z'aj:bj)

A continuaciéon presentamos cémo se puede obtener la forma normal de un
polinomio dado. Para ello se definen previamente dos funciones: una que suma
un monomio a un polinomio y otra que lo suma de forma que si el polinomio
que recibe como parametro estd en forma normal el resultado también lo
estara.

Definicién 3.49. Sea m € M¢c[X] y p € C[X] donde

m = q - X €1teix]

p=a - X[T117~~~7T1k] +e oy, - X[Tm17~~~7rmk]
entonces

mA4yup=a- xlernsenx] +ay - X[k +doa,, - X [rmsesrme]

La funciéon correspondiente en ACL2 es +M. Esta funcién se implementa de
la forma mas sencilla: consiste, simplemente, en anadir un monomio a un
polinomio utilizando la funcién cons, aunque se define de manera que trate
los casos an6malos de forma razonable. Esto es esencial para posteriormente
poder definir congruencias.

(defun +M (m p)
(cond ((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))

(nulo))
((not (polinomiop p))
(list m))
((not (monomiop m))
p)
(t
(cons m p))))
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Definicién 3.50. Sea m € M¢[X] y p € C[X] donde

entonces

m-+yp=

m = q - Xerexl

p=a - X[ +toa,, - X [rmisermi]

D, m =0

m, p=0

MM P tp(p) <r tp(m)

resto(p), tp(p) = tp(m) A ¢

(m +mp(p)) +ar resto(p),  tp(p) = tp(m) A e
L mp(p) +u (m 45 resto(p)), e.o.c.

Notese que +3; suma un monomio a un polinomio de forma que si el polino-
mio que recibe como parametro estd en forma normal el resultado también

lo estara.

Este concepto se implementara en ACL2 mediante la funcion +-monomio.

(defun +
(cond

-monomio (m p)
((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))
(nulo))
((not (monomiop m))
p)
((and (not (polinomiop p)) (MON::nulop m))
(nulo))
((not (polinomiop p))
(+M m (nulo)))
((MON: :nulop m)

p)
((nulop p)

(+M m (nulo)))
((TER::= (termino m) (termino (primero p)))

(let ((c (COE::+ (coeficiente m)
(coeficiente (primero p)))))
(if (COE::= ¢ (COE::nulo))
(resto p)
(+M (MON::+ (primero p) m) (resto p)))))
((TER: :< (termino (primero p)) (termino m))
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(+M m p))
(t
(+M (primero p) (+-monomio m (resto p))))))

Definicién 3.51. Dado un polinomio p, definimos su forma normal, fn(p),
de la siguiente forma:

fn(p) = {O’ p=0

mp(p) +3; fn(resto(p)) e.o.c.
En AcL2,

(defun fn (p)
(cond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))
(nulo))
(t
(+-monomio (primero p) (fn (resto p))))))

Es decir, si el polinomio es nulo, ya estd en forma normal; basta pues norma-
lizar el resto del polinomio si éste no es nulo y anadir al resultado su primer
monomio mediante la funcion ACL2 +-monomio.

El siguiente teorema demuestra que realmente la funcién fn devuelve un
polinomio ordenado o normalizado.

(defthm ordenadop-fn
(ordenadop (fn p)))

Definicién 3.52. Se dice que dos polinomios, p y ¢ son semanticamente

iguales si sus formas normales son sintacticamente iguales. En ACL2,

(defun = (p q)
(equal (fn p) (fn g9)))

Una vez hecho esto, se demuestra que la relacion de igualdad definida entre
los polinomios es una equivalencia.
Teorema 3.53. La igualdad de polinomios es una relacion de equivalencia.

En Acr2,

(defequiv =)
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Demostracion. Inmediata por su definicion. ]

Notese que en lo que sigue, consideraremos que el simbolo = denota igualdad
semantica.

También se demuestran otras propiedades importantes, como que el orden
de las operaciones no altera la suma de monomios a un polinomio ordenado.

Esta ultima propiedad tiene una prueba ACL2 bastante extensa debido a la
cantidad de casos que se generan y juega un papel fundamental en la demos-
tracion de la propiedad conmutativa de la suma de polinomios. Notese que,
de hecho, la igualdad en este caso no es solo semantica sino también sintac-
tica (=.), como puede verse a continuacion. A partir de aqui se distingue la
igualdad seméntica (=) de la sintactica (=.).

Lema 3.54. Sean my, my € Mc[X], p € Clz] ordenado.

my +5y (Mo +37 p) =e ma +5; (M1 +37 p)
En AcL2,

(defthm |ml +Mo (m2 +Mo p) =e m2 +Mo (ml +Mo p) |
(implies (ordenadop p)
(equal (+-monomio ml (+-monomio m2 p))
(+-monomio m2 (+-monomio ml p)))))

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la funciéon —|—f4.

Caso 1: mi =0V my =20
Inmediato por definicion de +3;.
Caso 2. p=20
mi +5r (M2 +3 p) =c M +5p M2 = Mg +3p My = M2 +5; (M1 +37 p)
por definicion de +3;.
Caso 3 tp(ma) = tp(mp(p))
Caso 3.1: tp(my) <r tp(ms)

(
my +y; (Mo 437 p) = ma +37 (Mo +11 p) =
mo +1 (m1 —hf/[ p) —e Mo +]T/[ (ml +]T/[ p)

por definicion de +3;, y v +u-



76 Anillos polinémicos

Caso 3.2: tp(my) = tp(ms)

my +3; (M2 +37 p) =e m1 +3 (M2 + mp(p)) +ur resto(p)) =
(m1 + (m2 + mp(p))) +u resto(p) =
(mg + (mq + mp(p))) +u resto(p) =
my +37 (M1 + mp(p)) +ur resto(p)) =e ma +5; (M1 +5; p)
por definicion de +3; y 4+, y los teoremas 3.43 y 3.44.
Caso 3.3 tp(ms) <7 tp(my)

my +3y (ma +3; p) =c ma +5; (mp(p) +ar (m2 +3; resto(p))) =
(my + mp(p)) +ar (Mo +5; resto(p))) =
ma +5; (M1 + mp(p)) +ur resto(p)) =e ma +3; (M1 43, p)
por definicion de +3; y +u-
Caso 4: tp(mp(p)) <r tp(m)
Caso 4.1: tp(my) <7 tp(ms)

my 4y (ma +57 p) =e m1 +37 (M2 +u p) =

ma + (m1 +Mp) e Mo +M (m1 —l—Mp)
por definicion de +3; y +u-
Caso 4.2: tp(my) = tp(ms)

m +J<\4 (Mo +]<V[ P) =e My _'_]T/[ (me +mp) =

(m1 +ma) +ar p =e (M2 +my) +ar p =c M2 +M (m1 43, p)

por definicion de +3; y 4+, y por el teorema 3.43.
Caso 4.3 tp(mz) <t tp(my)

my +5 (ma 4357 p) =e m1 +u (M2 +35,p) =

Mg +5r (M1 +ar p) =e M2 +5r (M1 457 )
por definicion de +3;, ¥ + -

Paso de induccion: tp(my) <7 tp(mp(p))

Por hipotesis de induccion:
my +5 (ma +5; resto(p)) =. ma +5; (my +357 resto(p))

entonces
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Caso 1 tp(ma) <7 tp(mp(p))
my +]<V[ (m2 +]<V[ p) e
mp(p) +ar (ma +5; (ma 43, resto(p))) = (def. de +3, y +u)
mp(p) +ar (Mo +5; (my +5; resto(p))) =, (hipotesis de induccion)
mao +3; (M1 +3; p) (def. de +3; v +ur)
Caso 2 tp(msy) = tp(mp(p))
ma +iy (M2 +3y p) =
my +3; (M2 + mp(p)) +ar resto(p)) =
(ma + mp(p)) +um (ma +3; resto(p)) =,
my +57 (mp(p) +ar (ma +3; resto(p))) =
ma +5; (M1 +3; p)
por definicion de +3;, v +ar.
Caso 3 tp(mp(p)) <r tp(m»)
ma +3p (M2 +3; p) =e M2 +ar (M +3; p) =e ma +3; (M +3 p)
por definicion de +3; y 4.
O
Lema 3.55. Sean my, my € Mc[X] y p € Clz] ordenado.
my +5 (ma +5;p) = ma +3; (M1 +75, p)
En Acr2,
(defthm |ml +Mo (m2 +Mo p) = m2 +Mo (ml +Mo p)|
(implies (ordenadop p)
(= (+-monomio ml (+-monomio m2 p))
(+-monomio m2 (+-monomio ml p)))))
Demostracion. Inmediata por la definicion de = y por el teorema 3.54. [

Lema 3.56. Sean my, my € Mc[X] y p € Clz] y p estd ordenado.

my 4+ (Mo +a p) = mae +ar (Mg 411 p)
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En AcL2,

(defthm |m1 +M (m2 +M p) = m2 +M (ml +M p) |
(implies (ordenadop p)
(= (+*M m1 (+M m2 p)) (+M m2 (+M ml1 p)))))

Demostracion. Inmediata por la definicion de =, 4, y por el teorema 3.54.
O

Congruencias de la suma de monomio y polinomio

Uno de los aspectos méas interesantes de la formalizacion elegida es que per-
mite definir congruencias entre la relacién de equivalencia dada por la igual-
dad de polinomios bajo forma normal y sus operaciones. Esta caracteristica
aumenta notablemente las posibilidades de reutilizacion del libro como he-
rramienta de demostracion de propiedades de mas alto nivel.

La primera operacion con la que podemos establecer congruencias es la suma
de monomio y polinomio. En este caso intervienen dos relaciones de equiva-
lencia: las definidas sobre los monomios y los polinomios.

Teorema 3.57. La igualdad es congruente respecto de ;.

Sean m, m' € Mc[X], yp, p' € C[X].

m=m' = m+yp=m'+uyp

p=p = m4yup=m-+yup

En AcrL2,
(defcong MON::= = (+M m p) 1)
(defcong = = (+M m p) 2)

Demostracion. Inmediata por la definicion de +,;, la igualdad de monomios
y la igualdad de polinomios. O

Estructura de anillo conmutativo

A continuacion se definiran las operaciones que nos permitiran sumar y mul-
tiplicar polinomios y calcular el opuesto de un polinomio. Para asegurarnos
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de que estas operaciones cumplen, con la representacion escogida para los
polinomios, las propiedades fundamentales que se espera de ellas, se debe
demostrar que dotan a C[X] de una estructura de anillo conmutativo.

Para esto es necesario comprobar que los polinomios con la suma y el opuesto
forman un grupo abeliano, mientras que con el producto forman un monoide
conmutativo; ademaés el producto debe distribuir sobre la suma.

Grupo conmutativo con la suma y el opuesto

En esta secciéon se presenta las formalizaciones de la suma y el opuesto rea-
lizadas en los ficheros suma.lisp y opuesto.lisp dentro del paquete POL.

Definicién 3.58. Sean p, ¢ € C[X] donde

p=a - X[k +odoa,, - X [rmsesrme]
qg=1b - X [s115818] 4ot b,, - X [smasssma]

entonces

P+q=a - X[ +toa,, - X[Tmlw--ﬂ"mk}_‘_
bl . X[Sllv“'vslk} + e + bm . X[smh"'vsmk}

Para sumar dos polinomios basta concatenar sus listas de monomios. En
realidad, ésta es la forma mas sencilla de definir esta operacion y presenta la
ventaja de simplificar mucho la demostracion de la propiedad asociativa. Si
lo que se desea es obtener el resultado reducido, basta con calcular su forma
normal.

(defun + (p q)
(cond ((and (not (polinomiop p)) (not (polinomiop q)))

(nulo))
((not (polinomiop p))

q)
((not (polinomiop q))

p)
(t

(append p q))))

Definiciéon 3.59. Sea p = ¢; - X(@veul oo ¢ 0 Xlemiemi] € O[X]
entonces

p= (_Cl) . xlernsenx] I (_Cm) . X lemiseme]
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Para calcular el opuesto de un polinomio tinicamente es necesario sustituir
en cada monomio el coeficiente con su opuesto.

(defun - (p)
(cond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))
(nulo))
(t

(+M (MON::- (primero p)) (- (resto p))))))

Los siguientes teoremas (3.60, 3.64, 3.61, 3.66 y 3.67) demuestran que los
polinomios con las operaciones antedichas tienen estructura de grupo con-
mutativo.

Teorema 3.60. Sea p € C[X]|. 04+ p=p. En ACL2,

(defthm |0 + p = pl
(= (+ (nulo) p) p))

Demostracion. Inmediata por la definicion de la suma y la definicion de la
igualdad. O
Lema 3.61. Sean p € C[X]. p+0=p. En ACL2,

(defthm |[p + 0 = pl
(= (+ p (nulo)) p))

Demostracion. Por induccion y por las definiciones de la igualdad y la suma.

O
Lema 3.62. Sean m € Mc[X], p, g € C[X]. (m+mp)+q=c m+u (p+4q).
En Acr2,

(defthm |(m +M p) + q =e m +M (p + q) |
(equal (+ (+M mp) q) (+Mm (+ p @))))
Demostracion. Inmediata por la definiciones de 4+ y +;. O
Lema 3.63. Sean p, q € C[X]. p+q = mp(p) +ur (resto(p) +q). En AcL2,
(defthm |p + q =e mp(p) +M (resto(p) + q)l

(implies (and (polinomiop p) (mot (nulop p)))
(equal (+ p q) (+M (primero p) (+ (resto p) q)))))
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Demostracion. Inmediata por la definiciones de + y +;. O
Teorema 3.64. Sean p, ¢, r € C[X]. (p+q)+r=p+(q¢+7r). En ACL2,

(defthm |(p + q) + r =p + (q + )|
=+ EFpa ) (p (+qm))))

Demostracion. Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q,r) =
P+a)+r=p+(g+r)

1. p=0— P(p,q,7)

2. (p#O0A P(resto(p),q,7)) — P(p,q,7)

Caso base: =0

Inmediata por la definicion de 4+ y =, y por el teorema 3.60.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

(resto(p) + q) + 1 = resto(p) + (¢ + 1)

entonces
(p+aq)+r=
(mp(p) +u (resto(p) + q)) +r = (lema 3.63)
mp(p) +ur ((resto(p) +q) + 1) = (lema 3.62)
mp(p) +ar (resto(p) + (g +71)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
p+(q+r) (lema 3.63)

O

La conmutatividad del grupo es méas complicada de demostrar que las res-
tantes propiedades. Para ello, demostramos también el lema 3.65.

Lema 3.65. Sean ¢, p € C|X] y p # 0. Entonces, ¢ +p = mp(p) +um (¢ +
resto(p)). En ACL2,
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(defthm |q + p = mp(p) +M (q + resto(p))|
(implies (and (polinomiop q)
(polinomiop p)
(not (nulop p)))
(= (+ qp)
(+M (primero p) (+ g (resto p))))))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(q,p) = q +
p = mp(p) +u (q+ resto(p)):

1. ¢q=0— P(q,p)

2. (g # 0N P(resto(q),p)) — P(q,p)

Caso base: q=10

Inmediata por la definicion de =, +,;, y por el teorema 3.60.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

resto(q) +p = mp(p) +u (resto(q) + resto(p))

entonces
g+p=
mp(q) +ur (resto(q) +p) = (lema 3.63)
mp(q) +ar (mp(p) +ur (resto(q) + resto(p))) = (hip. ind. y teo 3.57)
mp(p) +ua (mp(q) +ar (resto(q) + resto(p))) =  (lema 3.56)
mp(p) +u (g + resto(p)) (lema 3.63)

Teorema 3.66. Sean p, ¢ € C[X]. p+q=q+p. En ACL2,

(defthm |p + q = q + pl
(= (+pqg (+qgp)))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(p,q) = p+
q=q-+p:
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L. (p=0vVqg=0)— P(p,q)

2. (p#£0ANq#0A P(resto(p),q)) — P(p,q)

Caso base: p=0Vq=0

Inmediata por la definicion de =, y por los teoremas 3.60 y 3.61.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

resto(p) + q = q + resto(p)

entonces
Ptq=
mp(p) +um (resto(p) + q) = (lema 3.63)
mp(p) +ur (g + resto(p)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
q+p (lema 3.65)

Teorema 3.67. Sea p € C[X]|. Entonces, p+ (—p) = 0. En AcL2,

(defthm |p + (- p) = O
(= (+ p (- P)) (nulo)))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(p) = p +
(=p) = 0:
1. p=0— P(p)

2. (p#O0A P(resto(p))) — P(p)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicion de =, — y +, y por el teorema 3.60.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

resto(p) + (—resto(p)) =0
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entonces

p+(—p) =

mp(p) +u (resto(p) + (—p)) = (lema 3.63)
mp(p) +u (resto(p) + ((—mp(p)) +m (—resto(p))) = (def. de —)
mp(p) +r (((=mp(p)) +ar (—resto(p))) + resto(p)) = (teo. 3.66 y 3.57)
mp(p) +n ((—mp(p)) +ur (resto(p) + (—resto(p)))) = (lema 3.62)
mp(p) +u ((—mp(p)) +0) = (h.i. y teo. 3.57)
mp(p) + (—mp(p)) = (df.4p7 y t. 3.61)
0 (teo. 3.39)

Congruencias de la suma
La congruencia de la igualdad respecto de la suma se ha formalizado en el
fichero congruencias-suma.lisp dentro del paquete POL.

Para demostrar que la igualdad es congruente respecto de la suma se demues-
tra primero el siguiente lema.

Lema 3.68. Sean p, ¢ € C[X]. Entonces, p+q=p+ fn(q). En ACL2,

(defthm |p + g = p + fn(q) |
(implies (syntaxp (not (and (consp q) (eq (primero q) ’fn))))
(= (+ pq (+p (fn @)))))

Este teorema produce en ACL2 una reescritura infinita:
+pq — (+p (fnq)) — (+ p (fn (fn q))) — ---

Para evitar esto, se introducen restricciones sintacticas a la aplicabilidad de
la regla mediante syntaxp. De esta forma, un término (+ p q) so6lo serd
reescrito por estas reglas si el término q no es de la forma (fn z).

Demostracion. Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q) = p+
q=p+fn(q):
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1. p=0— P(p,q)

2. (p#0A P(resto(p),q)) — P(p,q)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicion de = y +.

Paso de induccion:

Inmediato por la hipotesis de induccion y las definiciones de + y =.

Teorema 3.69. La igualdad es congruente respecto de la suma.
Sean p, p', q, ¢ € C[X].
np=p = ptq=7+gq

ng=q¢ = ptq=p+¢

En Acr2,
(defcong = = (+ p q) 1)
(defcong = = (+ p q) 2)

Demostracion. Inmediata por la definicion de = y por los teoremas 3.66
y 3.68. O

Congruencia del opuesto de la suma

Para demostrar que la igualdad de polinomios es congruente con la operacion
opuesto es necesario primero demostrar el lema 3.71.

Lema 3.70. Sean m € Mc[X] y p € C[X].

—(m 43 p) = (—m) +3; (—p)

En AcL2 queda de la siguiente forma. Como ya se ha comentado la igualdad
sintactica en ACL2 se representa por equal.
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(defthm |- (m +Mo p) = (- m) +Mo (- p)l
(implies (and (monomiop m) (polinomiop p))
(equal (- (+-monomio m p))
(+-monomio (MON::- m) (- p)))))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(m,p) =
—(m 43 p) =e (—=m) +5; (—p):

1. p=0— P(m,p)

2. (p# 0N P(m,resto(p))) — P(m,p)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicion de +73,, la del opuesto de monomios y la del
opuesto de polinomios.

Paso de induccion:
Por hipoétesis de induccion:
—(m +3; resto(p)) =c (—=m) +3; (—resto(p))
entonces
Caso 1: m =0

Inmediata por la definicion de +3;, la del opuesto de monomios y la del
opuesto de polinomios.

Caso 2: tp(mp(p)) <r tp(m)

— (m+3 p) =
— (M 4mp) = (def. de +3;)
(—m) 4+ (—p) = (def. de — y +u/)
(—m) +3; (—p) (def. de +3,)
Caso 3: tp(m) <t tp(mp(p))
—(m ‘l'M p) =
— (mp(p +37 resto(p))) =e def. de +3;)

def. de —y +u)
hip. de induccién)
def. de +3;)

)+
(=mp(p)) +
(=mp(p ))
(=m) +3 (=

(m +M resto(p))) =
(p

w (m
M (=
w ((=m) +3; (=resto(p))) =
p)

A~~~ N /N
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Caso 4: tp(m) = tp(mp(p))

— (m+3p) =

— ((m+ mp(p )) +r resto(p)) =

— (m+mp(p)) +um (—resto(p)) =
((=m) + (=mp(p))) +u (—resto(p)) =
(=m) 431 ((=mp(p)) +ur (—resto(p))) =
(=m) +3 (—p)

def. de +3)

Lema 3.71. Sea p € C[X].

En Acr2,

(defthm |fn(- p) = - fn(p)l|
(equal (fn (- p)) (- (fn p))))

Demostracion. Por induccion, con el siguiente esquema. Sea P(p) = fn(—p) =
—fn(p):
1. p=0— P(p)

2. (p#O0A P(resto(p))) — P(p)

Caso base: p=20

Inmediata por la definicion de — y fn.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccién:

fn(=resto(p)) =. —fn(resto(p))
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entonces
fn(=p) =
(—mp(p) +5; fa(—resto(p)) = (def. de — y fi)
(—mp(p) +35; —fn(resto(p)) = (hip. ind.)
— (mp(p) +3r fr(resto(p))) = (lema 3.70)
— fn(p) (def. de fn)

Teorema 3.72. La igualdad es congruente respecto del opuesto.

Sean p, p' € C[X]. Entonces, p=p" = —p = —p'. En ACL2,
(defcong = = (- p) 1)

Demostracion. Inmediata por la definicion de la igualdad de polinomios y
por el lema 3.71. ]

Propiedades adicionales de la suma y el opuesto

Finalmente, se demuestra que el opuesto de una suma es la suma de los
opuestos.

Lema 3.73. Sean p, ¢ y r € C[X].
p+r=q+r < p=gq
En AcrL2,
(defthm |p + r =g + 1 <=> p = ql

(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))
(iff (= (+pr) (+gqr1)) (=pq)))

Demostracion.
prr=q+r
<~ (p+r)+(=r)=(qg+7)+(-7r) (teo. 3.66 y 3.69)
= P+ +(=r)=q+ @ +(-r)) (teo. 3.64)
— p+0=g+0 (teo. 3.67)
— p=gq (teo. 3.61)
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Lema 3.74. Sean p, q € C[X].
ptq=0 <= qg=—p
En Acr2,
(defthm |p + g = 0 <=> q = - pl
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))
(and (iff (= (+ p @) (nulo)) (=q (- P)I)))
Demostracion.
p+q=0
<~ p+q=p+(-p) (teorema 3.67)
= q+p=(-p)+p (teorema 3.66)
= q=-p (teorema 3.73)
O
Lema 3.75. Sean p, q y r € C[X].
pH(g+r)=qg+(p+r)
En AcL2,
(defthm |p + (g + 1) =q + (p + 1)l
(= (+p(+qgn)) (+qg +pmow))))
Demostracion.
p+(g+r)
=(p+q) +r (teorema 3.64)
=(q+p) +r (teorema 3.66)
=q+(p+r) (teorema 3.64)
O

Teorema 3.76. Sean p, ¢ € C[X].

—(p+q)=(-p)+ (-9
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En AcL2,

(defthm |- (p + @) = (- p) + (- QI
=G GEp) + -p )N

Demostracion. Por el teorema 3.74 (p+q = 0 <= ¢ = —p) basta demostrar
que ((—p) + (—¢q)) + (p+ q¢) = 0, que se demuestra como sigue

((=p) + (=) + (p +q)

=p+ (((=p) + (—¢q)) + q) (teorema 3.75)
=p+((—=p)+ ((—q) +q)) (teorema 3.64)
=+ ((-p) +0) (teorema 3.67)
=p+(-p) (teorema 3.61)
=0 (teorema 3.67)

Monoide conmutativo con el producto
En esta seccion se presenta la formalizacion del producto de polinomios rea-
lizada en el fichero producto.lisp dentro del paquete POL.

El polinomio unitario en forma normal en ACL2 se define a continuacién. Los
elementos de su clase de equivalencia pueden ser reconocidos por una sencilla
macro.

(defmacro identidad ()
¢(+M (MON::identidad) (nulo)))

(defmacro identidadp (p)
‘(= ,p (identidad)))

Antes de definir la operacion de producto entre polinomios es factible definir
una funcion auxiliar que represente el producto entre monomios y polinomios.

Definicién 3.77. Sean m € Mo[X]y p=my +---+ m, € C[K] entonces

meoyp=m-my+p (- +pm-my)



3.3 Anillos de polinomios 91

En AcL2,

(defun *-monomio (m p)
(cond ((or (nulop p) (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))
(nulo))
(t
(+M (MON::* m (primero p))
(*-monomio m (resto p))))))

Se demuestra que esta operacion tiene elemento unidad (I1 *M p = pl),
que |lm = 0 => m *M p = 0| y que es distributiva la suma de polinomios
(lm *M (p + @) = (m *M p) + (m *M q)|).

A continuacion, para calcular el producto de dos polinomios procedemos de
la siguiente forma.

Definiciéon 3.78. Sean p =myy + - +my, y ¢ = maoy + -+ - + ma, € C[K]
entonces

Prq =My My + -+ My Mapt
Mip - Mop + + = + My - Moy

La definicion en ACL2 se haria recursivamente utilizando las funciones que
calculan el producto de dos monomios y el producto de un monomio por un
polinomio.

(defun * (p q)
(cond ((or (nulop p) (not (polinomiop p)))
(nulo))
(t
(+ (*-monomio (primero p) q)
(* (resto p) 9)))))

Que los polinomios con esta operacion de producto tienen estructura de mo-
noide conmutativo se deduce de los teoremas 3.80, 3.87 y 3.88.

El primero que vamos a ver es el teorema 3.80 que establece la existencia
de elemento neutro para el producto de polinomios. Ya que el producto de
polinomios se define a partir del producto de un monomio por un polinomio,
tendremos que demostrar el siguiente lema.
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Lema 3.79. Sea p € C[X]. Entonces, 1 -3y p=p. En ACL2,

(defthm |1 *M p = pl
(implies (polinomiop p)
(= (*-monomio (MON::identidad) p) p)))

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de la funcion -, y por el
teorema 3.42. O
Teorema 3.80. Sea p € C[X]. Entonces, 1 -p=p. En ACL2,

(defthm |1 * p = pl
(= (% (identidad) p) p))

Demostracion.

L-p=1-yp=p
por definicion de - y por el lema 3.79. O
Las propiedades de existencia de un elemento cancelador no presentan difi-
cultad para el demostrador.
Teorema 3.81. Sea p € C[X]. Entonces, 0-p =0. En ACL2

(defthm [0 * p = O]
(= (x (nulo) p) (nulo)))

Demostracion. Inmediata por la definicion del producto. O

A continuaciéon se demuestra que el producto de polinomios es distributivo
respecto a la suma que hace uso del teorema 3.83.

Lema 3.82. Sean ml, ms € Mc[X] y, p € C[X]. Entonces,

my ar (Mo +ar p) =e (M1 - Ma) a1 My - 01 P

(defthm |m1 *M (m2 +M p) =e (ml * m2) +M (ml *M p)|
(implies (and (monomiop ml) (monomiop m2))
(equal (*-monomio ml (+M m2 p))
(+M (MON::* ml m2) (*-monomio ml p)))))
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Demostracion. Inmediata por las definiciones de -y, y +y. O

Teorema 3.83. Sean m € Mc[X] y, p, ¢ € C[X]. Entonces,

m-y (p+q)=m-p+m-q.
En Acr2,

(defthm |m *M (p + @) = (m *M p) + (m *M q) |
(= (*-monomio m (+ p q))
(+ (*-monomio m p) (*-monomio m q))))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(p,q,7) =
meow (P+q)=m-up+mug
1. p=0— P(m,p,q)

2. (p#0AP(m,resto(p),q)) — P(m,p,q)

Caso base: p=20

Inmediata por la definicion de -j; y el teorema 3.60.

Paso de induccion:
Por hipotesis de induccion:
m -y (resto(p) + q) = m -y resto(p) +m - q

entonces
mey (p+q) =
m - (mp(p) +ur (resto(p) +q)) = (teo. 3.63)
m - mp(p) +un (M -ar (resto(p) +q)) = (teo. 3.82)
m - mp(p) +un (m-p resto(p) +m - q) = (hip. ind. y teo 3.57)
(m - mp(p) +ar m -y resto(p)) +m-yrqg= (teo. 3.62)
m-yp+m-q (def. de -5y)

Teorema 3.84. Sea p, q, r € C[X].

(p+a)-r=pr+q-r
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En AcL2,

(defthm |[(p + @) * r = (p *x ) + (q * )|
=& GEpg ) (+ (xpr) (xqm))))

Demostracion. Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q,r) =
(p+aq)-r=p-r+q-mr

1. p=0— P(p,q,r)

2. (p# 0N P(resto(p),q,7)) — P(p,q,7)

Caso base: p =10

Inmediata por la definicion de - y por los teoremas 3.60 y 3.81.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

(resto(p) + q) - r = resto(p) -r+q-r

(p+aq)-r

(mp(p) + (restO(p) +q)r= (lema 3.63)

mp(p) -ar 7 + (resto(p) +q) -7 = (def. de +p7 vy -)
mp(p) -am 1+ (resto(p) -r+q-r) = (hip. ind. y teo 3.69)

(mp(p) m 7+ resto(p) 1) +q-r = (teo. 3.64)

p-r+q-r (def. de -y)

0

A partir del teorema anterior y del lema 3.86 se demuestra la asociatividad
del producto (teorema 3.87). Para el lema 3.86 hace falta el siguiente.

Lema 3.85. Sean my, my € Mc[X] y, p, g € C[X].
my -ar (ma - p) = (M1 - ma) - p

En AcL2,
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(defthm |ml *M (m2 *M p) = (ml * m2) *M p]
(implies (and (monomiop ml) (monomiop m2))
(= (*-monomio ml (*-monomio m2 p))
(*-monomio (MON::* ml m2) p))))

Demostracion. Por induccion segiin el siguiente esquema. Sea P(my, mo, p) =
mi -y (M2 -y p) = (ma - ma) -y p:

1. p=0— P(my,ma,p)
2. (p 7£ OA P(mlamQa resto(p))) - P(mlamQap)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicion de -, .

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccién:

my -p (Mo -ap resto(p)) = (my - ma) -p resto(p)

mi-m (m2 Mp)
(

my -y ( -mp(p) +n ma -pr resto(p)) = (def. de -5y)
my - (mg - mp(p)) +ar ma - (Mo p resto(p)) = (lema 3.82)
my - (mo - mp(p)) +ar (M1 - ma) -as resto(p) = (hip. ind. y teo 3.57)
(my-m ) mp(p) +ar (my - mg) -pp resto(p) = (teo. 3.44 y teo 3.57)
(M1 -ma) - p (def. de -p)

Lema 3.86. Sean m € M¢c[X] vy, p, ¢ € C[X].
m(p-q)=(m-mp)-q
En Acr2,

(defthm |m *M (p * q) = (m *M p) * ql
(implies (monomiop m)
(= (*-monomio m (* p q))
(* (*-monomio m p) q))))



96 Anillos polinémicos

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(m,p,q) =
m(p-q)=(m-mp)- ¢

1. p=0— P(m,p,q)
2. (p#O0A P(m,resto(p),q)) — P(m,p,q)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicién de -3, y el teorema 3.81.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

m -y (resto(p) - q) = (m -y resto(p)) - q

entonces
mey (p-q) =
m -y (mp(p) -ar q + resto(p) - q) = (def. de -)
m -y (mp(p) -m q) +mar (resto(p) -q) = (teo. 3.83)
m - (mp(p) -ar q) + (m-pp resto(p)) - q = (h. ind. y teo 3.69)
(m-mp(p)) -amq+ (m-presto(p)) - q = (lema 3.85 y 3.69)
(m - mp(p) +a m -y resto(p)) - q (def. de +pr y +)
(m-pmp)-q (def. de -p)

O

Teorema 3.87. Sean p, q, r € C[X]. Entonces, (p-q)-r=p-(q-r). En
AcCL2,

(defthm |[(p * q) * r = p *x (q * r)|
= Gxpgqg ) (xp (xqr))))

Demostracion. Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q,r) =
p-q)-r=p-(qgr).

I. p=0—P(p,q,r)

2. (p# O0A P(resto(p),q,7)) — P(p,q,7)
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Caso base: p=10

Inmediata por la definicién de -, porque = es una relacion de equivalencia
y por el teorema 3.81.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

(resto(p) - q) - r = resto(p) - (q - 1)

entonces
(p-q)-r=
(mp(p) -m q + resto(p) - q) -7 = (def. de -)
(mp(p) -ar q) -7+ (resto(p) - q) - r = (teo. 3.84)
(mp(p) -pm q) -7+ resto(p) - (q-r) = (h. ind. y teo. 3.69)
mp(p) -a (q-7) + resto(p) - (¢-7) = (lema 3.86 y teo. 3.69)
p-(q-r (def. de -)

O

Por tltimo, la conmutatividad del monoide es mas complicada de demostrar.
Su demostracion es un ejemplo de la utilidad de las congruencias definidas
entre laigualdad y la operacion de suma. Requiere ademas definir un esquema
de induccion apropiado.

Teorema 3.88. Sean p, ¢ € C[X]. Entonces, p-q=q-p. En ACL2,

(defthm |p * q = q * pl
(= (xpq (xqp)))

Demostracion. Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q) = p -
q=q-p-
1L (p=0Vqg=0)— P(p,q)
2. (p#0Aq# O0AP(resto(p), q) \P(resto(p), resto(q)) AP (p, resto(q))) —
P(p.q)

Caso base: p=0Vq=0

Inmediata por la definicion de - y por el teorema 3.81.
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Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

resto(p) - ¢ = q - resto(p)
resto(p) - resto(q) = resto(q) - resto(p)

p - resto(q) = resto(q) - p

b-qg=
mp(p) -am q + resto(p) - q =

(mp(p) - mp(q) +ar mp(p) -ar resto(q)) + resto(p) - ¢ =
(mp(p) - mp(q) +ar mp(p) -ar resto(q)) + q - resto(p) =

(mp(p) - mp(q) +a mp(p) -ar resto(q)) +
(mp(q) -ar resto(p) + resto(q) - resto(p))

mp(q) - mp(p) +u (mp(p) -ur resto(q) +
(mp(q) -ar resto(p) + resto(q) - resto(p))

mp(q) - mp(p) +u (mp(q) -um resto(p) +
(mp(p) - resto(q) + resto(q) - resto(p))

mp(q) - mp(p) +ur (mp(q) -ar resto(p) +
(mp(p) -nr resto(q) + resto(p) - resto(q)) =
mp(q) - mp(p) +ur (mp(q) -ar resto(p) + p - resto(q)) =
mp(q) - mp(p) +n (mp(q) -ar resto(p) + resto(q) - p) =
(mp(q) - mp(p) +a mp(q) -u resto(p)) + resto(q) - p
mp(q) -m p+ resto(q) - p =
q-p

Teorema 3.89. Sea p, ¢, r € C[X].

p-(g+r)=p-q+p-r

(def. de -)
(def. de -5)
(h.i.(1) y teo 3.69)

(def. de -)

(lemas 3.43 y 3.62,

y teo 3.57)
(teo. 3.64, 3.66

v 3.57)
(h.i.(2) y teo 3.69)

(def. de -)
(h.i.(3) y teo 3.69)
(lema 3.62)

(def. de -py)

(def. de -)
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En AcL2,

(defthm |p * (g + 1) = (p *xq) + (p * )
(=xp(+qgmn)) (+ (xpqg (xpr))))

Demostracion. Inmediata por los teoremas 3.69, 3.84 y 3.88. O

Congruencias del producto

En esta seccion demostramos que la igualdad es congruente respecto de la
operacion de multiplicacién de un monomio y un polinomio (teorema 3.92; y
respecto a la multiplicacion de polinomios (teorema 3.93). La formalizacion
se encuentra en congruencias-producto.lisp dentro del paquete POL.

Lema 3.90. Sean my, my € Mc[X] yp € C[X].

my - (ma +3;p) = (M- ma) +57 (Mg ar p)
En Acr2,

(defthm |m *M (n +Mo p) = (m * n) +Mo (m *M p)|
(implies (and (MON::monomiop m) (MON::monomiop n) (polinomiop p))
(= (*-monomio m (+-monomio n p))
(+-monomio (MON::* m n) (*-monomio m p)))))

Demostracion. Por induccion segiin el siguiente esquema. Sea P(my, mo, p) =
mi ar (me +5;p) = (ma - ma) +5; (M1 -ar p).
1. (p=0Vip(p) <tp(mz)) — P(mi,ma,p)

2. (p#0Atp(me) < tp(p) A P(my, my, resto(p))) — P(my, ma,p)

Caso base: p=0V tp(p) < tp(ms)

Se tiene distinguiendo casos, utilizando las definiciones de +35;, -y y =y
propiedades del producto y suma de monomios, y del orden de términos.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:
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my -n (Mo +35 resto(p)) = (my - ma) +35 (my -ar resto(p))

entonces se tiene el resultado por los lemas 3.55 y 3.82.

U
Lema 3.91. Sean m € Mo[X] y p € C[X]. Entonces, m -y p=m -y fn(p).
En Acr2,

(defthm |m *M p = m *M fn(p) |
(implies (syntaxp (not (and (consp p) (eq (primero p) ’fn))))
(= (#-monomio m p) (*-monomio m (fn p))))))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(m,p) =
m -y p=m -y fr(p):

1. p=0— P(m,p)

2. (p#O0AP(m,resto(p))) — P(m,p)

Caso base: p=10

Inmediata por la definicion de -y, y fn.

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

m -y resto(p) = m -y fn(resto(p))

entonces se tiene el resultado por las definiciones de -y;, =y fn, el lema 3.90
y el teorema 3.57.

0

Teorema 3.92. La igualdad es congruente respecto de la multiplicacion de
un monomio y un polinomio.

Sean m, m' € C[X] y p, p € C[X].

sm=m' = m-yp=m'-yp
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v p=p = m-yp=m-yp

En AcL2,
(defcong MON::= = (*-monomio m p) 1)
(defcong = = (*-monomio m p) 2)
Demostracion.

sm=m' = m-yp=m'-yp

Inmediata por las definiciones de -y, y de la igualdad de monomios.

v p=p = m-yp=m-yp

Inmediata por el lema 3.91.

O

Por dltimo, se extienden las congruencias a la operacion de producto de
polinomios, puesto que esta ultima se define a partir de la operacion de
producto un monomio por un polinomio.

Teorema 3.93. La igualdad es congruente respecto de la multiplicacion de
polinomios.

Sean p, ¢/, q, ¢ € C[X].
»g=q¢ = pq=p-q

=p=p = p-q=p-g¢

En Acr2,
(defcong = = (* p q) 2)
(defcong = = (x p q) 1)
Demostracion.

" g=¢ = p-q=p-q

Por induccion segun el siguiente esquema. Sea P(p,q,¢) =p-q=p-¢":
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1. p=0—P(p,q,q)
2. (p#0AP(resto(p),q,.q")) = P(p,q,.¢)

Caso base: p=0
Inmediata por la definicion de -.
Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

/

resto(p) - ¢ = resto(p) - q

prq=

mp(p) -u q + resto(p) - q = (def. de -)

mp(p) -ar q + resto(p) - ¢’ = (hip. ind. y teo. 3.69)
mp(p) m ¢+ resto(p) - ¢’ = (teo. 3.92)

p-qd (def. de -)

»p=p = p-q=p-q
Inmediata utilizando la congruencia del segundo parametro y conmu-
tatividad.

3.3.5. Polinomios normalizados

Ahora, a partir del predicado ordenadop que comprueba si un objeto es una
lista de monomios no nulos en un orden estrictamente decreciente, la funcion
de normalizacion fn y las operaciones del anillo de polinomios, se definen
el reconocedor y las operaciones normalizadas correspondientes, ademéas del
polinomio nulo y el identidad. Notese como se cambia de paquete (del pa-
quete POL al NPOL) para poder seguir utilizando los mismos nombres en las
operaciones. La formalizacion se encuentra en el fichero polinomio.lisp del
directorio polinomios-normalizados dentro del paquete NPOL.

(in-package "NPOL")

(defmacro polinomiop (p)
¢ (POL: :ordenadop ,p))
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(defun + (p q)
(POL::fn (POL::+ p q)))

(defun - (p)
(POL::fn (POL::- p)))

(defun * (p q)
(POL::fn (POL::* p q)))

(defun nulo ()
(POL: :nulo))

(defun identidad ()
(POL: :identidad))

Notese que las funciones POL: :nulo y POL::identidad de los polinomios
desnormalizados devuelven polinomios que ya estan en forma normal. El
niicleo de propiedades de anillos para estas operaciones normalizadas son las
siguientes:

(defthm polinomiop-nulo
(polinomiop (nulo))

(defthm polinomiop-identidad
(polinomiop (identidad)))

(defthm polinomiop-+
(polinomiop (+ p q)))

(defthm polinomiop--
(polinomiop (- p)))

(defthm polinomiop-*
(polinomiop (* p q)))

(defthm |p + q = q + pl
(equal (+ p q) (+ q p)))

(defthm [(p + q) +r =p + (q + )l
(equal (+ (+ pqg) r) (+ p (+ g 1))))
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(defthm |p * q = q * pl
(equal (*x p q) (x q p)))

(defthm |(p * q) * r = p *x (q * r)|
(equal (x (x pq) r) (xp (x qr))))

(defthm |p * (g + ) = (p *x q) + (p * 1)
(equal (*x p (+ qr)) (+ (x pq (xpr))

(defthm |p + (- p) = O
(equal (+ p (- p)) (nulo)))

(defthm |0 + p = pl
(implies (polinomiop p)
(equal (+ (nulo) p) p)))

(defthm |1 * p = pl
(implies (polinomiop p)
(equal (* (identidad) p) p)))

La mayoria de estos teoremas sobre las operaciones normalizadas se de-
muestran deshabilitando las operaciones desnormalizadas correspondientes
y usando la contrapartida del teorema correspondiente a la representacion
desnormalizada.

A partir de ahora, los polinomios estan normalizados y por polinomiop en-
tendemos que estan en forma normal.

3.4. Resumen
En este capitulo:

s Hemos presentado una formalizacién de los anillos de polinomios de
miltiples variables en ACL2.

= Hemos abstraido el problema encapsulando un anillo de coeficientes que
ha servido de base al desarrollo de los polinomios y a la verificacion de
sus propiedades fundamentales.

s Hemos estudiado los problemas de representacion.
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s Hemos construido y verificado una funciéon de normalizacién que per-
mite definir una igualdad seméntica sobre los polinomios.

» Hemos demostrado la congruencia de dicha igualdad con las operaciones
de anillo.

En un capitulo posterior emplearemos esta formalizacion abstracta para ob-
tener un anillo de polinomios concreto, con coeficientes en el cuerpo de los
racionales, verificado y ejecutable.

En realidad, lo expuesto proviene de una formalizacién anterior en la que
empleabamos NQTHM, el demostrador de teoremas de Boyer-Moore. Es in-
teresante hacer notar algunas de las desventajas que presentaba este demos-
trador respecto a ACL2 y que influyeron notablemente en nuestra decision
de traspasar el problema a ACL2.

La principal desventaja que se presentaba a la hora de formalizar los poli-
nomios radicaba en la eleccion del cuerpo de coeficientes. En NQTHM s6lo
estan los nameros naturales, por lo que habia que formalizar e implementar
un cuerpo de coeficientes partiendo de cero. En contra de lo que se pueda
pensar, esto no es tarea facil, sobre todo debido a un aumento en los pro-
blemas para decidir cuestiones aparentemente sencillas mediante aritmética
lineal.

En cambio, ACL2 ya incorpora una formalizacion apropiada de QQ y practi-
camente todos estos problemas desaparecieron durante el transito a ACL2.
Los problemas derivados de la ausencia de shells (un mecanismo primitivo
para definir tipos abstractos de datos) se resolvieron con una formalizacion
mas cuidadosa.

Por otro lado, la ausencia de congruencias en NQTHM suponia una continua
necesidad de demostracion de lemas triviales, a simple vista con poca o nin-
guna relacion con los teoremas que realmente se querian demostrar. En el
desarrollo del trabajo en ACL2, las congruencias han jugado su papel, bien
reduciendo la longitud y el tiempo de varias demostraciones, bien eliminando
consejos innecesarios que disminuian su grado de automatizacion. Un ejem-
plo patente de esto lo constituye la demostracion de la conmutatividad del
producto de polinomios.






Capitulo 4

Ordenes polindbmicos

4.1. Introduccion

Este capitulo explica el desarrollo de un orden polinémico y la verificacion
de sus propiedades en AcCL2. El resultado principal que se obtiene es la
buena fundamentacion del orden de polinomios definido, que se lleva a cabo
mediante una inmersion ordinal apropiada.

La motivaciéon para esto es la de servir de base para la demostraciéon de la
terminacion de la reduccion polinémica descrita en el capitulo 7 en ACL2.

La nocién abstracta de reduccion se puede modelar utilizando una funcién
unaria red, que intenta simplificar su pardmetro con respecto a un orden
parcial estricto dado, <. Si el elemento no se puede simplificar se dice que es
wrreducible o que esta en forma normal. y red lo devuelve sin modificar. En
otro caso, el elemento es reducible. La propiedad caracteristica de tales tipos
de funciones es:

red(p) #p = red(p) <p

En este contexto, red se dice que es una funcion de reduccion. La clausura de
la funciéon de reduccion red se define recursivamente de la siguiente forma:

red*(p) = {p, si red(p) = p

red*(red(p)), en otro caso (e.o.c.)
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Desafortunadamente, no esta garantizado que esta funcién termine. Sin em-
bargo, se puede garantizar su terminacion siempre que < esté bien funda-
mentado, que es justamente lo que capacita a ACL2 para admitir red™ bajo
su principio de definicién.

Por tanto, estamos fundamentalmente interesados en funciones de reducciéon
relativas a 6rdenes bien fundados. Fijar un orden sobre los términos es solo
el primer paso para obtener un orden sobre polinomios.

A continuacion expondremos la forma de realizar esto. En particular, se parte
de un orden definido sobre términos que se extiende a monomios. Posterior-
mente, éste a su vez se extiende para obtener el orden polinémico inducido.

4.2. Orden de términos

A continuaciéon se muestra como definir un orden total estricto entre los
términos. Ademas, demostraremos que este orden estd bien fundamenta-
do. La formalizacion se encuentra en termino.lisp dentro del directorio
polinomios-racionales.

Para ordenar los términos, una vez determinado el conjunto de variables X,
inicamente es necesario tener en cuenta las listas de exponentes. La elec-
cion obvia consiste en fijar un orden lexicogrdfico entre dichas secuencias de
nimeros naturales.

4.2.1. El orden lexicografico

En el caso de términos definidos sobre el mismo conjunto de variables, la
definicion del orden lexicografico es directa, puesto que las secuencias de
nameros naturales implicadas tienen la misma longitud.

Definicién 4.1. Sean [ay,...,ax] y [b1,...,bk] € T[X], se define el orden,
<r, sobre términos de la siguiente forma:

[al,...,ak] <7 [bl,...,bk] =& (ai<bi/\Vj <iaj:bj)

La siguiente funcién booleana ACL2 define la relacion de orden lexicogra-
fico estricto sobre los términos de esta forma, pero, andlogamente a lo que
ocurria con otras operaciones sobre términos, serd algo mas general. Asi, si
dos términos no son compatibles, es decir, no estan definidos sobre el mismo
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conjunto de variables, el de menor niimero de variables sera considerado el
menor si, y solo si, es prefijo del otro.

(defun < (a b)
(cond ((or (atom a) (atom b))
(not (atom b)))
((equal (first a) (first b))
(< (rest a) (rest b)))
(t
(LISP::< (first a) (first b)))))

No es dificil demostrar, que esta definicion cumple las propiedades funda-
mentales inherentes a este tipo de relaciones (irreflexividad, antisimetria y
transitividad).

Teorema 4.2 (irreflexividad). Sea a € T[X]. Entonces, =(a <r a). En
Acr2,

(defthm |~ (a < a)|
(not (< a a)))

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la funciéon <r. O

Teorema 4.3. Sean a, b € T[X]. Si a <r b, entonces (b <r a). En ACL2,

(defthm |a < b => (b < a)|
(implies (< a b) (not (< b a))))

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la funciéon <r. O
Teorema 4.4 (transitividad). Sean a, b, ¢ € T[X].

a<rbANb<rc = a<gpec
En Acr2,

(defthm |la < b & b < c =>a < ¢
(implies (and (< a b) (< b c¢)) (< ac)))

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de la funcion < y por el
teorema 4.3. O
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También es posible demostrar la tricotomia.

Teorema 4.5. Sean a, b € T[X].

a<rbVb<raVa=5b
En AcL2,

(defthm |a < b or b < a or a = b]
(implies (and (terminop a) (terminop b))
(or (< ab) (<ba) (=ab))))

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la funciéon <rp. O

4.2.2. Inmersiéon de los términos en los ¢y-ordinales

Para sumergir los términos en los €p-ordinales adoptaremos el siguiente cri-
terio.

Definicién 4.6. Sea a = [ay,...,a;] € T[X]. El ¢-ordinal asociado con a,

T.,(a) sera el siguiente.

0, si k=0

k
WA TR e oLC.

Esta inmersion presenta la ventaja de proporcionar una traduccion directa a
partir de la lista de exponentes del término, como se puede observar en los
ejemplos que se muestran a continuacion. Por otro lado, el tipo ordinal que se
obtiene no es muy alto, lo que facilita la manipulacion en esta representacion.

~ ~—~
(¢D) (1.1 .0
2
:1;8 . y(] — wv +8 4w
—— —
(8 0) (2.8 (1.0 .0
3 2
ghoyB S s ot WS s
N—— A ~- v

(4 3 5) ((3.4) (2.3 (1 .5).0
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En AcL2 se procede a la inmersion de los términos en los €p-ordinales me-
diante la siguiente funciéon recursiva. La funcion len devuelve la longitud
del término que recibe como parametro, o lo que es lo mismo, el namero de
variables del término.

(defun termino->e0-ordinal (a)
(if (atom a)
0
(cons (cons (len a) (first a))
(termino->e0-ordinal (rest a)))))

Como veremos a continuacion, se demuestra que verdaderamente la funcion
termino->e0-ordinal produce un €y-ordinal a partir de un término.

4.2.3. Buena fundamentacion

Teorema 4.7. El orden sobre términos, <r, estd bien fundamentado.

Seana, b€ T[X], a <r by < el orden sobre los €y-ordinales entonces T, (a)
es un ordinal y T, (a) <, 1oy (b). En AcCL2,

(defthm buena-fundamentacion-<

(and (implies (terminop a)

(e0-ordinalp (termino->e0O-ordinal a)))

(implies (and (terminop a) (terminop b)
(< a b))
(e0-ord-< (termino->e0-ordinal a)
(termino->e0-ordinal b))))

:rule-classes (:rewrite :well-founded-relation))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(a,b) =

jlo(a) <eo 720(6)

1. b=[ — P(a,b)
2. (b# ][] A P(resto(a), resto(b))) — P(a,b)

Caso base: b =]
Inmediata por la definicion de <p, <., yy T.,.
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Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

T, (resto(a)) <e, Teo(resto(h))

entonces
Tey(a) =
wwlen(a)+prim8T0(a) + ﬂo(resto(a>> <EO (def TEo)
W' Fprimeno(a) T (resto(b)) <. (hip. ind. y def. <)
wwlen(b)_l_primerﬂ(b) _I_ Teo(resto(b)) = (a < b)
TEO (b) (def TEO)

O

Para establecer que una relacion esta bien fundamentada en ACL2 es nece-
sario primero disponer de una funciéon que realice la inmersion de los objetos
de la relacion en los ey-ordinales. Sin embargo, es muy importante demostrar
la correcciéon de la funcién inmersora, lo que no siempre es sencillo cuando
su tipo ordinal es elevado. En este caso no es dificil, previa demostracion de
un lema:

(local
(defthm extension-correccion
(implies (and (terminop a)
(e0-ordinalp (termino->e0O-ordinal (rest a))))
(e0-ordinalp (termino->eO-ordinal a)))))

(local
(defthm e0-ordinalp-termino->e0-ordinal
(implies (terminop a)
(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))))

Una vez demostrada la correcciéon de la funcién inmersora, basta comprobar
que preserva el orden, es decir, que los €y-ordinales correspondientes a cada
par de elementos relacionados siguen estando relacionados.

Este proceso nos permite en ACL2 anadir el teorema de buena fundamenta-
cion a la clase de reglas :well-founded-relation, con lo que la relacion de
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orden definida (que es noetheriana) puede ser utilizada, cuando sea necesario,
para demostrar la terminacion de funciones definidas sobre términos.

Desgraciadamente, con la funciéon < presentada, este teorema no puede ser
demostrado, ya que es falso. En efecto, basta pensar en términos con distinto
niimero de variables para comprender el problema; claramente hay dos casos
simétricos, segtin el primero tenga menos variables que el segundo o viceversa:

LL’4y2Z < $6y4 LL’S {T $3y2

. .

ww3+4 + ww2+2 + ww-{—l {60 ww2+6 + ww+4 ww+8 <60 ww2+3 + ww+2

Cuando los términos son compatibles, el problema desaparece. Podria pensar-
se que completando de algiin modo adecuado el término con menor niimero
de variables puede evitarse el problema. Sin embargo, la solucién no es tan
simple, ya que al sumergir un término nada se sabe acerca de con cudles pue-
de ser comparado. Una solucion factible consiste en tratar de manera especial

ambos casos:

(defun < (a b)
(cond ((or (atom a) (atom b))

(not (atom b)))

((LISP::< (len a) (len b))
t)

((LISP::> (len a) (len b))
nil)

((equal (first a) (first b))
(< (rest a) (rest b)))

(t

(LISP::< (first a) (first b)))))

Con esta nueva formalizacion sigue siendo cierto el teorema de buena funda-
mentacion.

4.3. Orden de monomios

En la seccion 4.2 se ha mostrado que el orden de términos definido esta bien
fundamentado. El orden de monomios es justo la traduccion del orden de
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términos a monomios donde los monomios se comparan de acuerdo con sus
términos. Por tanto, el orden de monomios hereda todas la propiedades del
orden de términos. Su formalizacion se encuentra en monomios.lisp.

Definicién 4.8. Sean a = ¢, - X[l b = ¢, - Xbrbl € Mo[X], se define
el orden, <,;, sobre monomios de la siguiente forma:

a<MbE [al,...,ak] <T [bl,...,bk]
En AcL2,

(defmacro < (a b)
‘(TER::< (termino ,a) (termino ,b)))

Definiciéon 4.9. Sea a € Mo [X]. El ¢p-ordinal asociado con a, M, (a) seréa
el siguiente.

Me,(a) = Te,(tp(a))

En AcL2,
(defmacro monomio->e0-ordinal (a)
¢ (TER: :termino->e0-ordinal (termino ,a)))

Teorema 4.10. El orden sobre monomios, <y, estd bien fundamentado.

Sean a, b € Mc|X], a <p by <., el orden sobre los ey-ordinales entonces

Meo(a) <eo Me, (b)
En AcL2,

(defthm buena-fundamentacion-<-M
(and (implies (monomiop a)
(e0-ordinalp (monomio->e0-ordinal a)))
(implies (and (monomiop a) (monomiop b)
(< ab))
(e0-ord-< (monomio->e0-ordinal a)
(monomio->e0-ordinal b)))))

Demostracion. Inmediata por el teorema 4.7. ]
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4.4. Orden polinémico inducido

Como ya se ha expuesto en el capitulo anterior, los polinomios se construyen
a partir de monomios. Por tanto, el orden de monomios se puede extender a
polinomios normalizados de una forma directa. Su formalizacion se encuentra
en orden.lisp.

Definicién 4.11. Sean p, g dos polinomios normalizados. Se dice que, p < g,
si se cumple alguna de las tres siguientes condiciones:

»p=0Agqg#0
s p£O0ANgH#ONtp(p) = tp(q) A resto(p) < resto(q)

= p#O0Aq#0Amp(p) <m mp(q)

El siguiente predicado ACL2 implementa el orden anterior, comparando dos
polinomios como listas de monomios utilizando MON: : =T (la igualdad entre los
términos subyacentes a los dos monomios) y MON: : < (el orden de monomios).

(defun < (p q)
(cond ((or (nulop p) (nulop q))
(not (nulop q)))
((MON: :=T (primero p) (primero q))
(< (resto p) (resto q)))
(t
(MON: :< (primero p) (primero q)))))

Se demuestra que esta relacion satisface las propiedades de un orden parcial
(irreflexividad y transitividad).

Teorema 4.12 (irreflexividad). Sea p € C[X]. Entonces, =(p < p). En
Acr2,

(defthm |“(p < p)|
(not (< p p)))

Demostracion. Por induccidn sobre la estructura de la funcién <. ]

Teorema 4.13. Sean p, ¢ € T[X]. Si p < q, entonces, =(q < p). En ACL2,
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(defthm |p < g => “(q < p)|
(implies (< p q)
(not (< g p))))

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de la funcion < y por el
teorema 4.3. O

Teorema 4.14 (transitividad). Sean p, ¢, r € T[X].

p<gNqg<r = p<r
En AcrL2,

(defthm |p < gq& q<r =>p<rl
(implies (and (< p q) (< q 1))
(< pr)))

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de la funcion < y por los
teoremas 4.4 y 4.13. O

4.4.1. Inmersién de los polinomios en los ¢-ordinales

Sip=mq+- -+ m, estd normalizado, entonces por definicion de forma
normal se tiene que m,, < --- <pr mq, y por tanto que:

MEo(mn) <e " <e Meo(ml)a

Esto se sigue del teorema que establece que <,; es una relacion bien funda-
mentada. De esta forma, la inmersion de los polinomios en los €y-ordinales se
lleva a cabo de la siguiente forma.

Definicién 4.15. Sea p = my + - - - + m,, un polinomio normalizado y m; =
c; - Xlansaikl 1 < < n sus monomios. El ey-ordinal asociado con p, P. (p),
sera el siguiente.

~ (m.) - k@t
p— € 1 pE— p—
P.(p) = E w™eo = E wi=1 )
i—1 i=1

Una vez que se tiene (se definio en la seccion anterior) la funcion que realiza
la inmersion de monomios a los €p-ordinales se define en ACL2 la correspon-
diente a polinomios mediante la funcién polinomio->e0-ordinal:
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(defun polinomio->e0-ordinal (p)
(cond ((nulop p)
0)
(t
(cons (MON::monomio->e0-ordinal (primero p))
(polinomio->e0-ordinal (resto p))))))

4.4.2. Buena fundamentacion

Al intentar demostrar la buena fundamentacion del orden de polinomios, nos
damos cuenta de un problema de la definicion que se ha tomado: si M,
devuelve 0, la funcién P., no construye un ep-ordinal apropiado en forma
normal de Cantor. Una posible solucion es incrementar los ordinales asociados
a cada término por 1.

Sea a = [a1,...,a;] € T[X]. El g-ordinal asociado con a, T.,(a) seréa el
siguiente.

1, sin=0

n
WO 4wt L]0 elo.c.

En AcL2 la definicion de términos quedaria de la siguiente forma.

(defun termino->e0-ordinal (a)
(if (endp a)
1 ; inicialmente O
(cons (cons (len a) (first a))
(termino->e0-ordinal (rest a)))))

Obviamente, este cambio no altera la buena fundamentacion del orden de
monomios. Con esta pequena modificacion, los ordinales se asignan a los
polinomios como sigue.

Sea p = my + --- 4+ m, un polinomio normalizado y m; = ¢; - Xlaitaik]
1 < i < nsus monomios. El ¢y-ordinal asociado con p, P, (p), sera el siguiente.

n

T

My, ..., my)| — E wei=1* UL
1=1
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A continuacion se puede ya proceder a demostrar la buena fundamentacion
de este orden sobre polinomios.

Teorema 4.16. El orden sobre polinomios, <, estd bien fundamentado.

Sean p, q € C[X], p < q y < €l orden sobre los €y-ordinales entonces

Pey(p) <eo Peo(q)
En AcrL2,

(defthm buena-fundamentacion-<
(and (implies (polinomiop p)
(e0-ordinalp (polinomio->e0-ordinal p)))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (X p q))
(e0-ord-< (polinomio->e0-ordinal p)
(polinomio->e0-ordinal q))))
:rule-classes :well-founded-relation)

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea S(p,q) =

Py (p) <o Pey(q):

1. ¢g=0— S(p,q)

2. (¢ # 0N S(resto(p), resto(q))) — S(p, q)

Caso base: q=10
Inmediata por la definicion de <, <, y y P,

Paso de induccion:

Por hipotesis de induccion:

P. (resto(p)) <e, Peo(resto(q))

entonces

def. P.,)

hip. ind. y def. <)

p < q, teo. 4.10 y def. <)
def. P.))

S
b
)
S~—
S~—

+
iU
~—~

3

N

w

~

S
—
)
S~—
S~—

I

(
(
(
(
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O

Una alternativa a la modificacion de termino->e0-ordinal consiste en cam-
biar polinomio->e0-ordinal adecuadamente. Esta tultima posibilidad tiene
la ventaja de separar dos conceptos: el desarrollo de 6rdenes de monomios y
el desarrollo de 6rdenes polinémicos inducidos.

(defun polinomio->e0-ordinal (p)
(if (endp p)
0
(cons (incrementa-ordinal (monomio->eO-ordinal (primero p)))
(polinomio->e0-ordinal (resto p)))))

(defun incrementa-ordinal (a)
(if (consp a)
(if (and (atom (rest a)) (integerp (rest a)))
(cons (first a) (+ (rest a) 1))
(cons (first a) (incrementa-ordinal (rest a))))
(if (and (integerp a) (<= 0 a))

(+ a1)

a)))

Como se puede ver, el ordinal devuelto por la funciéon monomio->e0-ordinal
se incrementa por la funcion incrementa-ordinal. Se demuestra que el in-
cremento con esta funcion de un ordinal es también un ordinal y que no
produce 0.

(defthm |e0-ordinalp(a) => eO-ordinalp(incrementa-ordinal(a)) |
(implies (eO-ordinalp a)
(e0-ordinalp (incrementa-ordinal a))))

(defthm |~ (incrementa-ordinal(a) = 0)|
(not (equal (incrementa-ordinal a) 0)))

La propiedad fundamental demostrada sobre esta funcion es que si un ordinal
es menor que otro, entonces seguird siendo menor cuando se incrementen.

(defthm |a <e0 b => a + 1 <e0O b + 1]
(implies (and (e0O-ordinalp a) (eO-ordinalp b)
(e0-ord-< a b))
(e0-ord-< (incrementa-ordinal a)
(incrementa-ordinal b))))



120 Ordenes polinémicos

Una vez que se demuestran estos teoremas, estamos en condicion de establecer
la correcciéon de la inmersiéon ordinal de los polinomios y, por tanto, la buena
fundamentacion del orden de polinomios.

Por tultimo, se demuestra que no hay ningtin ordinal entre un ordinal y su
incremento.

(defthm |[~(a <e0 b & b <e0 a + 1)|
(implies (and (eO-ordinalp a) (eO-ordinalp b))
(not (and (e0-ord-< a b)
(e0-ord-< b (incrementa-ordinal a))))))

4.5. Resumen

En este capitulo:

= Hemos desarrollado en ACL2 un orden sobre polinomios.
= Hemos demostrado que este orden esta bien fundamentado.

= Hemos obtenido, como subproducto de la demostracién de buena fun-
damentacion, una inmersion de los polinomios en los €p-ordinales.

La tinica forma de demostrar en ACL2 la buena fundamentacion de una re-
lacion es mediante inmersion ordinal. La buena fundamentaciéon de los €y-or-
dinales con su orden habitual es un resultado metateorico en ACL2.

El orden sobre los polinomios se ha desarrollado de manera modular elevando
las propiedades de buena fundamentacion desde los términos a los monomios
y de ahi a los polinomios. Los coeficientes quedan excluidos del proceso:
realmente, estamos formalizando la nocion matematica de orden lexicografico
sobre polinomios. Hemos mostrado también como el desarrollo del orden
sobre monomios y el de su orden polinémico inducido se pueden realizar
independientemente.

La principal utilidad de este orden es la de constituir una base solida para de-
mostrar la terminacion de las reducciones sobre polinomios que aparecen im-
plicadas en el desarrollo del algoritmo de Buchberger. Més adelante, veremos
que estas reducciones producen siempre polinomios mas pequenos respecto
del orden que acabamos de definir. Esto, unido a su buena fundamentacion,
nos permitird demostrar la existencia de formas normales.



Capitulo 5

Polinomios racionales

5.1. Introduccién

Como ya se apunt6 en el capitulo 3, en nuestra experiencia, el conjunto
de propiedades necesarias para verificar algoritmos de cierta entidad sobre
polinomios (y el algoritmo de Buchberger es uno de ellos) supera con mucho
a las propiedades basicas de anillo. Esto nos ha llevado a su extension en
diferentes aspectos.

Por un lado, es necesario instanciar el anillo de polinomios con coeficientes
abstractos implementado en el capitulo 3 para obtener una implementacion
ejecutable. En concreto, obtendremos el anillo de polinomios sobre el cuer-
po de los niimeros racionales. ACL2 ya posee una formalizacion de Q por lo
que emplear este cuerpo resulta una buena eleccion. Por ejemplo, el sistema
contiene un procedimiento de decision para la aritmética lineal, esto nos des-
carga en muchas ocasiones de la pesada tarea de demostrar un gran niimero
de propiedades triviales sobre los nimeros.

Estos polinomios racionales seran los que empleemos en la construccion del
algoritmo de Buchberger. Notese que no bastaria con un anillo de coeficientes,
ya que el algoritmo original necesita polinomios definidos sobre un cuerpo de
coeficientes.

Por otro lado, también va a ser necesario poder comprobar si un término es
divisible por otro, poder realizar la division en tal caso, y calcular el maximo
comin divisor de dos términos. Serd necesario extender los términos para
contemplar dichas operaciones.
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Conviene, del mismo modo, por motivos técnicos que explicaremos méas ade-
b) b)
lante, que el conjunto soporte de las variables sea el mismo para todos los
)
polinomios. Esto nos llevara a definir la nocién de polinomio uniforme.

En este capitulo se presentan todas estas extensiones, sin las que no seria
posible demostrar la correcciéon del algoritmo de Buchberger.

5.2. Anillos de polinomios racionales

El anillo de polinomios racionales se obtiene directamente y sin dificultad
por instanciacion funcional a partir del anillo de polinomios con coeficien-
tes arbitrarios implementado en el capitulo 3. Su formalizacion se encuen-
tra en el directorio polinomios-racionales y se compone de los siguien-
tes ficheros: racional.lisp en el paquete RAC; termino.lisp en el paquete
RAC-TER; monomio.lisp en RAC-MON; polinomio.lisp, forma-normal.lisp,
congruencias-suma.lisp, congruencias-producto.lisp, opuesto.lisp,
suma.lisp y producto.lisp, todos ellos en el paquete RAC-POL; por ultimo,
orden.lisp y polinomio-normalizado.lisp en el paquete RAC-NPQOL.

Notese que se cambia de paquete (del paquete POL al RAC-POL, del NPOL
al RAC-NPOL, etc.) para poder seguir utilizando los mismos nombres en las
operaciones de polinomios.

Para ello s6lo es necesario proporcionar una definicion apropiada para las ope-
raciones de coeficientes y términos abstractas presentadas en los encapsulados
de las secciones 3.3.1 y 3.3.2, y demostrar los axiomas correspondientes.

Dichas definiciones se construiran justamente con los testigos utilizados en
la formalizacion. Dichos testigos utilizan precisamente las operaciones de los
niumeros racionales implementados en ACL2.

5.2.1. Cuerpo de racionales

Sobre el conjunto de coeficientes racionales son necesarias, ademas de las de
anillos, las propiedades que lo estructuran como cuerpo.

Definicién 5.1. Sea C un conjunto, + y - operaciones binarias en C, —
una operacion unaria en C, 0,1 € C'y ~! una operacién unaria en C'\ {0}.
Decimos que (C,+,—,-, 71 0,1) es un cuerpo si:

= (C,4,—,-,0,1) es un anillo conmutativo con identidad.
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» (C'\{0},-,71 1) es un grupo.

Por tanto, para estructurar a nuestros coeficientes como cuerpo, se definira la
funcion de division de dos racionales utilizando la que ya esta implementada
en el sistema.

(defun / (a b)
(LISP::/ a b))

Finalmente lo tinico que tenemos que anadir para tener el cuerpo de racionales
es la propiedad de cancelacion del producto respecto de la division. Para todo
c € C\ {0}, ¢c- ¢! = 1. El teorema ACL2 correspondiente es el siguiente.

(defthm |a * (1 / a) = 1|
(implies (and (racionalp a)
(not (= a (nulo))))
(= (x a (/ (identidad) a)) (identidad))))

Algunas de las propiedades adicionales que se demuestran sobre la funcion
division con sus teoremas ACL2 correspondientes son las siguientes:

ma#0€Q, a/a=1

(defthm |la / a = 1|
(implies (and (racionalp a)
(not (= a (nulo))))
(= (/ a a) (identidad))))

mac€Q a/l=a

(defthm |a / 1 = al
(implies (racionalp a)
(equal (/ a (identidad)) a)))

ma#0,0€Q, (b-a)/a=0b

(defthm [(b * a) / a = b
(implies (and (racionalp a) (raciomnalp b)
(not (= a (nulo))))
(= (/ (*x ba)a) b))
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ma#0,0€Q, (b/a)-a=(b-a)/a

(defthm [(b / a) * a = (b * a) / al
(implies (and (racionalp a) (racionalp b)
(not (= a (nulo))))
(= (x (/ba a (/ (*xba)a))))

ma,beQ,a-(1/b) =a/b

(defthm |a * (1 / b) = a / Dbl
(implies (and (racionalp a) (racionalp b))
(equal (* a (/ (identidad) b))
(/ a b))))

ma, b ceQ a-(b/c)=(a-b)/c

(defthm |a * (b / c) = (a * b) / cl
(implies (and (racionalp a) (racionalp b) (racionalp c))

(equal (* a (/ bc)) (/ (x ab) c))))

Las demostraciones de todas estas propiedades en ACL2 son inmediata a
partir de las definiciones de las operaciones sobre niimeros y sus propiedades
que estan incorporadas en el sistema.

5.2.2. Anillos de polinomios racionales

Finalmente, por instanciacion funcional, se obtienen todas las propiedades
del anillo conmutativo con identidad de polinomios racionales. Los teoremas
AcL2 correspondientes son los siguientes:

» (Q[X],+,—,0) es un grupo conmutativo:

e Asociativa: |[(p + @) + r = p + (g + r)| en suma.lisp.
e Conmutativa: |[p + ¢ = q + pl en suma.lisp.
e Neutro: [0 + p = pl en suma.lisp.

e Opuesto: |[p + (- p) = 0| en opuesto.lisp.
= (Q[X],-,1) es un monoide conmutativo:

e Asociativa: |(p * @) * r = p * (q * r)| en producto.lisp.
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e Conmutativa: |[p * q = q * pl en producto.lisp.

e Neutro: |1 * p = pl| en producto.lisp.

» - distribuye respecto de +: |p * (@ + r) = (p * q) + (p * r)l en
producto.lisp.

Ademaés se demuestra que la relacion de orden esta bien fundamentada:

» Irreflexiva: |~ (p < p)| en orden.lisp.
» Transitiva: |[p < q & q < r => p < r| en orden.lisp.

» Bien fundamentada: buena-fundamentacion-< en orden.lisp.

Por tltimo en el fichero polinomio-normalizado se introducen las corres-
pondientes operaciones normalizadas de los polinomios racionales y se de-
muestran sus propiedades de anillo por instanciacion funcional.

Estos polinomios racionales normalizados obtenidos son los que constituyen
la base para el algoritmo de Buchberger. A partir de ahora cuando se hable
de polinomios nos referiremos a Q[X] representado por polinomios normali-
zados.

5.3. Divisibilidad

Al abordar el problema de la parada del algoritmo de Buchberger intervie-
ne, entre otros, el concepto de divisibilidad entre términos. A continuaciéon
procedemos a definir esta relaciéon entre términos que esta formalizada en
termino-division.lisp.

Definicién 5.2. Sean ¢ = X9l p = Xlbr--bl ¢ T[X] entonces se dice
que b es divisible por a o que a divide a b, y se notara por a | b, si a; < b;
para todo 1 <i < k.

En Acr2,

(defun dividep (a b)
(cond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))
t)
((not (terminop a)) t)
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((not (terminop b)) nil)

((endp a) t)

((endp b) (endp a))

(t (and (LISP::<= (first a) (first b))
(dividep (rest a) (rest b))))))

Notese que la funcion se define de manera que trate los casos anémalos de
forma razonable.

La relacion de divisibilidad tiene las propiedades reflexiva, antisimétrica y
transitiva.

Teorema 5.3 (reflexividad). Sea a € T[X]. Entonces, a divide a a. En
Acr2,

(defthm |dividep(a, a)|
(dividep a a))

Teorema 5.4 (antisimetria). Sean a, b € T[X]. Si a divide a b y b divide
a a, entonces a =b. En ACL2,

(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, a) => a = b|
(implies (and (terminop a) (terminop b))
(implies (and (dividep a b) (dividep b a))
(= a b))))

Teorema 5.5 (transitividad). Sean a, b, ¢ € T[X]. Si a divide a b y b
divide a c, entonces a divide a c. En ACL2,

(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, c¢) => dividep(a, c)|
(implies (and (dividep a b) (dividep b c))
(dividep a ¢)))

Otra propiedad que también serd empleada en varias ocasiones es que si un
término divide a otro, entonces también divide al producto de ese término
con otro:

(defthm |dividep(a, b) => dividep(a, c * b)|
(implies (dividep a b)
(dividep a (* ¢ b))))
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Una vez definido el concepto de divisibilidad, se define la funcién de division
entre dos términos y la de minimo comun maultiplo.

divisible por b. Entonces la division entre términos, notada por /, se define
de la siguiente manera:

En Acr2,

(defun / (a b)
(cond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))

(uno))

((not (terminop a)) (uno))

((not (terminop b)) a)

((endp a) b)

((endp b) a)

(t
(cons (LISP::- (first a) (first b))

(/ (rest a) (rest b))))))

Algunas de las propiedades adicionales que se demuestran sobre la funcion
divisién con sus teoremas ACL2 correspondientes son las siguientes:

w0, beTX],alb = a-(b/a)=0

(defthm |a * (b / a) = Dbl
(implies (and (terminop a) (terminop b) (dividep a b))
(equal (¥ a (/ b a)) b)))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(a,b)=a|b = a-(b/a) =b:

1. b=] — P(a,b)
2. (b# | A P(resto(a), resto(b))) — P(a,b)

» a,b,ceTX],bla = (a/b)-c=(a-c)/b

(defthm [(a / b) * ¢ = (a * c) / bl
(implies (and (terminop b) (terminop c) (dividep b a))
(equal (* (/ a b) c)
(/ (x ac) b))
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La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(a,b,c)=bla = (a/b)-c= (a-c)/b:

1. (c=][Vva/b=])— Pla,b,c)
2. (c#|[|ANa/b#]] N P(resto(a), resto(b), resto(c))) — P(a,b,c)

m a,b,ceTX],c|b = a-(b/c)=(a-b)/c

(defthm |a * (b / c) = (a * b) / cl
(implies (and (terminop a) (terminop b)
(terminop c¢) (dividep c b))
(equal (x a (/ b c))
(/ (x ab) c))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-

ma. Sea P(a,b,c)=c|b = a-(b/c)=(a-b)/c:

1. (b=[Jve=]])— P(a,b,c)
2. (b#[ ANc#][ A P(resto(a), resto(b), resto(c))) — P(a,b,c)

mcm(X[al ----- ak]’ x o1, bk}) — X [maz(a1,b1),....;maz (ay,by)]
donde la funcién maz calcula el maximo de dos niimeros naturales. En ACL2,

(defun mcm (a b)
(cond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))

(uno))

((not (terminop a)) b)

((not (terminop b)) a)

((endp a) b)

((endp b) a)

(t

(cons (max (first a) (first b))
(mcm (rest a) (rest b))))))

Algunas de las propiedades necesarias sobre esta funcién son las siguientes:

» a,b € Mg[X], mem(a,b) = mem(b, a)
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(defthm |mcm(a, b) = mcm(b, a)l
(equal (mcm a b) (mem b a)))

La demostracion de esta propiedad se realiza por induccion siguiendo
el siguiente esquema. Sea P(a,b) = mem(a,b) = mem(b, a):

1. (a=[Jvb=][)— P(a,b)
2. (a#[JNb#][ A P(resto(a), resto(b))) — P(a,b)

» a,be Mg[X], a| mem(a,b)

(defthm |dividep(a, mcm(a, b)) |
(implies (and (terminop a) (terminop b))
(dividep a (mcm a b))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(a,b) = a | mem(a,b):
1. a=[— P(a,b)
2. (a # [] A primero(mem(a, b)) < primero(a)) — P(a,b)
3. (a # [|[Aprimero(a) < primero(mcm(a,b))AP(resto(a), resto(b))) —
P(a,b)

w» a,b,ce Mp[X],alcANb|c = mem(a,b) | c
(defthm |dividep(a, c) & dividep(b, c) => dividep(mem(a, b),c) |

(implies (and (terminop c) (dividep a c) (dividep b ¢))
(dividep (mcm a b) c)))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(a,b,c)=a|cAb|c = mem(a,b) | c

1' ( H\/b_ﬂ)_)P(avb>C)
2. (a#[JANb#][ A P(resto(a), resto(b), resto(c))) — P(a,b,c)

5.4. Pertenencia

Ademas serda también necesario definir operaciones de pertenencia de mono-
mios y términos a polinomios.
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Definicién 5.8. Sean m un monomio y p = my + ...+ m, un polinomio,
entonces m € p si, y solo si, existe un i (1 < i < n) tal que m = m;. En
Acr2,

(defun en-monomio (m p)

(cond ((nulop p)

nil)

((equal m (primero p))
t)

(t

(en m (resto p)))))

Algunas de las propiedades necesarias sobre la funciéon anterior son las si-
guientes:

n p € QXA tp(my) # tp(my) = (M1 €p <= my € (M2 +3, D))

(defthm |ml en p & tp(ml) != tp(m2) => ml en m2 +M pl
(implies (and (polinomiop p) (en-monomio ml p)
(not (equal (termino m2) (termino ml1))))
(en-monomio ml1 (RAC-POL: :+-monomio m2 p))))

(defthm [tp(ml) !'= tp(m2) & ml en (m2 +M p) => ml en p]
(implies (and (not (equal (termino ml) (termino m2)))
(en-monomio m1 (RAC-POL::+-monomio m2 p)))
(en-monomio ml p)))

El primer teorema ACL2 (correspondiente a la implicacion a la derecha)
se demuestra siguiendo el siguiente esquema. Sea P(mq,mg,p) = my €

pAtp(ma) # tp(me) = my € (M2 +3,p)):

1. (my=0Vp=0)— P(my,ms,p)

2. (ma#0Ap#O0Atp(p) < tp(ma)) — P(ma, ma,p)

3. (mg # 0Ap # 0Atp(ma) < tp(p) A P(mi,my, resto(p))) —
P(mhmz,p)

El segundo teorema (correspondiente a la implicacion a la izquierda) se
demuestra siguiente el siguiente esquema. Sea P(my, ma, p) = tp(mq) #
tp(ma) Amy € (ma 45, p) = my € pr

1. my = mp(p) — P(my,ma,p)
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2. (my # mp(p) A P(my, mo, resto(p))) — P(my, mo,p)
e mep — (-m) e (-p)

(defthm |m en p => (- m) en (- p)l
(implies (and (polinomiop p) (en-monomio m p))
(en-monomio (RAC-MON::- m) (- p))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =m €p = (—m) € (—p):

1. p=0— P(m,p)
2. (p#0ANP(m,resto(p))) — P(m,p)

" p,q € QIX]Amy € pAmy € gNtp(my) = tp(ma) A cp(my) + ep(ma) #
0 = (mi+ms) € (p+q)

(defthm |ml en p & m2 en q & ml + m2 != 0 => (ml+m2) en (p+q) |
(let ((c (RAC::+ (coeficiente ml) (coeficiente m2))))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)
(en-monomio ml p) (en-monomio m2 q)
(equal (termino ml) (termino m2))
(monomiop ml) (monomiop m2)
(not (equal c¢ (RAC::nulo))))
(en-monomio (RAC-MON::+ ml m2) (+ p q)))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(my,ma,p,q) = my € pAmg € q A tp(my) = tp(ma) A
cp(my) + ep(ma) 20 = (my +ms) € (p+ q):

L. p=0— P(mi,ma,p,q)

2. (p#0Amy=mp(p)) — P(mi,ma,p,q)

3. (p#0Amy# mp(p) A P(my, mg, resto(p),q)) — P(my, ma,p,q)

Notese que, en general, para demostrar estos teoremas hacen falta diversos
lemas. En concreto, en el caso del ultimo teorema (que se utiliza en la de-
mostracion del caso 3 del teorema 7.16) es necesario aplicar propiedades tales
como:

» Sean m € My[X]y p € Q[X]; si tp(m) ¢ p entonces m ¢ p.

» Sean m € Mg[X]y p € Q[X]; si m € ¢y m es mayor que los monomios
de p entonces m € (p + q)
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= Sean my, my € Mg[X] y p € Q[X]; si mi € py tp(mu) # tp(mz)
entonces my € (ma +3; p)-

= Sean mq, my € MQ[X] ypeE Q[X], si my € p, tp(ml) _ tp(m2) y
cp(my) + ep(ma) # 0 entonces (my + my) € (M +35; D).

m Sean m € Mg[X] y p € Q[X]; si tp(p) < tp(m) entonces m es un
monomio mayor a todos los monomios de p.

Para la formulacion de algunas de esas propiedades es necesario el concepto
de pertenencia de un término a un polinomio.

Definicién 5.9. Sean ¢ un término y p = my + ... + m, un polinomio,
entonces t € p si, y solo si, existe i (1 < i < n) tal que t = tp(m;). En ACL2,

(defun en-termino (te p)
(cond ((nulop p)
nil)
((equal te (termino (primero p)))
(primero p))
(t (en-termino te (resto p)))))

Notese que en-termino devuelve falso si el término que recibe como primer
parametro no esta en el polinomio que recibe como segundo pardmetro. En
caso de que esté entonces devuelve el monomio correspondiente del polinomio.

De la misma forma que con la funcién en-monomio presentaremos soélo algu-
nos de las propiedades que se necesitan demostrar sobre esta funcion.

» p € Q[X], m € Mgp[X] y p no tiene ningtin término igual a tp(m)
entonces m ¢ p.

(defthm |!(tp(m) en p) => !(m en p)l|
(implies (and (polinomiop p)
(not (en-termino (termino m) p)))
(not (en-monomio m p))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =tp(m) ¢ p = m ¢ p:

1. p=0— P(m,p)
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2.
3.

(p #0Am=mp(p)) — P(m,p)
(p # 0 Am # mp(p) A P(m, resto(p))) — P(m,p)

" p,geQX]AmepAtpim)¢q = me (p+q)

(defthm |m en p & !(tp(m) en gq) => men (p + q)|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (en-monomio m p)

(not (en-termino (termino m) q)))
(en-monomio m (+ p q))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =m epAtp(m)¢q = me (p+q):

L. p=0— P(m,p,q)
2. (p#0Am=mp(p)) — P(m,p,q)
3. (p#0Am#mp(p) A P(m,resto(p),q)) — P(m,p,q)

tp(m) € p = tp(m,) = tp(m), donde m,, es el monomio de p con el
mismo término que el monomio m.

(defthm [tp(m(p) en p) => tp(m) |
(implies (en-termino (termino m) p)

(equal (termino (en-termino (termino m) p))
(termino m))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =tp(m) € p = tp(m,) = tp(m):

1. p=0— P(m,p)

2. (p#0Amy=mp(p)) — P(m,p)

3. (p# 0 Amy £ mp(p) A P(m, resto(p))) — P(m,p)

tp(m) € p = m, € p, donde m,, es el monomio de p con el mismo
término que el monomio m.

(defthm |[tp(m) en p => m(p) en pl
(implies (en-termino (termino m) p)

(en-monomio (en-termino (termino m) p) p)))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =tp(m) € p = m, € p:
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1. p=0— P(m,p)
2. (p#0Am, =mp(p)) — P(m,p)
3. (p#0AmM, # mp(p) A P(m,resto(p))) — P(m,p)

m pEQ[X|AN—mep = tp(m) ¢ m+yp

(defthm |- m en p => !(tp(m) en (m +M p) |
(implies (and (monomiop m) (polinomiop p)
(en-monomio (RAC-MON::- m) p))
(not (en-termino (termino m)
(RAC-POL: :+-monomio m p))))))

La demostracion se realiza por inducciéon siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(m,p) =—m €p = tp(m) ¢ m+5, p:

1. (p=0Vvm=0)— P(m,p)
2. (p#0Am#0Ntp(p) < itp(m)) — P(m, p)
3. (pAOAAM#AO0Atp(m) < tp(p) A P(m,resto(p))) — P(m,p)

Por 1ltimo, también definimos la pertenencia de un polinomio a un conjunto
finito de polinomios.

Definiciéon 5.10. Sean p un polinomio y F' = {fi,..., f,} un conjunto de
polinomios, entonces p € F' si, y solo si, existe un ¢ (1 < i < n) tal que
p = f;. En ACL2,

(defun en (p F)
(cond ((atom F)
nil)
((equal p (first F))
t)
(t
(en p (rest F)))))

Hay que resaltar la cantidad de lemas auxiliares necesarios sobre las opera-
ciones de términos, monomios y polinomios. Entre ellos estan los teoremas
de tipos que también son necesarios sobre la mayoria de las operaciones.

En concreto, y por poner un ejemplo de este tipo de teoremas, notese que
sobre la funcién anterior se tiene que:



5.5 Uniformidad 135

= Si F' es un conjunto finito de polinomios y p € F, entonces p € Q[X]

(defthm |polinomiosp(F) & en(p, F) => polinomiop(p) |
(implies (and (polinomiosp F) (en p F))
(polinomiop p)))

donde polinomiosp se define de la siguiente forma:

(defun polinomiosp (F)
(if (atom F)
(equal F nil)
(and (polinomiop (first F))
(polinomiosp (rest F)))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(p,F)=F CQ[X]Ape F = peQ[X]

1. F=[—PpF)
2. (F #][ Ap=primero(F)) — P(m,p)
3. (F # [ Ap# primero(F) A P(p,resto(F))) — P(p, F)

» Si F es un conjunto finito de polinomiosy p # 0 € F, entonces mp(p) €
Mq[X]

(defthm |polinomiosp(F) & p en F & p != 0 => monomiop(mp(p)) |
(implies (and (polinomiosp F) (en p F) (not (nulop p)))
(monomiop (primero p))))

La demostracion ACL2 de este teorema es inmediata utilizando la pro-
piedad anterior y que el monomio principal de un polinomio no nulo es
un monomio.

5.5. Uniformidad

Otro problema se presenta en el hecho de que la formalizacién en la que nos
apoyamos para demostrar la parada del algoritmo de Buchberger (véase el
capitulo 8) trabaja con secuencias de términos uniformes, esto es, secuencias
de términos con el mismo nimero de variables. Esto hace que haya que in-
troducir el concepto de polinomio uniforme y demostrar que cada una de las
operaciones sobre polinomios preservan la uniformidad. Su formalizacion se
encuentra en el fichero k-polinomio.lisp.
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Notese que la implementacion hecha en el capitulo 3 de los polinomios es
més flexible y permite que los términos, y consecuentemente los monomios,
que formen un determinado polinomio puedan tener un nimero diferente
de variables. Es en la implementacion de las operaciones que trabajan con
polinomios donde se tiene en cuenta esta posibilidad, extendiéndose sus com-
portamientos de manera adecuada para que mantengan las propiedades de
anillo.

La uniformidad de la representacion y el hecho de que el lenguaje sea apli-
cativo (es decir, no hay variables globales) introducen la necesidad de un
parametro adicional en cada funcién que opere con polinomios. Este para-
metro puede obviarse acordando de antemano un nimero fijo de variables.
De aqui en adelante, notaremos por k ese ntmero fijo de variables.

5.5.1. Polinomios uniformes

El concepto de polinomio uniforme de k variables se implementa en ACL2
con la funcion k-uniformep y el de polinomio normalizado uniforme de £
variables con la macro k-polinomiop. Recuérdese que polinomiop es el re-
conocedor de polinomios normalizados que lo que hace es comprobar si el
objeto que se le pasa es una lista de monomios no nulos en un orden estric-
tamente decreciente.

(defun<k> k-uniformep (p)
(if (nulop p)
(equal p (nulo))
(and (k-monomiop (primero p))
(k-uniformep (resto p)))))

(defmacro k-polinomiop (p)
‘(and (polinomiop ,p)
(k-uniformep ,p)))

En estas definiciones se exige que explicitamente aparezcan k variables en
los monomios de los polinomios. Para ello se ha creado un nuevo evento en
el sistema, defun<k>, con el que se introducen nuevos nombres de funcién
fijando el nimero de variables a k. En concreto, el evento defun<k> anterior
se transforma en los dos siguientes, permitiendo no tener que estar pasando
la variable extra k cada vez que se haga referencia a estas funciones. Con esto
se consigue una mayor claridad en la exposicion de los teoremas y legibilidad
del codigo resultante.
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(defmacro k-uniformep (p)
‘(k-uniformep-k ,p k))

(defun k-uniformep-k (p k)
(if (nulop p)
(equal p (nulo))
(and (k-monomiop (primero p))
(k-uniformep-k (resto p) k))))

Por otro lado, un monomio es uniforme de k variables si es un monomio cuyo
término es uniforme de k variables.

(defmacro k-monomiop (m)
‘(and (monomiop ,m)
(k-terminop (termino ,m))))

Por dltimo, k-terminop comprueba si el objeto que se le pasa es un término
de k variables. Este reconocedor se implementa en ACL2 mediante la macro
siguiente.

(defmacro k-terminop (te)
‘(k-terminop-k ,te k))

(defun k-terminop-k (te k)
(cond ((zp k) (null te))
((not (naturalp (first te))) nil)
(T (k-terminop-k (rest te) (1- k)))))

Notese que aqui no podemos emplear el evento defun<k> ya que la funcion
k-terminop-k modifica k£ en cada llamada recursiva y, por tanto, no sigue el
patréon para poder emplear defun<k>.

Lo mismo ocurre cuando se define el término nulo de de k variables:

(defmacro k-termino-nulo ()
‘(k-termino-nulo-k k))

(defun k-termino-nulo-k (k)
(cond ((not (naturalp k)) nil)
((zp k) nil)
(t (cons O (k-termino-nulo-k (ACL2::- k 1))))))
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Esta macro se utiliza para definir el monomio identidad de k variables que,
a su vez, se usa para definir el polinomio identidad de k variables.

(defun<k> k-monomio-identidad ()
(monomio (RAC::identidad) (k-termino-nulo)))

(defun<k> k-identidad ()
(polinomio (k-monomio-identidad)))

Ademés como habitualmente trabajamos con secuencias de polinomios, de-
finimos también la secuencia de polinomios uniformes de k£ variables de la
siguiente forma.

(defun<k> k-uniformesp (F)
(if (endp F)
(equal F nil)
(and (k-uniformep (first F))
(k-uniformesp (rest F)))))

(defmacro k-polinomiosp (F)
‘(and (polinomiosp ,F)
(k-uniformesp ,F)))

Notese que a partir de ahora trabajaremos con polinomios normalizados y
uniformes de k variables sobre el cuerpo de coeficientes de los nimeros racio-
nales.

Por tanto, mp(p) hara referencia al monomio principal de p con respecto a
<um y resto(p) hara referencia al resto del polinomio.

5.5.2. Propiedades

Demostraremos ahora que cada una de las operaciones sobre polinomios pre-
servan la uniformidad. Los teoremas fundamentales sobre las operaciones del
anillo de polinomios se exponen a continuacion:

s Uniformidad de la forma normal de un polinomio uniforme.

(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(fn(p)) |
(implies (k-uniformep p)
(k-uniformep (fn p))))
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La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(p) = k-uniformep(p) = k-uniformep(fn(p)):

1. p=0— P(p)

2. (p# 0N P(resto(p))) — P(p)

= Uniformidad de la suma desnormalizada de dos polinomios uniformes.

(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p +D q) |
(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))
(k-uniformep (RAC-POL::+ p q))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(p, q) = k-uniformep(p)Ak-uniformep(q) = k-uniformep(p+q

q):

L. p=0— P(p,q)
2. (p#OA P(resto(p),q)) — P(p,q)

= Uniformidad de la suma de dos polinomios uniformes.

(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p + q) |
(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))
(k-uniformep (+ p q))))

La demostracién en ACL2 de esta propiedad es inmediata utilizando
las dos propiedades anteriores.

s Uniformidad del producto desnormalizado de dos polinomios uniformes.

(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p *D q) |
(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))
(k-uniformep (RAC-POL::* p g))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(p, q) = k-uniformep(p) A k-uniformep(q) = k-uniformep(p-q

q):

1. p=0— P(p,q)
2. (p#0A P(resto(p),q)) — P(p,q)

s Uniformidad del producto de dos polinomios uniformes.
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(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p * q) |
(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))
(k-uniformep (* p q))))

La demostracion en ACL2 de esta propiedad es inmediata utilizando la
propiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomio
uniforme.

= Uniformidad del opuesto sin normalizaciéon de un polinomio uniforme.

(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(-D p) |
(implies (k-uniformep p)
(k-uniformep (RAC-POL::- p))))

La demostracion se realiza por inducciéon siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(p) = k-uniformep(p) = k-uniformep(—4 p):

L. p=0-— P(p)
2. (p# 0A P(resto(p))) — P(p)

= Uniformidad del opuesto de un polinomio uniforme.

(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(- p)|
(implies (k-uniformep p)
(k-uniformep (- p))))

La demostracion en ACL2 de esta propiedad es inmediata utilizando la
propiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomio
uniforme.

Estos teoremas se demuestran por induccion sobre la estructura de las ope-
raciones y ayudados por algunos lemas.

Como adicionalmente utilizaremos las operaciones de producto, division y
minimo comtin miiltiplo de términos, asi como el opuesto y la division de
monomios serd necesario demostrar también que estas funciones preservan la
uniformidad:

» Uniformidad de la division de dos términos uniformes y divisibles.

(defthm |k-termsp(tl & t2) & divp(t2, tl1) => k-termp(tl / t2)|
(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2)
(dividep t2 t1))
(k-terminop (/ t1 t2))))
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La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(ty,t2) = k-terminop(ty) A k-terminop(t2) Nta | 1 =
k-terminop(ty/t2):

L (ti=[Vta=]) — Pt t2)
2. (t1 # [ Ata #[] A P(resto(ty), resto(ts))) — P(ty,ts)

= Uniformidad del minimo comuin multiplo de dos términos uniformes.

(defthm |k-terminop(mcm(tl, t2))|
(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2))
(k-terminop (mcm t1 t2))))

La demostracion se realiza por induccion siguiendo el siguiente esque-
ma. Sea P(ty,t) = k-terminop(ty) A k-terminop(t2) Nta | 1 =
k-terminop(mem(ty,ta)):

L (ti=[Via=1) — Plt1,t2)
2. (t1 # [ Ata #[] A P(resto(ty), resto(ts))) — P(t1,ts)

s Uniformidad del opuesto de la division de dos monomios uniformes y
divisibles.

(defthm |k-monsp(ml & m2) & divp(tm2, tml) => k-monp(-ml/m2)) |
(implies (and (k-monomiop ml) (k-monomiop m2)
(dividep (termino m2) (termino ml)))
(k-monomiop (- (/ ml m2)))))

La demostracion en ACL2 de esta tltima propiedad es inmediata utili-

zando la propiedad anterior y que el término de un monomio es igual
al de su opuesto.

5.6. Resumen

En este capitulo:

= Hemos instanciado el anillo de polinomios con coeficientes abstractos
para obtener una implementaciéon ejecutable y verificada de los polino-
mios racionales.
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s Hemos extendido los términos para incluir conceptos relacionados con
la division.

s Hemos desarrollado el concepto de polinomio uniforme como una forma
de asegurar que se emplean siempre las mismas variables.

s Hemos desarrollado funciones para comprobar la pertenencia de térmi-
nos y monomios a polinomios y de polinomios a listas de polinomios,
demostrando algunas de sus propiedades mas importantes.

s Hemos demostrado que la uniformidad se preserva por todas las ope-
raciones polindémicas desarrolladas.

Por otro lado, notese que los polinomios abstractos construidos y que, en
este capitulo, se han instanciados para obtener los polinomios racionales se
pueden utilizar para desarrollar cualquier otro anillo de polinomios.

En concreto, esta formalizacion se ha instanciado también para obtener po-
linomios booleanos |35, 67|, que se han utilizado con éxito para verificar
un procedimiento de decision para la logica proposicional basado en polino-
mios [68].
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Ideales y reducciones polinémicas






Capitulo 6

Ideales polindmicos

6.1. Introducciéon

La siguiente estructura algebraica a formalizar en nuestro camino hacia la
implementacion y verificacion del algoritmo de Buchberger es la de ideal
polinémico. Esta estructura juega un papel muy importante en la verificacion
de este algoritmo, ya que una propiedad que ha de permanecer invariante a
lo largo de su ejecucion es que no se altere el ideal de la base inicial.

Notese que los polinomios racionales normalizados obtenidos en el capitulo
anterior son los que constituyen la base para formalizar estos ideales polin6-
micos.

En primer lugar, se presentara el problema mas importante que resuelven las
bases de Grobner: el de la pertenencia al ideal.

A continuacion se define en ACL2 el concepto de ideal polinémico y se de-
muestra que cumple sus propiedades fundamentales. La formalizacion se en-
cuentra en el fichero ideal.lisp.

6.2. Pertenencia a ideales polinémicos

Definiciéon 6.1. Sea (R, +,+,0,1) un anilloe I C R. Se dice que I es un ideal
de R si permanece cerrado bajo la suma y bajo el producto por elementos de
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R. Es decir:

abel — a+bel
aclINbeER — a-bel

Definicién 6.2. Sea a € Ry B,C C R. Se dice que a es combinacion
lineal de los elementos de B con coeficientes en C, si existen by,...,b, € B

y C1,...,cn, € C tales que
n
CL:ZCi'bi
i=1

Definiciéon 6.3. Sea B C R. El ideal generado por B (notado por (B)), es el
conjunto de las combinaciones lineales de los elementos de B con coeficientes

en R.

Definicién 6.4. Sea I C R un ideal. Decimos que B C R es una base de [
si [ = (B).

Definicién 6.5. Se dice que el ideal I esta finitamente generado si tiene una
base finita.
En lo sucesivo, sea p un polinomio y C'y F' secuencias de polinomios.

Definiciéon 6.6 (combinacion lineal). Se define la combinacion lineal
de los elementos de F' = (fi,..., f,) con coeficientes en C' = (c1,...,¢,),
cl(C, F), como sigue.

CZ(C,F):lel‘I"I’Cnfn:ZCZfZ
i=1

En AcrL2,

(defun combinacion-lineal (C F)
(if (or (atom C) (atom F))
(nulo)
(+ (¢ (first C) (first F))
(combinacion-lineal (rest C) (rest F)))))

Definicién 6.7 (pertenencia a un ideal). Se define la pertenencia de p
al ideal engendrado por F', (F'), mediante el siguiente predicado, €:

pe(F)=3Cp=cl(C,F)
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Notese que se podria haber ocultado la aparicion del cuantificador existencial
empleando en lugar de € el siguiente predicado, €¢:

pec (F)=p=cd(C,F)

Decimos que C en la definicién anterior es un «testigo» de la pertenencia de
p a (F). Ciertamente, se cumple que:

p € (F)=3C pec (F).

Para la formalizacién en ACL2 introducimos una funciéon de Skolem, restrin-
gida por axiomas a devolver una lista de coeficientes testigo de la pertenencia
al ideal.

(defun-sk<k> en-ideal (p F)
(exists (C) (and (k-polinomiosp C)
(equal p (combinacion-lineal C F)))))

En esta definicion se exige que explicitamente aparezcan k variables en los
monomios de los polinomios. Para ello se ha creado un nuevo evento en el
sistema, defun-sk<k>, con el que se pueden introducir funciones de Sko-
lem analogamente a como lo hace defun-sk pero anadiendo un pardmetro
adicional, k.

Mas precisamente, el evento defun-sk<k> anterior equivale a un encapsulado
en el que se define mediante defchoose una funciéon de eleccion restringida
por axiomas a devolver un testigo de la existencia de los polinomios en C.
Esta funcion se emplea a través de una macro, en-ideal-witness, que recibe
p v F como parametros y que emplea la funcion de eleccion para obtener el
testigo de la pertenencia al ideal. Es decir, afirmar que p € (F') equivale a
decir que p = ¢l(C, F) donde C' = en-ideal-witness(p, I).

6.3. Estabilidad del ideal respecto a las opera-
ciones

En esta seccion se demuestra la estabilidad del ideal respecto a las opera-
ciones del anillo de polinomios. Esta propiedad nos serd de utilidad en los
capitulos sucesivos. Empezaremos, en primer lugar, por la operaciéon suma.
Se demuestra que la suma de polinomios preserva la pertenencia al ideal con
la ayuda del lema 6.9.
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Definicién 6.8. Sean C, = (p1,...,pn) y Cy = (q1,...,¢n) secuencias de
polinomios de la misma longitud n. Se define la suma de secuencias de poli-
nomios, notada por C';, de la siguiente forma.

C—l—(cp’ Cq) = <pl +q, . P+ QH>
En AcL2,

(defun C+ (Cp Cq)
(declare (xargs :measure (LISP::+ (len Cp) (len Cq))))
(if (and (atom Cp) (atom Cq))
nil
(cons (+ (if (atom Cp) (nulo) (first Cp))
(if (atom Cq) (nulo) (first Cq)))
(C+ (rest Cp) (rest Cqg)))))

Notese que para que esta funcion sea admitida por el sistema ha sido nece-
sario proporcionarle explicitamente la medida que decrece en cada llamada
recursiva de la funcién. Con la medida suministrada, ACL2 demuestra la
parada de la funcién sin ningtin problema.

Lema 6.9. Sean C,, C, y I' secuencias de polinomios de la misma longitud.
Entonces,

c(C(Cp, CY), F) = cl(Cp, F) + ¢cl(Cy, F)
En AcrL2,

(defthm |c1(C+(Cp, Cq), F) = cl(Cp, F) + cl(Cq, F)I
(equal (combinacion-lineal (C+ Cp Cq) F)
(+ (combinacion-lineal Cp F) (combinacion-lineal Cq F))))

Demostracion. Por induccion segin el siguiente esquema. Sea P(C,, Cy, F) =
c(C(Cp,Cy), F) = cl(Cp, F) + cl(Cy, F):

L (C=[vC=]) — P(Cy,Cy, F)
2. (C, #[|NCy#]| N P(resto(Cy), resto(Cy), resto(F))) — P(C,, Cy, F)
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Caso base: C, =[]V C,=]]
Inmediata por la definiciéon de C'; y ¢l y porque 0+ p = p.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

cl(C y(resto(Cy), resto(Cy)), resto(F)) =
cl(resto(C)), resto(F')) + cl(resto(Cy), resto(F'))

Sean Cp = (p1,...,0n), Cqg={q1,...,qn) y F = (f1,..., fn) entonces

Cl(C+(CP7 CII)v F) =

(p1+ 1) - f1 + cl(Cy(resto(Cy), resto(C,)), resto(F)) =

(p1+ q1) - f1 + cl(resto(C)), resto(F')) + cl(resto(Cy), resto(F')) =
p1- fi+aq - fi + cl(resto(C,), resto(F)) + cl(resto(C,), resto(F)) =
p1 - f1 + cl(resto(Cy), resto(F)) 4+ g1 - f1 + cl(resto(C,), resto(F))
cl(Cp, F) + cl(Cy, F)

por definicion de Cy y c¢l, por hipétesis de inducciéon y por propiedades de
polinomios.

O

Para demostrar este teorema en ACL2 es necesario suministrarle el esquema
de induccién que debe utilizar.

(defun induccion (Cp Cq F)
(if (and (atom Cp) (atom Cq))
F
(induccion (rest Cp) (rest Cq) (rest F))))

La suma de polinomios preserva la pertenencia al ideal.

Teorema 6.10 (clausura del ideal respecto a la suma). Sean p y ¢
polinomios, y F una secuencia de polinomios. Entonces,

pE(F)Nqe(F) = p+qe(F)
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En AcL2,

(defthm |p en <F> & q en <F> => p + q en <F>|
(implies (and (en-ideal p F) (en-ideal q F))
(en-ideal (+ p q) F)))

Demostracion.

pe(F)Nge(F)
= 3C, p = cl(C,, F) N3C, g = ¢l(C,, F) (def. pertenencia a ideal)
= p+q=1cl(C(C,),C,), F) (lema 6.9)
— p+qe(F) (def. pertenencia a ideal)

O

Notese que C1(C, C,) es el testigo de la pertenencia de p+q al ideal generado
por .

A continuacion se demuestra que el producto de un polinomio del ideal por
otro polinomio preserva la pertenencia al ideal. Para la operacion producto
se sigue el mismo esquema que para la suma. En primer lugar se define una
funcién que calcula el testigo correspondiente de la pertenencia al ideal, se
demuestra el lema 6.12 y finalmente se demuestra el teorema deseado.

Definicién 6.11. Sean p un polinomio y C' = (¢y,...,¢,) una secuencia
de polinomios. Se define el producto de un polinomio por una secuencia de
polinomios de la siguiente forma.

C*(p,C) = <p'cl>"-ap'cn>
En AcrL2,

(defun Cx (p C)
(declare (xargs :verify-guards nil))
(if (atom C)
nil
(cons (x p (first C)) (Cx p (rest C)))))
Lema 6.12. Sean p un polinomio y C' y F secuencias de polinomios de la
misma longitud. Entonces,

c(Cu(p,C),F)=p-cl(C,F)
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En AcL2,

(defthm |cl(Cx(p, C)) = p * cl1(C, F)|
(equal (combinacion-lineal (C* p C) F)
(* p (combinacion-lineal C F))))

Demostracion. Por induccion segun el esquema siguiente. Sea P(C, F,p) =
cd(Cu(p,C), F)=p-cl(C,F):

L (C=[VvF=[)—PCFp)

2. (C#NNF#[NP(resto(C), resto(F), p)) — P(C, F\ p)

Caso base: C =] VF =]
Inmediata por la definicion de C, y ¢l y porque 0-p=0y p-q=gq-p.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

cl(C.(p, resto(C)), resto(F)) = p - cl(resto(C), resto(F))

Sean C' = {(c1,...,¢,) y F = {(f1,..., fn) entonces

A(C.(p,C), F) =

(p-c1)- f1+ cl(Cu(p, resto(C)), resto(F)) =
(p-c1)- fi+p-cl(resto(C), resto(F))
p-(c1- fi) +p-cl(resto(C), resto(F)) =
p-(c1- fi + cl(resto(C), resto(F))) =
p-cl(C,F)

h1p 1nduc('10n)

prop. distributiva)

(
(
(prop. asociativa de -)
(
(def. cl)

O

El producto de un polinomio del ideal por otro polinomio preserva la perte-
nencia al ideal.

Teorema 6.13 (clausura del ideal respecto al producto). Sean p y g
polinomios y F' una secuencia de polinomios. Entonces,

qE(F) = p-qe(F)
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En AcL2,

(defthm |q en <F> => p * q en <F>|
(implies (and (k-polinomiop p)
(en-ideal q F))

(en-ideal (* p q) F)))

Demostracion.
q € (F)
= 3C q=cl(C,F) (def. pertenencia a ideal)
= p-q=p-c(C,F)=cl(Ci(p,C),F) (lema 6.12)
= p-q € (F) (def. pertenencia a ideal)

O

Notese que C,(p, C) es el testigo de la pertenencia de p - ¢ al ideal generado
por .

6.4. Inclusion de la base

A continuacién se prueba que (F') contiene a F'.

Definicién 6.14. Sean F' = (fy,..., f,) una secuencia de polinomios y p €
F. Entonces, dip=f;, 1 <1< n.

Los coeficientes testigos de la pertenencia de p al ideal generado por F,
Cy(p, F) = (c1, ..., Cn), vienen dados como sigue:

Clzl/\CJIO,VJ%Z,lngn
En AcL2,

(defun<k> Cb (p F)
(cond ((atom F)
nil)
((equal p (first F))
(cons (k-identidad) (CO (rest F))))
(t
(cons (nulo) (Cb p (rest F))))))
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donde la funcion CO se define de la siguiente forma:

(defun CO (F)
(if (atom F)
nil
(cons (nulo) (CO (rest F)))))

Lema 6.15. Sea F' una secuencia de polinomios. La combinacion lineal de

una lista de polinomios con coeficientes nulos es siempre el polinomio nulo.
Es decir:
cl(Co(F), F) =0

donde Co(F) es una secuencia de la misma longitud que F de polinomios
nulo.

En AcL2,

(defthm |cl(CO(F), F) = 0]
(equal (combinacion-lineal (CO F) F) (nulo)))

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de definicion de Cy.

Caso base: F =]

Inmediata por la definicion de Cy y ¢l.

Paso de induccion:

Por hipoétesis de induccion:

cl(Co(resto(F)), resto(F)) =0

Sean C = (c1,...,cp) y F = {(f1,..., fn) entonces

(Co(F), F) =

0- f1+ cl(Co(resto(F)), resto(F)) = (def. ¢l)
0-fi+0= (hip. induccion)
0 O+p=py0-p=0)
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Lema 6.16. Sean p un polinomio, F' una secuencia de polinomios y p € F.
Entonces,

Cl(Cb(p> F)aF) =D
En AcrL2,

(defthm |p en F => cl(Cb(p, F), F) = pl
(implies (and (k-polinomiop p)
(en p F))
(equal (combinacion-lineal (Cb p F) F) p)))

Demostracion. Por induccion sobre la estructura de la definicion de C,.

Caso base 1: F =]
Imposible porque p € F'.

Caso base 2: p = f1
cl(Cy(p, F), F)

=1 f1 + cl(Cy(resto(F)), resto(F)) (def. Cp y ¢l)
=1-fi+0 (lema 6.15)

= fi (prop. polinomios)
=p (= 1)

Paso de induccion:

F # ], p# f1 y por hipotesis de induccion:

cl(Cy(p, resto(F)), resto(F)) = p

Sea F' = (fi,..., fa) entonces

cl(Cy(p, F), F)

=0- f1 + cl(Cy(p, resto(F)), resto(F)) (def. Cp y ¢l)

= 0+ cl(Cy(p, resto(F)), resto(F)) (0-p=0)
=0+p (hip. 1nd11('c10n)
=p 0+p=p)
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Teorema 6.17. Cualquier elemento de la base pertenece al ideal.

Sean p un polinomio y F' una secuencia de polinomios.

pell = pe (F)
En AcL2,

(defthm |p en F => p en <F>|
(implies (and (k-polinomiop p)
(en p F))
(en-ideal p F))

Demostracion. Inmediata por la definicion de pertenencia a ideal y por el

lema 6.16.

6.5. Congruencia inducida por el ideal

O

En el fichero congruencia-ideal.lisp se formaliza la congruencia inducida

por un ideal.

Definicién 6.18. Dado un anillo de polinomios conmutativo R, la congruen-

cia =(p) inducida por el ideal (F') se define por,

P=ryq <= p—q€c(F)
En AcL2,

(defun<k> =<> (p q F)
(en-ideal (+ p (- q)) F))

6.6. Resumen

En este capitulo:

= Hemos introducido la nocion de ideal y formalizado la pertenencia de

un polinomio a un ideal.
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= Hemos presentado la formalizacion en ACL2 del concepto de ideal ge-
nerado por un conjunto finito de polinomios.

= Hemos definido la congruencia inducida por un ideal.

= Hemos comprobado que nuestra definicion de ideal en ACL2 cumple
con la habitual al demostrar que es cerrado bajo las operaciones de
anillo.



Capitulo 7

Reducciones polinémicas

7.1. Introduccién

En este capitulo presentamos un tipo particular de reducciéon sobre polino-
mios y su formalizacion en ACL2.

El objetivo es definir ciertas condiciones bajo las cuales se decide =py. Dare-
mos una vision alternativa de =gy basada en reducciones que nos permitira
aplicarle resultados generales de reducciones abstractas y, en particular, per-
mite reutilizar los resultados de [85, 86, 87].

Principalmente, se demuestra que la reducciéon definida es noetheriana res-
pecto al orden de polinomios subyacente y que la relacion de equivalencia
inducida coincide con la congruencia inducida por el ideal. Ademas, se lleva
a cabo el célculo de formas normales y la demostracion de propiedades tales
como que los ideales permanecen cerrados bajo ese calculo.

7.2. Reducciones abstractas

Para fijar la notacion, definiremos, en primer lugar, algunos conceptos basi-
cos, sobre reducciones abstractas. Constltese |1| para una descripcion deta-
llada.

Definicién 7.1. Una relacion de reducciéon sobre un conjunto A es una re-
lacion binaria sobre A.

Las relaciones de reducciéon suelen representarse en notacion de flecha, de-
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jando el conjunto implicito. En particular, escribiremos a — b para expresar
que (a,b) € — C Ax A, para un cierto conjunto A deducible por el contexto.
Decimos entonces que a se reduce a b (a través de —).

Nota. Dadas dos relaciones de reduccion, —; y —9, escribimos a —1 b —» ¢
para indicar que a —1 by b —» c.

Definicién 7.2. Dadas dos relaciones de reduccién, —; y —9 sobre un con-
junto A, se define su composicion, —1 o —5, como:

—10—s={(a,b) e AxA|Ic€ Aa—yc—yb}

Definicion 7.3. Dada una relaciéon de reduccion — definimos su n-ésima
potencia, con n € N, como:

{(a,a) € Ax A}, sin=0

1

ﬁn

— o0 =" sin >0

Definicién 7.4. Dada una relacion de reduccion — definimos las siguientes
relaciones de reduccion derivadas:

-t = U —n (clausura transitiva)
n>0
—* = U -t =0y 7 (clausura reflexiva y transitiva)
n>0
—={(a,b) e AxA|b—a} (inversa)
o =—U— (clausura simétrica)
= (o) (clausura de equivalencia)

Cuando a — b, decimos que a se reduce a b en un paso de reduccion. In-
tuitivamente, cuando a —" b, ocurre que a se reduce a b a través de n — 1
elementos intermedios mediante pasos unitarios de reduccion: decimos en-
tonces que a se reduce a b en n pasos de reduccion. Por otro lado, cuando
a —* b, a se reduce a b en cero o mas pasos de reduccion.

La clausura de equivalencia juega un papel muy importante en este trabajo.
Intuitivamente, cuando a <* b, ambos elementos estan conectados por cero
o mas pasos de reduccion, cada uno de los cuales puede ser directo (—) o
inverso («+).

Definicién 7.5. Sean a y b tales que a «<»* b. Una secuencia (ay, ..., a,) es
una prueba de la equivalencia de a y b (respecto de —) si a = ag < a; <

-<>a, =b.
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Definicién 7.6. Diremos que una prueba es un pico local si es de la forma
a <« ¢ — b. Diremos que es un valle si es de la forma a —* ¢ «<* b, y lo
notamos por a |* b.

Nota. Por el contexto, se distinguira la «prueba» obtenida con ACL2 de estas
pruebas.

7.3. Reducciones polinémicas
Estudiaremos a continuacion un tipo particular de reduccion definida sobre
conjuntos de polinomios, asi como su formalizacion en la logica de ACL2.

Definicién 7.7. Sea f un polinomio no nulo. La relacion de reduccion —
sobre polinomios inducida por f se define de manera que p —; ¢ si existe
m € M[X] no nulo tal que:

1. mep
2. Jee M[X]m=—c-mp(f).

3. g=p+c-f.

Al monomio m se le llamara monomio de reduccion y al monomio ¢, factor
de reduccion.

Definicién 7.8. Sea F' = {fi,..., fr} un conjunto finito de polinomios no
nulos. La relaciéon de reduccion —p inducida por F se define como sigue:
k
—F = U —fi
i=1

Este proceso de reduccion se puede ver como un paso en una division generali-

zada, la cual se establece como sigue. Sean p un polinomioy F = {f1,..., fx}
un conjunto finito de polinomios, entonces existen cq,...,c¢, y r polinomios
tales que

p=cifi+...+cofnt+r

donde r = 0 o r estd completamente reducido con respecto a F.

Con el algoritmo de division generalizada se pueden calcular estos ¢; y r
(notese que éstos no son unicos, si se reorganizan los f; se obtienen unos ¢;
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y r diferentes). Este algoritmo es una forma generalizada del algoritmo de
division tradicional de una variable.

Notese, también, que con este algoritmo no se resuelve completamente el
problema de la pertenencia al ideal. De hecho, si después de la division de p
por F' se obtiene r = 0 entonces p = ¢1 f1 + ...+ ¢, fn y, por tanto, pertenece
al ideal generado por F'. Asi, r = 0 es condicion suficiente para la pertenencia
al ideal. Sin embargo, no es necesaria.

En este punto, surge la pregunta de si dado un ideal habria alguna base de
ese ideal para la cual la condicion de r = 0 es equivalente a la pertenencia al
ideal. La respuesta es si: las bases de Grobner. Estas bases se estudiaran en
el capitulo siguiente.

A continuacion se presenta la formalizacion de esta reduccién polinémica
como una instancia concreta del marco suministrado por |87| para las rela-
ciones de reduccion abstractas en ACL2. La idea es que, posteriormente, esto
nos permitird traspasar mediante instanciacion funcional propiedades bien
conocidas de las reducciones abstractas al caso particular de las reducciones
polinémicas, sin necesidad de demostrarlas partiendo de cero. El principal
resultado que usaremos sera el hecho de que una relacién de reduccién con-
vergente tiene clausura de equivalencia decidible.

En [87] se formalizan las reducciones abstractas en la logica de ACL2 como
funciones binarias que a partir de un objeto de un cierto dominio y de un
operador devuelven otro objeto del mismo dominio, llevando a cabo un paso
de reduccion. Un operador no puede ser aplicado a cualquier objeto, por lo
que se introduce también un predicado binario que indica cuindo es wvdlida
dicha aplicacion.

Por lo tanto, este enfoque requiere definir tres funciones: un predicado unario
que especifica el dominio sobre el cual pretendemos que esté definida la reduc-
cion, un predicado binario que comprueba si es valido aplicar un operador a
un objeto y, por ultimo, una funciéon binaria que permite aplicar un operador
a un objeto. Y ademas, una representacion concreta de los operadores.

En el caso que nos ocupa, el dominio de los objetos es el de los anillos de
polinomios racionales de k variables, Q[z1,...,xx|. Por tanto, el predicado
unario que especifica el dominio es polinomiop. A continuacién, procedere-
mos a definir la nocién concreta de reduccion sobre polinomios siguiendo el
esquema anterior.

Definamos a continuaciéon qué entendemos por operador en nuestro caso.
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Definicién 7.9. Un operador es una tripleta (m,c, f) donde:

1. m es el monomio de reduccion,
2. ces el factor de reduccion y

3. f es el polinomio por el que se va a reducir.

Notese que el valor concreto de ¢ es deducible de m y de f, que es de lo
que disponemos. Sin embargo, conviene no obviarlo para que el desarrollo
posterior sea mas claro. Esto hace también que no sea necesario calcular su
valor cada vez que se realice un paso de reduccion.

La funcién ACL2 que construye un operador recibe m, ¢y f y crea una lista
que contiene los tres valores.

(defun operador (m c f)
(list m ¢ £)))

Las funciones accesoras permiten extraer cada uno de los valores que consti-
tuyen el operador.

(defmacro o-monomio (o)
‘(first ,0))

(defmacro o-factor (o)
“(second ,0))

(defmacro o-polinomio (o)
‘(third ,0))

Definicién 7.10. Decimos que es vdlido aplicar un operador, (m, ¢, f), a un
polinomio p respecto de un conjunto finito de polinomios F', si m es un mo-
nomio que pertenece al polinomio p, f es un polinomio no nulo perteneciente
aF, mp(f)divideamyc=—m/mp(f).

Definamos ahora este concepto en el sistema. Como ACL2 no distingue entre
mayusculas y mintsculas, de aqui en adelante, utilizaremos fi para denotar
al polinomio f y F para el conjunto de polinomios F' en los casos en los que
haga falta esta distincion.



162 Reducciones polinémicas

(defun valido (p o F)
(let ((m (o-monomio 0))
(¢ (o-factor o))
(fi (o-polinomio 0)))
(and (polinomiop p)
(monomiop m) (en-monomio m p)
(polinomiop fi)
(not (nulop fi)) (en fi F)
(dividep (termino (primero fi)) (termino m))
(equal (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero £i))))
c))))

Notese que, en la formalizacion, el factor de reduccién se interpreta como un
polinomio (que consta de un tinico monomio). Esto nos va a permitir utilizar
el producto de polinomios durante el calculo de la reducciéon y evitara la
necesidad de utilizar una operacion distinta (el producto de monomio por
polinomio) en el resto del trabajo.

Ejemplo 7.11. Si el polinomio x + 1 pertenece al conjunto de polinomios F’,
entonces seria valido aplicar al polinomio 2% + xy el operador (2, —z,x + 1)
respecto de F'.

En AcL2, se comprobaria la validez como sigue. Notese que en este caso tra-
tamos con monomios y polinomios de dos variables, {z,y}. Por tanto, el mo-
nomio 22 es 122y°, (1 2 0) en AcL2; de esta forma, el polinomio 22 +xy seria
en AcL2, ((1 2 0) (1 1 1)),y el polinomioz+ 1, ((1 1 0) (1 0 0)).
Consideremos también que se ha definido en ACL2 una variable F con al
menos el polinomio x + 1.

(valido ’((1 2 0) (1 1 1))
(operador >(1 2 0) >((-1 1 0)) ’((1 1 0) (10 0)))
F)

El polinomio que se obtiene tras un paso de reducciéon se calcula de la si-
guiente forma.

Definicién 7.12. Sea o = (m, ¢, f) un operador. Entonces:

reduccion(p,0) =p+c- f

En AcL2,
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(defun reduccion (p o)
(let* ((c (o-factor o))
(f (o-polinomio 0)))
(+ p (x c £))))

Ejemplo 7.13. Siguiendo con el ejemplo anterior, el polinomio resultante
de aplicar a 2% + xy el operador (2%, —z,z + 1) respecto de F serfa zy — .
En AcL2, se calcula por

(reduccion *((1 2 0) (1 1 1))
(operador *(1 2 0) *((-1 1 0)) 2((1 1 0) (1 00))))

A continuacion procederemos, en primer lugar, a construir la clausura de
equivalencia, <%, y luego particularizaremos ésta para obtener —7, —p y
otras relaciones derivadas de —r de uso comun.

En principio, la funciéon ACL2 que formaliza la relacion <7, tiene tres para-
metros, que representan a p, ¢ (los polinomios relacionados) y a F', respec-
tivamente. Siguiendo a [87] afadimos como un parametro extra la prueba
de la relacion entre p y ¢ a través de F' y evita la aparicion de un cuantifi-
cador existencial. Este nuevo parametro tiene como cometido almacenar la
secuencia de pasos de reduccion que se realizan.

Formalizaremos en ACL2 el concepto de prueba como una lista de pasos de
prueba (posiblemente vacia), cada uno de los cuales representa un paso de
reduccion.

Un paso de prueba serd una estructura que constard de cuatro campos: los
elementos que se conectan, el operador que se aplica y un marcador que
indica si el paso es del primer elemento hacia el segundo (paso directo) o al
contrario (paso inverso).

Cada paso de prueba se representa en ACL2 mediante una estructura [10]
r-step 1 que consta de cuatro campos: eltl y elt?2 (los elementos que se
conectan), operator (el operador que se aplica) y direct (un booleano que
indica si el paso es del primer elemento hacia el segundo o al contrario).
Diremos que un paso de prueba es inwverso si su campo direct es nil, y
directo en caso contrario.

Para que un paso de prueba sea vélido, la aplicacion (en el sentido indicado)
del operador a uno de los elementos de la estructura debe producir como
resultado el otro elemento. Pero esto no basta, ademés hay que comprobar

!Definida en abstract-proofs.lisp del directorio relaciones.
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que realmente dicho operador es aplicable al elemento sobre el que se lleva a
cabo la reduccion.

(defun paso-valido (paso F)
(let ((p (eltl paso))
(q (elt2 paso))
(operador (operator paso))
(directo (direct paso)))
(and (r-step-p paso)
(implies directo
(and (valido p operador F)
(equal (reduccion p operador) q)))
(implies (not directo)
(and (valido q operador F)
(equal (reduccion q operador) p))))))

Esto es, un paso de prueba es un paso vélido respecto de un conjunto finito
de polinomios, F, si es valido aplicar a su primer elemento (elt1) su operador
(operator) respecto de F, en caso de que sea un paso directo, o si es valido
aplicar a su segundo elemento (elt2) su operador respecto de F, en caso
contrario. Y ademas la aplicacion de ese operador valido produce el otro
elemento.

Ejemplo 7.14. La estructura compuesta por 22 + zy (como primer elemen-
to), zy — = (como segundo elemento), (z?, —z,x + 1) (como operador) y el
booleano ¢ (indicando que el paso es directo) seria un paso de prueba valido.

Una vez que tenemos la funcion que comprueba la validez de un paso de prue-
ba, podemos definir qué entendemos por equivalencia entre dos polinomios
respecto a la reduccion polindmica que hemos definido (es decir, <7).

(defun<k> <->* (p q prueba F)
(let ((r (elt2 (first prueba))))
(and (k-polinomiop p)
(if (endp prueba)
(equal p q)
(and (<-> p r (first prueba) F)
(<->* r q (rest prueba) F))))))

donde <-> se define por.
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(defmacro <-> (p q paso F)
“(and (paso-valido ,paso ,F)
(equal ,p (eltl ,paso))
(equal ,q (elt2 ,paso))))

Como se observa, el pardmetro prueba es una lista que contiene la concate-
3 M *
nacion de pasos de prueba que atestiguan que p <% q.

Veamos a continuaciéon como esta formalizacion de <} nos permite definir
en ACL2 algunos casos particulares de relaciones.

Asi, por ejemplo, si tenemos que p —¢ ¢, la prueba estaria compuesta por
un unico paso de prueba.

prueba = (1ist paso)

Este paso de prueba seria una estructura r-step con direct igual a t, elt1l
igual a p, elt2 igual a q y operator igual a (operador m c¢ f). Aqui, m
seria el monomio de p por el que se realiza la reduccion y c seria el factor de
reduccion correspondiente.

paso = (make-r-step
:direct t
teltl p
:elt2 q
:operator (operador m c f))

donde make-r-step es la funcion constructora la estructura r-step.

En el caso de tener p — ¢, 1 <, g, la prueba estaria compuesta por dos pasos
de prueba.

prueba = (list paso; pasos)

Considerando que en el primer paso, m; es el monomio de p por el que se
hace la reduccion y ¢; el factor de reduccion, y que en el segundo paso, ms
es el monomio de ¢ por el que se hace la reduccion (ya que la reduccion es
de gar,envez de r aq)y c el factor de reduccion, se tiene que
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paso;= (make-r-step
:direct t
teltl p
relt2 r
:operator (operador mi c¢1 f1))

pasoz= (make-r-step
:direct nil
:eltl r
1elt2 ¢
:operator (operador mo co f2))

Notese como en el segundo paso el campo direct esta a nil, indicando que
la reduccion se produce de g a r.

Una vez construida la funcién <->* se definen ->* y ->. Para la primera de
ellas basta exigir que la prueba sea descendente. Para la segunda, debe existir
un tnico paso de prueba directo.

(defmacro ->* (p q prueba F)
‘(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)
(descendentep ,prueba)))

(defmacro -> (p q prueba F)
‘(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)
(direct (first ,prueba))
(not (consp (rest ,prueba)))))

El predicado descendentep expresa el hecho de que una prueba esté formada
tinicamente por pasos de prueba directos. Se define como una macro utilizan-
do la definicion de steps-down de la formalizacion de reducciones abstractas
de en abstract-proofs.lisp.

(defmacro descendentep (prueba)
‘(steps-down ,prueba))

(defun steps-down (p)
(if (endp p)
t
(and
(direct (car p))
(steps-down (cdr p)))))
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También se pueden definir las clausuras positivas <->+ y ->+ exigiendo que
exista, al menos, un paso de prueba.

(defmacro <->+ (p q prueba F)
‘(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)
(consp ,prueba)))

(defmacro ->+ (p g prueba F)
“(and (->* ,p ,q ,prueba ,F)
(consp ,prueba)))

Al igual que las pruebas descendentes, existen pruebas con formas especiales
que son ttiles en la formalizacion de propiedades de confluencia sobre las
relaciones de reduccion. Veamos el caso de las pruebas con forma de pico local
y de walle, que aparecen de manera natural al definir la nocion de confluencia
local (en el capitulo siguiente).

Una prueba con forma de pico local se compone tinicamente de dos pasos
de prueba: uno inverso seguido de otro directo. Por ejemplo, si tenemos que
p «<—pr T —p @, existe una prueba de que p <} ¢ con forma de pico local. El
predicado <-x-> comprueba este tipo de relacion.

(defmacro <-x-> (p q prueba F)
‘(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)
(pico-localp ,prueba)))

El predicado pico-localp se define como una macro utilizando la definicion
de local-peak-p de la formalizacion de reducciones abstractas.

(defmacro pico-localp (prueba)
“(local-peak-p ,prueba))

(defun local-peak-p (p)
(and (consp p)
(consp (cdr p))
(atom (cddr p))
(not (direct (car p)))
(direct (cadr p))))

Una prueba con forma de valle se compone de una secuencia de pasos de
prueba directos seguida de una secuencia de pasos de prueba inversos (ambas
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secuencias pueden estar vacias). Si entre p y ¢ existe una prueba en forma de
valle, lo notamos por p |7 ¢. Por ejemplo, si tenemos que p —p r —p s «p g,
existe una prueba de que p <7} ¢ con forma de valle. El predicado ->*<-
implementa esta relacion.

(defmacro ->*<- (p gq prueba F)
‘(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)
(vallep ,prueba)))

El predicado vallep se define como una macro utilizando la definicion de
steps-valley de la formalizacion de reducciones abstractas.

(defmacro vallep (prueba)
‘(steps-valley ,prueba))

(defun steps-valley (p)
(cond ((endp p) t)
((direct (car p)) (steps-valley (cdr p)))
(t (steps-up (cdr p)))))

(defun steps-up (p)
(if (endp p)
t
(and
(not (direct (car p)))
(steps-up (cdr p)))))

7.4. Equivalencia y congruencia inducida

A continuacion, se demuestra que la relacion de equivalencia coincide con la
congruencia inducida por el ideal (teorema 7.18).

Este resultado es importante ya que unifica dos visiones sobre una misma
nocion de equivalencia polinémica. De un lado, la visiéon proporcionada por
la clausura de equivalencia de una relacion de reduccion construida a partir
de la base de un ideal. Del otro, la vision dada por la pertenencia de la
diferencia de polinomios al ideal generado.

La formalizacion de los resultados de esta seccién se encuentra en el fichero
congruencia-ideal.lisp del directorio Buchberger.
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Los tres lemas siguientes son fundamentales para la demostracion del teorema
principal.

Lema 7.15. Sean F un conjunto finito de polinomios, p un polinomio y m
un monomio no nulo. Entonces:

peEF — m-p—r0

Demostracion. La clave esta en considerar que cualquier polinomio se puede
reducir por su monomio lider o principal. Sea m; el monomio lider de p,
entonces el polinomio m - p tendra como monomio lider m - my. Sea ¢ =
—(m -my)/my; = —m. Por definicion de la relacion de reduccion, m - p —,
m-p+ (—m)-p=0. Por tanto, como p € F se tiene que m - p —x 0. O

El teorema se puede formalizar en ACL2 de la siguiente forma. Sean m un
monomio no nulo, p un polinomio y F una lista de polinomios, y supongamos
que p pertenece a F. Se ha de demostrar que m * p se reduce a 0 respecto a
F. Para ello, hay que encontrar una prueba de dicha relacion.

Como ya se coment6 en la seccion anterior, el parametro extra del predicado
-> representa la prueba de la relacién entre p y ¢ como un paso de reduccion.

(defthm |p en F => m * p ->F 0]
(let ((prueba (prueba-|m * p ->p O m p)))
(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(en p F))
(-> (* (polinomio m) p) (nulo) prueba F))))

Notese que la prueba que justifica el paso de reduccion se construye mediante
la funcion prueba-|m * p ->p 0| que la obtiene a partir de m y p.

Por tanto, debemos en primer lugar definir esa funciéon, que devuelve la se-
cuencia de pasos de reduccion que hay que realizar para reducir m - p a 0.
Puede verse como es suficiente con un tinico paso de reducciéon. El monomio
de reduccion sera el producto de m por el monomio principal de p, el factor
de reduccion sera —m y el polinomio de reduccion, p.

(defun prueba-|m * p ->p 0| (m p)
(if (nulop p)
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nil
(1ist (make-r-step

:direct t

:eltl (* (polinomio m) p)

:elt2 (nulo)

:operator (operador (RAC-MON::* m (primero p))
(polinomio (RAC-MON::- m))
p)))))

Para la demostracion del teorema anterior, basta probar que si p pertenece
a F entonces el tinico paso de la prueba que devuelve la funcién anterior es
realmente un paso valido de reducciéon respecto de F.

(defthm |p en F => paso-valido(first(prueba-m * p ->p 0))|
(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))
(k-polinomiop p) (not (nulop p))
(en p F))
(paso-valido (first (prueba-Im * p ->p 0| m p)) F)))

Lema 7.16. Sean I’ un conjunto finito de polinomios y p, q y r polinomios.
Entonces:

p—rq = p+rlpqg+r

Demostracion. Supongamos que f € F es el polinomio que se utiliza para
reducir p a ¢, es decir, p —¢ ¢. Sea m = ¢, - t,, el monomio de p sobre el
que se aplica la reduccion, donde ¢,, y t,, son, respectivamente, el coeficiente
y el término de m. De acuerdo con la definicion de la relacion de reduccion,

q=p—m/mp(f)-f.

Sea ¢, el coeficiente del monomio de r cuyo término es t,,. Distinguimos tres
casos segin ¢, y ¢, + ¢, sean o no nulos.

Caso 1: ¢, = 0.

El monomio con término t,, en p + r es, precisamente, m. Por lo tanto, se
puede emplear como monomio de reduccion para reducir, en un paso, p+r
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a ¢ +r mediante f, con lo que p+ 17 |} ¢ + r. En efecto:

¢ =0
m
—= pHr—pptr———-f (def. de —)
mp(f)
= p+r—pq+r (q=p— ——F)
mp(f)
= p+r—opq+r (ya que f € F)
= p+rlpqg+r (def. de |7%)

Caso 2: ¢, 0N ¢y, + ¢, =0.

El monomio con término ¢, en ¢ + 7 es ¢, - t,,, ya que el coeficiente de t,,
en ¢ es 0. Por lo tanto, se puede emplear como monomio de reducciéon para
reducir, en un paso, ¢ +r a p+r mediante f, conlo que p+7 |} ¢+ r. En
efecto:

& ZEONC, +¢,=0
Crtm

== q+r—rq+r— - f def. de —
d mp(f) ( )
Cm'tm Cr'tm Cm'tm
= q+7r—rp— f - f la=p— - f
P ) () 1 TP gy )
= q+r—yrp+r (va que ¢, + ¢, = 0)
= q+r—pp+r (ya que f € F)
— q+rlpp+r (def. de |})

Caso 3 ¢, 0N ¢y, + ¢ # 0.

El monomio con término ¢, en p+ 7 es (¢, + ¢) - tm, ya que ¢, + ¢, # 0.
Por lo tanto, se puede emplear como monomio de reducciéon para reducir,
en un paso, p+rap+r—[(¢n+¢ ) tn/mp(f)] - f mediante f. En efecto:

& EONC, +c¢ #0

m T tm
:>p+r—>fp+r—%-f (def. de —)
:>p+r—>Fp+r—%'f (va que f € F)

El monomio con término ¢, en ¢+ r es ¢, - t,,, ya que el coeficiente de ¢,
en ¢ es 0. Por lo tanto, se puede emplear como monomio de reducciéon para
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reducir, en un paso, ¢ +r a p+7r — [(¢m + ¢ ) - tm/mp(f)] - f mediante f.
En efecto:

cr #EZONCy +0 #0

¢ -t
—= q+r—pq+r————=-f def. de —
d mp(f) ( )
= q+7r— p—cm'tm f Gt f (q—p—cm'tm f)
TE mp(f) mp(f) mp(f)
= q+r p+7°—M f (arit. polinémica)
d mp(f) '
m T tm
= q+r—>Fp+r—w-f (ya que f € F)
mp(f)

Uniendo ambos resultados, se obtiene que p+1 |} ¢+ 7.

El teorema puede expresarse en ACL2 de la siguiente forma.

(defthm |p ->F q => p + v ->*%<-F q + r|
(let ((valle (prueba-|p ->F q => p + T ->*%<-F q + r|
P q prueba r)))

(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiop r)
(k-polinomiosp F)
(-> p q prueba F))

(->x<- (+ pr) (+ qr) valle F))))

Describamos a continuacién los pasos fundamentales de la demostracion
Acr2.

Nuevamente, al igual que ocurria en el lema anterior, debemos en primer
lugar definir una funcién que construya la secuencia de pasos de reduccion
que justifica que p+17 |} ¢+ r. Esta secuencia se halla a partir de la prueba
de la reduccion de p a ¢ siguiendo la idea proporcionada por la demostracion
anterior. Notese que se estan construyendo pruebas a partir de otras.

(defun prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| (p q prueba r)
(let* ((o (operator (first prueba)))
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(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr))))
(cond ((equal p q)
nil)
((equal mr nil)
(prueba-caso-1 p q prueba r))
(t
(if (RAC::= crm (RAC::nulo))
(prueba-caso-2 p q prueba r)
(prueba-caso-3 p q prueba r))))))

Recordemos que la funcién en-termino recibe un término y un polinomio, y
devuelve, si existe, el monomio asociado con ese término. Si no existe devuelve
falso.

En consonancia con la demostracion anterior, la funcion que construye la
prueba buscada se divide en tres casos:

Caso 1: No existe ningiin monomio con término t,, en r, es decir, ¢, = 0.

En este caso, la prueba que conecta p con ¢ es una secuencia que, por
hipoétesis, consta de un tinico paso de reduccién. Sélo habria que cambiar
en dicho paso los dos elementos que se conectan, dejando inalterado el
operador y la direccion. Esto es lo que hace la siguiente funcion.

(defun prueba-caso-1 (p gq prueba r)
(1ist (make-r-step
:direct (direct (first prueba))
reltl (+ p r)
relt2 (+ q 1)
:operator (operator (first prueba)))))

A continuacion, se demuestra que si p — g ¢ entonces la prueba que calcula
la funcion anterior es valle y conecta p +r con g + r.

(defthm |cr = 0 & p ->F q => p + r ->%<- q + r|
(let ((m (o-monomio (operator (first prueba)))))
(implies (and (-> p q prueba F)
(k-polinomiop r)
(not (en-termino (termino m) r)))
(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-caso-1 p q prueba r)
F))))
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Caso 2: Existe un monomio con término ¢,, en r y se anula con el monomio
de reduccion, es decir, ¢, #0y ¢, + ¢, = 0.

En este caso, el factor de reduccion es —c,. - t,,,/mp(f), ya que al anularse el
monomio de ¢ con término t%,,, el coeficiente del monomio con término t,,
en q +r es ¢,.

La funcion prueba-caso-2 devuelve la prueba asociada, partiendo de la
prueba que conecta p con ¢, que consiste en un tnico paso de reduccion. El
paso se modifica de la siguiente forma:

= Los dos elementos conectados p y ¢ deberan ser ahora p+ry g+ r.
= La direccion sera nil indicando que el paso es inverso.

= Kl operador tendra como monomio de reduccion el monomio de r con
término t,, (llamémosle m,, es decir, m, = ¢, - t,,), como factor de
reduccion —m,./mp(f) (calculado por la funciéon f-reduccion) y como
polinomio de reduccion, f.

(defun f-reduccion (mr mfi)
(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ mr mfi))))

(defun prueba-caso-2 (p q prueba r)
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(fi (o-polinomio 0)))
(1ist (make-r-step
:direct nil
celtl (+ p 1)
:elt2 (+ q 1)
:operator
(operador mr (f-reduccion mr (primero fi)) £fi)))))

El teorema siguiente establece que si p — g ¢ entonces la prueba que calcula
la funcion anterior es valle y conecta p 4 r con g + 7.

(defthm |cr + cm = 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + ]
(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr))))
(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))
(k-polinomiop r)
(k-polinomiosp F)
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mr
(equal crm (RAC::nulo)))
(->#<- (+ pr) (+ q r) (prueba-caso-2 p q prueba r)
F))))

Para su demostracion, es necesario comprobar que m, esti en la suma de ¢
y r, dado que p —p q y que ¢, # 0:

(defthm |p ->F q => mr en (q + 1)/
(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))
(mr (en-termino (termino m) r)))
(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))

(polinomiop r)

(k-polinomiosp F)

mr)

(en-monomio mr (+ q r)))))

Caso 3 Existe un monomio con término t,, en r y no se anula con el monomio
de reduccion: ¢, + ¢, # 0y ¢, # 0. En este caso, hay dos factores de
reduccion. Uno es —(c¢,, + ¢;) - t,/mp(f) (para p 4+ 1) y el otro es —c¢, -
tm/mp(f) (para g +r).

s p+r —pp+r—I[(cn+c) tn/mp(f)]- f. Notese que el coeficiente
de t,, en p+1res ¢, + ¢,

s g+r —=pp+r—|[(cm+c) tn/mp(f)]- f. Notese que el coeficiente
de t,, en g+ 1 es c,.

Por lo tanto, en este caso son necesarios dos pasos de prueba, uno directo y
otro inverso. La funcién paso-1-caso-3 calcula el paso de prueba directo.

(defun paso-1-caso-3 (p paso r)
(let* ((o (operator paso))
(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(mrm (RAC-MON::+ m mr))
(fi (o-polinomio 0)))
(make-r-step
:direct t
:eltl (+ p r)
:elt2 (+ r (+ p (x (f-reduccion mrm (primero fi)) £i)))
:operator
(operador mrm (f-reduccion mrm (primero fi)) £i))))
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Es necesario demostrar que lo que devuelve esta funciéon es un paso de
prueba valido y directo.

(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-1-caso-3) |
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr)))
(paso (paso-1-caso-3 p (first prueba) r)))
(implies (and (-> p q prueba F)
(k-polinomiop r)
(not (equal p q))
(en-termino (termino m) r)
(not (equal crm (RAC::nulo))))
(and (paso-valido paso F)
(direct paso)))))

Para esto, también se necesita saber que (¢, + ¢,) - t,, estd en p+r.

(defthm |(cm + cr)tm en p + rl
(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr))))
(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))
(polinomiop r)
(en-termino (termino m) r)
(not (equal crm (RAC::nulo))))
(en-monomio (RAC-MON::+ m mr) (+ p r)))))

La siguiente funcion paso-2-caso-3 calcula el paso de prueba inverso.

(defun paso-2-caso-3 (p q paso r)
(let* ((o (operator paso))
(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(mrm (RAC-MON::+ m mr))
(fi (o-polinomio 0)))
(make-r-step
:direct nil
teltl (+ r (+ p (¢ (f-reduccion mrm (primero fi)) fi)))
celt2 (+ q 1)
:operator
(operador mr (f-reduccion mr (primero fi)) £i))))
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En este caso, también es necesario demostrar que lo que devuelve esta fun-
cion es un paso de prueba valido.

(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-2-caso-3) |
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio 0))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr)))
(paso (paso-2-caso-3 p q (first prueba) r)))
(implies (and (-> p q prueba F)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiop r)
(k-polinomiosp F)
(not (equal p q))
(en-termino (termino m) r)
(not (equal crm (RAC::nulo))))
(paso-valido paso F))))

Seguidamente, antes de poder unir los dos pasos de reducciéon previamente
obtenidos, necesitamos comprobar que el primer elemento del paso inverso
coincide con el segundo elemento del paso directo.

(defthm |eltl(paso-2-caso-3) = elt2(paso-1-caso-3) |
(equal (eltl (paso-2-caso-3 p q paso r))
(elt2 (paso-1-caso-3 p paso r))))

Por tltimo, se construye la prueba del ultimo caso.

(defun prueba-caso-3 (p q prueba r)
(list (paso-1-caso-3 p (first prueba) r)
(paso-2-caso-3 p q (first prueba) r)))

Finalmente, se establece que si p —p ¢ entonces la prueba que calcula la
funcién anterior es valle y conecta p + r con q + r.

(defthm |lcr + cm !'= 0 & p ->F q => p + T ->%<- q + r|
(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))
(mr (en-termino (termino m) r))
(crm (RAC::+ (coeficiente m) (coeficiente mr))))
(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))
(k-polinomiop r)
(k-polinomiosp F)
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(en-termino (termino m) r)
(not (equal crm (RAC::nulo))))
(->x<- (+ pr) (+ g r) (prueba-caso-3 p q prueba r)
F)))

Asi, se ha demostrado la existencia de una prueba valle en los tres posibles
casos. La consideracion de estos tres casos lleva a la demostracion del teorema
principal.

Veamos a continuacién como si p <= ¢ con un tnico paso de prueba entonces
P =wr4q.

Lema 7.17. Si F' es un conjunto finito de polinomios e I = (F') entonces
Porq = P=I(q

Demostracion.

Caso 1: p —p q. Sea f el polinomio de F' por el cual se hace la reduccion,
es decir, p —¢ ¢, y sea m el monomio de p que se utiliza en la reduccion.
Entonces

def. de —F)
prop. polinomicas)
def. de (F))
def. de =)

p—rq = q=p—(m/mp(f)) - f (
= p—q=(m/mp(f))-f (
= p—q€(F) (
= pP=14¢ (

Caso 2: ¢ —p p. Analogamente, tomando el signo opuesto.

El teorema ACL2 correspondiente es el siguiente.

(defthm |p <->F q => p =<F> ql
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(<-> p q paso F))
(=<>p q F)))
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Para demostrarlo en ACL2 se debe suministrar un testigo de la pertenencia
de p — ¢ al ideal generado por F' (es decir, una secuencia de coeficientes).

La siguiente funcién C-|p <->F q => p =<F> q| es precisamente el testigo
de la pertenencia de p — ¢ al ideal generado por F'.

(defun C-|p <->F q => p =<F> q| (paso F)
(let* ((o (operator paso))
(fi (o-polinomio o))
(ci (o-factor 0)))
(cond ((endp F) nil)
((equal fi (first F))
(if (direct paso)
(cons (- ci) (CO (rest F)))
(cons ci (CO (rest F)))))
(t
(cons (nulo) (C-lp <->F q => p =<F> ql
paso (rest F)))))))

Su correccion viene dada por el siguiente teorema.

(defthm |p - g = c1(C-p <->F q => p =<F> q, F)|
(implies (and (k-polinomiosp F)
(<-> p q paso F))
(equal (+ p (- q))
(combinacion-lineal
(IC-p <->F q => p =<F> ql| paso F) F)))

Los tres lemas anteriores, 7.15, 7.16 y 7.17, son fundamentales para demostrar
el siguiente teorema, que establece que la congruencia del ideal coincide con
la relacion de equivalencia. Las funciones definidas anteriormente para la
construccion de las pruebas se emplearan también ahora. En particular, la
funciéon prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| jugard un papel muy
importante.

Teorema 7.18. Si F' es un conjunto finito de polinomios e I = (F') entonces

P=rq <= perq

Demostracion. =: Sea F = {f1,..., f.}
p=rq = p—qel (def. de =)

n

= dcg, ..., p—q= Z cifi  (def. de pertenencia a ideal)
i=1



180 Reducciones polinémicas

Sea ¢; = m;; + - -+ my,. Al descomponer cada polinomio ¢; en la suma de
sus monomios y aplicar distributividad, se obtiene lo siguiente:

n l;
pZQ+ZZmijfi

i=1 j=1

Demostremos ahora p <% ¢ por induccién sobre el nimero total de mono-

mios [ =Y 1 I;.

Caso base:

Si [ = 0 entonces p = q y, por lo tanto, p <% q.

Paso de induccion:
Sil > 0, definimos

r=q-+ Z Zmijfi —mnfi
i=1 j=1

Como evidentemente r = ¢, aplicamos hipo6tesis de induccion para dedu-
cir que 7 <% .

Por el lema 7.15 se tiene que mq1f; —p 0y, por el lema 7.16, que p =
r 4+ ma1 f1 |} 7. Esto unido a que r <}, ¢ implica p <7 q.

<«: Por induccion sobre la definicion de 7.

Caso base: p=q

p=q = p—q=0 (p—p=0)
= p—q€(F) (0 € (F))
= p=rq (def. de =)

Paso de induccion: p # q

Entonces existe un r tal que p <= g r <% ¢ y por hipoétesis de induccion,
repq = r=rq

Por el lema 7.17 p =; r y por hipotesis de induccion r =; ¢, entonces
p =1 q por definicion de =;.
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O

El teorema se formaliza en ACL2 mediante los dos siguientes eventos. Cada
uno de ellos establece una de las implicaciones.

(defthm |p =<F> q => p <->F* ql
(let ((prueba (prueba-|p =<F> q => p <->F* q| p q F)))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(=<>p q F))
(<->* p q prueba F)))

(defthm |p <->F* q => p =<F> ql
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(<->* p q prueba F))
(=<>p q F)))

Demostracion del teorema |p =<F> q => p <->Fx ql:
Siguiendo la demostracién a mano, comenzamos por el primer teorema ACL2.

Sean p y q polinomios y F una lista de polinomios. Supuesto que p y q
son congruentes respecto al ideal de F, se ha de demostrar que p y g estan
relacionados respecto a F. Para ello, hay que encontrar una prueba de dicha
relacion.

La funcién prueba-|p =<F> q => p <->Fx gl construye una prueba que
demuestra que p y q estan relacionados mediante <->Fx.

(defun<k> prueba-|p =<F> q => p <->F*x ql (p q F)
(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))
(pe (pares-especiales C F)))
(prueba- |pep(pe, F) => cle(qg, pe) <->F* gl q pe)))

Recordemos que la funcién en-ideal-witness, que aparece en el encapsu-
lado correspondiente a la funcion de Skolem en-ideal, esta restringida por
axiomas a devolver la lista de coeficientes que atestiguan la pertenencia de
un polinomio a un ideal.
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Por consiguiente, la expresion (en-ideal-witness (+ p (- g)) F) es una
lista C que representa a los ¢; del esquema de demostraciéon anterior, y puede
ser utilizada para construir lo que denominaremos pares especiales de C 'y
F. Estos pares especiales no son mas que los pares (m;;, f;) del sumatorio
Yoy Z?:l mi; fi, que se obtienen a partir de los ¢; y los f;.

En primer lugar, hay que descomponer los ¢; en sumas de monomios, para
asi poder expresar p como la suma de g con una combinacion lineal de los f;
con los m;;. De esto se encarga la funcion pares-especiales.

La funcién pares-especiales recibe la lista de coeficientes polindémicos C
y la lista de polinomios F. Ambas listas pueden considerarse como una re-
presentacion abstracta del sumatorio ).  ¢;f;, de manera que lo que se
devuelve es la lista de pares (m;;, f;) que se obtiene al descomponer los ¢; en
sus monomios y aplicar reiteradamente la propiedad distributiva dentro del
sumatorio.

(defun pares-especiales (C F)
(if (or (endp C) (endp F))
nil
(append (pares-especiales-aux (first C) (first F))
(pares-especiales (rest C) (rest F)))))

Esta funcion se apoya en la funcion auxiliar pares-especiales-aux que con-
catena recursivamente los pares (m;;, f;) correspondientes a cada par (¢;, fi).

(defun pares-especiales-aux (c f)
(if (nulop c)
nil
(cons (cons (primero c) (list £f))
(pares-especiales-aux (resto c) £))))

El problema se reduce ahora a construir una prueba que utilice ¢ y los pares
especiales en lugar de p, ¢ y F. Mas adelante, veremos que si p — ¢ € (F)
n l;

entonces se cumple que p=q+ > ;" > " my; fi.

(defun prueba-|pep(pe, F) => cle(q, pe) <->Fx gl (q pe)
(if (endp pe)
nil
(append (prueba-|cle(q, pe) <->*F cle(q, rest(pe))| q pe)
(prueba- |pep(pe, F) => cle(q, pe) <->F* gl q (rest pe)))))
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Como se puede observar, esta funcion recursiva realiza su cometido con-
catenando dos pruebas en el caso no trivial. La primera de ellas relaciona
P=q+> Z;"Zl mi;fi y r = p —mqy f1. La segunda prueba relaciona r y
¢, v se obtiene por recursion.

Por ultimo, veamos como se construye la prueba que relaciona p con r. La
idea consiste en utilizar las funciones que se emplearon para demostrar los
lemas 7.15 y 7.16. La funcién del lema 7.15 se utiliza para construir la prueba
de la reduccion de mq;f; a 0. Esta prueba se emplea a su vez junto a la
funcion del lema 7.16 para crear una prueba de que p =r + mqy f1 y r estén
relacionados.

(defun prueba-|cle(q, pe) <->*F cle(q, rest(pe))| (q pe)
(if (endp pe)
nil
(let ((par (first pe)))

(prueba-|p ->F q => p + r ->*%<-F q + rl
(* (polinomio (first par)) (second par))
(nulo)
(prueba-|m * p ->p 0| (first par) (second par))
(combinacion-lineal-especial q (rest pe))))))

Para poder hacer esto, tenemos que definir el concepto de combinacion lineal
especial, que es el resultado de sumar un polinomio q y los productos de una
lista pe de pares especiales. Esta funcion juega el papel en la demostracion
de calcular g + Z?Zl Z?Zl ML, fi a partir de g y de la lista de pares (milj, fi).

(defun combinacion-lineal-especial (g pe)
(if (endp pe)

q
(let ((par (first pe)))
(+ (x (polinomio (first par)) (second par))
(combinacion-lineal-especial q (rest pe))))))

Ahora, hemos de demostrar que realmente la prueba devuelta por la fun-
cion prueba-|cle(q, pe) <->*F cle(q, rest(pe))| se construye correc-
tamente. Para ello hay que comprobar que cuando pe contiene pares espe-
ciales de F, su sumatorio asociado esta relacionado con el que se obtiene al
eliminar el primer par. Es decir:

n n
q+ szijfi —p q+ szijfi —mufi

i=1 j=1 i=1 j=1
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El teorema que obtenemos, y que se presenta a continuacion, se demuestra
con ayuda de los lemas 7.15 y 7.16, y es clave en la demostracion del paso
inductivo del resultado final.

(defthm |cle(q, pe) <->*F cle(q, rest(pe)) |
(let ((prueba (prueba-lcle(q, pe) <->*F cle(q, rest(pe))| q pe)))
(implies (and (k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(pares-especialesp pe F))
(<->x (combinacion-lineal-especial q pe)
(combinacion-lineal-especial q (rest pe))

prueba

F))))

Como se observa, es necesario definir un reconocedor para los pares espe-
ciales, al que hemos llamado pares-especialesp. Esta funcion recibe dos
parametros, pe y F, y determina si pe es una lista de pares especiales de F.

(defun<k> pares-especialesp (pe F)
(if (endp pe)
(equal pe nil)
(let ((par (first pe)))

(and (consp par)
(equal (len par) 2)
(k-monomiop (first par))
(not (RAC-MON::nulop (first par)))
(k-polinomiop (second par))
(en (second par) F)
(pares-especialesp (rest pe) F)))))

El siguiente teorema establece que si p — ¢ = Y ., ¢;f; entonces p = ¢ +
S Z?zl m, fi- La demostracion ACL2 de este teorema es complicada y
requiere algunos lemas ademas de muchas de las propiedades de anillo.

(defthm |p - q = c1(C, F) => cle(q, pe(C, F)) = pl
(let ((pe (pares-especiales C F)))
(implies (and (equal (+ p (- gq)) (combinacion-lineal C F))
(k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp C))
(equal (combinacion-lineal-especial q pe) p))))
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En este punto, podemos ya demostrar que si p es congruente con ¢ modulo
(F'), entonces p tiene que ser igual a la combinacion lineal especial formada
por q y por los pares especiales que se obtienen de los testigos de la perte-
nencia de p — g a (F').

(defthm |p =<F> q => cle(q, pe(en-ideal-witness(p - q, F))) = pl
(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))
(pe (pares-especiales C F)))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(=<>p q F))
(equal (combinacion-lineal-especial q pe) p))))

Finalmente, obtenemos el teorema siguiente que demuestra que si pe es una
lista de pares especiales de F entonces la combinacion lineal especial de q y
pe estd relacionada con q a través de una prueba. Su demostracion se realiza
por induccion sobre la estructura de la funciéon que obtiene la prueba.

(defthm |pep(pe, F) => cle(q, pe) <->Fx* ¢l
(let ((prueba (prueba-|pep(pe, F) => cle(q, pe) <->Fx gl q pe)))
(implies (and (k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(pares-especialesp pe F))
(<->x (combinacion-lineal-especial q pe) q prueba F))))

Componiendo los dos tltimos teoremas junto con algunos lemas de clausura
se obtiene el teorema |p =<F> q => p <->F* ql.

Demostracion del teorema |p <->Fx q => p =<F> ql:

Procedamos ahora a demostrar |p <->Fx q => p =<F> ql|. Este teorema
dice que si p <7 ¢ entonces p =; g, o lo que es equivalente, que p — ¢
pertenece al ideal generado por F'.

Para demostrar esto en ACL2 se debe suministrar un testigo de la pertenencia
de p — ¢ al ideal generado por F.

La siguiente funcion C-|p <->F* q => p =<F> q| es precisamente ese testi-
go, y usa la funcion introducida en el lema 7.17 para obtener la combinacion
lineal a partir de un paso individual.

(defun C-|p <->Fx q => p =<F> q| (prueba F)
(if (endp prueba)
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nil
(C+ (C-lp <->F q => p =<F> q| (first prueba) F)
(C-lp <->F* q => p =<F> q| (rest prueba) F))))

Su correccion viene dada por el siguiente teorema.

(defthm |p - g = cl(C-p <->F* q => p =<F> q, F)|
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(<->* p q prueba F))
(equal (+ p (- @))
(combinacion-lineal
(IC-p <->F* q => p =<F> gl prueba F) F))))

Este teorema implica trivialmente el teorema |p <->F* q => p =<F> q].

La importancia de este ultimo resultado radica en que se unifican dos visiones
sobre una misma nocion de equivalencia polinémica. De un lado, la vision
proporcionada por la clausura de equivalencia de una relacién de reduccién
construida a partir de la base de un ideal. Del otro, la visién dada por la
pertenencia de la diferencia de polinomios al ideal generado.

La formalizacion en ACL2 conduce en ambos casos, al empleo de testigos.
En el caso de la relacion de equivalencia, el testigo, que exponemos siempre
explicitamente, constituye un objeto de prueba que demuestra la conexion
existente entre los polinomios relacionados. En cuanto a la congruencia in-
ducida, el testigo, que mantenemos oculto bajo una funcion de Skolem apro-
piada, muestra los coeficientes polindémicos implicados en la pertenencia al
ideal del polinomio diferencia.

Como hemos demostrado, ambos testigos estan relacionados y las funciones
disenadas para la elaboraciéon de la prueba final nos permiten construir uno
cualquiera de ellos a partir del otro.

7.5. Noetherianidad de las reducciones poliné-
micas

Definicién 7.19. Sea — una relacion de reduccién sobre un conjunto A.
Decimos que — es noetheriana si no existe una secuencia infinita {a; };en tal
que ag — a1 — Ay — .
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En esta secciéon se muestra la formalizacion de la noetherianidad de la re-
lacion de reduccion polindémica realizada en noetherianidad.lisp. Para la
formalizacion de esta propiedad en ACL2, nos basaremos en el siguiente re-
sultado.

Teorema 7.20. Una reduccion es noetheriana si, y solo si, estd contenida
en la inversa de una relacion bien fundamentada.

Por lo tanto, basta probar que existe una relacion bien fundamentada tal
que cuando se aplica cualquier paso valido de reduccion a un elemento en
el dominio de definicién, se obtiene otro elemento menor respecto de tal
relacion.

Recordemos (capitulo 4) que empleamos < para referirnos al orden bien
fundamentado sobre los polinomios, y que dados dos polinomios py ¢, p < ¢
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. p=0Aqg#0.
2. pAONg#ONtp(p) <r tp(q).

3. p#O0NqgH#O0Ntp(p) = tp(q) N resto(p) < resto(q).

Ya que este orden estd bien fundamentado, se puede utilizar para establecer
la noetherianidad de la reduccion polindémica previamente presentada. Sim-
plemente hay que expresar que mediante la aplicacion valida de un operador
a un polinomio se obtiene otro menor que él con respecto a <.

Teorema 7.21. Sean p un polinomio, F' un conjunto finito de polinomios y
o un operador. Entonces,

vdlido(p, 0, F) = reduccion(p,o0) < p
En Acr2,

(defthm |valido(p, o, F) => reduccion(p, o) < pl
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(valido p o F))
(< (reduccion p o) p)))
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Este teorema no es sencillo de demostrar porque involucra bastantes propie-
dades de los polinomios (aparte de las de anillo). La demostracion se apoya,
fundamentalmente, en el corolario del lema 7.23 para el que necesitaremos el
lema 7.22 que demostraremos a continuacion.

Lema 7.22. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p, mp(q) =
—m y tp(p+q) # tp(p) entonces tp(p+q) < tp(p).

En AcrL2,

(defthm |m en p & mp(g)=-m & tp(p + @) !=tp(p) => tp(p + q) < tp(p)l|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop g) (en-monomio m p)
(not (equal (termino (primero (+ p q)))
(termino (primero p))))
(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))
(RAC-TER: :< (termino (primero (+ p q)))
(termino (primero p)))))

Demostracion. Sea t,, el término de m. Como m es un monomio de p y
mp(q) = —m se tiene que t,, < tp(p) v tp(q) =t < tp(p). Por lo tanto, al

ser tp(p -+ g) < méx{ ip(p), 0(q)}, necesariamente tp(p-+ g) < p(p) y, como
son distintos por hipotesis, tp(p + q) < tp(p). O

Lema 7.23. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p y mp(q) =
—m entonces p+q < p.

En AcL2,

(defthm |m en p & mp(q) = - m => p + q < pl
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-monomiop m) (en-monomio m p)
(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))
< +pap))

Demostracion. Por induccion sobre la definicion del predicado <.

Caso 1I: p+q=0Vp=0.
Inmediato, ya que p # 0.

Caso 2: p+q#0Ap# 0N tp(p+q) # tp(p).
En este caso, tp(p + q) < tp(p) por el lema 7.22. Luego p+ ¢ < p.
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Paso inductivo: p+q#0Ap£0ANtp(p+q) = tp(p).

Por hipotesis de induccion se tiene que si m es un monomio de resto(p) y
mp(q) = —m entonces

resto(p) + q < resto(p)

En este caso, sea t, el término de m; como m es un monomio de p y
mp(q) = —m, se tiene que t,,, < tp(p) y tp(q) = t,m < tp(p). Por lo tanto, al
ser tp(p) = tp(p + q), necesariamente tp(q) < tp(p) porque si tp(q) = tp(p)
entonces mp(p) = my tp(p+ q) < tp(p), ya que mp(q) = —m. De aqui se
obtiene que t,, # tp(p).

Por lo tanto, m # mp(p) y, como m ha de estar en p, formara parte de
resto(p).

Como m es un monomio de resto(p), mp(q) = —m y tp(p + q) = tp(p)
entonces resto(p + q) = resto(p) + q y, aplicando hipotesis de induccion,
resto(p + q) < resto(p). Luego p+ ¢ < p.

O

Nota. En la demostracion anterior, utilizamos implicitamente el hecho de
que si m es un monomio de p cuyo término es t,, y tp(p) = t,, entonces
mp(p) = m. Recuérdese que esto es asi porque estamos considerando una
representacion normalizada, donde un polinomio no puede contener dos mo-
nomios con el mismo término.

Lema 7.24. Sean p y q dos polinomios no nulos. St m es un monomio de p

divisible por el monomio principal de q y ¢ = —m/mp(q) entonces p+c-q < p.
En AcL2,
(defthm |m en p & ¢ = - m / mp(q) => p + ¢ * q < pl

(let ((c (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero g))))))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q) (not (nulop q))
(k-monomiop m) (en-monomio m p)
(dividep (termino (primero q)) (termino m)))

(< (+p (xcq)) p))

Demostracion. Notese que mp(c - q) = (—m/mp(q)) - mp(q) = —m y por
tanto, podemos aplicar el lema 7.23. ]
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7.6. Formas normales

Como consecuencia de la seccidon anterior, es posible definir el concepto de
forma normal de un polinomio. Su formalizacién se encuentra en el fichero
forma-normal.lisp del directorio Buchberger.

Notese que esta forma normal no tiene nada que ver con la forma normal de
un polinomio definida en el capitulo 3.

Definiciéon 7.25. Dada una reduccion — sobre un conjunto A, se dice que x
esta en forma normal o que es irreducible respecto de — si no existe ningin
y € A tal que x — y. En caso contrario, se dice que = es reducible.

Definicion 7.26. Dada una reduccion — sobre un conjunto A, se dice que y
es una forma normal de x respecto de — si x —* y y y es irreducible respecto
de A. La notacion x | denota una forma normal de z.

Veamos a continuaciéon como, dado un polinomio, se puede llevar a cabo
el calculo de una forma normal respecto de la reduccién asociada a una
secuencia finita de polinomios. Notese, que para formalizar la nocién de forma
normal, serd fundamental definir un test de reducibilidad.

Definicién 7.27. Dada una reduccion — sobre un conjunto A, se dice que
una funcion, reducible, es un test de reducibilidad para —, si es una funcion
computable reducible : A — AU {z}, (donde x es un elemento cualquiera
que no pertenece a A) tal que, para todo a reducible, a — reducible(a) y, en
caso contrario, reducible(a) = x.

Para el caso de las reducciones polinémicas, se dice que un polinomio p
es reducible por otro f, si existe un monomio en p que es divisible por el
monomio principal de f.

7.6.1. Reducibilidad

La funcién reducible implementa este concepto de reducibilidad en ACL2,
devolviendo nil si no es reducible y un operador en caso contrario.

(defun reducible (p f)
(let ((c (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ (primero p)
(primero £))))))
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(cond ((or (not (polinomiop p))
(not (polinomiop f))
(nulop p) (nulop £))
nil)
((dividep (termino (primero f)) (termino (primero p)))
(operador (primero p) c f))
(t (reducible (resto p) £)))))

Teorema 7.28. Sean p un polinomio, F' un conjunto finito de polinomios y
feF.
reducible(p, f) = wdlido(p, reducible(p, f), F')

En AcL2,

(defthm |reducible(p, fi) => valido(p, reducible(p, fi), F)|
(implies (and (reducible p fi) (en fi F))
(valido p (reducible p fi) F)))

Demostracion. Por induccion sugerida por la funcion reducible.

Caso base: tp(f) | tp(p)

Inmediato por la definicion de reducible y wvdlido.

Paso de induccion:

La hipotesis de induccion es

reducible(resto(p), f) = wdlido(resto(p), reducible(resto(p), f), F')

reducible(p, f) N =(tp(f) | tp(p))
= reducible(p, ) = reducible(resto(p), f) (def. de reducible)
= wdlido(resto(p), reducible(p, f), F') (hipotesis de induccion)
= wdlido(p, reducible(p, f), F) (def. de valido)

O

La funcién reducible-F, que se define a continuacién, realiza la comproba-
cion de reducibilidad respecto de un conjunto de polinomios. Para esto se
necesita la funcion reducible. En caso de que si sea reducible, la funciéon
devuelve el operador asociado. En caso negativo devuelve nil.
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(defun reducible-F (p F)
(cond ((endp F)
nil)
((reducible p (first F))
(reducible p (first F)))
(t
(reducible-F p (rest F)))))

La propiedad fundamental que debe satisfacer la funciéon reducible-F es que
para todo polinomio p, (reducible-F p) devuelve un operador aplicable a
p, siempre que p no esté ya en forma normal, y nil en caso contrario. La
formalizacion en ACL2 es la siguiente.

(defthm |reducible(p, F) => valido(p, reducible(p, F), F)|
(implies (reducible-F p F)
(valido p (reducible-F p F) F)))

(defthm |~reducible(p, F) => “valido(p, o, F)l|
(implies (not (reducible-F p F))
(not (valido p o F))))

7.6.2. Forma normal a partir del test de reducibilidad

Con este test de reducibilidad, calculamos una forma normal, con la siguiente
funcion.

(defun<k> fn-F (p F)
(declare (xargs :measure (RAC-POL::fn p)
:well-founded-relation <))
(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))
(let ((red (reducible-F p F)))
(if red
(fn-F (reduccion p red) F)
p))
Pp))

Notese que es posible definir la funcion anterior en ACL2 (es decir, probar su
terminacion) porque se ha demostrado previamente la buena fundamentacion
de la relacion < sobre los polinomios normalizados (teorema 4.16) y que
la reduccion es noetheriana (teorema 7.21). En concreto con declare se le
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indica que, para demostrar la parada de la funcién, tome como medida la
forma normal del polinomio que recibe como primer parametro y que use
como relacion bien fundamentada el orden de polinomios.

Teorema 7.29. Dado un conjunto finito de polinomios F, la funcion fnp
calcula una forma normal. Es decir, dado un polinomio p

= p =% fup(p)

v fnp(p) es irreducible

Demostracion. Por induccion sobre la definicion de fnp.

Caso base: p es irreducible.

Por definicion de fnp y —7% se tiene, ya que p —% p = fnp(p) y p es
irreducible.

Paso de induccion: p no es irreducible.

En este caso, sea o = reducible p(p) el operador respecto del cual p se puede
reducir y ¢ = reduccion(p, o) el polinomio resultante de reducir p utilizando
ese operador. Por definicion de — 5 se tiene que p —p q.

Por hipotesis de induccion se tiene que ¢ —75 fnp(q) v que fng(q) es irre-
ducible. Con lo cual, p =3 fnp(q).

Por definicion de frng, fnp(p) = fnp(q) y, por tanto, se tiene que p —%
fnp(p) vy que fnp(p) es irreducible.

O

El teorema ACL2 correspondiente se presenta a continuacion. Puesto que
en nuestra formalizacion toda equivalencia debe ser justificada dando una
prueba, para demostrar la propiedad de normalizacion, debemos definir una
funciéon prueba-forma-normal que recibird un elemento del dominio de de-
finicion y devolvera una prueba que justifica la equivalencia de ese elemento
con otro en forma normal que es el mismo elemento que calcula la funcién
fn-F dada anteriormente. En nuestro caso, para saber si un polinomio es
irreducible basta con comprobar que no es valido aplicar ningin operador a
ese polinomio.

Estos son los dos teoremas ACL2 que establecen que (fn-F p F) es una
forma normal de p.
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(defthm |p ->F* fn(p, F)I
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(->* p (fn-F p F) (prueba-forma-normal p F) F)))

(defthm |fn(p, F) irreducible|
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(not (valido (fn-F p F) o F))))

La funcion prueba-forma-normal, que nos devuelve una prueba que nos
conduce desde un polinomio hasta su forma normal, sera obtenida aplicando
pasos de reduccion hasta que se llegue a un elemento irreducible. Notese que
en la demostracion de terminacion de esta funcion (al igual que pasaba con
la funcioén fn-F) se necesita la buena fundamentacion de la relacion < entre
polinomios y la noetherianidad de la reduccién.

(defun<k> prueba-forma-normal (p F)
(declare (xargs :measure (RAC-POL::fn p)
:well-founded-relation <))
(let ((red (reducible-F p F)))
(if (and red (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))
(cons (make-r-step
:direct t
teltl p
:elt2 (reduccion p red)
:operator red)
(prueba-forma-normal (reduccion p red) F))
nil)))

Cada paso de reduccion esta constituido por una estructura r-step que con-
tiene un paso directo de prueba que conecta p con (reduccion p red), don-
de red contendra el operador correspondiente a la reduccién. Dicho operador
se obtiene con la funcién reducible-F.

Para que la secuencia de tales pasos constituya una prueba, debemos de-
mostrar que todo operador, al aplicarse validamente sobre un elemento del
dominio de definicién de la reduccion, obtiene un elemento en el mismo do-
minio de definicion.

(defthm |valido(p, o, F) => k-polinomiop(reduccion(p, o))l
(implies (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F)
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(valido p o F))
(k-polinomiop (reduccion p 0))))

Con todo esto se obtiene, finalmente, la demostracion de los teoremas ACL2
lp ->F* fn(p, F)| y |fn(p, F) irreduciblel.

7.7. Calculo de formas normales

Como se ha visto en la seccién anterior, es posible definir una funciéon que
calcula formas normales usando el test de reducibilidad. Aunque tal funcién
es idonea para el razonamiento (en concreto, es muy ftil para poder obtener
el resultado de la seccion 8.3.2 mediante instanciacion funcional), no es ade-
cuada para usarla en el algoritmo de Buchberger, ya que maneja el concepto
«teodricoy de operador.

En esta seccion nos olvidamos momentaneamente de los operadores y defi-
nimos las funciones de reduccion que se utilizaran en la implementacion del
algoritmo de Buchberger. Posteriormente se prueba la relacion entre estas
funciones y las de operadores. Su formalizacion se encuentra en el fichero
calculo-forma-normal.lisp.

La nocién de reduccion polinémica que se utiliza en el algoritmo de Buch-
berger puede ser modelada mediante la siguiente funcion.

Definiciéon 7.30 (reduccién polinémica). Sean p, f dos polinomios. Se
define red(p, f) de la siguiente forma:

red(p, f) =p+cr(p, f)- f

donde cr se define como sigue:

» Si no existe ningiin monomio en p divisible por mp(f), er(p, f) = 0.

» En caso contrario, c¢r(p, f) = —m/mp(f) donde m es el mayor monomio
de p divisible por mp(f).

De esta forma, la nociéon de reducciéon polindmica que se utiliza en el algoritmo
de Buchberger puede ser modelada en ACL2 mediante la siguiente funcion:

(defun red (p f)
(+p (*x (crpf) £)))
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donde la funcién cr calcula el factor de reduccion entre p y q, y que coincide
con un posible ¢ en la definicion 7.7.

(defun cr (p f)
(second (crp p £)))

Para ello, utiliza la funcion crp que devuelve un par con un booleano que
indica si existe o no factor de reduccion, y el factor de reduccion si existe, (o
el polinomio nulo, si no existe).

(defun crp (p f)
(let ((pl (primero p))
(f1 (primero £)))
(cond ((or (nulop p) (not (polinomiop p))
(nulop f) (not (polinomiop £)))
(list nil (nulo)))
((dividep (RAC-MON::termino f1) (RAC-MON::termino p1))
(list t (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ pl f1)))))
(t
(crp (resto p) £)))))

A continuacién se demuestra en el teorema 7.34 una propiedad fundamental:
el polinomio reducido es menor que el original (que se demuestra con la ayuda
de los teoremas 7.21 y 7.28, y los dos lemas 7.31 y 7.33 que se demuestran a
continuacion).

Para ello, en primer lugar, se define la funcién redp que reimplementa el
concepto de reducibilidad en AcCL2. Esta funcion se define con la ayuda de
la funcion crp. Devuelve t si p es reducible por f y nil en caso contrario.

(defun redp (p f)
(first (crp p £)))

Notese que la diferencia entre los dos tests de reducibilidad definidos es que
reducible trabaja con operadores mientras que redp no lo hace.

Lema 7.31. Sean p y f dos polinomios.

redp(p, f) <= reducible(p, f)

En AcrL2,
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(defthm |redp(p, f) <=> reducible(p, f)l|
(iff (redp p f) (reducible p f)))

Demostracion. Por induccion sobre la definicion de reducible O
Lema 7.32. Sean p, f polinomios y c el factor de reduccion del operador

devuelto por reducible(p, f). Entonces ¢ = cr(p, f).

(defthm |o-factor(reducible(p, f)) = cr(p, f)l
(implies (reducible p f)
(equal (o-factor (reducible p f)) (cr p £))))

Demostracion. Por induccién sobre la definicion de reducible. O

Lema 7.33. Sean p y f dos polinomios.

reducible(p, f) = reduccion(p, reducible(p, f)) = red(p, f)

En Acr2,

(defthm |reduccion(p, reducible(p, f)) = red(p, f)I
(implies (reducible p f)
(equal (reduccion p (reducible p f)) (red p £))))

Demostracion.

Sea c el factor de reduccion del operador devuelto por reducible(p, f). Enton-
ces:

reducible(p, f) =

reduccion(p, reducible(p, f)) = p+c-f (def. de reduccion)
= p+er(p, f)-f (lema 7.32)
= red(p, f) (def. de red)
U

Teorema 7.34. Sean p y f dos polinomios.

redp(p, f) = red(p, f) <p

En Acr2,
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(defthm |redp(p, f) => red(p, f) < pl
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop f)
(redp p £))
(< (red p £) p)))

Demostracion. Sea F' un conjunto finito de polinomios donde f € F.

= reducible(p, f) (lema 7.31)
— reducible(p, f) A vdlido(p, reducible(p, f), F) (lema 7.28)
= reducible(p, f) A reduccion(p, reducible(p, f)) <p  (lema 7.21)
— red(p, f) <p (lema 7.33)

O

Definimos a continuaciéon la funcion redp-F, que reimplementa el concepto
de reducibilidad respecto de un conjunto de polinomios en ACL2. Para esto se
necesita la funcion redp. En caso de que si sea reducible, la funcion devuelve
un polinomio del conjunto por el que se puede reducir. En caso negativo
devuelve nil.

(defun redp-F (p F)
(cond ((endp F)

nil)
((redp p (first F))
(first F))
(t

(redp-F p (rest F)))))

Notese que la diferencia entre los dos tests de reducibilidad sobre conjuntos
definidos es que reduciblep trabaja con operadores mientras que redp no lo
hace.

Lema 7.35.
redpp(p) <= reducibler(p)

En AcL2,

(defthm |reducible(p, F) <=> redp(p, F)I
(iff (reducible-F p F) (redp-F p F)))
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Demostracion. Por induccion sobre la definicion de la funciéon redp . y utili-
zando el teorema 7.31. O

El siguiente resultado se utiliza para demostrar la parada de la clausura de
la funciéon de reduccion red respecto a un conjunto de polinomios.

Teorema 7.36. Sean p un polinomio y F' un conjunto de polinomios.

redpp(p) == red(p, redpgp(p)) < p
En AcL2,

(defthm |redp(p, F) => red(p, redp(p, F)) < pl
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(redp-F p F))
(< (red p (redp-F p F)) p)))

Demostracion. Por inducciéon sobre la definicion de redpp y por el teore-
ma 7.34. ]

El siguiente lema expresa una propiedad ttil sobre la funcion redp que sera
utilizada en la seccion siguiente.

Lema 7.37. Sean p un polinomio y F' un conjunto de polinomios. Entonces

redpp(p) = redpp(p) € F

En Acr2,

(defthm |redp(p, F) => redp(p, F) en F|
(implies (and (k-polinomiosp F) (redp-F p F))
(en (redp-F p F) F)))

Demostracion. Por induccion sobre la definicion de la funcion redp, y por el
teorema 7.31. O

Y por tdltimo, se define la clausura de red respecto a un conjunto de polino-
mios que se nota por red-Fx*.
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Definicién 7.38. Sean p un polinomio y F' conjunto finito de polinomios.

N 2 si =redp p(p)
redp(p) =
redy(red (p, redpp(p))), e.o.c.

donde redp -(p) indica si el polinomio p puede ser reducido utilizando algtin
polinomio del conjunto F. En ACL2,

(defun<k> red-F* (p F)
(declare (xargs :measure (RAC-POL::fn p)
:well-founded-relation <))
(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))
(let ((reductor (redp-F p F)))
(if reductor
(red-F* (red p reductor) F)
p))
(nulo)))

Notese que la parada de la funcion red-Fx no es inmediata. Es necesario
suministrar al sistema una medida apropiada. Para ello se hace uso de la
propiedad de buena fundamentacion del orden de polinomios demostrada en
el capitulo 4 y del teorema 7.36.

Hemos visto que podemos calcular una forma normal sin hacer referencia a
operadores. De hecho, red}. es una funcién que calcula formas normales y
sera la que usemos para computar. Probamos a continuacion que fnp yredy
son iguales. Para ello primero demostramos el siguiente lema.

Lema 7.39. Sean p un polinomio y F' un conjunto finito de polinomios.

reduciblep(p) = reduccion(p, reducibler(p)) = red(p, redp p(p))

En AcrL2,

(defthm |r = reducible(p, F) => reduccion(p, r) = red(p, redp(p,F))|
(implies (reducible-F p F)
(equal (reduccion p (reducible-F p F))
(red p (redp-F p F)))))

Demostracion. Por induccién sobre la definicion de redp  y por el lema 7.33.
O
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Teorema 7.40. Dado un polinomio p y un conjunto finito de polinomios F
se tiene que

frp(p) = redy(p)
En AcL2,

(defthm |fn(p, F) = red*(p, F)I
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(equal (fn-F p F) (red-Fx p F))))

Demostracion. Por induccion sobre la definicion de fnp.

Caso base: p es irreducible.
Inmediato, por las definiciones de fnp y de red} y porque se cumple que
—reduciblep(p) <= —redpp(p).

Paso de induccion: p no es irreducible.
Sea q = reduccion(p, reducible(p, F)).

Por hipotesis de induccion, fnyp(q) = redi(q). Entonces el resultado se ob-
tiene por los lemas 7.35 y 7.39, y por las definiciones de fnp y redy.

O

Por tltimo, se demuestra la relacion existente entre redy y la reduccion —p,
demostrando que p —7% red(p). Esta propiedad serda necesaria para aplicar
los resultados que se obtengan sobre la relacion de reduccion al algoritmo de
Buchberger, que utiliza la funcion de reduccion redy. en lugar de fng.

Teorema 7.41. Sean p un polinomio y F un conjunto finito de polinomios,
se tiene que

p —F redp(p)
En AcL2,

(defthm |p ->F* redx(p, F)|
(let ((prueba (prueba-forma-normal p F)))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(->* p (red-F*x p F) prueba F))))
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Demostracion. Inmediato por los teoremas 7.29 y 7.40. U

7.8. Estabilidad del ideal respecto a las reduc-
ciones

En esta seccion demostramos la estabilidad del ideal respecto a las funciones
de reduccién. Esto serd necesario para, después, poder probar la estabilidad
del ideal respecto del algoritmo de Buchberger, imprescindible para la demos-
tracion de correccion parcial del algoritmo. Su formalizacion se encuentra en
el fichero estabilidad-reduccion.lisp.

Teorema 7.42 (clausura del ideal respecto a red). La relacidn de re-
duccion de polinomios red preserva la pertenencia al ideal.

feF = (pe(F) < red(p, f) € (F))
En AcrL2,

(defthm |fi en F => (red(p, fi) en <F> <=> p en <F>) |
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop fi)
(en fi F))
(iff (en-ideal (red p fi) F) (en-ideal p F))))

Demostracion. =
feFApe(F)
— fe(F)npelF) (peF =pe(l)
= [ f)eF)Ape(F) (pe(F)=p-qe(F))
= ptoer(p, f)- fE(F) (g€ (F)=p+tqe(F).p-q=q-p)
= red(p, f) € (F) (def. de red)
~:
feFAredp, f) e (F)

= f € (F)Ared(p, f) € (F) (pe F=pe(r))

= frer(p, f) € (F) ANred(p, f) € (F) (pe(F)=p-q€(F))
= —f-cr(p, f) €(F) Ared(p, f) € (F) (p € (F)= —pe(F))
= red(p, f) — f-er(p, f) € (F) (p.g €(F)=p+qe(F))
= pe(F) (def. red y arit. polinomica)
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O

Teorema 7.43. Si p es reducible respecto de un conjunto de polinomios F
entonces,
pE(F) <= red(p, redpp(p)) € (F)

En AcL2,

(defthm |redp(p, F) => (red(p, redp(p, F)) en <F> <=> p en <F>)|
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(redp-F p F))
(iff (en-ideal (red p (redp-F p F)) F) (en-ideal p F))))

Demostracion.

redp p(p) A p € (F)
< redpp(p) € F Ap € (F) (lema 7.37)
<= red(p, redpp(p)) € (F) (teorema 7.42)

O

Teorema 7.44 (clausura del ideal respecto a red}). La reduccion de
polinomios redy. preserva la pertenencia al ideal. Es decir:

p € (F) < redy(p) € (F)
En AcL2,

(defthm |red*(p, F) en <F> <=> p en <F>|
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(iff (en-ideal (red-F* p F) F) (en-ideal p F))))

Demostracion. Por induccion en la funcion redy.

Caso base: —redpp(p)

Inmediato ya que por definicion redy(p) = p.
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Paso de induccion: redp p(p)

La hipoétesis de induccion es

7.9.

red(p, redp(p)) € (F) <= redy(red(p, redp(p))) € (F)

redpr(p) Np € (F)

< red(p, redpp(p)) € (F) (teorema 7.43)
< redy(red(p, redp(p))) € (F) (hipotesis de induccion)
< redp(p) € (F) (def. de red})
U
Resumen

En este capitulo:

Hemos presentado un tipo particular de relacion de reduccion sobre
polinomios y su formalizacién en ACL2 en el marco suministrado por
las relaciones abstractas.

Hemos demostrado que la relacion de equivalencia generada por la re-
duccién coincide con la congruencia inducida por el ideal.

Hemos demostrado que dicha relacion es noetheriana respecto al orden
de polinomios subyacente.

Se ha llevado a cabo el cdlculo de formas normales.

Hemos demostrado la relacion existente entre redy. y la reduccion —p,
demostrando que red} calcula una forma normal respecto de —p.

Hemos demostrado que los ideales son cerrados bajo el calculo de formas
normales.
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Capitulo 8

Bases de Grobner

8.1. Introducciéon

En 1965, B. Buchberger descubrié que el problema de la pertenencia de un
polinomio a un ideal finitamente generado por un conjunto de polinomios (la
base del ideal), era equivalente a comprobar que el polinomio fuera reducible
(utilizando la nocioén de reduccion polindmica dada en el capitulo anterior)
al nulo a través de un nuevo conjunto de polinomios derivados del conjunto
original, que forman una nueva base para el ideal derivada a partir de la base
original.

En honor a su director de tesis, W. Grobner, que estimul6 su interés por este
problema, Buchberger bautizo estas bases con el nombre de bases de Gréobner.

En realidad, H. Hironaka habia ya descubierto este tipo de bases con an-
telacion, a las que llamo bases estdndar. Sin embargo, aunque demostro su
existencia, su demostracion, que no era constructiva, no arrojaba luz sobre
el problema de como calcularlas.

Buchberger, junto a su demostracion, present6 un algoritmo que permitia
construir una base de Grobner a partir de un conjunto de polinomios dado.

Las bases de Grobner, aunque inicialmente no tuvieron demasiada difusion,
tuvieron finalmente un gran impacto en areas muy diversas. Se emplean fun-
damentalmente para resolver el problema de la pertenencia al ideal en un
anillo de polinomios y para decidir la relacion de congruencia inducida por
el ideal.

En este capitulo formalizaremos el concepto de bases de Grobner en ACL2,
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y demostraremos sus propiedades fundamentales.

8.2. Confluencia de reducciones abstractas

Para fijar la notacion, definiremos primeramente algunos conceptos basicos,
sobre confluencia de reducciones abstractas y enunciaremos sin demostracion
algunas de sus propiedades. Constltese [1| para una descripcion detallada.

Definicién 8.1. Una reducciéon — en A se dice que tiene la propiedad de
Church-Rosser si para todo a, b € A tal que a <* b, se tiene que a |* b.

Teorema 8.2. Si una reduccion — en A tiene la propiedad de Church-Rosser
y es noetheriana, entonces

a—"b << al=0b]|

Definicién 8.3. Una reduccién — se dice:

s Confluente si a «* ¢ —* b implica que a |* b.

= Localmente confluente si a «— ¢ — b implica que a |* b.
El siguiente teorema establece que la confluencia es una propiedad equivalente
a la propiedad de Church-Rosser.
Teorema 8.4. Una reduccion es confluente si y, solo si, tiene la propiedad
de Church-Rosser.
El siguiente lema permite reducir la propiedad de Church-Rosser para reduc-
ciones noetherianas a la confluencia local.
Lema 8.5. (de Newman) Una reduccion noetheriana y localmente confluente
es confluente.
Combinado el lema de Newman y el lema 8.2 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 8.6. Sea A un conjunto cualquiera, = una relacion de equivalencia
sobre A y — una reduccion noetheriana y localmente confluente sobre A tal
*

que <—* = =. Supongamos que existe un test de reducibilidad para —.
Entonces = es decidible.

Notese, que la decidibilidad se tiene por comparaciéon de formas normales.
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8.3. Bases de Grobner

Definicion 8.7. G es una base de Grobner del ideal I = (G) si

pel < p—;0

Notese que si encontramos una base de Grébner de un ideal, entonces tenemos
un procedimiento de decision para la pertenencia al ideal.

En lo que sigue, veremos un resultado debido a Buchberger, que dice que para
determinar si una base GG es de Grobner, en lugar de comprobar que p —¢ 0
para todo p de un ideal, basta ver que se reducen a 0 una cantidad finita de
polinomios, llamados s-polinomios. La formalizacion se los s-polinomios se
encuentra en s-polinomio.lisp y estabilidad-s-polinomio.lisp.

Definicién 8.8. Sea m = mcm(mp(f;), mp(f;)) el minimo comin miltiplo
de los monomios principales de los polinomios no nulos f; y f;, y m; y m;
monomios tales que m; - mp(f;) = m = m; - mp(f;). El s-polinomio inducido
por f; y f; se define como:

s-polinomio( f;, f]) =m;fi —m;f;
En AcL2,

(defun s-polinomio (fi fj)
(if (or (nulop fi) (nulop £j))
(nulo)
(+ (x (polinomio (cc (primero fi) (primero £fj))) fi)
(* (polinomio (RAC-MON::- (cc (primero fj) (primero fi))))
£3))))

donde cc se encarga de calcular los coeficientes m; y m; que aparecen en el
s-polinomio de f; y f;.

(defun cc (ml1 m2)
(monomio (RAC::/ (RAC::identidad) (coeficiente mil))
(RAC-TER::/ (RAC-TER::mcm (termino ml) (termino m2))
(termino m1))))

Teorema 8.9.

fie (FYN fj € (F) = s-polinomio(f;, f;) € (F)
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En AcL2,

(defthm |fi en <F> & fj en <F> => s-polinomio(fi, fj) en <F>|
(implies (and (k-polinomiop fi)
(k-polinomiop £j)
(en-ideal fi F)
(en-ideal fj F))
(en-ideal (s-polinomio fi fj) F)))

Demostracion. Inmediata. Ya se demostrd que el ideal es cerrado bajo las
operaciones polinémicas basicas, que son las que se emplean en la construc-
cion del s-polinomio. O

Es posible dar una interpretacion de los s-polinomios desde el punto de vista
de la reduccion —p. Notese que los s-polinomios representan, de manera
compacta, un tipo concreto de picos locales en — g, llamados picos locales
criticos. Consideremos la siguiente situacion critica que se produce cuando
reducimos m = mem(mp(fi), mp(f;)) a la vez por —y y —

m—mififi<—m—>fjm—mjfj

Para representar, de manera compacta, el par critico (m — m;f;,m —m; f;)
que provoca esta situacion se emplea la diferencia entre sus dos componentes,
lo que produce el siguiente s-polinomio:

s-polinomio(fi, f;) = m —m;f; — (m —m;f;) = mifi —m; f;

El resultado de Buchberger se puede interpretar diciendo que la confluencia
de todas estas divergencias criticas asegura la confluencia local, como prueba
el teorema 8.12 de la siguiente seccion.

Como ademas la reduccion polinémica es noetheriana, esto hace que por el
lema de Newman se tenga que la reduccién asociada a una base cuyos s-
polinomios se reducen a 0 es confluente. Y esta tltima propiedad veremos
que implica el hecho de que la base es de Grébner y que, por tanto, dicha
base proporciona un algoritmo de decision de la pertenencia al ideal. En
lineas generales, las siguientes secciones desarrollan este argumento.
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8.3.1. La propiedad ¢ y la confluencia local

Considérese la siguiente propiedad ®(F') que expresa el hecho de que los
s-polinomios formados a partir de polinomios de una base F' se reducen a 0.

O(F) =Vp,q € F s-polinomio(p,q) —5 0

Nuestro objetivo es demostrar la confluencia local de la relacion de reduccion
inducida por un conjunto de polinomios que verifica la propiedad &, tal y
como establece el teorema 8.12:

q)(F) — vPaQ;T(T_)Fp/\T—UTq - pl};q)

Antes, de pasar a la demostracion del resultado principal, necesitamos probar
los dos lemas siguientes. Su formalizacion se encuentra en confluencia.lisp.

Lema 8.10. Sean p y q polinomios, y F' un conjunto finito de polinomios.

p—q—r0 = plrq

Demostracion. Por induccion sobre la longitud de la secuencia de reduccion.

Caso base:

Si la longitud de la secuencia de reduccion es 0, es porque p — q = 0, por lo
que p = q y, por tanto, p |} ¢ trivialmente.

Paso de induccion:

Si la longitud de la secuencia de reduccion es mayor que 0 podemos suponer
que existe f; € F tal que:

p—q—pn1T—%0

Sea m = ¢, - t,, el monomio de p — g sobre el que se aplica la reduccion,
donde ¢,, y t,,, son, respectivamente, el coeficiente y el término del monomio.
De acuerdo con la definicién de la relacion de reduccion, se ha de cumplir
que p—q —y5 17 =(p—q)— (m/mp(f;)) - fi

Sea ¢, el coeficiente de ¢, en p y ¢, el coeficiente de ¢, en g. Claramente,
Cm = Cp— Cq 7 0.
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Dependiendo de si ¢, es o no cero, tenemos que:
Cptm

mp( f;)

Dependiendo de si ¢, es 0 no cero, tenemos que:

Cp - tm
fivp—pp— s fi
PE mp(f)

p=p—

Cqtm
mp( z)

Cytm
fivg—y q— =2 - fi
! mp(fi)

q49=4q—
Puesto que m = (¢, — ¢,) - tm, se tiene:

Cplm .\ _ Cqatmo .
“(p‘mp(fi) fl) (q mp(f,) f’)

y se tiene, por hipotesis de inducciéon, que

Cptm “tm

« o Cqtm
() T ()

p— - fi

Por tanto, p |7 ¢q.

El teorema ACL2 se expresa de la siguiente forma.

(defthm |p - q ->*F 0 => p ->*F<- ql
(let* ((valle (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(->x (+ p (- @) (nulo) prueba F))
(->%<- p q valle F))))

Nuevamente, como ocurria en teoremas demostrados anteriormente, debemos
en primer lugar definir una funcién que construya la secuencia de pasos de
reducciéon que hay que realizar para obtener p |7 ¢. Esto se hace partiendo
de la prueba que contiene la secuencia de pasos de reduccion de p — g a 0.

Asi, siguiendo la demostracion que acabamos de describir, definimos la fun-
cion prueba-|p - q ->*F 0 => p ->xF<- q/. Esta funcion recibira los po-
linomios p y ¢ junto con la prueba que demuestra que p — ¢ se reduce a 0
y calcula la prueba que reduce p a p — (¢, - t,/mp(fi)) - fi y la prueba que
reduce q a ¢ — (¢q - tm/mp(fi)) - fi- Entonces, produce el resultado deseado
recursivamente, empleando p — (¢, -t /mp(fi)) - fi v ¢ — (cq - tm/mp(f)) - fi
como parametros.
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(defun prueba-|p - q ->*¥F 0 => p ->xF<- ql| (p q prueba)
(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))
(m (o-monomio (operator (first prueba))))
(mp (en-termino (termino m) p))
(crp (factor-reduccion mp (primero £i)))
(mq (en-termino (termino m) q))
(crq (factor-reduccion mq (primero £i))))
(if (endp prueba)
nil
(append (prueba-|p -> p + crp * fi| p mp crp fi)
(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- ql
(+ p (* crp £fi)) (+ q (x crq fi)) (rest prueba))
(prueba-lq + crq * fi <- ql q mq crq fi)))))

La funcién auxiliar factor-reduccion recibe los dos monomios que intervie-
nen en un paso de reduccion (en concreto, m, = ¢, -t,, y mp(f;) en un caso y
Mg = Cq - tm y mp(f;) en el otro) y calcula el polinomio que se emplea como
factor en la reduccion. El primero de los monomios puede ser cero (siendo
nil el valor que se le pasa a la funcion), en cuyo caso se devuelve el polinomio
nulo para indicar que la reducciéon no se realiza.

(defun factor-reduccion (m mi)
(if (not m)
(nulo)
(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))

La funcion prueba-|p -> p + crp * fi| se encarga de calcular la prueba
que reduce p a p — (¢, - t,,)/mp(f;) - fi- En este caso la prueba se compone
de un tnico paso de prueba directo o de ninguno, dependiendo de si ¢, # 0
0 1o.

(defun prueba-|p -> p + crp * fi| (p mp crp fi)

(if mp
(1ist (make-r-step
:direct t
:eltl p

:elt2 (+ p (¢ crp fi))
:operator (operador mp crp fi)))
nil))

La funcion prueba-|q -> q + crq * fi| se encarga de calcular la prueba
que reduce ¢ a ¢ — (¢q - tm)/mp(fi) - fi- Este caso es el andlogo al anterior,
pero cambiando el sentido.
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(defun prueba-|q + crq * fi <- ql| (q mq crq fi)
(if mq
(list (make-r-step
:direct nil
reltl (+ q (* crq £i))
:elt2 q
:operator (operador mq crq fi)))
nil))

Para demostrar el teorema, necesitamos asegurarnos de que si se ha producido
algin paso de prueba, éste es valido:

(defthm |p - q <->F+ 0 => paso-valido(prueba-p -> p + crp * fi)|
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio 0))
(fi (o-polinomio o))
(mp (en-termino (termino m) p))
(crp (factor-reduccion mp (primero fi)))
(rp (first (prueba-|p -> p + crp * fil| p mp crp £i))))
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rp)
(and (paso-valido rp F)
(equal (eltl rp) p)
(equal (elt2 rp) (+ p (x crp £i)))))))

(defthm |p - g <->F+ 0 => paso-valido(prueba-q + crq * fi <- q)|
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio o))
(fi (o-polinomio o))
(mq (en-termino (termino m) q))
(crq (factor-reduccion mq (primero fi)))
(rq (first (prueba-|q + crq * fi <- ql q mq crq £i))))
(implies (and (k-polinomiop q)
(k-polinomiosp F)
(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rq)
(and (paso-valido rq F)
(equal (eltl rq) (+ q (x crq fi)))
(equal (elt2 rq) 9)))))

Para que se pueda aplicar la hipotesis de induccién hay que demostrar que,
realmente, r se reduce a 0.
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(defthm |p - q ->F+ 0 => p + crp * fi - (q + crq * fi) <->Fx 0]
(let* ((o (operator (first prueba)))
(m (o-monomio 0))
(fi (o-polinomio o))
(mp (en-termino (termino m) p))
(crp (factor-reduccion mp (primero fi)))
(mq (en-termino (termino m) q))
(crq (factor-reduccion mq (primero fi))))
(implies (and (polinomiop p)
(polinomiop q)
(polinomiosp F)
(->+ (+ p (- @) (nulo) prueba F))
(<->x (+ (+ p (x crp fi)) (- (+ q (* crq £fi)))) (nulo)
(rest prueba) F))))

La descomposicion de r = (p — q) — m/mp(fi) - f; en la diferencia de los
polinomios p — (¢, - tm)/mp(fi) - fi v ¢ — (¢q - tm)/mp(fi) - fi es muy técnica y
requiere gran parte de las propiedades de polinomios desarrolladas, ademas
del siguiente teorema:

(defthm |m en p - q => cr(mp, mi) - cr(mg, mi) = - m / mi|
(let* ((mp (en-termino (termino m) p))
(mq (en-termino (termino m) q)))
(implies (and (monomiop m)
(polinomiop p) (polinomiop q)
(en-monomio m (+ p (- q@)))
(monomiop mi) (not (RAC-MON::nulop mi))
(dividep (termino mi) (termino m)))
(equal (+ (factor-reduccion mp mi)
(- (factor-reduccion mq mi)))
(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))))

Por ultimo, hemos de demostrar que la prueba obtenida es valle.

(defthm |valle(prueba-p - q ->*F 0 => p ->*F<- q) |
(vallep (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))
Ademés del lema anterior es necesario también el siguiente.

Lema 8.11. Sean m un monomio no nulo, p y q polinomios, y F' un conjunto
finito de polinomios.
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* *
P—pq = Mm-p—pm-q
Demostracion. Por induccion sobre la longitud de la secuencia de reduccion.

Caso base:

Si la longitud de la secuencia de reduccion es 0, es porque p = gy m-p = m-q,
resultando m - p —} m - ¢ trivialmente.

Paso de induccion:

Si la longitud de la secuencia de reduccion es mayor que 0 podemos suponer
que existe f; € F tal que:

p—>fi,r_>*Fq

Sea m,, el monomio de p sobre el que se aplica la reduccion. De acuerdo con
la definicion de la relacion de reduccion, se ha de cumplir que p —4, r =
p—my/mp(fi) - fi.

Por hipotesis de induccion:

r—=pq = m-r —=pm-q
De esta forma, solo resta demostrar que:

DT = Mep g MT

Como m - p contiene al monomio m - m,, con coeficiente no nulo, entonces
m-r=m-(p—my/mp(fi)-f;) =m-p—(m-m,)/mp(fi)- fi- Esto demuestra
que m-p —p m-p—(m-my)/mp(fi)- fi=m-r.

O

El teorema ACL2 se expresa de la siguiente forma. Notese que m se representa
mediante un polinomio que contiene un inico monomio.

(defthm |p ->F*x q => m * p ->Fx m * q]
(let ((descendente
(prueba-|p ->F*x q => m * p ->Fx m * | m prueba)))

(implies (and (->* p g prueba F)
(k-polinomiosp F)
(k-polinomiop m)
(nulop (resto m))
(not (nulop m)))

(->% (* m p) (* m q) descendente F))))
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Debemos, en primer lugar, definir una funcién que construya la secuencia de
pasos de reduccion que hay que realizar para obtener m-p —7 m - q. Esto se
hace partiendo de la prueba que contiene la secuencia de pasos de reducciéon
de p aq.

Asi, siguiendo la demostracion que acabamos de describir, definimos la fun-
cién prueba-|p ->Fx q => m * p ->Fx m * g|. Esta funcion recibira el
monomio m y la prueba que demuestra que un polinomio p se reduce a
otro g y obtiene la prueba que reduce m-p a m-q.

(defun prueba-|p ->Fx q => m * p ->Fx m * q| (m prueba)
(if (endp prueba)
nil
(cons (prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba))
(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m (rest prueba)))))

Para ello, se define la funcién prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r|
que recibe también el monomio m y una prueba de un solo paso que demues-
tra que el polinomio p se reduce a r. Esta funcion calcula una prueba (que
también consistira en un paso) que demuestra que m - p se reduce a m - r.

(defun prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| (m paso)
(let* ((mp (o-monomio (operator paso)))
(fi (o-polinomio (operator paso)))
(nm (RAC-MON::* (primero m) mp))
(nc (* m (o-factor (operator paso)))))
(make-r-step
:direct (direct paso)
:eltl (* m (eltl paso))
:elt2 (x m (elt2 paso))
:operator (operador nm nc fi))))

Se demuestra que la prueba que se construye es descendente si la prueba
original también lo era.

(defthm |descendentep(prueba) => descendentep(prueba-*(m, prueba)) |
(implies (descendentep prueba)
(descendentep
(prueba-|p ->Fx q => m * p ->F* m * q| m prueba))))

Por tltimo, para obtener el teorema requerido hemos de demostrar que los
pasos de prueba son validos. Esto es facil una vez que se comprueba que el
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paso que devuelve la funcién prueba-|p ->fi r => m *x p ->fi m * r| lo
es.

(defthm |p ->F+ q => paso-valido(prueba-p ->fi r=>m * p ->fi m * r)|
(let (paso
(prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba)))

(implies (and (->+ p q prueba F)
(k-polinomiosp F)
(k-polinomiop m)
(nulop (resto m))
(not (nulop m)))

(paso-valido paso F))))

Finalmente, podemos proceder a la demostracion del teorema principal de
este capitulo, que presentamos a continuacion. Este establece que la relacion
de reduccién inducida por un conjunto finito F' es localmente confluente si
se verifica O(F).

Teorema 8.12. La relacion de reduccion inducida por un conjunto finito F
es localmente confluente si se verifica ®(F'). Esto es:

O(F) = Yp,q,r (r —=rp AT —pq = plrq)
Demostracion. Podemos distinguir dos casos a partir de:

P—pT—84d

Caso 1. Las reducciones se aplican en diferentes monomios de r.

Supongamos que —, se aplica al monomio m, de r, y que —, se aplica al
monomio my de r, donde los términos de m, y my son distintos; entonces
tenemos la siguiente situacion:

m r=m,+my+ 1., donde r,. es un polinomio que no tiene ni a m, ni a
mp.

» De acuerdo con la definicion de la relacion de reduccién, se ha de
cumplir que p =r —my/mp(fi) - fi = my + 1. — mga/mp(f;) - resto(f;)

» Deigual modo, ¢ = r—my/mp(f;)- fj = ma+r.—my/mp(f;)-resto(f;).
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que m, > m;. Entonces m, es
mayor que todos los monomios de my,/mp(f;) - resto(f;). Por esta razon, el
polinomio ¢ contiene el monomio m,, por tanto se puede hacer la reduccion
q—y ¢ —mg/mp(f;)- fi. Como ademaés se tiene que r —p ¢ entonces

filva— - fi

Mg
mp(f:)
por el lema 7.16. Por lo tanto, p |7 q.

Mg

mp( f;)

Caso 2: Las reducciones se aplican sobre el mismo monomio m de r. En este
caso tenemos la siguiente situacion:

» 7 =m +r,, donde r,. es un polinomio que no tiene el monomio m.
s De acuerdo con la definicion de la relaciéon de reduccién, se ha de
cumplir que p =7 —m/mp(f;) - fiy ¢ =r—m/mp(f;) - f;.
Ya que mp(f;) y mp(f;) dividen a m, su minimo comtn multiplo My, =
mem(mp(f;), mp(f;)) también divide a m.

Por hipoétesis se tiene que s-polinomio(f;, f;) —7% 0, lo cual implica que
—M/ Mpem - S-polinomio(f;, f;) =3 0, , por el lema 8.11. Ya que

__m - s-polinomio(f;, f;) = — mn (mmcm fi— mmcm) : fy)

Mmem Mmem mp(fl> mp(f]
m m
BT
=D—4q

tenemos que p — ¢ —7 0. Aplicando el lema 8.10 obtenemos que p |} ¢q.

El teorema ACL2 se expresa de la siguiente forma.

(defthm |Phi(F) => confluencia-local(->F) |
(let ((valle (transforma-pico-local-F prueba)))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)
(pico-localp prueba)
(<->*-k p q prueba (F) (k)))
(and (<->*-k p q valle (F) (k)) (vallep valle)))))

La propiedad de confluencia local se reformula mediante los conceptos de
prueba con forma de pico local y prueba con forma de valle:
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Una reduccion tiene la propiedad de confluencia local si, y so6lo
si, para toda prueba con forma de pico local existe una prueba
equivalente (es decir, que justifica la equivalencia de los mismos
elementos) con forma de valle.

Notese que para suplir la ausencia de cuantificacion existencial definiremos
una funcion, que llamaremos transforma-pico-local-F, que recibird una
prueba en forma de pico local y devolvera otra equivalente con forma de valle.

Este teorema utiliza un conjunto de polinomios F' de k variables, tanto F
como k se representa en ACL2 mediante dos funciones abstractas sin ar-
gumentos, F y k, respectivamente, donde F esta restringida por axiomas a
satisfacer la propiedad ®. Esto es necesario hacerlo asi, debido a que F' debe
satisfacer ® y esa propiedad no se puede poner como hipotesis de ningin
teorema ACL2 debido a su cuantificador universal.

También se define una funcién binaria abstracta, prueba-s-polinomio-F,
que esta restringida por un axioma a proporcionar una prueba descendente
de que el s-polinomio de cualquier par de polinomios de F se reduce a 0.

Es decir, para formalizar las hipotesis del teorema se construye un encapsu-
lado que contiene una funcién binaria, prueba-s-polinomio-F, y dos fun-
ciones, F y k, donde F esta restringida por axiomas a ser un conjunto de
polinomios de k variables y a satisfacer ®.

(encapsulate
((F O t)
k O t)
(prueba-s-polinomio-F (p q) t))

(local (defun F () nil))

(local (defun k () 1))

(local (defun prueba-s-polinomio-F (p q)
(declare (ignore p q))
nil))

(defthm |k-polinomiosp(F()) |-k
(k-polinomiosp-k (F) (k)))

(defthm |Phi(F) |-k
(let ((prueba (prueba-s-polinomio-F p q)))
(implies (and (en p (F)) (en q (F)))
(->*-k (s-polinomio p q) (nulo) prueba (F) (k))))))
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Notese que empleamos versiones de k-polinomiosp, ->* y <->* con un para-
metro adicional, la k. Esto es asi debido a detalles técnicos de la instanciacion
funcional. Aqui no podemos utilizar un nimero de variables arbitrario, sino
que necesitamos un nimero concreto, el dado por la funcién abstracta k.

Nuevamente, como en todos los casos, debemos en primer lugar definir una
funcién que construya la secuencia de pasos de reduccion que justifica p |7 g
a partir de la prueba que tiene la secuencia de pasos para reducir p a r

(p—rq) yraq(r—rq).

(defun transforma-pico-local-F (prueba)
(let ((ml (o-monomio (operator (first prueba))))
(m2 (o-monomio (operator (second prueba)))))
(cond ((equal (termino ml) (termino m2))
(transforma-pico-local-F-= prueba))
((RAC-TER::< (termino ml) (termino m2))
(transforma-pico-local-F-< prueba))
(t
(transforma-pico-local-F-> prueba)))))

Siguiendo la demostracion, dividimos el proceso de obtencion de la prueba en

dos casos (a partir de la situacion critica que tenemos: p <, r — ;. q). Notese
fi fi

que, en realidad, aparecen tres casos en la funcion, ya que el primer caso de

la demostraciéon matemaética se debe dividir en dos en la demostracion ACL2

(aunque son simétricos).

Caso 1: Las reducciones se aplican en diferentes monomios de r.

Es decir, supongamos que —, se aplica al monomio m, de r, y que —, se
aplica al monomio my de r, donde los términos de m, y m; son distintos.

Caso 1.1: mg > my.

En este caso, la funcion transforma-pico-local-F->, a partir de la prue-
ba original en forma de pico local, calcula la prueba valle correspondiente.
Para ello, emplea la funciéon prueba-|p ->F q => r + p ->F<- r + ql
pasandole como parametros los polinomios r y ¢, la prueba que reduce r a
q (que consta de un nico paso) y —mg,/mp(f;) - fi. Esta funcién devuelve
una prueba valle que une p = r —mg,/mp(f;) - fi con ¢ — mg/mp(f;) - fi.

Por tanto, ahora so6lo es necesario anadir a esa prueba un paso final inverso
que lleva a cabo la reduccion ¢ —y, ¢ — mq/mp(f;) - fi.
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(defun transforma-pico-local-F-> (prueba)
(let* ((pasol (first prueba))
(paso2 (second prueba)))
(append (prueba-|p ->F q => r + p ->*<-F r + ql
(eltl paso2)
(elt2 paso2)
(rest prueba)
(* (o-factor (operator pasol))
(o-polinomio (operator pasol))))
(l1ist (make-r-step
:direct nil
:eltl (reduccion (elt2 paso2)
(operator pasol))
:elt2 (elt2 paso2)
:operator (operator pasol))))))

Se demuestra que realmente la funcion devuelve una prueba valle.

(defthm |valle(transforma-pico-local-F->(prueba)) |
(vallep (transforma-pico-local-F-> prueba)))

Y se demuestra que es una prueba.

(defthm |transforma-pico-local-F->(prueba) es una pruebal
(let ((valle (transforma-pico-local-F-> prueba))
(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))
(m2 (o-monomio (operator (second prueba)))))
(implies (and (k-polinomiosp F)
(<->* p q prueba F) (pico-localp prueba)
(not (equal (termino ml) (termino m2)))
(not (RAC-TER::< (termino ml) (termino m2))))
(<->x p q valle F))))

Caso 1.2: mg < my,.
En este caso se construye la prueba inversa de la funcién anterior.

(defun transforma-pico-local-F-< (prueba)
(prueba-inversa
(transforma-pico-local-F-> (prueba-inversa prueba))))

Para ello, se emplea la funcion prueba-inversa que, como su nombre
indica, invierte una prueba, utilizando la funcién inverse-proof definida
en abstract-proos.lisp.

(defmacro prueba-inversa (prueba)
‘(inverse-proof ,prueba))

(defun inverse-proof (p)
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(if (atom p)
%
(append (inverse-proof (cdr p))
(list (inverse-r-step (car p))))))

(defun inverse-r-step (st)
(make-r-step
:direct (not (direct st))
reltl (elt2 st)
:elt2 (eltl st)
:operator (operator st)))

A continuacion, se demuestra que la funcion devuelve una prueba valle.

(defthm |valle(transforma-pico-local-F-<(prueba)) |
(vallep (transforma-pico-local-F-< prueba)))

Con el siguiente teorema se comprueba que, realmente, la funcion devuelve
una prueba.

(defthm |transforma-pico-local-F-<(prueba) es una pruebal
(let ((valle (transforma-pico-local-F-< prueba))
(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))
(m2 (o-monomio (operator (second prueba)))))
(implies (and (k-polinomiosp F)
(<->* p q prueba F) (pico-localp prueba)
(RAC-TER: :< (termino ml) (termino m2)))
(<->* p q valle F))))

Para lo cual se emplea, entre otros, el siguiente teorema sobre las pruebas
inversas.

(defthm |p <->F* q => q <->Fx p|
(implies (<->* p g prueba F)
(<->x q p (prueba-inversa prueba) F)))

Caso 2: Las reducciones se aplican sobre el mismo monomio de r.

En este caso, la funcién transforma-pico-local-F-= calcula la prueba
valle correspondiente.

(defun transforma-pico-local-F-= (prueba)
(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))
(fj (o-polinomio (operator (second prueba))))
(m (o-monomio (operator (first prueba)))))
(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- ql
(eltl (first prueba))
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(elt2 (second prueba))

(prueba-|p ->F* q => m * p ->Fx m * q|
(coeficiente-mem m fj fi)
(prueba-s-polinomio-F fj £i)))))

Siguiendo la demostracion presentada previamente, para obtener una prue-
ba valle en este caso, primero hay que calcular la prueba que demuestra que
el s-polinomio(f;, f;) se reduce a 0. Esta prueba, por hipotesis, se obtiene
mediante la funciéon prueba-s-polinomio-F. A continuacién se obtiene la
prueba de que —m/Mpem - s-polinomio( f;, f;) se reduce a 0 utilizando la fun-
cion prueba-|p ->Fx q => m * p ->F* m * ql, y, por ultimo, aplicando
la funcién prueba-|p - q ->*F 0 => p ->xF<- gl se compone la prueba
valle entre p y q.

Como se ha comentado anteriormente, ya que mp(f;) y mp(f;) dividen a m,
su minimo comtn multiplo My, = mem(mp(f;), mp(f;)) también divide
a m. Asi que podemos calcular m/myey,. La funcion coeficiente-mem
calcula ese monomio.

(defun coeficiente-mcm (m fi fj)
(polinomio (RAC-MON::/
m
(monomio (RAC::identidad)
(RAC-TER: :mcm (termino (primero fi))
(termino (primero £3j)))))))

A continuacion se demuestra que la funcién devuelve una prueba valle.

(defthm |transforma-pico-local-F-=(prueba) es un valle]
(vallep (transforma-pico-local-F-= prueba)))

Finalmente, se demuestra que la funcion realmente devuelve una prueba.

(defthm |transforma-pico-local-F-=(prueba) es una pruebal
(let* ((valle (transforma-pico-local-F-= prueba))
(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))
(m2 (o-monomio (operator (second prueba)))))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)
(pico-localp prueba)
(<->*-k p q prueba (F) (k))
(equal (termino ml) (termino m2)))
(<->*-k p q valle (F) (k)))))
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La demostracion de este teorema es complicada y técnica. Para su demos-
tracion se utiliza los teoremas 8.10 y 8.11. Ademas son necesarias multiples
propiedades de polinomios, entre ellas una que ayuda a determinar que
—M/Mpem - s-polinomio(f;, f;) es igual a p — q.

(local
(defthm |p - q = coeficiente-mcm(m, fj, fi) * s-polinomio(fj, fi)|
(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))
(fj (o-polinomio (operator (second prueba))))
(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))
(m2 (o-monomio (operator (first prueba)))))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (k-polinomiosp F)
(<->* p q prueba F) (pico-localp prueba)
(equal (termino ml) (termino m2)))
(equal (+ p (- q))
(* (coeficiente-mcm ml fj fi)
(s-polinomio fj £i)))))))

Por ultimo, se obtiene el teorema que determina que la prueba obtenida con
la funcién transforma-pico-local-F es valle con el que se demuestra el
teorema original.

(defthm |valle(transforma-pico-local-F(prueba)) |
(vallep (transforma-pico-local-F prueba)))

8.3.2. Clausura de equivalencia y formas normales

Como —r es noetheriana y localmente confluente cuando se satisface ®(F')
(es decir, cuando los s-polinomios formados a partir de los polinomios de la
base F' se reducen a (), podemos utilizar resultados generales de las reduccio-
nes abstractas para concluir que su clausura de equivalencia se puede decidir
comprobando la igualdad de formas normales. Su formalizacion se encuentra
en bases-groebner.lisp.

Teorema 8.13. Si F' es un conjunto de polinomios tal que ®(F'), entonces

pepq = fup(p) = fup(q)

Los teoremas ACL2 correspondientes son los siguientes.
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(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q) |
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(k-polinomiop-k q (k))
(<->*-k p q prueba (F) (k)))
(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))

(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F q|
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(k-polinomiop-k q (k))
(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))
(<->*-k p q (prueba-comun-k p q (F) (k)) (F) (k))))

Estos dos teoremas se pueden obtener por instanciacion funcional de los
teoremas ACL2 r-equivalent-complete y r-equivalent-sound, respecti-
vamente, presentados en [86]. En los cuales se asume la existencia de una
reduccion abstracta convergente (noetheriana y localmente confluente) y de
un test de reducibilidad, y utilizando el lema de Newman y la decidibilidad
de la relacion de equivalencia descrita por una reducciéon normalizadora y
Church-Rosser obtienen el resultado deseado.

Notese que empleamos versiones de fn-equivalentes, prueba-comun y <->%
con un parametro adicional, la k. Esto es asi debido a detalles técnicos de la
instanciacion funcional, como se ha comentado anteriormente.

Pasamos a continuacién a describir en detalle como se lleva a cabo la instan-
ciacion funcional y demostracion de este resultado.

Instanciacién funcional y demostracion

En |86], como ya se comentd en el capitulo anterior, se formalizan propiedades
generales sobre reducciones abstractas. Estas propiedades son expresadas de
manera general, de forma que después se puedan utilizar las correspondientes
instancias para cualquier reducciéon concreta. Por tanto, trabaja con las re-
ducciones sin definirlas completamente, simplemente asume como ciertas las
propiedades que se necesitan en la hipotesis del teorema que se quiere demos-
trar. Atendiendo a estas consideraciones, usa un encapsulado (encapsulate)
para introducir las funciones necesarias, en particular las tres correspondien-
tes a una reduccion abstracta:

= ¢, el dominio de definicion.

= reduce-one-step, la funciéon que aplica un paso de reduccion.
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» legal, el test de aplicabilidad.

A continuaciéon se va a explicar brevemente como en [86] se demuestra el
teorema 8.6, ya que se va a utilizar instanciandolo funcionalmente.

Ademés de las tres funciones expuestas anteriormente, hay que introducir en
el encapsulado funciones adicionales y una serie de propiedades a partir de
las cuales se deduce la decidibilidad fuera del ambito del encapsulado.

Veamos en primer lugar, las funciones adicionales que son necesarias dentro
del encapsulado:

s proof-step-p, la funciéon que comprueba la correccion de un paso de
reduccion utilizando el test de aplicabilidad.

= equiv-p, funciéon que define la clausura de equivalencia de la relacion
de reduccion.

s rel, relaciéon de orden parcial que esta bien fundamentada en el dominio
definido por q. Se utiliza para justifica la noetherianidad de la relacion
de reduccion.

s fn, funcién que hace una inmersiéon de los elementos del dominio a los
€o-ordinales. Se utiliza en la demostracién de la buena fundamentacion
de rel.

= g-w, funcién que devuelve un elemento del dominio.

= reducible, test de reducibilidad de los elementos del dominio.

= transform-local-peak, funcién que devuelve una prueba valle equi-
valente a una prueba en forma de pico local que recibe como parametro.

A continuacién se muestran las propiedades asumidas en el encapsulado:

= rel-well-founded-relation-on-q, buena fundamentacion de la rela-
cion de orden, rel.

= rel-transitive, transitividad de rel.

= one-element-of-q, g-w es un elemento del conjunto q.
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» legal-reduce-one-step-closure, todo operador legal al aplicarse so-
bre un elemento del dominio de definicion de la reduccion obtiene un
elemento en el mismo dominio.

» legal-reducible-1, la aplicacion del test de reducibilidad a un ele-
mento reducible del dominio devuelve un operador aplicable al elemen-
to.

» legal-reducible-2, la aplicacion del test de reducibilidad a un ele-
mento no reducible o en forma normal del dominio devuelve nil.

m local-confluence, para toda prueba en forma de pico local existe una
prueba valle equivalente. Esta prueba valle viene dada por la funcién
transform-local-peak.

= noetherian, la relacion de reduccion es noetheriana.
El encapsulado completo en ACL2 aparece a continuacion:

(encapsulate
((rel (x y) boolean)
(q (x) boolean)
(g-w () elemement)
(fn (x) e0-ordinalp)
(legal (x u) boolean)
(reducible (x) boolean)
(reduce-one-step (x u) element)
(transform-local-peak (x) proof))

(local (defun rel (x y) (declare (ignore x y)) nil))
(local (defun q (x) (declare (ignore x)) t))
(local (defun fn (x) (declare (ignore x)) 1))

(defthm rel-well-founded-relation-on-q
(and
(implies (q x) (eO-ordinalp (fn x)))
(implies (and (q x) (q y) (rel x y))
(e0-ord-< (fn x) (fn y))))
:rule-classes (:well-founded-relation
:rewrite))

(defthm rel-transitive
(implies (and (q x) (q y) (q z) (rel x y) (rel y z))
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(rel x z)))
(in-theory (disable rel-transitive))
(local (defun g-w () 0))
(defthm one-element-of-q (q (gq-w)))

(local (defun legal (x u) (declare (ignore x u)) nil))
(local (defun reduce-one-step (x u) (+ x u)))

(defun proof-step-p (s)
(Let ((eltl (eltl s)) (elt2 (elt2 s))
(operator (operator s)) (direct (direct s)))
(and (r-step-p s)

(implies direct

(and (legal eltl operator)
(equal (reduce-one-step eltl operator)
elt2)))

(implies (not direct)

(and (legal elt2 operator)
(equal (reduce-one-step elt2 operator)

elt1))))))

(defun equiv-p (x y p)
(if (endp p)

(and (equal x y) (q %))

(and
(q x)
(proof-step-p (car p))
(equal x (eltl (car p)))
(equiv-p (elt2 (car p)) y (cdr p)))))

(defthm legal-reduce-one-step-closure
(implies (and (q x) (legal x op))
(q (reduce-one-step x op))))

(local (defun reducible (x) (declare (ignore x)) nil))
(defthm legal-reducible-1

(implies (and (q x) (reducible x))
(legal x (reducible x))))



230 Bases de Grobner

(defthm legal-reducible-2
(implies (and (q x) (not (reducible x)))
(not (legal x u))))

(local (defun transform-local-peak (x) (declare (ignore x)) nil))

(defthm local-confluence
(let ((valley (transform-local-peak p)))
(implies (and (equiv-p x y p) (local-peak-p p))
(and (steps-valley valley)
(equiv-p x y valley)))))

(defthm noetherian
(implies (and (q x) (legal x u))
(rel (reduce-one-step x u) x))))

Ademas, se define externamente al encapsulado el procedimiento de decision,
r-equivalent, y que utiliza el teorema r-equivalent-complete como ve-
remos a continuacion. Este procedimiento se limita a comprobar la igualdad
de las formas normales de los dos elementos que recibe como entrada.

(defun r-equivalent (x y)
(equal (normal-form x) (normal-form y)))

donde la funcién normal-form es la siguiente:

(defun normal-form (x)
(declare (xargs :measure (if (q x) x (q-w))
:well-founded-relation rel))
(if (q %)
(let ((red (reducible x)))
(if red
(normal-form (reduce-one-step x red))
x))
x))

Por ltimo, se muestra la funcion make-proof-common-n-f que se utiliza en
la prueba de validez.

(defun make-proof-common-n-f (x y)
(append (proof-irreducible x)
(inverse-proof (proof-irreducible y))))
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donde proof-irreducible es como sigue:

(defun proof-irreducible (x)
(declare (xargs :measure (if (q x) x (q-w))
:well-founded-relation rel))

(if (q x)

(let ((red (reducible x)))

(if red

(cons (make-r-step
:direct t :eltl x :elt2 (reduce-one-step x red)
:operator red)
(proof-irreducible (reduce-one-step x red)))
nil))
nil))

Finalmente, la decidibilidad de la relacién de equivalencia asociada se de-
muestra con los teoremas r-equivalent-complete y r-equivalent-sound
que se muestran a continuacion.

(defthm r-equivalent-complete
(implies (equiv-p x y p)
(r-equivalent x y)))

(defthm r-equivalent-sound
(implies (and (q x) (q y) (r-equivalent x y))
(equiv-p x y (make-proof-common-n-f x y))))

En nuestro caso, ya tenemos definida la reduccion convergente necesaria y
demostradas todas las propiedades que se asumen en el encapsulado.

Por tanto, ahora sélo debemos definir un algoritmo de decisién para la misma,
demostrando que es correcto y completo. Este algoritmo se limita, igual que
su correspondiente en la version abstracta, a comprobar la igualdad de las
formas irreducibles de los dos elementos que se reciben como entrada.

(defun<k> fn-equivalentes (p q F)
(equal (fn-F p F) (fn-F q F)))

Por dltimo hay que definir la funcién prueba-comun que es utilizada en la
prueba de validez. Esta funciéon se implementa, siguiendo el mismo esquema
que su correspondiente abstracta, utilizando prueba-forma-normal presen-
tada en la seccion 7.6 del capitulo anterior.
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(defun<k> prueba-comun (p q F)
(append (prueba-forma-normal p F)
(prueba-inversa (prueba-forma-normal q F))))

En este momento, como ya se ha comentado, los resultados probados para
reducciones abstractas se pueden trasladar a nuestra reduccion concreta de
polinomios. Hemos representado nuestra reduccion polinémica mediante ope-
radores, hemos definido especificamente las correspondientes funciones que
definen el dominio (k-polinomiop), un paso de reduccion (reduccion) y la
aplicabilidad (valido), y hemos probado que tiene las propiedades asumi-
das en el teorema de decidibilidad de la relacion de equivalencia asociada a
reducciones abstractas. Por tanto, el mecanismo de instanciacién funcional
permitird hacer uso del teorema para deducir un resultado analogo para la
reducciéon concreta de polinomios.

Veamos como quedan enunciados finalmente los dos teoremas ACL2 que se
quieren demostrar mediante este mecanismo. Notese como hay que indicar
al sistema que las demostraciones se hardn por instanciaciéon funcional de
los teoremas, r-equivalent-complete y r-equivalent-sound, junto con la
correspondencia entre las funciones abstractas y las concretas de polinomios:

(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q) |
(implies (and (k-polinomiop-k p (k)) (k-polinomiop-k q (k))
(<->*-k p q prueba (F) (k)))
(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))
thints (("Goal"
:use (:functional-instance
(:instance CNV::r-equivalent-complete
(CNV::x p) (CNV::y q) (CNV::p prueba))

(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))
(CNV::q-w (lambda () (nulo)))
(CNV: :reduce-one-step reduccion)
(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))
(CNV: :proof-step-p

(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))
(CNV: :equiv-p

(lambda (p q prueba) (<->x-k p q prueba (F) (k))))
(CNV: :transform-local-peak transforma-pico-local-F)
(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->eO-ordinal)
(CNV::rel <)
(CNV: :reducible (lambda (p) (reducible-F p (F))))
(CNV: :normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))
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(CNV: :r-equivalent
(lambda (p q)
(fn-equivalentes-k p q (F) (k))))))))

(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F ql
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(k-polinomiop-k q (k))
(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))
(<->*-k p q (prueba-comun-k p q (F) (k)) (F) (k)))
:hints (("Goal"
:use (:functional-instance
(:instance CNV::r-equivalent-sound
(CNV::x p) (CNV::y q))
(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))
(CNV::g-w (lambda () (nulo)))
(CNV: :reduce-one-step reduccion)
(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))
(CNV: :proof-step-p
(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))
(CNV: :equiv-p
(lambda (p q prueba) (<->x-k p g prueba (F) (k))))
(CNV::transform-local-peak transforma-pico-local-F)
(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->eO-ordinal)
(CNV::rel <)
(CNV: :reducible (lambda (p) (reducible-F p (F))))
(CNV: :normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))
(CNV::r-equivalent
(lambda (p q) (fn-equivalentes-k p q (F) (k))))
(CNV: :proof-irreducible
(lambda (p) (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))
(CNV: :make-proof-common-n-f
(lambda (p q) (prueba-comun-k p q (F) (k))))))))

La demostracion de estos dos teoremas es inmediata, ya que en las secciones
anteriores se han demostrado las obligaciones de prueba generadas.

8.3.3. La propiedad ¢ y las bases de Grobner

Una vez que se tiene definida la relacion de reduccion polinémica y se han
demostrado las propiedades anteriores, estamos en condiciones de poder de-
mostrar el siguiente teorema.
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Teorema 8.14. Si [ es un ideal y F' una base de I tal que ®(F'), entonces
I es una base de Grobner de I. Es decir,

pe(F) < p—p0

Demostracién. Demostremos primero que p € (F) = p —% 0.
pE(F) = p=r0 (def. de =f)
—= p—p0 (vaque p=pq = p<5pq)
Por el teorema 8.12

pr0 = fup(p) =frp0) (yaquep—rpq <= fupp) = frp(q)
= redp(p) = red(0) (ya que fnp(p) = redy(p))
(
(

= redp(p) =0 def. redy)
— p—50 ya que p —p redp(p))

A continuacion, demostremos que p —% 0 = p € (F).

p—p0 = pepl (ya que =" C ")
= fnp(p) =fmp0) (yaquep kg < fap(p) = frp(q)
= redp(p) = redp(0) (va que frp(p) = redi(p))
= redp(p) =0 (def. de red})
= redp(p) € (F) (ya que 0 € (F))
= p e (F) (va que p € (F) <= redp(p) € (F))

O

Los teoremas ACL2 correspondientes se presentan a continuacion, donde
prueba-forma-normal es la funcién que construye una prueba que conduce
desde un polinomio hasta su forma normal y que se expuso en el capitulo
anterior.

Notese que seguimos considerando (F) y (k) de la subsecciéon anterior.

La primera parte queda descrita de la siguiente forma.

(defthm |Phi(F) & p en <F> => p ->x*F 0|
(let* ((prueba (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(en-ideal-k p (F) (k)))
(->*-k p (nulo) prueba (F) (k)))))
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Este teorema se demuestra aplicando el teorema 7.41 y, el siguiente teorema
que demuestra que si p pertenece a (F'), p se reduce a 0 respecto a F.

(defthm |Phi(F) & p en <F> => red*(p, F) = 0l
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(en-ideal-k p (F) (k)))
(equal (red-Fx-k p (F) (k)) (nulo))))

Este teorema se demuestra utilizando los teoremas 7.40, 7.18 y 8.13.

La segunda parte es bastante mas sencilla y se puede puede expresar en ACL2
de la siguiente forma.

(defthm |Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>|
(implies (and (k-polinomiop-k p (k))
(<->x-k p (nulo) prueba (F) (k)))
(en-ideal-k p (F) (k))))

Este teorema se demuestra aplicando los teoremas 7.40 y 8.13 y, el siguiente
teorema que demuestra que si p se reduce a 0 respecto a F, p pertenece a

<F> ?

(defthm |red*(p, F) = 0 => p en <F>|
(implies (and (k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(equal (red-F* p F) (nulo)))
(en-ideal p F)))

Finalmente, este teorema se demuestra aplicando estabilidad del ideal res-
pecto de las funciones de reduccion.

8.4. Resumen

En este capitulo:

= Hemos presentado el concepto de base de Grobner.

= Hemos formalizado el concepto de s-polinomio en ACL2 y demostrado
sus propiedades fundamentales.
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s Hemos demostrado la confluencia local de la relacién de reduccién in-
ducida por un conjunto de polinomios que verifica la propiedad ®.

s Hemos demostrado que la clausura de equivalencia inducida por un
conjunto de polinomios que verifica la propiedad ® se puede decidir
comprobando la igualdad de formas normales.

» Finalmente, hemos demostrado que si [ es un ideal y F' una base de [
tal que ®(F') entonces F' es una base de Grobner de 1.



Capitulo 9

Algoritmo de Buchberger

9.1. Introducciéon

Ya se ha visto la importancia de las bases de Grobner para decidir la perte-
nencia al ideal. En este capitulo veremos como obtener una base de Grobner
de un ideal dado.

Para ver si una base de un ideal es de Grobner, lo que se hace es comprobar
si los s-polinomios se reducen a cero. Si no es el caso, existe una solucién
trivial para que el s-polinomio se reduzca a cero, y es anadirlo a la base.
Este nuevo polinomio generard nuevos s-polinomios, cuya reduccién a cero
debe ser comprobada, y asi sucesivamente. Es posible demostrar que este
proceso termina, obteniendo como resultado una base de Grobner del ideal
de partida. Este algoritmo se conoce como algoritmo de Buchberger.

El algoritmo tiene aplicaciones en el dlgebra, el razonamiento automético, la
robotica y otras areas. Se emplea fundamentalmente para resolver el proble-
ma de la pertenencia al ideal en un anillo de polinomios.

Nuestro objetivo en este capitulo es la implementaciéon y verificacion de este
algoritmo que Buchberger disen6 para calcular bases de Grobner en ACL2.

9.2. Algoritmo de Buchberger

Seguidamente se define la funcion principal que lleva a cabo todo el proceso de
célculo de una base de Grébner a partir de una base inicial F'= {f1,..., f,}
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compuesta por una secuencia finita de polinomios.

El algoritmo de Buchberger puede expresarse esquematicamente de la forma
descrita en la figura 9.1, donde :: representa la construccion de secuencias y
++ la concatenacion.

Buchberger : FF — G
G—F
C—|[(fi,fi):1<i<j<n]
mientras C' # J

(p,q) < primero(C)

C «— resto(C)

h «— redy(s-polinomio(p, q))

sih+#0
G—h:G

Figura 9.1: Algoritmo de Buchberger

La implementacion en ACL2 presentada en buchberger.lisp usa dos funcio-
nes. La primera funcién actiia como punto de entrada, calculando el conjunto
inicial de parejas con el que comenzara a trabajar la segunda y llamando a
esta segunda funcion sobre tales parejas. La segunda funcion, que es la que
realiza todo el trabajo, procede recursivamente implementando el cuerpo del
bucle que aparece en la figura.

(defmacro Buchberger (F)
¢ (Buchberger-aux ,F (parejas-iniciales ,F)))

(defun<k> Buchberger-aux (F C)
(declare (xargs :mode :program))
(if (and (naturalp k)
(k-polinomiosp F)
(pares-k-polinomiosp C))
(if (endp C)
F
(let* ((p (first (first C)))
(g (second (first C)))
(h (red-F* (s-polinomio p q) F)))
(if (equal h (nulo))
(Buchberger-aux F (rest C))
(Buchberger-aux (cons h F)
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(append (parejas h F) (rest C))))))
F))

Para completar en ACL2 el algoritmo precedente es necesario previamente
definir varias funciones. La funcion parejas-iniciales devuelve todas las
parejas que se pueden formar con los elementos de un conjunto.

(defun parejas-iniciales (F)
(if (endp F)
nil
(append (parejas (first F) (rest F))
(parejas-iniciales (rest F)))))

La funcion parejas calcula las parejas formadas por un elemento y todos los
de otro conjunto.

(defun parejas (p F)
(if (endp F)
nil
(cons (list p (first F))
(parejas p (rest F)))))

La funcién Buchberger-aux se ha definido en modo programa, con lo que
atin no ha sido admitida bajo el principio de definicion. Obsérvese que se
ha de suministrar una medida y una relacion bien fundamentada, para po-
der demostrar la parada del algoritmo, probando que dicha medida decrece
(respecto de la relacion bien fundamentada) en cada llamada recursiva. Esta
cuestion serd estudiada a continuacion.

9.3. Terminacion

Los argumentos sobre la terminacion de las funciones en ACL2 se basan en la
nocion de estructuras bien fundamentadas. Una estructura bien fundamen-
tada es un par (A, <) consistente en un conjunto A y una relacion <, tal que
no hay una sucesion infinita {a;} de elementos de A tal que a;11 < a;. Es
decir, no se pueden formar secuencias estrictamente decrecientes de longitud
infinita con los elementos de A.
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Los ordinales de ACL2, reconocidos por el predicado e0-ordinalp, con su
relacion de orden, e0-ord-<, constituyen una estructura bien fundamentada *
y son utilizados para demostrar la terminacion de las funciones definidas en
el sistema.

Para abordar la terminacion del algoritmo de Buchberger emplearemos un
producto lexicografico de dos relaciones bien fundamentadas. La razon es que
en el algoritmo, en la primera rama recursiva, el primer pardmetro perma-
nece inalterado mientras el segundo decrece estructuralmente se elimina
un elemento de la secuencia— y, por otro lado, en la segunda rama, el pri-
mer parametro decrece en un cierto sentido pese a que se le anade un nuevo
polinomio. Este decrecimiento es consecuencia del lema de Dickson.

Lema 9.1 (de Dickson). Dada una sucesion {s,} en N¥, existen i y j tales
que i < j y s; <k s; donde [ay,...,a;] <p [b1,...,b] si a; < b; para todo
1<i<k.

Las demostraciones clasicas de este teorema |79] no son constructivas y por
tanto no podemos utilizarlas tal cual en ACL2.

Los términos pueden verse como elementos de N* donde la relacion de divisi-
bilidad juega el papel de <. Por tanto, el lema anterior establece que a una
secuencia de términos no se le puede anadir indefinidamente términos que no
sean divisibles por ninguno de los términos que ya estuvieran en ella.

Consideremos, ahora, la secuencia de términos principales de los polinomios
del primer parametro de la funcién Buchberger-aux. En este caso, el lema
anterior establece que a una secuencia de polinomios no se le puede anadir sin
fin polinomios cuyos términos principales no sean divisibles por ninguno de los
términos principales de los polinomios que ya estuvieran en la secuencia. Esto
es justamente lo que ocurre en la segunda rama del algoritmo: el polinomio,
h, que se anade a la base no es nulo y es irreducible por F'. En consecuencia,
su término principal no es divisible por ninguno de los términos principales
de los polinomios que ya estuvieran en la base.

Ejemplo 9.2. Si los términos se representan mediante k-uplas de sus expo-
nentes, (esto es, el término z3y22° se representaria por [3,2,5]) entonces se
puede considerar un orden < sobre secuencias de términos donde aparezcan
situaciones como la siguiente, en la que cada k-upla anadida no es divisible

Esto se asume en la meta-teoria.
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por las anteriores:

[[3,2,5]] >

[[2,6,8],[3,2,5]] >

[[20,50,4],[2,6,8],[3,2,5]] >
[[15,1,80], [20,50, 4], [2, 6, 8], [3,2, 5]

Por el lema de Dickson sabemos que no podemos mantenernos continuamente
insertando términos que no sean divisibles por los demas términos de la
secuencia. Por tanto, < es bien fundamentado.

El problema esta en definir ese orden para el primer parametro y demostrar en
AcL2, mediante inmersion en los €y-ordinales, que esta bien fundamentado.
Una vez demostrado, es facil combinarlo con el orden estructural del otro
parametro mediante un producto lexicografico.

Esto es, dada una secuencia de términos que tiene la propiedad que ningin
término divide a otro més alla en la secuencia, hay que construir una inmer-
sion de la secuencia de términos en los ordinales, de manera que la secuencia
de ordinales sea estrictamente decreciente.

Esta es una reformulaciéon «finita» del lema de Dickson, pero es justo lo
que se necesita si un determinado argumento de terminacion confia en esta
propiedad de las secuencias de términos. Y éste es precisamente el caso del
algoritmo de Buchberger.

Siguiendo estas lineas se ha definido una medida para demostrar la termi-
nacion del algoritmo de Buchberger a partir de la formalizacion que se hace
del lema de Dickson en [64] y contenida en el directorio dickson. En |78]
también se desarrolla practicamente la misma idea matematica.

Otra formalizacion del lema de Dickson en ACL2 pueden encontrarse en
[97]. Esta formalizacion se realiza mediante una inmersion directa en los
€p-ordinales y hace un uso frecuente de diversas propiedades de la aritmética
ordinal |59|. También existen formalizaciones en M1ZAR y CoQ |56, 80].

9.3.1. Formalizacion del lema de Dickson

En la formalizacion del lema de Dickson presentada en [64], la representacion
de términos de k variables coincide con la nuestra. Los términos son repre-
sentados por k-uplas de nimeros naturales formadas por los exponentes.
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La relacion de divisibilidad entre términos coincide con la siguiente relacion
entre tuplas: dada las k-uplas A = [a1,...,ax] y B = [b1,...,b], A <i B si,
y s6lo, si a; < b; para todo 1 < ¢ < k. La funciéon tuple-< implementa esta
relacion.

Los siguientes teoremas ACL2 permiten formalizar el lema de Dickson.

(defthm get-dickson-indices-1
(implies (naturalp n)
(let ((n1 (first (get-dickson-indices n)))
(n2 (second (get-dickson-indices n))))
(< n1 n2))))

(defthm get-dickson-indices-2
(implies (naturalp n)
(let ((n1 (first (get-dickson-indices n)))
(n2 (second (get-dickson-indices n))))
(tuple-< (f nl1) (f n2)))))

donde la funcion get-dickson-indices y, las funciones get-tuple-<-f y
tuple-< necesarias para su definicién son como sigue.

(defun get-dickson-indices (n)
(declare (xargs :measure (pattern-list-measure
(pattern-list-tuple-1list
(initial-segment-f n)
(list (initial-pattern (K)))))
:well-founded-relation mul-e0-ord-<))
(if (naturalp n)
(let ((m (get-tuple-<-f (+ n 1) (f (+ n 1)))))
(if m (list m (+ n 1))
(get-dickson-indices (+ n 1))))
nil))

(defun get-tuple-<-f (m TT)
(if (naturalp m)
(cond ((=m 0)
nil)
((tuple-< (f (- m 1)) TT)
(- m 1))
(t
(get-tuple-<-f (- m 1) TT)))
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nil))

(defun tuple-< (Tn Tm)
(cond ((endp Tn) (endp Tm))

((endp Tm) (endp Tn))

((and (naturalp (car Tn))
(naturalp (car Tm)))

(and (<= (car Tn) (car Tm))

(tuple-< (cdr Tn) (cdr Tm))))

(t nil)))

Los teoremas anteriormente presentados hacen uso, ademas de la funcién
get-dickson-indices, de un encapsulado en el cual se define una funcion
constante k, que representa el nimero de variables ?, y una funcién unaria
f que suministra una secuencia infinita de k-uplas de niimeros naturales. De
esta forma, las propiedades que se demuestren sobre esa secuencia infinita
seran validas para cualquier otra secuencia infinita de k-uplas de niimeros
naturales.

Notese que estos teoremas aseguran que para cualquier secuencia infini-
ta de k-uplas {f;}, existen ¢ < j tales que f; divide a f;, y la funcién
get-dickson-indices suministra estos valores.

La principal dificultad de la demostracion se encuentra en la prueba de termi-
nacion de la funciéon get-dickson-indices. Para ello se define una medida
sobre los parametros de la funciéon que decrece en cada llamada recursiva
con respecto a una relacion bien fundamentada. La definicién de esa medida,
y la prueba de que decrece, constituyen la clave principal de la formaliza-
cion del lema de Dickson en [64]. Esa medida sera la que reutilizaremos para
construir una medida que permita demostrar la terminacion del algoritmo de
Buchberger.

La idea es la siguiente: para cada ntimero natural n, se construye un conjunto
de patrones asociados con las n primeras k-uplas, fi,..., f,, suministradas
por f. Estos patrones representan los conjuntos de tuplas que no verifican
la condicion de terminacion de get-dickson-indices (es decir, que no son
divisibles por ninguna de las tuplas anteriores). Cada patron tiene un niimero
natural asociado (su dimension). Un conjunto finito de patrones tiene aso-
ciado, por tanto, un multiconjunto de niimeros naturales, y se demuestra que
estos multiconjuntos decrecen con respecto a la extension a multiconjuntos
de e0-ord-<, presentada en [88, 63]. La medida viene dada por la siguiente

20 lo que es lo mismo, la longitud de las tuplas.
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funcion.

(defun dickson-indices-measure (n)
(pattern-list-measure
(pattern-list-tuple-list (initial-segment-f n)
(list (initial-pattern (XK))))))

donde

1. pattern-list-measure recibe un multiconjunto de patrones y devuel-
ve el multiconjunto de las dimensiones de los patrones.

2. pattern-list-tuple-list devuelve el multiconjunto de patrones aso-
ciado con una secuencia de tuplas, representando el conjunto de tuplas
que no son divisibles por ninguna de las tuplas de la secuencia.

3. initial-segment-f recibe un ntimero natural n y devuelve las n pri-
meras tuplas suministradas por f.

4. initial-pattern recibe un nimero natural k£ y devuelve el patron

asociado a una lista vacia de k-uplas (es decir, el patron que representa
a todo N*).

9.3.2. Uso del lema de Dickson para probar terminacién

La adaptacion del lema de Dickson para la prueba del algoritmo de Buch-
berger se encuentra en buchberger.lisp.

En nuestro caso la medida correspondiente recibiria dos parametros que
corresponderian a lista inicial de términos, LT, y al nimero de variables
de esos términos, k. De esta forma, en lugar de la llamada a la funcién
(initial-segment-f n) se emplearia LT, y en lugar de la constante (k),
la variable k.

(defun medida-terminos (LT k)
(map-e0-ord-<-fn-e0-ord
(pattern-list-measure
(pattern-list-tuple-list LT (list (initial-pattern k))))))
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Ademas se anade la llamada a la funcion map-e0-ord-<-fn-e0-ord. Es-
ta funcion devuelve un ey-ordinal asociado a un multiconjunto de ordina-
les, tal y como se describe en [63|. Por tanto, el resultado de la funcion
medida-terminos es un ordinal. Esto nos permite trabajar directamente con
la relacion de orden e0-ord-< en vez de con su extension a multiconjuntos.

Con todo esto, estamos en disposicion de definir una nueva medida a la que
llamaremos medida-Buchbeger y demostrar la terminacién del algoritmo de
Buchberger.

(verify-termination Buchberger-aux-k
(declare (xargs :measure (medida-Buchberger F C))))

Si nos fijamos en la segunda llamada recursiva del algoritmo, se ve que el
polinomio que se anade a la base, h, no es cero y es irreducible por F. En
particular esto significa que su término principal no es divisible por ninguno
de los términos principales de los polinomios de F'. Con lo cual, el primer
parametro decrece utilizando la medida proporciona en la demostracion del
lema de Dickson, como se acaba de ver.

Como en la primera llamada recursiva el tamano del segundo parametro
decrece en su longitud, un producto lexicografico nos proporciona la termi-
nacion de la funcion. El eg-ordinal resultante, que permite comparar lexico-
graficamente ambas medidas, viene dado por la siguiente expresion:

w® + len(C)

incrementa-entero(medida-k-terminos(terminos-lideres(F)))
= len devuelve la longitud de la lista C.

» incrementa-entero incrementa su pardmetro en uno si el parametro
es un entero. Esto es necesario, por cuestiones técnicas, para poder
hacer el producto lexicogréafico.

» terminos-lideres recibe una lista de polinomios y devuelve una lista
con los términos principales de cada uno de los polinomios de la lista.
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= medida-k-terminos recibe una lista de términos de k variables y de-
vuelve el ¢p-ordinal asociado. Este ordinal se obtiene mediante la apli-
cacion de la funcién medida-terminos fijando el nimero de variables
a k, como se puede ver a continuacion.

La implementacion en ACL2 de la medida es la siguiente.

(defun<k> medida-Buchberger (F C)
(if (and (k-polinomiosp F)
(pares-k-polinomiosp C))
(cons (incrementa-entero
(medida-k-terminos (terminos-lideres F)))
(len C))
0))

A continuacion, se presentan las definiciones del resto de las funciones que
emplea.

(defun incrementa-entero (x)
(if (integerp x)
(1+ x)
x))

(defun terminos-lideres (F)
(cond ((endp F)
nil)
((equal (first F) (nulo))
(terminos-lideres (rest F)))
(t
(cons (termino (primero (first F)))
(terminos-lideres (rest F))))))

(defmacro medida-k-terminos (LT)
‘ (medida-terminos ,LT k))

Ahora es necesario comprobar que se satisfacen las condiciones necesarias
para la aplicacion de la medida.

En primer lugar hemos de demostrar una propiedad sobre los polinomios que
se estan anadiendo a la base en cada llamada recursiva. Hay que demostrar
que el término principal del polinomio que se estd anadiendo a la base no
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es divisible por ninguno de los términos principales de los polinomios que ya
estan en la base.

Claramente, esto es cierto, ya que el polinomio que se estd anadiendo es
un polinomio irreducible con respecto a la base. Para esto se ha tenido que
definir este concepto de divisibilidad de una lista de términos respecto de
otro término dado.

(defun divisibilidad (LT te)
(cond ((endp LT)
nil)
(t
(or (dividep (first LT) te)
(divisibilidad (rest LT) te)))))

(defthm |~div(terminos-lideres(F), tp(redx(p, F)))I
(implies (and (k-polinomiosp F)
(k-polinomiop (red-F* p F))
(not (equal (red-F* p F) (nulo))))
(not (divisibilidad (terminos-lideres F)
(termino (primero (red-Fx* p F)))))))

El siguiente teorema establece la conexion con la funcion get-tuple-<, que
se emplea en la demostracion del lema de Dickson, estableciendo una de las
hipotesis exigidas para utilizar la medida propuesta.

(defthm |~div(LT, te) => ~get-tuple-<(LT, te) |
(implies (and (k-terminop te)
(k-terminosp LT)
(not (divisibilidad LT te)))
(not (get-tuple-< LT te))))

En concreto, la funcién get-tuple-< es equivalente en este contexto a la
funcion divisibilidad.

(defun get-tuple-< (T-1lst TT)
(cond ((endp T-1st)
nil)
(t
(or (tuple-< (car T-1st) TT)
(get-tuple-< (cdr T-1st) TT)))))
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Notese que las funciones get-tuple-< y divisibilidad no son exactamente
iguales ya que tuple-<y dividep son sutilmente diferentes.

Por otro lado, la funcion k-terminosp reconoce listas de términos uniformes
de k variables.

(defun<k> k-terminosp (L)
(cond ((atom L)
(equal L nil))
((not (k-terminop (first L)))
nil)
(t
(k-terminosp (rest L)))))

Notese que la formalizacion en la que nos apoyamos para definir nuestra
medida trabaja con secuencias de términos uniformes, esto es, secuencias
de términos con el mismo nimero de variables. Esto ha ocasionado que sea
necesario introducir el concepto de polinomio uniforme y demostrar que cada
una de las operaciones sobre polinomios preservan la uniformidad (véase el
capitulo 4).

9.4. Correccion parcial

Una vez demostrado que nuestra implementacion en ACL2 del algoritmo de
Buchberger siempre termina su ejecucion, nos disponemos a razonar sobre su
correccion parcial. El resultado principal que debemos alcanzar es la garantia
de que siempre se obtiene una base de Grobner del ideal generado por la base
inicial.

Por el camino iran apareciendo muchos resultados interesantes que organiza-
remos en torno a un plan de prueba detallado. Esto nos conducira hasta el
resultado final.

9.4.1. Esquema general

Varias de las ideas necesarias para llevar a cabo la demostracion de correccion
del algoritmo de Buchberger aparecen en [1, 26, 102], pero dado que una de-
mostracion completamente formal requiere un nivel de detalle mucho mayor
del que aparece en un texto estandar, hemos establecido una serie de etapas
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que nos conduciran a la prueba final. Estas etapas se presentan en el siguiente
esquema. En primer lugar, se expondran las propiedades fundamentales ya
demostradas en capitulos anteriores.

1. Se ha demostrado que la funciéon fnp calcula una forma normal, es
decir, p =% fnp(p) y fap(p) es irreducible (teorema 7.29).

2. Se ha demostrado que frnp(p) = redy(p) (teorema 7.40), y por lo tanto
que p —% redp(p) (teorema 7.41), donde red} es la funcion de reduccion
que se utiliza en el algoritmo de Buchberger.

3. Se ha demostrado que ®(F') implica que la relacién de reduccion es
localmente confluente (teorema 8.12).

O(F) = Vp,q,r (r =rpAT —pq = plhq)

4. Se ha demostrado que la clausura de equivalencia de la reducciéon poli-
noémica inducida por un conjunto de polinomios que verifica la propie-
dad ® se puede decidir comprobando la igualdad de formas normales
(teorema 8.13).

O(F) = (pe=rq = fap(p) =fup(q))

5. Se ha demostrado que cualquier base (formada por un conjunto de
polinomios) que satisfaga la propiedad ® es una base de Grébner (teo-
rema 8.14).

O(F) = (pe(F) < p—Fp0)

A continuacién se exponen las etapas que aiin restan para obtener finalmente
la demostracion de correccion parcial del algoritmo:
1. Se demostrara que se cumple ®(Buchberger(F)).

2. Se demostrara la estabilidad del ideal respecto al algoritmo de Buch-
berger.
p € (F) < p € (Buchberger(F))

3. Se demostrara que la base devuelta por el algoritmo de Buchberger es
una base de Grobner. Sea G = Buchberger(F'), entonces

pe(G) < p—50

Esto se llevaré a cabo utilizando el resultado anterior y mediante instan-
ciacion funcional del teorema del punto 5 de la enumeracion anterior.



250

Algoritmo de Buchberger

Se demostrard, utilizando los puntos anteriores 2 y 3, que la base de-
vuelta por el algoritmo de Buchberger es una base de Grobner de la
base original. Es decir, si G = Buchberger(F), entonces

pe(F) < p—g0

Los teoremas correspondientes en ACL2, que demuestran la correccion
parcial del algoritmo de Buchberger, son los siguientes. Estos dos teo-
remas son los resultados principales de la memoria.

(defthm |G = Buchberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|
(let* ((G (Buchberger F))
(prueba (prueba-forma-normal p G)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(en-ideal p F))
(->* p (nulo) prueba G))))

(defthm |G = Buchberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|
(let ((G (Buchberger F)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(->x p (nulo) prueba G))
(en-ideal p F))))

Se verificard y construira un procedimiento de decision para el problema
de la pertenencia al ideal, ya que, si G = Buchberger(F) se tiene que

pE(F) <= redg(p) =0

Es decir, no nos limitamos a demostrar que el algoritmo de Buchberger
devuelve una base de Grébner sino que proporcionamos un procedi-
miento de decision verificado para el problema de la pertenencia al
ideal.

El procedimiento en ACL2 se expresaria de la siguiente forma.
(defun<k> decide (p F)

(equal (red-Fx p (buchberger F))
(nulo)))
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El teorema ACL2 que demuestra la correccion de ese procedimiento es
el siguiente.

(defthm |p en <F> <=> decide(p, F)I
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(iff (en-ideal p F) (decide p F))))

Notese la relevancia de este resultado: en-ideal no es ejecutable y esta de-
finida como una funcién de Skolem. Por el contrario, decide es ejecutable.

La formalizacion de todas las distintas etapas se encuentra en el fichero
bases-groebner.lisp.

9.4.2. Satisfaccién de la propiedad

Teorema 9.3. Sea F' una secuencia finita de polinomios. Entonces, todos
los s-polinomios formados a partir de los polinomios de la base construida
por el algoritmo de Buchberger a partir de F' se reducen a 0. Es decir,

®(Buchberger(F))

donde:
O(G) =Vp,q € G s-polinomio(p,q) —¢ 0

Demostracion. Sea G = Buchberger(F).

Si p,q € G entonces en algin paso j del algoritmo uno de los s-polinomios
s-polinomio(p, q) o s-polinomio(q, p) fue procesado. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que fue s-polinomio(p, q).

Si s-polinomio(p,q) —¢;, 0, entonces s-polinomio(p, q) —¢ 0 ya que G; C G.

En caso contrario, s-polinomio(p,q) —¢, by h € Gj41. Entonces, como es
evidente que h se puede utilizar para reducir h a 0 en un paso, esto implica
s-polinomio(p, q) — 0y, por tanto, s-polinomio(p,q) —& 0. O

*
Gjt1

El teorema ACL2 correspondiente se expresa a continuaciéon. El principal
problema estd en expresar en ACL2 el hecho de que en algin paso j del
algoritmo uno de los s-polinomios, s-polinomio(p,q) o s-polinomio(q,p), fue
procesado.
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(defthm |Phi(Buchberger(F)) |
(let* ((G (Buchberger F))
(prueba (prueba-s-polinomio p q F)))
(implies (and (k-polinomiosp F) (naturalp k)
(en p G) (en q G))
(->* (s-polinomio p q) (nulo) prueba G))))

Notese que la demostracion ACL2 es diferente a la prueba matemética pre-
sentada. Por tanto, lo que viene a continuacién (y en particular todos los
lemas) estan encaminados a mostrar con detalle la prueba AcCL2.

Nuevamente como en todos los casos (aunque aqui es diferente en cierto sen-
tido, ya que la prueba se obtiene a partir de los pasos seguidos por el algorit-
mo), debemos en primer lugar definir una funciéon que construya la secuencia
de pasos de reduccion que hay que hacer para que s-polinomio(p,q) —7 0.
Esta funcion se denomina prueba-s-polinomio y viene dada por la siguiente
definicion.

(defun<k> prueba-s-polinomio (p q F)
(let* ((prueba
(prueba-Buchberger F (parejas-iniciales F) nil nil)))
(prueba-par p q (pares prueba) (pruebas prueba))))

La funcion prueba-Buchberger construye una prueba que demuestra la re-
duccion a 0 de los s-polinomios. La demostracion de la parada de esta funcion
es igual que la del algoritmo de Buchberger, por tanto se utiliza la misma
medida (omitida aqui) que se construyé para demostrar la parada de Buch-
berger, asi como los mismos lemas necesarios.

(defun<k> prueba-Buchberger (F C Cp pruebas)
(if (and (naturalp k)
(k-polinomiosp F)
(pares-k-polinomiosp C))
(if (endp C)
(list F Cp pruebas)
(let* ((p (first (first C)))

(q (second (first C)))
(h (red-F* (s-polinomio p q) F))
(prueba (prueba-forma-normal (s-polinomio p q) F)))

(if (equal h (nulo))
(prueba-Buchberger F
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(rest C)
(cons (first C) Cp)
(cons prueba pruebas))
(prueba-Buchberger (cons h F)
(append (parejas h F) (rest C))
(cons (first C) Cp)
(cons (prueba-h prueba h) pruebas)))))
(list F Cp pruebas)))

donde prueba-h se define de la siguiente forma,

(defun prueba-h (prueba h)
(let* ((c (polinomio
(RAC-MON::- (RAC-MON::/ (first h) (first h)))))
(paso (list (make-r-step
:direct t :eltl h :elt2 (nulo)
:operator (operador (first h) ¢ h)))))
(if (endp prueba)
paso
(append prueba paso))))

La funciéon prueba-Buchberger sigue el mismo esquema que Buchberger-aux.
Recibe la base inicial, el conjunto de las parejas iniciales de esa base, el
conjunto de las parejas procesadas (inicialmente, vacio) y las pruebas que
demuestran que los s-polinomios de las parejas procesadas se reducen a 0
respecto de la base que se va calculando (inicialmente, también vacio). Su
resultado consiste en una tupla de tres componentes (al primer componente
lo identificaremos como base, al segundo como pares y al tercero pruebas):

» La base de Grobner correspondiente a la base inicial (se demostrara que
la base devuelta coincide con la que devuelve la funcion Buchberger).

= El conjunto de parejas procesadas. Al final, tendra que tener todas las
parejas posibles que se puedan formar con la base devuelta (excepto
las de un polinomio consigo mismo, y salvo el orden).

= El conjunto de pruebas correspondientes al conjunto de parejas proce-
sadas y que demuestran que los s-polinomios de esas parejas se reducen
a 0 respecto de la base devuelta.

A continuacion, se presenta la funcion prueba-par. Esta funcién recibe un
par de polinomios, p y ¢, una lista de pares, C), y una lista de pruebas, prueba,
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correspondiente a la lista de pares. Devuelve la prueba que le corresponde al
par, (p,q).

(defun prueba-par (p q Cp prueba)
(cond ((endp Cp)
nil)
((equal (list p q) (first Cp))
(first prueba))
((equal (list q p) (first Cp))
(prueba-negada (first prueba)))
(t
(prueba-par p q (rest Cp) (rest prueba)))))

Puede ocurrir que el par que se encuentre en la lista de pares sea el inverso
y que, por tanto, el s-polinomio esté negado. En ese caso, debe obtener la
prueba opuesta.

La funciéon prueba-negada es la encargada de construir la opuesta de una
prueba. Para ello se define la funciéon paso-negado que devuelve el opuesto
del paso de prueba que recibe como entrada.

(defun prueba-negada (prueba)
(cond ((endp prueba)
nil)
(t (cons (paso-negado (first prueba))
(prueba-negada (rest prueba))))))

(defun paso-negado (paso)
(let* ((nm (RAC-MON::- (o-monomio (operator paso))))
(np (o-polinomio (operator paso)))
(nc (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ nm (first np))))))
(make-r-step :direct (direct paso)

reltl (- (eltl paso))
:elt2 (- (elt2 paso))
:operator (operador nm nc np))))

Antes de llevar a cabo la demostracion del teorema 9.3 en ACL2 es necesario

probar los siguientes lemas.

Lema 9.4 (monotonia de la clausura de equivalencia). Sean p un
polinomio y, F' y G secuencias finitas de polinomios. Si F C G entonces

PR q = P q
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En AcL2,

(defthm |F suf G & p <->F* q => p <->G* ql
(implies (and (subsetp F G)
(k-polinomiosp G)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiop q)
(<->x p q prueba F))
(<->* p q prueba G)))

Demostracion. Por induccion sobre la longitud de la prueba.

Caso base:

Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = g, resultando p < ¢
trivialmente.

Paso de induccion:

Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe
fi € F tal que:

Peon T oFq
Por hipoétesis de induccion:

reRq = T enq

De esta forma, solo resta demostrar que:

DRt = pegr
Como p <y, r, fy € F'y FF C G entonces f; € Gy, por tanto, p < 7.

O

Lema 9.5. Sean p, h polinomios y F una secuencia finita de polinomios.

pH*Fh' :>p<_)>;z::FO

En AcL2,
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(defthm |h '= 0 & p <->F* h => p <->{h,F}* O]
(implies (and (not (equal h (nulo)))
(k-polinomiosp F)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiop h)
(<->* p h prueba F))
(<->x p (nulo) (prueba-h prueba h) (cons h F))))

Demostracion. Por induccion sobre la longitud de la prueba, p <% h.

Caso base:

Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = h, resultando p <} . 0 ya
que h <,..r 0, por definicion.

Paso de induccion:
Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe
fi € F tal que:
pesreoph
Por hipoétesis de induccion:
TH;h = THZ::FO
De esta forma, solo resta demostrar que:

peoFrT = pehupT

Como p <y, 1, i€ F'y fi € h:: F'y, por tanto, p <= . p 7.

Lema 9.6. Sea p un polinomio y F' una secuencia finita de polinomios.

p—r0 = —p—=%0
En AcL2,

(defthm |p ->F* 0 => -p ->Fx 0]
(implies (->* p (nulo) prueba F)
(->* (- p) (nulo) (prueba-negada prueba) F)))
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Demostracion. Por induccion sobre la longitud de la prueba.

Caso base:

Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = 0, resultando —p —7% 0.

Paso de induccion:

Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe
fi € F tal que:
p—pr—p0

Por hipoétesis de induccion:

r—p0 = —r—=%50

De esta forma, solo resta demostrar que:

p—pT = —p—p =T

Sea m el monomio de p por el que se produce la reducciéon. Como p —y, r
entonces 7 =p —m/mp(f;) - fi.

Como m € p entonces —m € —p y, por tanto, el polinomio resultante
de reducir —p por f; en el monomio —m serd —p + m/mp(f;) - fi que es
justamente —r. Por tanto, —p —p —7.

O

Para la demostraciéon en ACL2 se comprueba, primero, que si una prueba
es descendente (es decir, estd compuesta solamente por pasos directos de
prueba) entonces su negacion también.

(defthm |descendentep(prueba-negada(prueba)) |
(implies (descendentep prueba)
(descendentep (prueba-negada prueba))))

Y a continuacion se establece que si un paso es valido su negado también,
para obtener la demostracion del lema original.

(defthm |paso-valido(paso) => paso-valido(paso-negado(paso)) |
(implies (paso-valido paso F)
(paso-valido (paso-negado paso) F)))
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Ademés, notese que la funcion Buchberger no genera todos los posibles s-
polinomios sino s6lo un conjunto reducido. Los dos lemas siguientes asegu-
ran que la reduccion a cero del conjunto reducido implican la reduccion del
conjunto completo.

Lema 9.7. Sea p un polinomio.

s-polinomio(p,p) = 0
En AcrL2,

(defthm |s-polinomio(p, p) = O]
(implies (polinomiop p)
(equal (s-polinomio p p) (nulo))))

Demostracion. Inmediata por propiedades de polinomios. O

Lema 9.8. Sean p y q polinomios.

s-polinomio(p, q) = —s-polinomio(q, p)
En AcrL2,

(defthm |s-polinomio(p, q) = - s-polinomio(qg, p)l|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))
(equal (- (s-polinomio q p)) (s-polinomio p g))))

Demostracion. Inmediata por propiedades de polinomios. ]

Falta ahora, probar que la base devuelta por la funcién prueba-Buchberger
coincide con la que devuelve la funcién Buchberger (lema 9.10).

Ya que la funcion Buchbeger no es recursiva, no sugiere esquema de inductivo
alguno, y, por tanto, no es posible realizar una prueba inductiva del lema 9.10
sobre la funcién Buchberger. Esto es muy comiin en este tipo de demostra-
ciones donde se tiene una funciéon auxiliar, en nuestro caso Buchberger-auz,
y una funcion principal, Buchberger, que delega en ella. La funcién auxiliar
corresponde en realidad a una generalizacion de la funciéon principal, con pa-
rametros adicionales. Cuando los parametros toman los valores apropiados,
la funcion auxiliar realiza el trabajo encomendado a la principal. Por tanto,
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las propiedades de la principal son casos particulares de propiedades mas
generales de la auxiliar.

Por esta razon, demostramos primero el siguiente teorema, mas general, ob-
teniendo el resultado deseado a partir de él.

Lema 9.9. Sean F' una secuencia finita de polinomios y C, C, secuencias
finitas de pares de polinomios. Entonces,

Buchberger-auz(F, C') = base(prueba-Buchberger(F, C, C,, pruebas))

En Acr2,

(defthm |Buchberger-aux(F,C) = prueba-Buchberger(F,C,Cp,pruebas) |
(equal (Buchberger-aux F C)
(base (prueba-Buchberger F C Cp pruebas)))))

Demostracion. Por induccion, siguiendo el esquema sugerido por la funcién
Buchberger-auz.

Caso base: C =[]
Inmediato, ya que F' = F'.

Paso de induccion: C # ||.
Sean (p, q) = primero(C) y h = redy(s-polinomio(p, q)).

= Si A =0, por hipdtesis de induccion se tiene que

Buchberger-auz(F, resto(C)) =
base(prueba-Buchberger(F, resto(C), (p, q) :: Cp, ps :: pruebas))

donde py = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F').

Por tanto, como en este caso, por definicion Buchberger-auz(F,C) =
Buchberger-auz(F, resto(C')), el resultado se sigue directamente.

» Si h # 0, por hipotesis de induccion se tiene que

Buchberger-auz(h :: F, parejas(h, F') ++ resto(C'))) =
base(prueba-Buchberger(h :: F, parejas(h, F') ++ resto(C)),
(p,q) :: Cp, pp 2 pruebas))
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donde pj, = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F'), h).
El resultado se sigue de la definicion de la funcion.

Lema 9.10. Sea F' una secuencia finita de polinomios. Entonces,

Buchberger(F') = base(prueba-Buchberger (F, parejas-iniciales(F'), nil, nil))
En AcrL2,

(defthm |Buchberger(F) = prueba-Buchberger(F, C, nil, nil)|
(let ((C (parejas-iniciales F)))
(equal (Buchberger F)
(base (prueba-Buchberger F C nil nil)))))

Demostracion. Inmediata utilizando el lema 9.9. ]

Ademés, también hay que demostrar que el conjunto de parejas procesadas
que devuelve prueba-Buchberger tiene todas las parejas posibles que se
puedan formar con la base devuelta (lema 9.12). Este lema se demostrara
utilizando el siguiente.

Lema 9.11. Sean ¢ un par de polinomios, F una secuencia finita de polino-
mios y, C, C, secuencias de pares de polinomios.

Si ¢ € parejas-iniciales(base(prueba-Buchberger(F, C, Cy, pruebas)) y, ade-
mds se cumple que ¢ € parejas-iniciales(F) —> ¢ € C, entonces

¢ € pares(prueba-Buchberger(F, C, C,, pruebas))

(defthm
|par en parejas-iniciales(base(prueba)) => par en pares(prueba) |
(let* ((prueba (prueba-Buchberger F C Cp pruebas)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiosp F)
(pares-k-polinomiosp C)
(implies (en par (parejas-iniciales F))
(en par C))
(en par (parejas-iniciales (base prueba))))
(en par (pares prueba)))))
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Demostracion. Por induccion, siguiendo el esquema sugerido por la funcién
prueba-Buchberger.

Caso base: C =[]
Inmediato, ya que ¢ € parejas-iniciales(F) — c € C.

Paso de induccion: C # |].
Sean (p,q) = primero(C) y h = redy(s-polinomio(p, q)).

= Si h =0, por hipodtesis de induccion se tiene que
¢ € pares(prueba-Buchberger(F, resto(C), (p, q) :: Cp, ps :: pruebas))

donde ps; = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F).
El resultado se sigue por definicion y propiedades de polinomios.
= Si h # 0, por hipoétesis de induccion se tiene que
¢ € pares(prueba-Buchberger(h :: F, parejas(h, F') ++ resto(C)),
(p,q) :: Cp, pp, = pruebas))

donde py, = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F'), h).

El resultado se sigue de la definicion de la funcién y propiedades de
polinomios.

O

Lema 9.12. Sean ¢ un par de polinomios y F una secuencia finita de poli-
nomios. Si ¢ € parejas-iniciales( Buchberger(F)), entonces

¢ € pares(prueba-Buchberger(F, parejas-iniciales(F'), nil, nil))

(defthm
| (par en parejas-iniciales(Buchberger(F)) => par en pares(prueba) |
(let* ((C (parejas-iniciales F))
(prueba (prueba-Buchberger F C nil nil)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiosp F)
(en par (parejas-iniciales (Buchberger F))))
(en par (pares prueba)))))
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Demostracion. Inmediata por los lemas 9.10 y 9.11. U

A continuacion, se tiene que probar que realmente los s-polinomios obtenidos
de la lista de parejas procesadas que devuelve la funcién prueba-Buchberger
como segundo parametro se reducen a 0, utilizando las pruebas correspon-
dientes del conjunto de pruebas devuelto en tercer lugar, respecto de la base
que devuelve la funcién como primer parametro (lema 9.14). Todo esto se
hace respecto a un conjunto inicial de parejas procesadas y pruebas (am-
bos vacios), y con el conjunto de parejas iniciales de la base (que es lo que
justamente se tiene en la funcion Buchberger).

Su demostracion se obtiene a partir del lema siguiente que es una generaliza-
cién que en cierta manera expresa un invariante en todo el proceso. En este
caso, el conjunto inicial de parejas procesadas y pruebas no tiene que ser va-
cio pero tiene que satisfacer la propiedad ®. Es decir, como hipotesis se tiene
que cumplir ® para lo que ya hubiera en el conjunto de parejas procesadas,

Cp.

Lema 9.13. Sean I una secuencia finita de polinomios, C y C,, secuencias fi-
nitas de pares de polinomios, G = base(prueba-Buchberger(F, C, C,, pruebas))
y donde los pares de C,, satisfacen la propiedad ®. Entonces para todo (p,q) €
pares(prueba-Buchberger(F, C, C,, pruebas))

*

s-polinomio(p, q) —¢ 0

Demostracion. Por induccion siguiendo el esquema sugerido por la funcion
prueba-Buchberger y usando los lemas 9.4 y 9.5, que p —% red7(p) y que
red-F*(p, F) =0 = p —% 0. O

En AcrL2,

(defthm |Phi(prueba-Buchberger(F, C)) |
(let* ((prueba (prueba-Buchberger F C Cp pruebas)))
(implies (and (Phi Cp pruebas F)
(k-polinomiosp F))
(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))

donde la funcién Phi nos va a servir para expresar en ACL2 la propiedad ®.
Esta funcion recibe tres parametros, todas las parejas de polinomios cuyos s-
polinomios se tienen que reducir a 0, las pruebas correspondientes y la base,
y comprueba si realmente los s-polinomios se reducen a (0 con las pruebas
correspondientes respecto de la base.
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(defun<k> Phi (parejas pruebas F)
(cond ((or (endp parejas) (endp pruebas))

t)

((let* ((par (first parejas))
(p (first par))
(g (second par)))

(<->* (s-polinomio p q) (nulo) (first pruebas) F))

(Phi (rest parejas) (rest pruebas) F))

(t

nil)))

Lema 9.14. Sea F una secuencia de polinomios, C' = parejas-iniciales(F')
y G = base(prueba-Buchberger(F, C, nil, nil)). Entonces para todo (p,q) €
pares(prueba-Buchberger (F, C, nil, nil))

s-polinomio(p,q) —¢ 0
Demostracion. Inmediata por el lema 9.13. ]

En AcL2,

(defthm |Phi(prueba-Buchberger(F, parejas-iniciales(F))) |
(let* ((prueba
(prueba-Buchberger F (parejas-iniciales F) nil nil)))
(implies (k-polinomiosp F)
(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))

Por tltimo, se demuestra el lema que relaciona prueba-par con la funcion
Phi.

Lema 9.15. Sean p, q polinomios, F' una secuencia finita de polinomios y
C, una secuencia finita de pares de polinomios. Si Phi(C,, pruebas, F') vy,
(p,q) € Cp, 0 (¢,p) € Cp, entonces s-polinomio(p, q) —% 0.

(defthm |(p, q) en Cp & Phi(Cp, pruebas, F) => s-pol(p, q) ->F* O

(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)

(equal (len Cp) (len pruebas))

(or (en (list p q) Cp)

(en (list g p) Cp))
(Phi Cp pruebas F)
(descendentesp pruebas))
(->* (s-polinomio p q)
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(nulo)
(prueba-par p q Cp pruebas)
F)))

Demostracion. Por induccion, siguiendo el esquema sugerido por la funcion
prueba-par.

Caso base 1: C, =[]

Inmediato, por definicién de €.

Caso base 2: C, # [| A (p, q) = primero(C),).

Inmediato, por definicién de las funciones.

Caso base 3: C, # [| A (p, q) # primero(C,) A (q,p) = primero(C,).

Por definicion y por los teoremas 9.6 y 9.8.

Paso de induccion: C, # [].
Por hipotesis de induccion:
Phi(resto(Cy), resto(pruebas), F') A ((p,q) V (q,p)) € resto(C,) =

s-polinomio(p,q) —7% 0

El resultado se sigue por definicion de las funciones.

0

Lema 9.16. Sean F' una secuencia finita de polinomios y G = Buchberger(F).
Entonces para todo par (p,q) tal que (p = q V (p,q) € parejas-iniciales(G) V
(q,p) € parejas-iniciales(G)) se tiene que

s-polinomio(p, q) —¢ 0
Demostracion. Por los lemas 9.7, 9.10, 9.12, 9.14 y 9.15. ]
En AcrL2,

(defthm |Phi(prueba-Buchberger (F)) |
(let ((G (Buchberger F)))
(implies (and (or (en (list p q) (parejas-iniciales G))
(en (1list q p) (parejas-iniciales G))
(equal p q))
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(k-polinomiosp F) (naturalp k)

(polinomiop p) (polinomiop q))
(<->x (s-polinomio p q) (nulo)

(prueba-s-polinomio p q F) G))))

Finalmente, la demostracion ACL2 del teorema 9.3 se lleva a cabo aplicando
el lema anterior y que la funcion prueba-s-polinomio devuelve una prueba
descendente.

9.4.3. Estabilidad del ideal

Presentamos la formalizacion realizada en estabilidad-buchberger.lisp
de que el ideal permanece estable respecto al algoritmo de Buchberger, esto
es, que los ideales generados por la base inicial y la final coinciden.

p € (F) <= p € (Buchberger(F))

En Acr2,

(defthm |p en <Buchberger(F)> <=> p en <F>|
(implies (k-polinomiosp F)
(iff (en-ideal p (Buchberger F)) (en-ideal p F))))

Recuérdese que ya se demostr6 previamente que los ideales son cerrados
bajo las operaciones elementales, asi como el hecho de que las funciones de
reduccion y de céalculo de s-polinomios son operaciones internas al ideal. Esto
quiere decir que un polinomio pertenece a un ideal si, y so6lo si, su reduccion
también pertenece al ideal, y por otro lado, que el s-polinomio obtenido a
partir de dos polinomios de la base, también pertenece al ideal.

Observemos también que el algoritmo manipula la base inicial tratdndola
como una secuencia finita de polinomios que siempre se extiende por el prin-
cipio. Esto provoca que la base inicial sea un sufijo de la base final, vistas
ambas como secuencias. Resulta necesario establecer este hecho, asi como
las propiedades elementales de la relacion «ser sufijo de». Notaremos esta
relacion por C.

A continuacién procederemos a describir las propiedades necesarias para ob-
tener la estabilidad del ideal bajo el algoritmo de Buchberger. Notese que la
funcion Buchberger lo tnico que hace es una llamada, con los parametros
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adecuados, a la funciéon Buchberger-aux, que es la que en realidad hace to-
do el trabajo. Por tanto, son necesarias propiedades sobre la funcion auxiliar
como es el caso de la siguiente.

Proposicién 9.17. Sea F una secuencia finita de polinomios. Entonces

F C Buchberger-auz(F, C)

Demostracion. El algoritmo completa la base inicial tratandola como una
secuencia finita de polinomios que siempre se extiende insertando polinomios
por el principio. Esto provoca que la base inicial sea un sufijo de la final.

Por induccién sobre la estructura de la funcién Buchberger-auz.

Caso base: C' =]
Inmediato, ya que F' C F.

Paso de induccion: C # |].
Sean (p, q) = primero(C) y h = redy(s-polinomio(p, q)).

= Si h =0, por hipdtesis de induccion se tiene que

F T Buchberger-auz(F, resto(C'))

Por tanto, como en este caso, por definicion Buchberger-auz(F,C) =
Buchberger-auz(F, resto(C')), el resultado se sigue directamente.

= Si h # 0, por hipotesis de induccién se tiene que
h:: F T Buchberger-auz(h :: F, parejas(h, F') ++ resto(C'))

El resultado se sigue de la definicion de la funciéon, ya que F E h:: F'y
Buchberger(F,C)) = Buchberger-auz(h :: F, parejas(h, F') 4+ resto(C)).

O

El teorema en ACL2 se expresa de la siguiente forma.

(defthm |F suf Buchberger-aux(F, C)|
(sufijop F (Buchberger-aux F C)))
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Donde la funciéon sufijop representa C. Su definicion en ACL2 es como sigue.

(defun sufijop (F G)
(if (endp G)
(endp F)
(or (equal F G) (sufijop F (rest G)))))

Algunas de las propiedades elementales de la funcion anterior se resumen en
la figura 9.2. Estas propiedades las emplea automaticamente ACL2 en las
demostraciones de varios de los teoremas que presentaremos méas adelante.
Las citamos sin demostracion, ya que se intuyen sin una dificultad especial.

Proposicion 9.18. Sean p un polinomio y, F y G dos secuencias finitas de
polinomios.

peE(F)NAFCG = pe(G)
En Acr2,

(defthm |p en <F> & F suf G => p en <G>) |
(implies (and (en-ideal p F) (sufijop F G))
(en-ideal p G)))

Demostracion. G es una extension sufija de F": tiene los mismos elementos
de F'y, quizas, algunos nuevos. Para los elementos comunes a 'y GG, basta
tomar los mismos testigos de la pertenencia de p a (F'). Para cada nuevo
elemento basta tomar como testigo el polinomio nulo. Con estos testigos se
asegura la pertenencia de p a (G). O

Lema 9.19. Sean p y q polinomios, y F' una secuencia finita de polinomios.

pE(guF)Nqge(F) = pe(F)
En Acr2,

(defthm |p en <cons(qg, F)> & q en <F> => p en <F>|
(implies (and (en-ideal p (cons q F)) (en-ideal q F))
(en-ideal p F)))
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(defthm |F suf F|
(sufijop F F))

(defthm |F suf G & G suf H => F suf H|
(implies (and (sufijop F G) (sufijop G H))
(sufijop F H)))

(defthm |F suf cons(p, F)I
(sufijop F (cons p F)))

(defthm |F suf G => F suf cons(p, G)I
(implies (sufijop F G)
(sufijop F (cons p G))))

(defthm |cons(p, F) suf G => F suf G|
(implies (sufijop (cons p F) G)
(sufijop F G)))

(defthm |resto(F) suf F|
(sufijop (rest F) F))

(defthm |F suf resto(G) => F suf G|
(implies (sufijop F (rest G))
(sufijop F G)))

(defthm |F suf G => resto(F) suf GJ
(implies (sufijop F G)
(sufijop (rest F) G)))

Figura 9.2: Otras propiedades elementales de los sufijos
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Demostracion. Sea F = (f1,..., fu).
pEfq:F)Nqe(F) = P:C'Q+Zcifi/\qzzdifi
i=1 i=1
— p:Z(c-di)meZcifi
i=1 i=1

= p= Z(C'di+ci)fi
i=1
= p e (F).

O

A continuacién, y abusando del lenguaje, ampliaremos el concepto de perte-
nencia de un polinomio a un ideal a objetos mas complejos como las secuen-
cias de polinomios y de pares de polinomios.

Definicién 9.20. Sea P una secuencia finita de polinomios y F' una base.
Decimos que P pertenece a (F'), que notamos por P € (F) (extendiéndose
la relacion de pertenencia), si todos los polinomios de P pertenecen a (F).

Definicién 9.21. Sea C una secuencia finita de pares de polinomios y I’ una
base. Decimos que C' esté en (F), que notamos por C' C (F') x (F), si todos
los pares de C' pertenecen a (F') x (F').

Teorema 9.22. Sean p un polinomio, F' una secuencia finita de polinomios
y C una secuencia finita de pares de polinomios tal que C C (F) x (F).
Entonces,

p € (F) <= p € (Buchberger-auz(F,C))

En Acr2,

(defthm |C en <<F>> => (p en <Buchberger-aux(F, C)> <=> p en <F>)|
(implies (and (k-polinomiosp F)
(pares-k-polinomiosp C)
(pares-en-ideal C F))
(iff (en-ideal p (Buchberger-aux F C)) (en-ideal p F))))

Demostracion. Sea G = Buchberger-auz(F,C). Dividimos la demostracion
en las dos implicaciones.



270 Algoritmo de Buchberger

=
p € (F)
— pe(MHANFLCG (prop. 9.17)
= p e (G) (prop. 9.18)

<: Supongamos que p € (G) y C C (F) x (F) y probemos que p € (F') por
induccion sobre la estructura de la funcion Buchberger-aux.

Caso base: C' = ||.
Inmediato, por la definiciéon de la funcién.

Paso de induccion: C # ||.
Sean (p,q) = primero(C) y h = redy(s-polinomio(p, q)).

= Si A =0, por hipotesis de induccion se tiene que
resto(C) C (F) x (F)Ap € Buchberger-auz(F, resto(C)) = p € (F)

Como C' C (F) x (F), entonces resto(C') C (F) x (F). Ademas
G = Buchberger-auz(F, resto(C')), por definicion de la funcion, luego
podemos aplicar la hipotesis de induccion para concluir que p € (F).

» Si h # 0, por hipotesis de induccion se tiene que

parejas(h, F) 4+ resto(C) C (h:: F) x (h: F) A
p € Buchberger-auz(h :: F, parejas(h, F) ++ resto(C)) = p € (h:: F)

Notese que:

1. parejas(h, F') 44 resto(C) C (h:: F') x (h:: F), ya que se verifican
parejas(h, F) C (h:: F) x (h:: F) y resto(C) C (h:: F) x (h:: F)
(por hipotesis, C' C (F) x (F)).

2. h € (F), porque h es el s-polinomio reducido de dos polinomios
de la base. Los polinomios de la base pertenecen al ideal, por lo
tanto, el s-polinomio de dos polinomios de la base también (por

el teorema 8.9) y reducirlo no altera este hecho (véase el teorema
7.44).

3. p€ (h::F) por hipotesis de induccion.
4. Por el lema 9.19, como h € (F) y p € (h::F), se obtiene que
p € (F).
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Teorema 9.23. FEl algoritmo de Buchberger no altera el ideal generado.

Sean p un polinomio y F' una secuencia finita de polinomios.

p € (F) <= p € (Buchberger(F))
En AcL2,

(defthm |p en <Buchberger(F)> <=> p en <F>|
(implies (k-polinomiosp F)
(iff (en-ideal p (Buchberger F)) (en-ideal p F))))

Demostracion. Sea G = Buchberger(F') y C = parejas-iniciales(F').

p e (F)
= pe (FHYNC C(F)x (F) (C C(F) x (F))
<= p € (Buchberger-auz(F, C)) (teorema 9.22)
— pe(G) (def. de Buchberger)

9.4.4. Relacidon con las bases de Grobner

Una vez que se han demostrado las propiedades anteriores, estamos en con-
diciones de poder demostrar que el algoritmo de Buchberger devuelve una
base de Grobner.

Teorema 9.24. El algoritmo de Buchberger devuelve una base de Grobner.
FEs decir, sea p un polinomio, F' = {fi,..., fr} una secuencia finita de poli-
nomios y G = Buchberger(F') entonces:

pe(G) < p—50

Demostracion. Por el teorema 9.3 se tiene que ®(G), entonces aplicando el
teorema 8.14 se tiene el resultado. ]

El teorema anterior en ACL2 se expresa de la siguiente forma. Recuérdese que
prueba-forma-normal es la funcion que construye una prueba que conduce
desde un polinomio hasta su forma normal.
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(defthm |G = Buchberger(F) & p en <G> => p ->*G O]
(let* ((G (Buchberger F))
(prueba (prueba-forma-normal p G)))
(implies (and (naturalp k)

(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(en-ideal p G))

(->* p (nulo) prueba G))))

(defthm |G = Buchberger(F) & p ->*G 0 => p en <G>|
(let ((G (Buchberger F)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(<->* p (nulo) prueba G))
(en-ideal p G))))

Estos dos teoremas se demuestran en ACL2 utilizando instanciacion funcio-
nal de los teoremas ya presentados |[Phi(F) & p en <F> => p ->*F 0] y
|[Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>| y, porque se ha probado que el algorit-
mo satisface la propiedad ®, |Phi(Buchberger(F)) |.

A partir del resultado anterior y el del teorema 9.23 se puede demostrar que
la base devuelta por el algoritmo de Buchberger es una base de Grébner del
ideal generado por la base original.

Teorema 9.25. FEl algoritmo de Buchberger devuelve una base de Gribner de
la base original. Es decir, sea p un polinomio, F' = {f1,..., fx} una secuencia
finita de polinomios y G = Buchberger(F') entonces:

pe(F) < p—50

Demostracion.

pe(F) «— pe(G) (teorema 9.23)
— p—0 (teorema 9.24)

Los teoremas ACL2 correspondientes se presentan a continuacion.

(defthm |G = Buchberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|
(let* ((G (Buchberger F))
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(prueba (prueba-forma-normal p G)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(en-ideal p F))
(->* p (nulo) prueba G))))

(defthm |G = Buchberger(F) & p ->*G O => p en <F>|
(let ((G (Buchberger F)))
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F)
(<->* p (nulo) prueba G))
(en-ideal p F))))

9.5. Procedimiento de decision de la pertenen-
cia a ideales

En esta seccion se construye y verifica un procedimiento de decision para el
problema de la pertenencia al ideal. Dicho procedimiento consiste en reducir
el polinomio utilizando la funcion red” sobre la base devuelta por el algoritmo
de Buchberger y comprobar si es 0.

Definicién 9.26. Dado p un polinomio y F' una secuencia finita de poli-
nomios definimos el predicado de pertenencia de p al ideal generado por F',
decide(p, F), de la siguiente forma:

decide(p, F') = red,(p) = 0, donde G = Buchberger(F).
En Acr2,

(defun<k> decide (p F)
(equal (red-F* p (Buchberger F)) (nulo)))

La correccién de este procedimiento de decisién para el problema de la per-
tenencia al ideal viene dado por el siguiente teorema.

Teorema 9.27. Sea p un polinomio y F' una secuencia finita de polinomios,
entonces

p € (F) < decide(p, F)
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En AcL2,

(defthm |p en <F> <=> decide(p, F)|
(implies (and (naturalp k)
(k-polinomiop p)
(k-polinomiosp F))
(iff (en-ideal p F) (decide p F))))

Demostracion.

pe(F) < p—0 (teorema 9.25)

<~ fna(p) = fng(0) (teoremas 8.13 y 9.3)
< red(p) = redg(0) (teorema 7.40)
(
(

< redi(p) =0 def. de red™)
<= decide(p, F def. de decide)

O

Notese que todas las funciones que intervienen en el procedimiento son com-
putables y, por tanto, también lo es el procedimiento. Ademas, obsérvese
como ni en su definiciéon ni en el teorema que demuestra su correcciéon in-
tervienen en ningin sentido los operadores ni las pruebas que intervenian
en las relaciones de reduccion. Esto es, los operadores y todos los conceptos
asociados se han utilizado como mecanismo de demostracion. Una vez todas
las propiedades estdn demostradas, los operadores desaparecen del procedi-
miento de decision y de su teorema de correccién.

Con estos teoremas quedan conseguidos los objetivos propuestos en esta me-
moria.

9.6. Resumen

En este capitulo:

= Hemos presentado una implementacion ACL2 del algoritmo de Buch-
berger.

s Hemos demostrado su terminacién mediante inmersién ordinal.
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= Hemos demostrado su correccién parcial probando que las bases inicial
y final generan el mismo ideal, y que la base final es de Grobner.

s Hemos construido y verificado un procedimiento de decision para el
problema de la pertenencia a un ideal.

Los s-polinomios no son mas que una forma concisa de representar los pares
criticos que se producen al poder reducir un mismo elemento de dos for-
mas distintas. En este sentido, la idea es similar a la que aparece en otros
algoritmos de completacion para obtener sistemas de reescritura de térmi-

nos que ayuden a decidir una teoria ecuacional dada, notablemente, el de
Knuth-Bendix.

Las bases de Grébner, que son precisamente las que devuelve el algoritmo,
permiten decidir efectivamente el problema de la pertenencia al ideal y, por
lo tanto, la congruencia del ideal.

Dada la ejecutabilidad del algoritmo desarrollado hemos obtenido también
un procedimiento de decision verificado para el problema de la pertenencia
al ideal.
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Conclusiones






Capitulo 10

Ejecutabilidad: algunos ejemplos

Una posibilidad que presenta ACL2 y que no aparece en otros sistemas es
la de ejecutar directamente las funciones definidas en la légica. De hecho,
el propio sistema puede emplear sus capacidades de ejecuciéon durante el
curso de una demostracién, a modo de ejecucion simbolica. Por ejemplo,
si definimos la funcion factorial y pedimos a ACL2 que demuestre que el
factorial de 5 es 120, el sistema nos respondera afirmativamente y justificara
la «demostracion» diciéndonos que basta con ejecutar la funcion.

Sin embargo, el aspecto mas interesante de la ejecucion es que es un proceso
independiente del de demostraciéon que puede ser empleado por una persona
para validar el modelo que estd construyendo frente a ejemplos concretos.
Evidentemente, estos ejemplos se eligen de manera que el comportamiento
del sistema que se estd modelando se conoce de antemano o bien porque son
lo suficientemente sencillos o porque presentan alguna estructura comin, o
han sido estudiados con anterioridad por otras personas.

Explicaremos a continuacién, muy brevemente, como funciona este meca-
nismo en ACL2 y resolveremos algunos problemas con nuestros algoritmos
verificados. Los problemas que propondremos estaran principalmente basados
en ejemplos extraidos de la bibliografia.

10.1. Protecciones, compilaciéon y ejecuciéon

Todas las funciones ACL2 susceptibles de ejecucion que aparecen en este
trabajo han sido etiquetadas con un aserto, denominado proteccion o guar-
da, que permite especificar el conjunto de entradas que la funcién es capaz
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de procesar correctamente. De hecho, se ha demostrado para cada una de
estas funciones que siempre que al evaluarla se satisface su proteccion, tam-
bién se satisfacen las correspondientes a todas las evaluaciones de funcion
que produce subsidiariamente. A este proceso se le denomina verificacion de
protecciones.

Aunque una proteccién bien puede entenderse como una precondicion, evita-
mos referirnos a ellas como tales puesto que curiosamente no pertenecen a la
logica: no forman parte de la definicion de la funcién, ni tienen influencia al-
guna sobre las propiedades que puedan demostrarse sobre ellas. Dado que las
protecciones son un mecanismo extralégico y su verificacion no ha supuesto
en nuestro caso un esfuerzo especial, no hemos considerado necesario incluir
en la memoria los detalles de dichas demostraciones, en general irrelevantes.
No obstante, si creemos importante explicar qué papel juegan en la ejecucion
de las funciones en ACL2.

A primera vista esto puede parecer innecesario, ya que hemos explicado que
las funciones ACL2 son totales, por lo que producen un resultado para cual-
quier entrada (y siempre el mismo para la misma entrada) y, en este sentido,
pueden procesar «correctamente» lo que se desee. Pero, como explicaremos a
continuacion, esto es solo cierto desde un punto de vista estrictamente logico.

Como lenguaje de programacion, ACL2 esta basado en LISP, del que intenta
modelar un subconjunto. Como la mayoria de los lenguajes de programacion
reales, LISP posee primitivas que se corresponden con funciones parciales. La
especificacion de COMMON LISP estd llena de expresiones del tipo: «y para
cualquier otra entrada, el resultado de la ejecucion depende del sistemax. Este
«depende del sistemay» no significa necesariamente que cada implementador
fijara a su criterio un resultado razonable a devolver en dichas circunstancias:
el sistema podria producir un error de ejecucion, devolver cada vez algo
distinto o entrar en ciclo.

Ahora bien, existe una importante relaciéon entre una misma evaluacion de
funcion en ACL2 y en COMMON LISP: ambas deben producir exactamente el
mismo resultado, en tanto en cuanto no se viole ninguna proteccion. Por lo
tanto, cuando una funcién ACL2 tiene su proteccion verificada se dice que
«cumple» con COMMON LIsP, haciendo referencia a este hecho.

ACL2 mantiene en memoria dos versiones de cada definicién de funcién. Por
un lado se encuentra la version logica que se corresponde con la regla de defi-
nicion que se emplea habitualmente para razonar en las demostraciones. Esta
version coincide basicamente con lo que el usuario introduce en el sistema en
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modo logico.! Por otro lado, tenemos una version de ejecucion o contrapartida
ejecutable que se emplea cuando se requiere ejecutar la funcion.

Asi, por cada funcion definida se introducen en el sistema LiSP subyacente dos
versiones que poseen el mismo nombre, pero que se encuentran en paquetes
distintos. Ninguna de ellas se compila inicialmente. La primera de ellas es
la version «cruda» que se obtiene al introducir directamente la definicion
proporcionada por el usuario en Lisp. Esta solo se emplea para evaluar una
llamada a funcioén si su proteccion ha sido verificada y sus parametros reales
satisfacen la proteccion. En caso contrario, se emplea un «evaluador especialy»
implementado por la segunda version, denominada version «*1*», que se
encarga de comprobar la protecciéon en tiempo de ejecucion y, si ésta ha sido
violada, presenta un mensaje de error indicando la proteccion y la llamada
que la infringe.

Por lo tanto, al evaluar una funcién que tiene su proteccion verificada soélo
se comprueba la proteccion en la llamada mas externa, con el consiguiente
ahorro. Esto es valido, ya que precisamente, el proceso de verificacion de
guardas nos asegura que en tal caso es imposible violar la proteccion de
ninguna de las funciones que pueda ser evaluada internamente como resultado
de la llamada inicial.

Con la certificacion de los libros que componen el trabajo se producen no
s6lo las demostraciones correspondientes, sino también los ficheros de codigo
objeto que resultan del proceso de compilacion de las funciones definidas en
AcL2. So6lo se compila la version cruda de cada funciéon y la compilacion se
realiza a través del sistema LISP subyacente que normalmente produce c6digo
C y posteriormente emplea el compilador estandar disponible en el sistema
operativo para producir el cédigo objeto.

Esto permite utilizar durante la ejecuciéon instrucciones de la maquina di-
rectamente en lugar de interpretar el codigo LISP original, que es bastante
mas ineficiente. De hecho, salvo indicacién en contra, al incluir un libro en
ACL2 se carga en memoria el codigo objeto correspondiente. Si éste no esta
disponible, se carga el codigo LISP original.

No obstante, para que ACL2 emplee la version cruda, compilada, de una
funcion su proteccion debe haberse verificado previamente.?

'En realidad, AcL2 emplea internamente una versiéon «normalizada» de la funcién,
l6gicamente equivalente pero mas adecuada a los procesos internos que habitualmente
realiza con ella.

2Existe la posibilidad de forzar la compilacién de ambas versiones de una funcién con
comp aunque su proteccion no haya sido verificada. Asi siempre se ejecutard una version
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10.2. Ejemplos

Hemos disenado una serie de utilidades basadas en macros y funciones de
AcL2 que nos facilitan la tarea de crear problemas de prueba para el codigo
AcL2 que hemos desarrollado en la memoria y de imprimir los resultados
que se obtienen de su ejecucion.

Los siguientes datos de entrada, que explicaremos en breve, corresponden a
un problema que hemos incluido en el fichero ejemplos-winkler.lisp. Este
problema en concreto se basa en un ejemplo que aparece en [102].

(problema
(imprime "~%*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)7%")

;55 Establecemos las variables y su orden:

(vars z y x)

;33 Establecemos la base inicial:

(<- f1 °((4100) (-4021) (-16 00 2) (-1 00 0)))
(<- £2°((2120) (4001) (100 0)))

(k- £3 7°((2102) (2020) (100 D)

(<- F (base f1 f2 £3))

(imprime "~%Base inicial:~%")
(imprime-base F :nombre "f")

;35 Aplicamos el algoritmo de Buchberger:
(<- F (base f1 £2 £3))

(imprime "~YBase de Grdbmer:~%")
(imprime-tiempo (<- G (buchberger F)))

(imprime-base G :nombre "g")

(imprime "~%Escalado:~%")

compilada, pero se pierde toda garantia sobre el resultado de una ejecucién. Si aparece
durante ella un valor imprevisto como entrada de alguna funcién, al no tener ésta la
proteccién verificada, la funcién aceptaria dicho valor extrano produciendo un resultado
dependiente del sistema.
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(imprime-base G :nombre "g" :fmt escalada)

(imprime "~%Escalado e interreduccién:™}%")
"nLn

(imprime-base G :nombre "g" :fmt escalada-reducida)
;33 Mostramos la reduccidén a O de un polinomio respecto de la base:

(<-h’((4041) 16 022) (1 020) (B8001) (20000
(<- r (red* h G))

(imprime "~%")
(imprime-polinomio h :pre "h = " :nl t)
(imprime-polinomio r :pre "\\red"*_G(h) = " :nl t)

La macro problema crea un entorno de evaluaciéon ACL2 en el que s6lo se
pueden mostrar los efectos colaterales de las instrucciones que lo componen.
Dentro del entorno podemos manejar objetos que se asignan mediante la ma-
cro <-. Estos objetos se comportan internamente como variables globales, por
lo que pueden ser compartidos por distintos problemas. También se pueden
ejecutar funciones como red, red* y buchberger que pueden recibir dichos
variables y que devuelven valores asignables a ellos.

El conjunto de variables con las que se forman los términos y su orden relati-
vo se fijan mediante la macro vars, en la que las variables aparecen en orden
decreciente de importancia. Esto se hace habitualmente al principio del pro-
blema, aunque puede cambiarse posteriormente tantas veces como se desee.
Asi, (vars z y x) indica que se considerara X = {x,y,z} con x <y < z.

Los polinomios se representan por listas de k+ 1-uplas, cada una de las cuales
tiene como primer elemento un coeficiente al que siguen los exponentes de ca-
da una de las k variables sobre las que se define el polinomio. Por ejemplo, al
ejecutar (<- p >((4 100) (<402 1) (<16 00 2) (-1 00 0))) se
obtiene 4z — 4y%x — 162 — 1, si se ha empleado previamente (vars z y x),
mientras que si se emplea (vars x y z) se obtiene 4z — 4y?z — 1622 — 1.
Las bases se pueden forman con la macro base, a partir de los objetos que
contienen sus polinomios, y asignarse a otro objeto para su empleo posterior.

Se puede imprimir un resultado a través de alguna de las macros imprime
disponibles. Estas macros efectiian la salida a través de una «ventana de
comentariosy de ACL2, es decir, emplean internamente cw para mostrar texto
de manera no aplicativa. Esto es comodo, ya que puede hacerse sin necesidad
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de manipular directamente el estado ni los flujos de salida.?

Como se observa, las macros admiten parametros opcionales que afectan a la
forma de imprimir los resultados. Por ejemplo, imprime-base contiene una
clave :fmt que permite indicar el formato en el que se desea imprimir:

1. Siesnil o no aparece, se imprime tal cual.

2. Siesescalada, se escala cada uno de los elementos de la base de manera
que no aparezcan coeficientes fraccionarios.

3. Si es escalada-reducida se interreducen los polinomios entre si, eli-
minando los nulos y escalando los restantes.

Notese que los procesos de impresion, escalado e interreduccion no estan
verificados y se incluyen aqui como una mera herramienta que facilita la
interpretacion de los resultados.

La salida de las funciones imprime-polinomio y imprime-base contiene co-
digo IXTEX que puede ser incluido en un documento con poca o nula edicion.
Por ejemplo, utilizamos fragmentos de la salida en la descripcion de los ejem-
plos que expondremos méas adelante. Lo que sigue es un fragmento de la salida
producida al resolver el problema anterior:

*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)

Base inicial:
\begin{alignx*}

f_1 &= 4z-4y~2x-16x"2-1 \\
f_2 &= 2zy~2+4x+1 \\

f_3 &= 2zx"2+2y~2+x
\end{align#*}

Base de Grobmer:
Tiempo: 205.32 s

Escalado e interreduccidn:

3Desde un punto de vista logico, cw siempre devuelve nil, con lo que estas macros ca-
recen de interés en la logica. Su tnico propésito es ayudarnos a visualizar la representacion
interna de los polinomios y facilitar la inclusién de los resultados en esta memoria.
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\begin{alignx*}

g_1 &= 32x°7-216x"6+34x~4-12x"3-x"2+30x+8 \\

g_2 &= 2745y~2-112x"6-812x"5+10592x"4-61x"3-812x"2+988x+2 \\

g_3 &= 10980z-6272x"6+42368x~5+232x"4-3416x~3-39982x"2+428x-2633
\end{alignx}

h = 4y~4x+16y~2x~2+y~2+8x+2
\red~*_G(h) = 0

Hay que tener en cuenta que todas las operaciones de impresion sobre po-
linomios son relativas al conjunto actual de variables y al orden establecido
entre ellas.

En adelante, omitiremos el codigo interno y mostraremos las porciones rele-
vantes de los resultados generados en ITEX para mayor legibilidad.

Comenzamos con una prueba intensiva de las funciones sobre polinomios.
Calculamos (z 4+ 1)™ para diversos valores de n. Los tiempos en segundos se
muestran en la siguiente tabla:

n 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
TiEmMpo 00 02 1.5 4.1 103 19.1 36.6 61.9 98.1 150.4

En la dltima potencia generada se emplea bastante tiempo. El polinomio
resultante tiene 251 monomios y el coeficiente maximo es el siguiente niimero
de 74 cifras:

2
(132) = 91208366928185711600087718663295946582847985411225264672245111235434562752

Continuamos con unos ejemplos extraidos del popular libro de Geddes, Cza-
por y Labahn |26].

s En el ejemplo 10.4, pag. 434, se presentan los siguientes polinomios.
Tienen una tinica variable y ambos son de distinto grado. El de mayor
grado puede reducirse por el de menor grado hasta anularse, de hecho
es divisible por él.

p=6z" + 1323 — 62 + 1
q=3x*+5x—1
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En efecto, podemos observar que al realizar dos pasos de reduccion de
p por q se obtiene el polinomio nulo.

sy = red(p,q) = 32° + 22% — 62+ 1
sy = red(s1,q) = —32% — 5 + 1
s3 = red(s2,q) =0

Esto se puede comprobar directamente calculando la clausura de la
reduccion o, lo que es lo mismo, su forma normal o irreducible respecto

a {q}.
r=redi,(p) =0

Consideremos ahora la base formada por los polinomios p y q. Estamos
ante una base que ya es de Grobner y, de hecho, podemos comprobar
que el algoritmo de Buchberger no anade ningtin polinomio a la base.
El algoritmo devuelve G = {g1, g2} como base de Grébner:

g1 = 62" + 132 — 62 + 1

go=32> +5x —1

En el ejemplo 10.5, pag. 434-435, se presenta la siguiente base.

fi = —x2* + 22
fo=Ty +yz—4
fz=-3x+2yz+1

Podemos calcular una base de Grobner con orden lexicografico z > y >
z (tarda 2s).

L T L, T, 4
N=705% T T1206° T 277 T 9
648 9, 243, 1, 12

ggz—Eysz?z + 492 §Z +7z
L. 12 9,
g3—2yz 7yz 14Z
2 5,2 5,1, 8
= —yz" + Yyt + 27— o2
JT YR T YE TR T

g5 = —x22 + 2%z
g6 =Ty’ +yz — 4
g7 = =3+ 2yz+1
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Escalando la base adecuadamente podemos eliminar los coeficientes
racionales. En este caso, obtenemos:

g1 = 12625 + 542* — 4923 + 3362% — 5762
go = 1296yz — 1262% — 4862% + 492% — 168~
g3 = Tyz* — 24yz + 92°

g1 = 14y23 + 6yz? + 7% — 242

g5 = 12° — 2y°2

g = Ty" +yz —4

gr =3x —2yz —1

Si ademas se interreducen los polinomios que la componen y se eliminan
los que se reducen a 0 resulta la siguiente base.

g1 = 1262° + 542* — 492° + 33622 — 5762

go = 1296y 2 — 1262* — 4862° + 492* — 1682

g5 = 9072y% + 1262* + 4862 — 492% + 1682 — 5184
g1 = 19442 — 1262* — 4862° + 492* — 1682 — 648

= En el ejemplo 10.6, pag. 437, se consideran los siguientes polinomios en
orden lexicografico x > y.

p1 = 2%y + 52 + 9
po = Tey? — 23 + 1
q = 323y + 22%y? — 3xy + bz

Podemos llevar a cabo la siguiente secuencia de reducciones, que repre-
senta 3 pasos de reducciéon de ¢ por p;:

s1 = red(q,p1) = —152° + 22%* — 3xy* — 3wy + bz

sy = red(s1,p1) = —152° — 102%y — 32y® — 3y + 5x — 2y

s3 = red(sy,p1) = —152° + 502 — 329® — 32y + 5 — 2> + 103°
y, si reducimos el resultado por p,, obtenemos el irreducible de ¢ res-
pecto de {p1, p2}.

20 3
sy = red(ss, p) = —152% + 5022 — 3wy + br — 7y3 + 102 + -



288

Ejecutabilidad: algunos ejemplos

Calculemos una base de Grobner de F' = {p1,ps, ¢}. La base contiene
16 polinomios (tarda 19s). Se observa un gran crecimiento en los coefi-
cientes fraccionarios; mostramos algunos de los polinomios resultantes:

1
g1 = —?
_13094326044856861224890276
92 = 490165562235497422092752025y
g 15551933257441359960583241925 4
3 = R

1047877856242811461178847376 Y
gia = 22y + 52 + >

gis = 7:L"y2 — 2y3 +1
16 = 32%y + 222y — 3zy + bz

Si escalamos la base se obtienen los siguientes resultados.
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g =1
g2 = 312
g3 = 221396829750451° — 562023154678y
g1 = 32370941540876y* — 121823193288521y° + 2206901437070y
g5 = 140489213643853y° + 15845831250081y + 45274160744736y>
— 158043970950551>
g6 = 2012574073853y° — 628607499626y° 4 226555829773y
+ 7228880544901 + 7405981711512
g7 = 11594545037y7 — 152765399115 + 2827557385 + 2326660652y
— 5262320751y> + 9565282012
gs = 111788263y° + 268128y" — 4604236y° — 32403020y° — 66444y*
+ 1150079y + 8101735y>
go = 49° + 69y° — 4y — 20y° + v® + 5y?
g1 = 169" + 552¢° + 4761y® — 16y" — 356y° — 1380y° + 4y* + 89>
+ 345y
g1 = 214375z + 16y° + 472¢% + 2401y7 — 120215 + 59749y — 422625y
+ 4y + 69y* + 61250y
g1 = Tzy + 35z — 4y° — 69y* + 2% + 10y
13 = 122522 + Tz — 4y* — 49y> + 24542 + 2y
g14 = x2y + 522 + y2
g5 = Tey® — 23 +1
Ji16 = 3:1:3y + 2x2y2 — 3zy + 5x

Interreduciendo los polinomios se queda solo {1}.

= En el ejemplo 10.8, pag. 439-440, aparece la siguiente base:

fi = 23yz — x2?

fo=xy’z —ayz
fo= 2ty — 2
f4 — l,2y22 _ 23

fs = —x*y?2 + 2?yz
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La base de Grobner escalada que devuelve el algoritmo con orden lexi-
cografico x > y > z se compone de una veintena de polinomios que se
calculan instantaneamente.

912923—23 911227—26

g2 = 1’22/2 —2° g12 = 22 — 2
g3 = 20— 24 g13 = 2t — 28
(= 23 — x2? g14 = 2322 — x23
gs = yz' — 2 g5 = 2yz”® — 12’
g — 222 — 24 di6 = :)Sgyz — z2?
gr = yz5 -2 qir = $Z/2Z —xYz
gs = L6 5 gis = x2y2 _ 2
go = yz° — 2° g0 = 2y’z — 2°

_ .26 6 2.9 2
Jguo=Yz —=z2 g0 =T Y 2 —T Yz

Al reducirla desaparecen 12 de ellos.

p=y =2
g2 =1"yz — 2

93:2’5—24

3

gy = x2° — 12*

g5 = 2227 — 2

g6 = 1Yz’ — x2°
g7 = 2y’z — xyz

gs = a%y* — 2

= Kl ejemplo 10.10, pag. 445 446, presenta el siguiente sistema.

fi=a+yz—2
f2 =xz+ y2 -3
fa=ay+2* -5
Los autores del libro indican que éste es un ejemplo complejo a pesar de

su aspecto. Al calcular una base de Grébner con x > y > z observamos
que se emplean 388s y que se consume una gran cantidad de memoria.
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Se observa también un gran crecimiento de los coeficientes fraccionarios
implicados. Mostramos tnicamente una porcion de la base resultante,
que contiene 22 polinomios.

68283 ¢ 1707075 4 14953977 , 6486885 , 24650163

N= "o F T sy ¢ 068 ° T o ¢ 1036
_ 1830125, 127042375 2455528625 ; 9695170375 ,

92 = T 12791682 25583364 51166723 51166723

g 1388 1, 103352 4 9343204 o 9230838

\ B _

T 166375° 99825 © ' 499125 - 09825 -

g20 = xy +2° =5
gn=zz+y>—3
goo = 2° +yz — 2

Mostramos a continuacion el resultado escalado en el que desaparecen
los coeficientes fraccionarios.
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g1 = 828 —1002° + 4382* — 76022 + 361
go = 88210 — 307628 + 295182° — 1165462 + 19169122 — 89167
g3 = 40464212 — 9667602 4 93432042°% — 461541402° + 1203946882
— 1505518202 + 61631725
g4 = 540552375z + 6655504213 — 17563536021 4 18793261442°
— 1031793979027 + 300661133682° — 423440551452 + 197749938502
g5 = 82 — 220212 + 2538219 — 158302% 4 571112° — 1171652* + 12207522
— 45125
ge = 8219 — 2202'3 4 2538211 — 1583027 + 5711127 — 11716525 + 12207523
— 451252
g7 = 8216 — 220211 + 2538212 — 1583021° + 571112°
— 11716525 4 1220752 — 4512522
g8 = 27387987y — 3255225 + 848668212 — 8559970211
+ 4089847827 — 8562216127 + 294857152° + 844515042 + 144147302
go = 1441473y 2z — 24482 + 9300822 — 123756820
+ 77243422% — 235399302° 4 305881412% — 890520522
g10 = 231933y2? — 331398y + 4696213 — 9554821 + 7479702% — 275153627
+ 45648512° — 245472123 — 1744202
g11 = 918yz> + 9633y + 3282'2 — 6436210 + 477582% — 16066425 + 22253124
— 6830522
g12 = B58Tyz* — 4199y2% + 14801y + 15221 — 286827 + 2015627 — 615832°
+ 659572% + 77902
g3 = 41yz° — 323y2> + 722yz + 82'0 — 13828 + 89925 — 25962* + 275522
gra = 19y25 — 164y2* + 437y2? — 361y + 62 — 7527 4 29925 — 33223 — 1902
g15 = dyz" — Aly2® + 143y23 — 190y2 + 625 — 7925 + 3402 — 47522
g6 = 4yz® — 60yz° + 307yz* — 627y2% + 361y — 427 + 4125 — 14323 + 1902
g7 = 57y? — dyz" + 60yz> — 269yz3 + 342yz + 42° — 412* 4 10522
gi18 = 3y2z + 2yz4 — 15yz2 + 19y — 223 4+ 10z
g9 =1y" — 3y —2° + 5z
go0 = TY + 22 -5
gn =zz+y* -3
Goo = 22 4+ yz — 2
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En realidad, la base se puede simplificar para obtener:

g1 = 82% — 1002° + 4382* — 7602% + 361
go = 3612 — 8827 4+ 8722° — 26902° 4 23752
g3 = 361y + 827 4 522° — 7402 + 14252

= Kl ejemplo 10.16, pag. 455, contiene el siguiente sistema:
fi=ay+aoz—a+22—2
fo=ay?+222z—3c+y+2z—1
fs=9°+ 1%z +2yz — 3y + 22° — 32

Podemos calcular una base de Grobner empleando el orden lexicografico
conx >y > zen 77s. Presentamos la base convenientemente escalada:

g1 =25 +22°— 72— 82341522 + 82— 10

g2 =327 + 1125 — 112° — 592* + 52° + 9922 + 102 — 50

g3 = 25 + 227 — 1025 — 1425 + 362" + 322% — 552% — 2424 30

g1 =22 + 728 — 1427 — 5825 4+ 3025 + 17221 — 1423 — 21322 — 122+ 90
g5 = 210 4229 — 1228 — 1827 + 5625 + 602° — 1272 — 8823 + 14022 + 482

— 60
g6 = 4y — 1127 — 2528 410327 4+ 1772° — 35725 — 4132* 4 54222 + 32622
— 300z — 20

gr = 22yz — 6y — 12228 — 27027 + 115925 + 18942° — 408321 — 434423
+63312% + 32442 — 3600

g8 = 122y2? — 26yz — 248y + 327 — 592° — 382 + 33723 4 3222 — 440z + 40

go = 4yz> + 8yz? — 10yz — 18y — 25 — 42° + 524 42223 — 722 — 282

g10 = 3yz4 — 6yz3 — yz2 + 10yz — 8y + 25 — 824 + 1323 4+ 822 — 262 + 10

g1 = 4% + 3y — 3y2? + 2yz + 2t — 728 + 822 + 82— 10

g2 = 2%z — 2% + 3y — 6yz + 4y + 2 — 422 + 42

g13 :y2z2—3y2—2yz+2y+2z3—4z2 —2z+5

gu=a2> -2 —y2 +3y+22 -2 —2+1

915=xy+xz—x+22—2

glﬁzxy2+2mz—3x~l—y+z—1

g7 =y +y?z + 2z — 3y + 222 — 32



294 Ejecutabilidad: algunos ejemplos

La interreduccion produce la siguiente base:

g1 =20 +22° — 72" — 823 + 1522+ 82— 10
Go=y+2t4+22% 522 -32+5
g3 =x22 — 20 — 2t 4422 —4

» Finalmente, el ejercicio 10.20, pag. 464, plantea un problema de geo-
metria en el plano que puede resolverse a través del calculo de una base
de Grobner del ideal generado por el siguiente sistema:

Ji=11—2y3
Jo=1y2 — 2y4

J3 = Y1Y3 — Y2ya
fi=yiz —y32 — 1

Calculamos una base con orden lexicografico y1 > yo > y3 > ys > 2.
El problema se resuelve instantdneamente obteniéndose los siguientes
polinomios:

g =1

92292

93 = —2y3 + 2y}
91 =141 — 2y3
95 = Y2 — 2Ys

g6 = Y1Y3 — Y2V
gr=yiz—y3z—1

De hecho, simplificando la base se obtiene que el ideal esta generado
tnicamente por {1}. Esto indica que el sistema es inconsistente y, como
el método que se emplea esta basado en la refutaciéon, se concluye que
el enunciado geométrico es valido.
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Seguidamente presentamos la solucion de algunos problemas inspirados en
conjuntos de polinomios que aparecen en los ejemplos del libro de Winkler
[102].

= En el ejemplo 8.3.1, pag. 186-87, aparece el siguiente conjunto de poli-
nomios:

fi=yr® +z
fo=v2*+y—1

Se desea obtener una base de Grébner del ideal generado por fi v fo
Este problema es sencillo y una solucion, con orden lexicografico y > x,
se obtiene instantaneamente:

g = -
g2=-y+1
gs=yr—y+1
g4:yx2—|—x

g5 =y’ +y—1

Podemos simplificar la base, en cuyo caso se obtiene:

g1 =

g=y—1

= Kl ejemplo 8.3.2, pag. 188 89, trata del ideal generado por los siguientes
polinomios:

f1:9532/—22/2—1
fo=2*+x+y

Podemos calcular una base de Grébner con orden lexicografico ©z > y
(tarda 25s) que en forma escalada queda:
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=4y +4y" = 5% +y" = 3y° + 27 + 1
g2 = 8y't + 12y — 6y” + 2% — 119° + 5y — 3y + 492 + 1
g3 = 14z — 2160 — 40y° — 236y% — 525" + 25445 — 36y° + 169y* — 8443
—17y? =37y — 11
g1 = 27Txy — bz + 184y” — 16y° + 196y7 — 5615 — 23445 + 38y* — 159>
+143y% — 8y + 56
g5 = 23zy? + 2xy + 9z — 8y® — 40y” — 28¢5 — 48y° — 4y + 2443 + 14y
+19y +5
g6 = xy> — bry? — 2 + 8y” + 4y° + 10y° + 2y* — 5y® — 2% — 4y — 1
g7 =2y —xy® +ay’ — 20 — P + 27 + 1
gs :a:2+xy+2y3+y
go =’y — 2% — 1
go=2y"+z+y

A continuacién mostramos el resultado en forma reducida:

g =4y" +4y" =50 +yt — 3yt + 207 + 1
go = 14z — 20y® — 12y" — 16y° — 32¢y° + 17y* — 6> +3y* + 17y — 1

En el ejemplo 8.4.1, pag. 190, se presenta el siguiente sistema y se quiere
comprobar si un cierto polinomio h = 4y*zr + 16y?2% + 3% + 8z + 2 se
encuentra en el ideal generado por él.

fi =4z — dy%r — 162° — 1
fo=2z +4x+1
fa =2z + 2%+

Para ello, calculamos primero una base de Grobner (tarda 205s). El
resultado escalado es:
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g1 = 322" — 21620 + 342 — 122% — 22 + 30z + 8
go = 322% — 21627 + 342° — 122% — 23 + 302% + 8z
g3 = 104962° — 6870425 — 1447227 + 1115225 — 16582 — 11322*
+9773x3 + 463422 + 536z
g4 = 51220 — 32002° — 16962 + 32827 + 802° — 782 + 460!
+ 36723 + 942% + 8z
g5 = 512zt — 3200210 — 169627 + 32828 + 80z — 78z° + 4602°
+ 3672 + 942° 4 8x
ge = 1976400y% — 3085904384x'° + 201796399362 + 43861250882°
— 325971824827 + 4663193122° + 3366800382° — 28640370922
— 13810058512 — 1657854744
g7 = 30135785y + 8718140y 4 295984642° — 2123337602°
+ 8341787227 + 223496762° + 8927703225 4 36722685x" + 1904187223
+ 39080592
gs = 231238y22? + 213620y + 42592y — 709122° + 33772827
+ 8281762°% + 741228x° 4 1141202* + 210592 + 682622
go = 554y a® — 8249222 — 9592z — 1962 + 51227 — 28802° — 34964°
— 398z + 423 — 1722
gro = 16y%z" — 10y%23 + 15y%x + 49® + 562° + 142" + 423 + 22
g1 = 2yt + yPx — 42 — 22
g2 = 222> + 2% +
g1z = 2zy° + 4z + 1
g4 =4z — 4y?x — 162% — 1

Efectivamente, al reducir h respecto de G se obtiene que redy,(h) = 0.
En realidad, los elementos de G pueden simplificarse, produciendo la
siguiente base de Grobner:

g1 = 3227 — 2162° + 342t — 1223 — 22 + 302 + 8

go = 2745y% — 1122° — 8122° + 105922* — 612° — 81222 + 988z + 2

g3 = 10980z — 62722° 4 423682 + 2322" — 34162° — 3998222 + 428z
— 2633
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= En el ejemplo 8.4.2, pag. 193, se calcula la base de Grobner del siguiente

sistema, con orden lexicografico r < y < z.

fi=2z* + 2+
fo=2zy* + 4z +1
fs = dzx — dyPx — 162% — 1

El resultado escalado (tarda 60s) que proporciona el algoritmo es el
siguiente:

g1 = 65z + 642t — 43223 + 16822 — 354z + 104
go = 3225 — 2162* + 642> — 422 + 322 + 5
g3 = 4736025 — 3063362° + 4648z* — 3547223 + 2984622 + 20744z + 2085
g4 = 79923227 — 58164485 + 42673602° — 6966962+ + 9983843
— 6428222 — 243000z — 27675
g5 = 217088z% — 141977627 + 12505625 — 1819842° + 1444884
+ 843842° + 369422 4 1200z + 225
g6 = 1950y% — 5918722% + 3803648z" + 1068802° + 4068162°
— 345584z — 2733483 — 3304022 + 975z
g7 = 5122% — 320028 — 67227 — 3762° + 24025 4 2942* + 7227 + 52
g8 = 512210 — 320027 — 6722% — 37627 + 2402° + 2942° + 722" + 523
g9 = 975y — 3125762 + 200582428 + 7528027 + 21562825 — 180592°
— 1462292* — 188602° + 32522
g10 = 31746y% 22 + 5304y%x + 48642° — 4371227 + 636322° + 1004602°
+ 21640z 4 73732 + 17682>
g1 = 342y%23 + 936y% 2% + 147y% 2 — 51227 + 28802° + 20844°
+ 6542 + 22023 + 4922
g12 = 16y%z" — 10y%23 + 16y%2? + 3y2x + 562° + 14z + 423 + 22
g13 = 2yt + yPx — da® — 2?
ga =222 + 2% +
g5 = 22zy° + 4z + 1
g16 = 4z — dy*x — 1622 — 1
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Y una vez reducido el resultado, queda asi:

g1 = 652 + 64x* — 4322 + 1682% — 3542 + 104
Go = 322° — 2162* + 642® — 422° + 322 + 5
g3 = 26y% — 162" + 1082° — 162 + 17x






Capitulo 11

Conclusiones

En esta memoria se ha presentado una teoria computacional acerca del algo-
ritmo de Buchberger para el célculo de bases de Grobner de ideales polino-
micos.

= Se han formalizado los anillos de polinomios de multiples variables en
AcL2. Esta formalizacion es abstracta, en el sentido de que encapsu-
la un anillo de coeficientes que sirve de base para la construccion de
los polinomios y para la verificacion de sus propiedades fundamenta-
les. Aparte de las propiedades de anillo se han incluido muchas otras
propiedades que han resultado ttiles a la hora de razonar sobre los
polinomios.

= Se ha incorporado a estos anillos polindmicos una relacion de orden
inducida a partir de sus propios términos, a los que se ha dotado de
un orden lexicografico. Se ha demostrado que esta relacion esta bien
fundamentada y como subproducto de ello se ha obtenido una inmersion
de los polinomios en los €y-ordinales.

= Se ha obtenido, como caso particular, una implementacion ejecutable
y verificada de los polinomios de coeficientes racionales que se ha em-
pleado como base para la construccion del algoritmo de Buchberger.

= Se ha formalizado el concepto de ideal polinémico en ACL2 de ma-
nera que se pueda plantear el problema de la pertenencia a ideales.
Se ha definido la congruencia inducida por un ideal y demostrado sus
propiedades mas importantes.
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Se han formalizado las relaciones de reduccion sobre polinomios en el
marco suministrado por las relaciones abstractas. Se ha demostrado que
la relacion de equivalencia coincide con la congruencia inducida por el
ideal y que la reduccion es noetheriana respecto al orden de polinomios
subyacente. También se han presentado algoritmos para el calculo de
las formas normales y se ha demostrado que los ideales son cerrados
bajo ellos.

Se han formalizado los conceptos necesarios relacionados con las bases
de Grobner. Hemos formalizado el concepto de s-polinomio en ACL2
y demostrado que, bajo ciertas condiciones relacionadas con la redu-
cibilidad de los s-polinomios, la relaciéon de reducciéon inducida por un
conjunto de polinomios es localmente confluente y su clausura de equi-
valencia se puede decidir comprobando la igualdad de formas normales.

Se ha construido una implementacion ACL2 del algoritmo de Buchber-
ger que cumple con COMMON LISP y para la que se ha demostrado su
terminacion y correccion parcial. Finalmente, esto ha dado lugar a la
obtencion de un procedimiento de decision verificado para el problema
de la pertenencia a un ideal.

Se ha obtenido una implementacién completamente evaluable o ejecu-
table, no so6lo del procedimiento de decision, sino de todas las funciones
que han intervenido en el algoritmo de Buchberger: operaciones poli-
nomicas, calculo de s-polinomios, reducciones, etc.

A lo largo de la memoria se ha demostrado como es posible reutilizar
formalizaciones ACL2 realizadas por otros autores para evitar tener
que partir de cero en nuestro esfuerzo. Del mismo modo, el resultado
de este trabajo es una biblioteca ACL2, algunos de cuyos libros son
potencialmente reutilizables para desarrollos posteriores. Creemos que
esta forma de trabajar es muy beneficiosa para la comunidad del ra-
zonamiento automatico y esperamos que se introduzcan mejoras en los
mecanismos de reutilizaciéon disponibles actualmente en el sistema, asi
como nuevas bibliotecas que faciliten la labor en un conjunto extenso
de dominios de conocimiento.

Es dificil estimar el esfuerzo de desarrollo invertido en este trabajo, maxime
cuando se considera que se combina en sus etapas iniciales con el aprendi-
zaje del sistema. Hoy por hoy, los sistemas de razonamiento presentan una
curva de aprendizaje pronunciada y ACL2 no es una excepcion. No es desca-
bellado concluir que si hubiera que volver a rehacer este trabajo ahora, los
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conocimientos adquiridos permitirian cumplir la tarea en un tiempo menor.
En la siguiente seccién proporcionaremos algunos datos cuantitativos sobre
el esfuerzo realizado.

Creemos, que a la vista de estos datos, puede deducirse que una gran parte
del esfuerzo ha sido dedicada a la formalizacion de los polinomios y de sus
propiedades. En un informe técnico realizado por Théry a propoésito de la
formalizacion del algoritmo de Buchberger en C0OQ, éste indica:

When we started, we thought the proof could be carried out in
three months. Our first mistake was to understimate the amount
of work needed to formalize polynomials and the usual operations.

Sin embargo, el autor no aclara del todo las posibles causas, ni en dicho
informe, ni en sus trabajos posteriores [100, 101|. Creemos que el problema
radica en que en la mayoria de los textos no se presta la debida atencion
a la demostracion de las propiedades de los polinomios. De hecho, los poli-
nomios son tratados en muchos textos de manera axiomatica, como objetos
primitivos con una serie de propiedades que se asumen sin maés.

Este enfoque es inapropiado para un desarrollo completamente formal en un
sistema de razonamiento automético (al menos, si se pretende poder realizar
calculos con ellos) ya que las propiedades y la forma de demostrarlas depen-
den de la representacion interna; dicho de otro modo, hay que poner especial
cuidado en que las operaciones definidas sobre la representacion interna cum-
plan las propiedades deseadas.

En este sentido, el comentario que realizan Rudnicky, Schwarzweller y Trybu-
lec en [84], pag. 151, resulta de lo més esclarecedor. Los autores se sorprenden
de las dificultades encontradas al demostrar la asociatividad del producto de
polinomios de multiples variables en MI1ZAR, un sistema disenado especifica-
mente para la formalizacion del conocimiento matemaético:

We would like to mention that proving the associativity of this
convolution product presented a technical challenge as it turned
out to be extremely tedious... It is a bit surprinsing that even
in a thorough algebra text (Becker and Weispfenning, 1993) the
proof is left as an excercise. In MacLane and Birkhoff (1967) the
corresponding proof of the univariate case occupies a quarter of
a page with half of it relegated to reasoning by analogy.
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11.1. Datos cuantitativos

En las tablas 11.1 y 11.2 se presentan algunas cifras sobre la teoria desa-
rrollada. La primera columna contiene el nombre de cada uno de los libros
AcL2, tal y como se describe en el capitulo 1. Las tres columnas siguientes
pretenden proporcionar una idea de las dimensiones de cada libro. Por cada
uno de ellos aparece, en primer lugar, el nimero de lineas' que lo componen,
seguido del nimero de definiciones y de teoremas. La tltima columna merece
especial atencion, ya que sus valores representan el ntimero de definiciones y
teoremas en los que hemos de suministrar alguna pista o consejo para que el
sistema complete su demostracion? con éxito.

Resulta notable que la mayoria de los consejos suministrados sean para de-
sactivar o activar reglas. Esto ocurre en determinadas demostraciones con
las reglas de definicion. La desactivacion de una regla de definicion impide al
sistema expandir la definicion de la funcién asociada, con lo que sugerimos
al demostrador que no emplee dicha definicion, bien porque no es relevante,
bien porque no es el momento adecuado en el curso de la demostraciéon o
porque existen propiedades importantes que podrian aplicarse de no ser por
dicha expansion.

Después de la activacion y desactivacion de reglas, el consejo mas comun ha
sido sugerir al demostrador introducir como hipotesis en una demostracion
una instanciacion de variables de un teorema previamente demostrado. Cada
uno de estos consejos suele ir acompanado de otro que desactiva la regla en
cuestion, para evitar que la hipotesis sea eliminada prematuramente por su
aplicacion.

Otra contribucion significativa la representan los consejos de instanciacion
funcional. Con més de 80 sugerencias de este tipo a lo largo de todo el
trabajo, esto no debe entenderse como algo negativo, sino todo lo contrario:
cada instanciacion funcional representa la reutilizacion de propiedades mas
generales demostradas con anterioridad.

En no mas de una veintena de ocasiones, se ha sugerido explicitamente al
demostrador emplear un esquema de induccién determinado. No en todas
ellas ha sido por la imposibilidad de encontrar una demostracion siguiendo el
esquema sugerido por el demostrador, sino que algunas veces la razon ha sido

1Se excluyen aqui los comentarios y las lineas en blanco, que no aportan nada desde el
punto de vista légico pero que tan necesarios son para dotar de legibilidad al cédigo.

2En el caso de las funciones, nos referimos por «demostracién» a la de su terminacién
y, cuando proceda, a la verificacién de su proteccion.
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simplificar una demostracion excesivamente enrevesada. Comparado con el,
aproximadamente, medio millar de demostraciones realizadas por induccion,
esto da una idea del éxito de las heuristicas de induccion que emplea ACL2.

Menos de una decena de veces hemos tenido que suministrar una medida para
la terminacion de una funcion. La demostracion de terminacion més compleja
ha sido, sin duda, la del propio algoritmo de Buchberger. En el calculo de
la clausura de la reduccion polinémica y de la forma normal respecto de un
conjunto, la terminacion depende de la buena fundamentaciéon del orden de
polinomios, algo que tampoco es trivial y que hemos tenido que indicar al
sistema.

11.2. Experiencia con el sistema

A continuacion haremos algunos comentarios generales sobre la experiencia
que ha supuesto desarrollar el trabajo descrito en esta memoria y la impresion
que hemos obtenido a lo largo de él sobre cudles son actualmente los puntos
fuertes y débiles del razonamiento automatico y, en particular, del propio
sistema, de razonamiento ACL2.

s Existen diferencias muy importantes entre las demostraciones informa-
les o semiformales que aparecen en la mayoria de la literatura cientifica
y una demostracion descrita a través de un lenguaje formal que la haga
susceptible de ser entendida y analizada por una maquina que, a dife-
rencia de un humano, no es subjetiva, no deja casos sin analizar, nada
da por supuesto, nada le parece trivial, etc.

s Estas diferencias son aiin mas acusadas en el caso de las demostracio-
nes de correccion, terminaciéon y correccion parcial de los algoritmos.
Estimamos que esto se debe a varias causas:

e No se suele emplear un lenguaje o pseudocodigo completamente
especificado y dotado de una seméntica formal a la hora de descri-
bir los algoritmos. Abundan, incluso, las descripciones en lenguaje
natural insertas como «instrucciones» de los algoritmos.

e No es extrano encontrar autores para los que la sola exhibicién
de un algoritmo basta como demostracion o justificacion de un
teorema de existencia. A menudo se hace referencia a lo «obvia»
que resulta su correccion, probablemente por la forma en que se
ha construido o presentado.



306 Conclusiones

LIBRO LINEAS DEF. TEOREMAS PISTAS

Directorio polinomios

coeficiente.lisp 185 7 36 12
termino.lisp 115 7 16 2
monomio.lisp 135 14 24 8
polinomio.lisp 17 ) 1 0
forma-normal.lisp 145 8 23 4
suma.lisp 46 1 11 3
congruencias-suma.lisp 22 0 d 2
opuesto.lisp 81 1 13 8
producto.lisp 105 ) 19 9
congruencias-producto.lisp 120 1 18 4
SUBTOTAL 971 49 166 92
Directorio polinomios-normalizados

polinomio-normalizado.lisp 167 9 26 16
orden.lisp 35 2 6 0
SUBTOTAL 202 11 32 16
Directorio polinomios-racionales

racional.lisp 281 9 61 27
termino.lisp 137 9 20 3
termino-division.lisp 125 3 27 0
monomio.lisp 176 16 38 7
polinomio.lisp 46 ) 1 1
forma-normal.lisp 147 7 10 7
suma.lisp 63 2 D )
congruencias-suma.lisp 26 0 10 10
opuesto.lisp 02 2 2
producto.lisp 82 ) 7
congruencias-producto.lisp 11 0 4
polinomio-normalizado.lisp 267 12 44 22
orden.lisp 95 3 d )
defun-k.lisp 81 15 0 0
pertenencia.lisp 312 3 o7 25
k-polinomio.lisp 410 18 68 47
SUBTOTAL 2311 109 362 172
ToTAL 3484 169 260 240

Tabla 11.1: Datos cuantitativos: polinomios
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LiBRO LINEAS DEer. TEOREMAS PISTAS

Directorio Buchberger

reduccion-polinomica.lisp 123 17 7 3
noetherianidad.lisp 278 2 35 25
congruencia-ideal.lisp 602 18 o1 31
forma-normal.lisp 88 4 9 4
calculo-forma-normal.lisp 188 8 37 18
ideal.lisp 152 8 26 8
s-polinomio.lisp o4 2 7 b}
buchberger.lisp 183 12 19 8
estabilidad-reduccion.lisp 64 0 10 2
estabilidad-s-polinomio.lisp 18 0 1 1
estabilidad-sufija.lisp 67 2 14 2
estabilidad-buchberger.lisp 95 3 20 2
confluencia.lisp 687 15 o7 25
bases-groebner.lisp 260 17 ol 31
decision.lisp 26 1 2 2
TorAL 3185 109 346 167

Tabla 11.2: Datos cuantitativos: algoritmo de Buchberger
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e La programacion de los algoritmos introduce detalles que, a menu-
do, se pasan por alto en la descripcion del algoritmo. No es extrano
que estos detalles sean importantes desde el punto de vista de la
correccion. Programar es sencillo; programar correctamente, no.

= En todo caso, el razonamiento asistido por computador aumenta enor-

memente nuestra confianza en los algoritmos desarrollados y en sus
implementaciones. En gran parte, pensamos que esto es asi porque nos
obliga a considerar detalles que normalmente no tenemos en cuenta en
una demostracion informal.

Sin embargo, el razonamiento automaéatico no garantiza en términos
absolutos que no exista posibilidad de error y creemos que éste es un
mito del empleo de métodos formales que hay que desterrar en beneficio
de la propia disciplina. Hay varias razones para esta afirmacion:

e Los propios sistemas de razonamiento automatico pueden contener
errores en su logica interna. No es del todo extrano que los usuarios
de un sistema encuentren errores en él que afecten a la validez de
sus resultados. Estos errores suelen ser corregidos continuamente
entre versiones. La verificacion formal de sistemas de razonamiento
completos es atin una asignatura pendiente.

e Los compiladores e intérpretes de los lenguajes en los que estan
escritos, los sistemas operativos en los que se ejecutan, etc., no
estan verificados.

e Las propias maquinas pueden contener errores o sufrirlos por su
condicion de dispositivo fisico, aunque es cierto que cada vez son
més fiables.

De estas tres causas, la primera es para nosotros la mas preocupante.
Afortunadamente, los otros tipos de fallos suelen provocar disfunciones
que se reflejan en un ambito mas amplio que el del sistema de razo-
namiento que podamos estar ejecutando. Es harto improbable que un
fallo aleatorio en una maquina provoque exclusivamente que nuestro
sistema nos diga que una conjetura es correcta cuando no lo es. La
continua revision de los resultados obtenidos propia del proceso de de-
sarrollo que se sigue en proyectos grandes de verificacion hace esto atn
mas improbable.

Aunque se suela emplear el término «razonamiento automéatico» en
el contexto de la verificacion de sistemas informéaticos complejos, la
realidad es que ésta dista atin mucho de ser automatica. Proponer la
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secuencia de propiedades adecuada para llegar al resultado deseado es
la clave del éxito en estos casos, pero suministrar puntualmente suge-
rencias al sistema de razonamiento resulta imprescindible incluso en los
mas automatizados. La situacion aqui es muy distinta a la que se ob-
serva en las logicas clasicas, donde si existen sistemas de razonamiento
completamente automaticos.

= A diferencia de lo que suele ocurrir con la programacion convencional,
aqui es necesario preocuparse por otros aspectos de la abstraccion. No
solo se trata de realizar una adecuada abstraccién operacional, sino
también una abstraccion de propiedades y de reglas de razonamiento.

= Resulta importante disponer de bibliotecas reutilizables, donde aqui, el
término «biblioteca» es de nuevo mas amplio que su homoénimo en pro-
gramacion. Hay que tener en cuenta que las interfaces de la bibliotecas
no sélo estadn compuestas por las funciones que se desarrollan, sino por
las propiedades que se demuestran sobre ellas.

» En cuanto a la curva de aprendizaje inicial de un sistema tipo, como
AcCL2, creemos que es pronunciada. En nuestra experiencia, considera-
mos que se debe dedicar al menos un ano a adquirir la destreza necesaria
para su manejo. Lejos de considerarse una pérdida de tiempo, el estudio
detallado del sistema comenzando con ejemplos sencillos debe entender-
se como una inversion que producira sus réditos al abordar problemas
mas complejos. En nuestro caso particular, la simplicidad de la logica
subyacente presenta, en este sentido, ventajas e inconvenientes:

e Ventajas a la hora de razonar, ya que no existen reglas de inferen-
cia de especial complejidad.

e Inconvenientes a la hora de especificar, ya que existe una falta de
expresividad intrinseca.

s AcCL2, a diferencia de otros demostradores, formaliza un subconjun-
to de un lenguaje de programacion real. Valoramos esto muy positi-
vamente, ya que nos permite ejecutar directamente en el sistema los
algoritmos desarrollados. Otros sistemas permiten extraer automética-
mente co6digo escrito en un lenguaje de programacion real a partir de
las especificaciones desarrolladas en su propia logica. Puesto que los sis-
temas de extracciéon no estan verificados formalmente, esto anade una
incertidumbre extra sobre la validez de las ejecuciones.

= ACL2 posee unas heuristicas magnificas para la automatizacion de la
induccion. Es capaz de encontrar esquemas de induccion apropiados
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en un porcentaje muy elevado de las demostraciones por induccion.
Creemos que ésta es una caracteristica intrinseca del sistema y que no
solo se aplica a nuestro caso particular.

Sin embargo, hemos observado varias veces como la demostracion in-
ductiva de un teorema puede fracasar por ser éste demasiado particu-
lar. ACL2 no es responsable de este problema, que es consustancial al
método de induccion. Mientras que en la verificacion de programas im-
perativos la invencion del invariante es el paso mas creativo, en la verifi-
cacion de programas recursivos la necesidad de generalizar una funcion
o una propiedad para, posteriormente, obtener otra més particular es
probablemente la labor més creativa a la que podemos enfrentarnos.

AcCL2 es razonablemente bueno a la hora de demostrar la terminacion
de funciones sencillas.

AcCL2 no es tan inteligente a la hora de decidir qué funciones expandir y
cuando. No obstante, creemos que esto es disculpable por cuanto es una
actividad que también es dificil para un humano. La diferencia estriba
en que un humano emplea «prueba y error» guiado por su conocimiento
heuristico del problema, mientras que el sistema toma una decisién
basada en heuristicas generales y no rectifica su decision. Es tarea del
usuario tener una buena «politica» de activaciones y desactivaciones.

Los mecanismos de abstraccion y modularidad en ACL2 son bastante
primitivos, lo que se comienza a notar cuando se acumulan unos cientos
de teoremas. En particular, no existe una forma cémoda de instanciar
funcionalmente propiedades generales. Hemos paliado esta deficiencia
con el empleo de macros para el calculo de los consejos necesarios du-
rante la instanciacion funcional.

El proceso interno de inclusion de libros para su reutilizaciéon en ACL2
es bastante lento, sobre todo cuando existe una cadena larga de inclu-
siones: los libros ya cargados en las etapas anteriores de la cadena, se
vuelven a cargar en la etapa siguiente. Nuestro trabajo se encuentra
muy estructurado, lo que corresponde con una buena practica de las
técnicas de construccion de sistemas informéticos, sin embargo, esto
hace que contenga cadenas muy largas de inclusiones (algunas de mas
de una veintena de libros) lo que hace que la recertificacion de un libro
que se encuentre cercano al final de la cadena sea muy lenta.

La legibilidad de las demostraciones producidas con ayuda de ACL2 re-
sulta normalmente aceptable. Con el sistema se obtiene un documento
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en lenguaje natural por cada libro certificado. La diferencia en cuanto a
la facilidad de comprension de una demostracion entre ACL2 y muchos
de los sistemas que emplean tacticas es muy acentuada. Las técticas
representan un enfoque procedimental, méas comprensible para la ma-
quina que para el humano, por lo que es dificil imaginarse la evolucion
de una demostraciéon sin repetirla paso a paso en el demostrador. Por
contra, ACL2 es mas declarativo facilitAndonos el que nos concentremos
en los detalles importantes de las demostraciones y podamos entender
la idea general de una demostracion: qué esquema de induccion se usa,
en qué casos se divide, qué teoremas se aplican, etc.

= Sin embargo, los pasos de demostracion pueden ser grandes pudiendo
dificultar la comprension de los detalles concretos. Esto se debe funda-
mentalmente a dos razones:

e [os procedimientos de decision pueden eliminar conjeturas com-
plejas o simplificarlas de manera no trivial para un humano. Esto
se nota en la simplificaciéon proposicional, la aritmética lineal y el
razonamiento con equivalencias.

e El empleo reiterado de la reescritura durante la btusqueda de tér-
minos estables bajo simplificacion, puede eliminar conjeturas com-
pletas o simplificarlas notablemente mediante la mera indicacion
de la lista de reglas empleadas, sin pista alguna de cuéles fueron
sus instancias por variables.

Las dos causas anteriores pueden incluso confluir en un mismo paso de
demostracion, con lo que la confusion esta practicamente asegurada.
Ya que un excesivo nivel de detalle puede resultar igualmente confu-
so, consideramos que seria interesante que el sistema contara con més
mecanismos que permitieran establecer el nivel de detalle deseado para
describir una demostracion.

» La ausencia de cuantificadores en la l6gica de ACL2 nos obliga a ser
creativos a la hora de formalizar ciertas nociones que, clasicamente, se
definen en términos de cuantificadores. En este sentido, ACL2 tiene de-
ficiencias importantes respecto de otros sistemas. Incluso con el empleo
de funciones de Skolem para paliar la ausencia de cuantificadores, la
falta de apoyo por parte del sistema a la hora de razonar sobre ellas
nos obliga a realizar demostraciones guiadas, disminuyendo el grado
de automatizacion. Esto se nota en nuestro trabajo, sobre todo en la
formalizacion de conceptos relacionados con los ideales.
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= La ausencia de un sistema de tipos y el caracter total de las funciones

11.3.

en ACL2, se combinan para producir un efecto muy desagradable: hay
veces que es necesario completar las definiciones de las funciones para
que comprueben a cada paso si los parametros son del tipo esperado.
Esto puede deberse a dos causas:

e Conviene evitar la proliferacion de hipotesis en el enunciado de

los teoremas a demostrar, ya que esto simplifica el razonamiento,
sobre todo si es inductivo. Ademas, ACL2 no permite que las reglas
de congruencia posean hipodtesis, ya que el sistema de reescritura
por congruencias es incondicional; esto nos obliga a comprobar las
hipotesis en las propias definiciones de las funciones implicadas.

A veces es necesario asegurar que los parametros permanecen en
un cierto dominio en el que podemos garantizar la terminacion de
la funcién. Esto nos ha ocurrido al definir la propia funciéon que
implementa el algoritmo de Buchberger.

Puede pensarse que las comprobaciones adicionales de las definiciones
son evitables con tal de invertir un mayor esfuerzo de demostracion,
pero lo cierto es que no siempre es asi.

Trabajo futuro

La investigacion presentada en esta memoria puede continuarse siguiendo
distintas lineas. Discutimos a continuacion algunas de las que consideramos
de mayor interés.

= Mejoras en la eficiencia.

El algoritmo formalizado en esta memoria no es especialmente eficiente
y, en este sentido, es susceptible de diversas mejoras. Consideramos que
seria interesante estudiar las siguientes posibilidades:

e Eliminar las comprobaciones sobre los tipos de los objetos en las

definiciones, ya que éstas, aunque tutiles para razonar en la logica,
suponen una degradacion de la eficiencia de la ejecucion.® Tras
haber estudiado el problema detenidamente no pensamos que sea
posible hacerlo en nuestro caso, al menos con la version actual del

3Recuérdese que estas comprobaciones se incluyen debido principalmente a las limita-
ciones de la légica, que sélo permite definir primitivamente funciones totales y sin tipos.
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demostrador. No obstante, esta planificada una futura versiéon de
ACL2 que promete incorporar mecanismos que permitirian refinar
las contrapartidas ejecutables de las funciones a partir de informa-
cion suministrada en las protecciones. Seria asi posible mantener
las definiciones actuales mejorando su rendimiento en ejecucion.

e Mejorar computacionalmente los distintos algoritmos implicados.
Aunque la verificacion de los algoritmos sobre polinomios ha su-
puesto un esfuerzo importante, podrian emplearse algoritmos mas
eficientes, a costa, por supuesto, de un esfuerzo de verificacion
ain mayor. Incluir en el algoritmo de Buchberger criterios verifi-
cados de eliminacion de s-polinomios ayudaria también a reducir
sus requisitos espacio-temporales.

De todos modos, las mejoras descritas tienen sus limites computacio-
nales. En realidad, el problema es de una gran complejidad. Aunque no
parece haberse completado todavia el analisis general de la eficiencia
del algoritmo de Buchberger, existen numerosos resultados parciales
que indican que este algoritmo (incluso una vez aplicados los criterios
de eliminacion de s-polinomios) puede consumir una cantidad desorbi-
tada de espacio y de tiempo incluso a partir de unos pocos polinomios
con pocas variables. De hecho se ha demostrado que el problema de la
congruencia para ideales polin6micos es exponencialmente completo en
espacio, por lo que el problema de construir una base de Grébner es in-
trinsecamente dificil. Véanse al respecto las notas sobre la complejidad
del algoritmo que aparecen en |26].

s Generalizaciones.

Tras los trabajos seminales de Grébner, Buchberger e Hironaka, otros
autores se han afanado en generalizar la nocion de base de Grobner
y el propio algoritmo de Buchberger a dominios distintos del de los
polinomios con coeficientes en un cuerpo. Existen dos lineas bien dife-
renciadas:

e Los trabajos de Kandri-Rody y Kapur, que amplian la teoria pa-
ra incluir distintos tipos de coeficientes. En [38| se presenta una
extension que permite calcular la base de Grobner de un ideal
polinémico sobre los enteros. En [39] estos resultados se amplian
para incluir a los enteros de Gauss y a los polinomios de una so-
la variable sobre un cuerpo; por tltimo, en [40| se engloban los
anteriores resultados en dominios euclideos.
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e Los trabajos en Algebra no conmutativa, que generalizan la teoria

de las bases de Grobner a algebras no conmutativas sobre diferen-
tes dominios. Aqui se generalizan todos los elementos de la teoria
para incluir versiones por la izquierda y por la derecha. Destacan
los trabajos de Kandri-Rodi, Weipsfenning y Kredel sobre anillos
de polinomios resolubles |41, 53| y el de Mora sobre cuerpos |74].

Seria interesante estudiar la posibilidad de verificar en ACL2 algunas
de estas generalizaciones.

= Aplicaciones.

Existen numerosas aplicaciones del algoritmo de Buchberger. Dos de
ellas nos merecen especial interés:

e Las aplicaciones a la Logica en diversos formalismos. Concreta-

mente, los problemas de satisfacibilidad y deduccion en logicas
proposicionales multivalentes finitas han sido resueltos en |13, 105]
donde ademas se discuten las aplicaciones del método a distintas
logicas modales. Este método tiene aplicaciones a la verificacion
de bases de conocimiento, como se describe en [55].

Las bases de Grobner han sido aplicadas con bastante éxito a
la automatizacion del razonamiento geométrico. Basandose en su
trabajo previo sobre la demostracion de teoremas en el calculo
de predicados de primer orden [42|, Kapur describe el empleo de
dicho método a la Geometria |43, 44]. Partiendo de estas ideas,
Cyrluk, Harris y Kapur desarrollaron el demostrador de teoremas
GEOMETER [17], que permite resolver problemas de geometria
algebraica. Existe también una formulacion equivalente del pro-
blema debida a Wu |106].

Estas aplicaciones se basan en disponer una teoria computacional acer-
ca de la resolubilidad de los sistemas de ecuaciones polinébmicas. Seria
interesante estudiar la posibilidad de llevar a cabo este desarrollo en
AcL2. Esto permitiria disponer de aplicaciones verificadas del algorit-
mo de Buchberger.
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