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Parte IPreliminares





Capítulo 1Introduión
El término métodos formales se re�ere al empleo de ténias matemátiasen el desarrollo de sistemas informátios. Los métodos formales agrupan unonjunto de ténias muy diversas que son suseptibles de apliarse en la es-pei�aión, análisis, diseño, implementaión y mantenimiento de un sistemainformátio, ya sea físio o lógio. Bien apliadas, estas ténias pueden pro-duir produtos de gran alidad, bien doumentados y fáiles de mantener.Uno de los problemas prinipales a los que se han apliado métodos formaleses el problema de la orreión [5℄. Partiularmente, en el aso de un algoritmoo de un programa, se trata de deidir si éste umple su espei�aión, unproeso que se onoe omo análisis de la orreión o más omúnmenteomo veri�aión. Como argumentaremos a ontinuaión, este problema estan antiguo omo los propios programas.En 1946, H. H. Goldstine y J. von Neumann introdujeron los diagramas de�ujo omo un medio de representar los algoritmos que se iban a implemen-tar en las primeras omputadoras eletrónias. Ambos autores adquirieronrápidamente la �rme onviión de que la programaión era algo más que latraduión de unas instruiones expresadas en un lenguaje matemátio allenguaje de la máquina y que no era, en absoluto, una atividad trivial [99℄.De heho, relamaron su aráter lógio e independiente:Sine oding is not a stati proess of translation, . . . it has to beviewed as a logial problem and one that represents a new branhof formal logis.Fue entones uando apareió, de manera embrionaria, el onepto de aserto



4 Introduiónen el ontexto del problema de la orreión. Los diagramas ontenían untipo partiular de aja, denominada �aja de aserto�, que permitía etiquetarel programa on asertos que doumentaban las propiedades que se esperabaumpliera en un ierto punto.El primer programa al que se aplió este método fue una rutina para elálulo del fatorial que fue presentada por A. Turing en un informe de1949, véase [75℄. Esta rutina empleaba sumas en lugar de multipliaiones y,durante su presentaión, Turing expresó abiertamente la preoupaión que lehabía llevado a desarrollar, al pareer de manera independiente, esta idea:How an one hek a routine in the sense of making sure thatit is right? In order that the man who heks may not have toodi�ult a task the programmer should make a number of de�niteassertions whih an be heked individually, and from whih theorretness of the whole programme easily follows.Nótese ómo Turing separa la tarea de análisis de la de diseño emplazándolasen dos agentes, en prinipio, separados: el omprobador (responsable de ana-lizar la orreión) y el programador (responsable de diseñar el programa).Aertadamente, Turing inluye omo parte de las responsabilidades del pro-gramador proporionar los asertos neesarios para demostrar la orreióndel programa. Ambas atividades son onsideradas omo humanas.Turing también se da uenta de que una parte importante del problemageneral de la orreión es la terminaión. La siguiente ita onserva hoytoda su vigenia:Finally, the heker has to verify that the proess omes to anend. Here again he should be assisted by the programmer givinga further de�nite assertion to be veri�ed. This may take the formof a quantity whih is asserted to derease ontinually and vanishwhen the mahine stops. To the pure mathematiian it is naturalto give an ordinal number.Sin embargo, los trabajos seminales de los tres pioneros fueron en su mayoríadesonoidos para las personas que preisamente iban a tener más in�ueniaen el desarrollo de la veri�aión de programas. Habría que esperar a 1967para disponer de una formulaión rigurosa de las demostraiones de orre-ión en términos de asertos e induión, logro que se debe esenialmente aR. W. Floyd quien estableió que el signi�ado de ada operaión de un len-guaje de programaión puede formularse omo una regla lógia que expresa



5exatamente qué asertos pueden demostrarse tras la operaión a partir de losasertos que eran iertos antes de ella [24℄. Floyd eligió el álulo de prediadosde primer orden omo lenguaje para la espei�aión de los asertos, prolamóla neesidad de proporionar paralelamente los argumentos de terminaión eintrodujo explíitamente los oneptos de invariante de bule y ondiión deveri�aión.Casi simultáneamente, P. Naur había desarrollado ideas similares, aunqueél llamaba a los asertos �instantáneas generales� [76℄ para indiar que re-presentaban una fotografía del estado del programa en un instante onretode una de sus ejeuiones, llevada a abo on datos generales. Sin embargo,el enfoque de Naur para abordar este problema era menos formal y tuvomenos impato en los trabajos posteriores: las instantáneas generales eranomentarios preisos que aompañaban a los programas, pero no se exigía suexpresión en una lógia formal.Fue C. A. R. Hoare quien en 1969 proporionó una base axiomátia a laprogramaión [34℄ introduiendo la terminología de preondiión, postondi-ión e invariante, las tripletas de Hoare y la lógia de Floyd-Hoare, que hoydía son tan habituales. Corresponde a E. W. Dijkstra y a otros el mérito deextender las ideas previas desubriendo la interesante posibilidad de invertirel sentido de razonamiento para alular a partir de una postondiión la�preondiión más débil� que ha de ser ierta antes de ella. Esta idea haeposible onstruir programas, uya orreión está garantizada, omenzandoon la espei�aión de la salida deseada y trabajando haia atrás [20, 21℄.Hemos postpuesto deliberadamente una ontribuión muy importante y dis-tinta de las realizadas por los anteriores autores. En 1961, John MCarthypresenta su �teoría matemátia de la omputaión� que, a diferenia de losesfuerzos de la époa que estaban entrados en la veri�aión de programasimperativos, toma omo fundamento la idea de razonar sobre funiones re-ursivas. Posteriormente, MCarthy expondrá los vínulos entre las funionesreursivas y los programas iterativos. Sus trabajos fomentarán el estudio on-junto de la induión y la reursión, y darán lugar a la apariión del lenguajede programaión Lisp.El amplio desarrollo que han experimentado los métodos formales en diferen-tes áreas unido a la omplejidad reiente de los problemas de interés ha dadolugar a una disiplina denominada razonamiento automátio [104℄, que tieneentre sus objetivos el desarrollo de herramientas informátias para la auto-matizaión del razonamiento lógio. Estas herramientas suelen denominarsegenériamente �sistemas de razonamiento automátio� e inluso �demostra-



6 Introduióndores automátios de teoremas�, por ser la demostraión de teoremas una delas primeras labores en las que tuvieron éxito.Independientemente del problema de la orreión, y debido prinipalmentea los éxitos obtenidos tras los trabajos de Robinson [82℄, se han onentradograndes esfuerzos en el desarrollo de sistemas de razonamiento basados enresoluión para la lógia de primer orden, uno de uyos máximos exponenteses Otter [65℄. Estos sistemas son automátios en el sentido de que una vezplanteado el problema no existe interaión entre el usuario y el sistema enla búsqueda de la soluión.Sin embargo, el reiente interés en la veri�aión de sistemas informátios hapuesto de mani�esto la neesidad de ontar on otras lógias, más potentes oexpresivas en algunos aspetos que la de primer orden. Esta mayor poteniaha sido la responsable, en ontrapartida, de una pérdida de automatizaión.De tal modo esto es así, que el ali�ativo de �automátio� resulta en laatualidad demasiado optimista, uando no del todo inadeuado, siendo eltérmino �automatizado� más representativo de la verdadera naturaleza delos sistemas disponibles en la atualidad.En partiular, uno de los aspetos lave para la espei�aión y veri�aiónde la mayor parte de los sistemas informátios de interés es la induión. Lainduión aparee de uno u otro modo en todos los sistemas de razonamientoque se emplean atualmente en este ampo y suele venir aompañada dealgún prinipio de de�niión indutiva o reursiva para los objetos de la lógiasubyaente. Otros aspetos que apareen en algunos sistemas son el empleode lógias de orden superior y de lógias on tipos, ambos no exluyentes.En [98℄ aparee un ompendio de sistemas de razonamiento. Entre los siste-mas uya prinipal araterístia es el empleo de lógias de orden superiordestaan HOL [30℄ y PVS [77, 89℄. Entre los que utilizan una lógia de tiposonstrutiva se enuentran Nuprl [14℄, Coq [22℄ y Lego [58℄. El grado deautomatizaión es variable, pero estos sistemas generalmente abogan por unestilo interativo en el que el usuario ha de proporionar onstantemente alsistema indiaiones sobre qué inferenias debe apliar. Este estilo interati-vo es originario de los sistemas inspirados en LCF [29℄, en los que existe unonjunto de reglas de inferenia que se pueden agrupar en �tátias� paramayor omodidad de apliaión.También existen sistemas onebidos para la demostraión matemátia pura,exentos de todo ontenido omputaional. Atualmente, uno de sus mejoresrepresentantes es Mizar [83℄. Este sistema presenta un nivel muy bajo de



1.1 Objetivos 7automatizaión: tanto es así que no es usual referirse a él omo un �demostra-dor� sino omo un �omprobador�, ya que se limita a omprobar si la pruebapresentada por el usuario, en el lenguaje formal de Mizar, es orreta.1.1. ObjetivosEl objetivo de esta memoria ha sido desarrollar la teoría neesaria para po-der implementar, espei�ar y veri�ar el algoritmo de Buhberger para elálulo de bases de Gröbner en un sistema de razonamiento automatizado.Conretamente:1. Desarrollar una teoría omputaional sobre los anillos de polinomios demúltiples variables.2. Proporionar un orden natural a los polinomios de múltiples variablesy demostrar su buena fundamentaión.3. Representar los oneptos asoiados a los ideales polinómios de maneraque sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.4. Desarrollar una teoría omputaional sobre las reduiones polinómiasestableiendo su relaión on las reduiones abstratas.5. Representar los oneptos asoiados a las bases de Gröbner de maneraque sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.6. Implementar el algoritmo de Buhberger, espei�ar sus propiedades ydemostrar su orreión.7. Proporionar un proedimiento de deisión veri�ado para el problemade la pertenenia al ideal.Como se observa, nuestro énfasis se sitúa en la automatizaión del razona-miento. Dentro de los sistemas de razonamiento adeuados para este tipode tarea hemos elegido a Al2 [46, 47, 48, 49℄. Este sistema meree espe-ial atenión, ya que formaliza un subonjunto de Common Lisp [96℄, unlenguaje de programaión real.11No es de extrañar que las siglas Al2 signi�quen A Computational Logi for Appli-ative Common Lisp.



8 IntroduiónDe heho, Lisp y sus dialetos se han usado tradiionalmente en la esriturade sistemas de Álgebra Computaional. Por otro lado, Al2 es espeialmentebueno razonando por induión. En este sentido, estamos ante un demostra-dor heurístio que inorpora no sólo potentes proedimientos de deisión, sinotambién estrategias sobre ómo abordar diferentes tipos de pruebas, uándoexpandir la de�niión de una funión o generalizar un término, et.La mayor parte de las ideas presentes en Al2 provienen de un sistemaanterior, Nqthm, también llamado, el demostrador de teoremas de Boyer yMoore [4, 8, 9℄. Al2 omienza a ser desarrollado en 1989 por Boyer, Moore yKaufmann omo una mejora sustanial de Nqthm [45, 7℄, estando las últimasversiones desarrolladas fundamentalmente por los dos últimos autores [51℄.Hemos demostrado todos los teoremas (del orden de un millar) que apareendurante la onseuión de los objetivos menionados en este sistema. Desdeel punto de vista lógio, Al2 es una lógia de primer orden on igualdadsin uanti�adores ni tipos y on funiones reursivas totales. La lógia in-luye dos prinipios de extensión importantes, de�niión y enapsulado, y unprinipio de induión que permite razonar sobre las funiones de�nidas porreursión.Como se observa, la lógia en sí es muy débil; en partiular, la auseniade uanti�adores supone una restriión importante de la lógia de primerorden. El heho de que las funiones hayan de ser totales y la ausenia detipos también tienen su impato en la expresividad. Éste es el preio que hayque pagar por una mayor automatizaión: generalmente, nos onentramosen esribir las proposiiones y lemas intermedios que permiten al sistemademostrar un teorema omplejo, proporionándole de vez en uando india-iones uando se desvía de nuestro plan preonebido.Disutamos brevemente la importania del algoritmo de Buhberger omojusti�aión de su eleión para nuestro trabajo.El gran desarrollo sufrido en la última déada por el Álgebra Computaionalha dado omo resultado la proliferaión de numerosos sistemas de propósitogeneral omo Mathematia [103℄. Éstos son la ulminaión de los resulta-dos teórios obtenidos en el último medio siglo, uno de uyos desubrimientosentrales fue debido a B. Buhberger uando en 1965 proporionó un algorit-mo para onstruir bases de Gröbner [11℄, que se emplean fundamentalmentepara resolver el problema de la pertenenia en ideales polinómios [57℄.H. Hironaka ya había demostrado poo antes la existenia de este tipo debases, a las que llamó bases estándar [33℄, pero su demostraión no era ons-



1.2 Trabajos relaionados 9trutiva y no arrojaba ninguna luz sobre el problema de ómo alularlas. Elalgoritmo de Buhberger, aunque al prinipio no tuvo demasiada difusión,ausó �nalmente un gran impato en áreas muy diversas. Originalmente, seempleó para resolver problemas en Geometría Algebraia, pero ha sido apli-ado on éxito en ampos tan diversos omo la Teoría de la Codi�aión,Estadístia, Investigaión Operativa y Teoría de Invariantes; éstas y otrasapliaiones se desriben en [12℄. También se ha empleado para automatizarel razonamiento en lógias modales [13, 55℄.Hoy día está implementado en la mayoría de los sistemas omoMuPAD [27℄,Maple [19℄ y Mathematia [103℄, por itar sólo algunos. También existenunos poos sistemas espeialmente diseñados para proporionar implemen-taiones partiularmente e�ientes del algoritmo de Buhberger omo Co-CoA [81℄, Singular [32℄ y Maaulay [31℄.Es por esto que onsideramos que disponer de implementaiones veri�adasdel algoritmo de Buhberger es importante.No obstante, esta tarea no resulta senilla y lo primero que puede sorprender-nos es la riqueza de estruturas algebraias subyaentes a la propia de�niióndel algoritmo de Buhberger y el esfuerzo que hay que dediar a su formali-zaión. Hay que emplear un uerpo onmutativo de oe�ientes para de�nirlos monomios on los que onstruir polinomios de múltiples variables, losmonomios deben poseer un orden admisible on el que induir otro sobrelos polinomios. Luego, hay que onstruir funiones de reduión apropiadasentre los polinomios.Pero asegurar la orreión del algoritmo y proporionar un proedimientode deisión veri�ado para el problema de la pertenenia al ideal aumentala variedad de estruturas impliadas y el esfuerzo neesario. En primer lu-gar, hay que de�nir el onepto de ideal polinómio �nitamente generado ysu ongruenia induida. Por otro lado, las funiones de reduión onvieneestudiarlas en el maro, más general, de las relaiones de reduión abstra-tas. Sólo entones, podemos obtener los resultados neesarios sobre las basesde Gröbner. Es en este esfuerzo adiional donde radia la diferenia entreprogramar el algoritmo y demostrar que es orreto.1.2. Trabajos relaionadosExisten hasta la feha poos trabajos sobre la onstruión veri�ada de basesde Gröbner. Prinipalmente, se podría deir que existen tres proyetos que



10 Introduiónson representativos de enfoques y sistemas diferentes.En 1986, Girard [28℄ introdujo la distinión entre lógias externas e integra-das. Esta distinión ha sido reogida por otros autores, notablemente Dyb-jer [23℄. En un enfoque externo, primero se onstruye el programa y luego seutiliza una lógia apropiada para demostrar su terminaión y su orreiónparial. Por el ontrario, un enfoque integrado implia utilizar una lógia enla que sea posible desribir una demostraión onstrutiva aera de la exis-tenia de los objetos uyo álulo nos interesa; posteriormente, se extraeríael algoritmo de la propia demostraión, de manera más o menos automátia.En 1998, Théry [100, 101℄ presentó una formalizaión ompleta del algoritmode Buhberger siguiendo un desarrollo externo en Coq.En 1999, Coquand y Persson [16℄ presentaron un desarrollo integrado delalgoritmo de Buhberger en la teoría de tipos de Martin-Löf [60, 61℄. Aunqueesta línea es muy prometedora, la formalizaión presentada está inompleta,si bien se han realizado algunas pruebas formales en el sistema Agda [15℄.Por último, existe un terer enfoque que podríamos lasi�ar también de ex-terno, pero que en ierto modo lo es más que el primero que se ha omentado.En 2001, Rudniki, Shwarzweller y Trybule [84℄ presentaron una propuestapara formalizar una parte importante del Álgebra Conmutativa en Mizar.Aunque Mizar no es un sistema en el que se puedan esribir diretamen-te algoritmos, los autores proponen diseñar un generador de ondiiones deveri�aión para obtener éstas a partir de ódigo esrito en un lenguaje deprogramaión. Las ondiiones se expresarían en el lenguaje de Mizar yposteriormente se podría abordar su veri�aión en el propio sistema.Como veremos, nuestro trabajo se enuadra en la primera de estas aproxima-iones. La diferenia más notable radia en que utilizaremos una lógia muysenilla para razonar, demostrando así que es posible formalizar el algoritmoy sus propiedades sin apelar a lógias tan elaboradas. Esta simpliidad seráa la vez amiga y enemiga: por un lado, nos permitirá elevar notablemente elgrado de automatizaión de las demostraiones y, por otro, nos obligará enoasiones a tratar argumentos lásios de manera poo onvenional. Final-mente, nuestros algoritmos son suseptibles de ejeutarse diretamente en elsistema en el que son onstruidos, osa que no ourre en ninguno de los otrosasos.



1.3 Estrutura general 111.3. Estrutura generalA ontinuaión desribiremos ada uno de las partes que omponen estetrabajo dando una visión general de los aspetos más importantes que lointegran.El sistema Al2En el apítulo 2 se expone una breve desripión deAl2. Esta desripión noes, en ningún modo, exhaustiva, sino que se entra en presentar las noionesbásias y los diferentes puntos de vista desde los que puede abordarse suestudio.Con esta introduión a Al2 úniamente se pretende failitar la ompren-sión de esta memoria. Se reomienda espeialmente la letura de este apítulo,así omo de sus referenias prinipales, a aquellas personas sin experieniaprevia en la lógia de Al2.Anillos polinómios y su ordenaiónConsidérese un anillo A = C[x1, . . . , xk] de polinomios de k ∈ N∗ variablessobre un uerpo onmutativo arbitrario C. Los elementos de A son poli-nomios en las indeterminadas x1, . . . , xk on oe�ientes en C. Éstos estánonstituidos por monomios de A, que son produtos de potenias de la forma
c · xa1

1 · · ·x
ak
n , donde c ∈ C es el oe�iente y xa1

1 · · ·x
ak
n es el término, on

a1, . . . , ak ∈ N.Esta desripión sirve de punto de partida para la formalizaión en Al2 delos anillos polinómios de múltiples variables, que se presenta en el apítulo 3.Se aborda pues el problema de la representaión. Rápidamente se desartala posibilidad de emplear una representaión densa (donde apareen explí-itamente los monomios nulos), ya que en el aso de múltiples variables estremendamente ine�iente. A ontinuaión se disute la onvenienia de em-plear una representaión normalizada frente a una desnormalizada. En unarepresentaión dispersa (es deir, no densa) y normalizada, una vez �jado elnúmero de variables, se puede asoiar una forma anónia a ada polinomioen la que los monomios están en orden estritamente dereiente y no existeninguno que sea nulo. Una de las ventajas de esta representaión se enuentraa la hora de deidir la igualdad de polinomios.



12 IntroduiónNo obstante, paree más senillo omenzar por demostrar las propiedades dela representaión desnormalizada aunque posteriormente resulte más onve-niente emplear la normalizada para razonar, debido prinipalmente a la uni-idad de diha representaión. Para onjugar estos dos aspetos, se omienzapor desarrollar operaiones de anillo desnormalizadas y luego se de�ne unafunión de normalizaión on la que se rean sus ontrapartidas normali-zadas. La funión de normalizaión permite de�nir una igualdad semántiasobre los polinomios.Se demuestra en Al2 que las operaiones de anillo umplen las propiedadesque abe esperar de ellas, así omo la orreión de la funión de norma-lizaión y la ongruenia de la igualdad semántia on las operaiones deanillo.La formalizaión es abstrata, en el sentido de que el onjunto de oe�ientesy sus propiedades apareen enapsulados en Al2. Un enapsulado es unaonstruión en Al2 que agrupa las noiones lásias de teoría y mode-lo, permitiendo extender la lógia de Al2 onservativamente. Esto permiteabstraer las propiedades neesarias de los oe�ientes de manera que éstospuedan sustituirse posteriormente por otros que umplan idéntias propieda-des.A ontinuaión, en el apítulo 4, se desarrolla un orden entre polinomios queviene induido por el orden de monomios subyaente que aparee junto ala normalizaión. Se ha esogido aquí un orden lexiográ�o para los mono-mios, por ser uno de los más omúnmente usados. Son impresindibles aquílas propiedades de buena fundamentaión de tales órdenes que, por razonesténias de la lógia de Al2, se demuestran mediante inmersión ordinal.Al2 permite ordinales hasta ǫ0, lo que en prinipio supone una limitaiónteória de la lógia, pero que en la prátia no afeta a nuestro trabajo.El anillo de polinomios desarrollado, que es abstrato y desansa sobre unosoe�ientes arbitrarios, se partiulariza en el apítulo 5 para obtener un ani-llo de polinomios de múltiples variables sobre el uerpo de oe�ientes delos números raionales. Esto nos proporiona una implementaión ejeuta-ble y veri�ada de los polinomios raionales que serán los que emplearemosposteriormente en el resto de la memoria.Por último, se introduen nuevas operaiones para inluir oneptos rela-ionados on la división de términos y también para poder omprobar lapertenenia a polinomios de términos y monomios partiulares.Aquí se observa ómo se aproveha el potenial de reutilizaión que presenta



1.3 Estrutura general 13Al2: demostramos las propiedades más importantes en un maro abstratoy luego las partiularizamos y extendemos onforme nos interesa. El mayortrabajo iniial queda ompensado por la mayor generalidad de los resulta-dos obtenidos y la posibilidad de obtener distintas instanias veri�adas onmenor esfuerzo.Ideales polinómios: el problema de la perteneniaEl apítulo 6 se dedia a la formalizaión en Al2 de la noión de ideal po-linómio. Sea un anillo onmutativo A y B ⊆ A. Reordemos que se de�ne
〈B〉, el ideal generado por B, omo el menor de los ideales de A que ontienea B. Es posible demostrar que 〈B〉 oinide on el onjunto de las ombina-iones lineales de los elementos de B on oe�ientes en A. Al onjunto B sele denomina base de 〈B〉.Estamos interesados fundamentalmente en los ideales de anillos polinómiosuyos oe�ientes forman un uerpo. Como onseuenia del teorema de labase de Hilbert, estos ideales están �nitamente generados. Reordemos queun ideal I está �nitamente generado si existe F �nito tal que I = 〈F 〉.Como onseuenia de lo anterior, podemos onsiderar úniamente bases�nitas sin pérdida de generalidad y la pertenenia de p al ideal genera-do por F = {f1, . . . , fn} se puede expresar on un prediado de la forma
∃c1, . . . , cn p =

∑n

i=1 ci · fi. Esto nos permite representar ideales de maneraimplíita a través de un prediado que reibe p y F , y nos permite expresarla pertenenia del polinomio al ideal generado por la base en uestión, quees �nita.No obstante, surge inmediatamente un problema relaionado on la falta depotenia expresiva de la lógia que empleamos. En Al2 no existen uan-ti�adores existeniales por lo que, en prinipio, no resulta posible de�nirun prediado tal. Una alternativa que hemos onsiderado útil para solventareste problema de expresividad es la de oultar el uanti�ador introduiendouna funión de Skolem. Esta funión se de�ne junto a unos axiomas que larestringen de manera que esté obligada a devolver una lista de oe�ientesque atestigüen la pertenenia del polinomio al ideal. Afortunadamente, Al2dispone de un meanismo que simpli�a este tipo de onstruiones, aunqueel sistema no proporiona prátiamente ningún soporte para la automatiza-ión de las demostraiones en las que se emplea este meanismo.Una vez de�nido el prediado de pertenenia al ideal, se demuestran laspropiedades fundamentales que debe satisfaer un ideal, obteniéndose prin-



14 Introduiónipalmente que un ideal es errado bajo las operaiones de anillo.A ontinuaión, se de�ne un onepto estrehamente relaionado on el depertenenia al ideal: el de ongruenia induida. La ongruenia induida porun ideal I, que representaremos por ≡I , se de�ne de la siguiente forma:
p ≡I q ⇐⇒ p− q ∈ ISe obtiene diretamente que el problema de la pertenenia a un ideal esresoluble si, y sólo si, su ongruenia induida es deidible. Posteriormente,en el apítulo 9, se proporiona un proedimiento de deisión veri�ado parala pertenenia al ideal.Relaiones de reduión entre polinomiosEl algoritmo de Buhberger desansa sobre la noión de reduión polinómia.Dado un polinomio f 6= 0, la relaión de reduión →f sobre polinomiosinduida por f se de�ne de manera que p →f q si p ontiene un monomio

m 6= 0 tal que existe otro monomio c que veri�a que m = −c · mp(f) y
q = p + c · f , siendo mp(f) el monomio prinipal de f respeto del ordenpolinómio estableido en el apítulo 4.A m, c y f los llamamos respetivamente monomio, fator y polinomio dereduión. Deimos también que p se redue a q mediante f en un paso dereduión.A ontinuaión, esta de�niión puede extenderse a onjuntos de manera na-tural. Si F = {f1, . . . , fk} es un onjunto �nito de polinomios no nulos, larelaión de reduión →F induida por F se de�ne omo →F =

⋃k

i=1 →fi
.Es interesante, y útil para nuestros �nes, emplear oneptos y resultadosgenerales de las reduiones abstratas [1℄ para razonar sobre estas noionespartiulares de reduión. En el apítulo 7 se presenta la formalizaión delas reduiones sobre polinomios dentro del maro suministrado por [86℄.En diho trabajo, se formalizan las reduiones abstratas en Al2 omofuniones binarias de�nidas sobre un ierto dominio que a partir de un objetoy de un operador, alulan otro objeto del mismo dominio llevando a aboun paso de reduión. Un operador no puede ser apliado a ualquier objeto,por lo que se introdue también un prediado binario que permitirá deidiruándo diha apliaión es válida.Posteriormente, esto nos permitirá traspasar mediante instaniaión funio-nal propiedades bien onoidas de las reduiones abstratas al aso par-



1.3 Estrutura general 15tiular de las reduiones polinómias, evitando la neesidad de volver ademostrarlas partiendo de ero.Así, adaptar las reduiones polinómias al maro abstrato de [86℄ requierede�nir tres funiones.2 En primer lugar, el prediado unario que espei�a elonjunto sobre el ual pretendemos que esté de�nida la reduión; en nuestroaso partiular, el de los polinomios. En segundo lugar, una funión binariaque representa la apliaión de un operador a un objeto, donde ada opera-dor se representa por una estrutura 〈m, c, f〉 que onsta de tres ampos: elmonomio de reduión, m, el fator de reduión, c, y el polinomio de redu-ión, f . Por último, de�nimos también un prediado binario que omprobarási es válido apliar un operador a un objeto.Para que sea válido apliar un operador 〈m, c, f〉 a un polinomio p respeto aun onjunto de polinomios F , p debe ontener el monomio m, f debe ser unpolinomio perteneiente a F y c = −m/mp(f). Como se observa, la últimaondiión implia que se debe omprobar también que f 6= 0 y que mp(f)divida a m.El siguiente paso es de�nir la relaión ↔∗
F induida por →F en términos delas tres funiones anteriormente desritas.3 Debido a las limitaiones de lalógia de Al2, y siguiendo a [86℄, se añade un parámetro extra a la funiónpara evitar la apariión del uanti�ador existenial. Este nuevo parámetrotiene omo ometido almaenar la seuenia de pasos de reduión que serealizan. Esta seuenia de pasos tiene una interpretaión natural: represen-ta la justi�aión (o prueba) de la relaión existente entre los polinomiosimpliados.Cada paso de prueba se representa mediante una estrutura on uatro am-pos: un booleano que india su direión (direta o inversa), el operador quese aplia y los polinomios que intervienen, es deir, los que quedan onetadosen diho paso.Una vez que se de�ne la funión que omprueba la validez de un paso de prue-ba, pasamos a de�nir qué entendemos por equivalenia entre dos polinomiosrespeto de la reduión polinómia que se ha de�nido.A ontinuaión, se demuestra que ↔∗

F oinide on la ongruenia induidapor el ideal generado por F , on lo que se pone también de mani�esto la2En realidad, abusaremos del lenguaje y llamaremos prediados a las funiones boolea-nas, ya que ésta es la terminología que emplea la lógia de Al2. Téniamente, Al2 notiene prediados.3Por ↔∗ representamos la lausura de equivalenia de una relaión →, es deir, lamenor relaión que la extiende y es re�exiva, simétria y transitiva.



16 Introduiónonexión existente entre la equivalenia y la pertenenia al ideal.
p↔∗

F q ⇐⇒ p ≡〈F 〉 q ⇐⇒ p− q ∈ 〈F 〉Entones se aborda la importante uestión de la noetherianidad de →F . Lainexistenia de adenas in�nitas de elementos relaionados se establee de-mostrando que on ada paso de reduión se obtiene un polinomio máspequeño en el orden de polinomios de�nido en el apítulo 4. Reordemos queen él se demuestra que diho orden está bien fundamentado, on lo que seobtiene inmediatamente la noetherianidad de la relaión de reduión.Por otro lado, se de�ne el álulo de formas normales, introduiendo unafunión de normalizaión fnF que a partir de un polinomio p y de un on-junto de polinomios F alula una forma normal de p on respeto de F .Posteriormente, en el apítulo 8 se demuestra que, bajo iertas ondiionespara F , la forma normal es únia.Para terminar el apítulo, se de�ne la funión de reduión sobre polinomiosred∗
F que se emplea en el algoritmo de Buhberger. Primero se rea la funiónque redue un polinomio por otro dado y luego se extiende a onjuntos. Se de-muestra la equivalenia de esta funión on la que se ha de�nido previamentepara alular formas normales. Por último, se demuestra la estabilidad delideal respeto a la funión de reduión; esto es muy importante para asegu-rar posteriormente que el ideal permanee invariante durante la omputaiónde una base de Gröbner.Bases de Gröbner: el algoritmo de BuhbergerSe die que G es una base de Gröbner de un ideal I si I = 〈G〉 y

p ∈ I ⇐⇒ p→∗
G 0En esta araterizaión se apreia inmediatamente la importania de la no-ión de base de Gröbner: dihas bases nos permiten resolver fáilmente elproblema de la pertenenia al ideal. Si enontramos una base de Gröbner deun ideal, dispondremos de un proedimiento de deisión para su problemade pertenenia.Buhberger demostró que, para determinar si una base es de Gröbner, bastaomprobar que se reduen a 0 unos iertos polinomios onstruidos a partirde la base, llamados s-polinomios, en lugar de tener que haerlo on todos



1.3 Estrutura general 17los polinomios del ideal. El número de tales s-polinomios puede ser muyelevado, pero es siempre �nito. Esto permite reduir una omprobaión que,en prinipio, era in�nita por otra �nita.Para ver si una base de un ideal es de Gröbner, lo que se hae es omprobarsi los s-polinomios se reduen a ero. Si no es el aso, existe una soluióntrivial para que el s-polinomio se reduza a ero, y es añadirlo a la base.Este nuevo polinomio generará nuevos s-polinomios, uya reduión a erodebe ser omprobada, y así suesivamente. Es posible demostrar que esteproeso termina, obteniendo omo resultado una base de Gröbner del idealde partida. Este algoritmo es justamente el de Buhberger.La teoría neesaria sobre bases de Gröbner se desarrolla en el apítulo 8,mientras que la implementaión veri�ada del algoritmo de Buhberger enAl2 se enuentra en el apítulo 9. La demostraión de orreión del algo-ritmo se divide de manera natural en terminaión y orreión parial.Para estableer la orreión hay que onsiderar que la terminaión de lasfuniones en Al2 ha de estar fundamentada en la existenia de una inmer-sión ordinal adeuada de sus parámetros. Éste es un requisito ineludible paraque Al2 admita la funión bajo su prinipio de de�niión y extienda lalógia on el axioma orrespondiente. Al2 dispone de una únia estruturabien fundamentada: los ǫ0-ordinales on su relaión de orden habitual. Labuena fundamentaión de esta estrutura es un heho metateório que losautores de Al2 demuestran fuera de la lógia.A partir de esta estrutura, y siempre por inmersión ordinal, introduimosnuevas estruturas bien fundamentadas. En partiular, para abordar la ter-minaión del algoritmo de Buhberger empleamos un produto lexiográ�ode dos relaiones bien fundamentadas.La razón para esto es que en el algoritmo existen dos llamadas reursivas. Enla primera, el primer parámetro permanee inalterado mientras el segundoderee estruturalmente. En la segunda, el primer parámetro deree en unierto sentido bien fundamentado pese a que se le añade un nuevo polinomio.Este dereimiento es onseuenia del lema de Dikson.Siguiendo estas líneas se de�ne la medida ordinal que permite demostrar laterminaión del algoritmo de Buhberger a partir de la que se utiliza en [64℄para demostrar el lema de Dikson en Al2.En uanto a la orreión parial, ésta se puede dividir en una serie de etapasque nos onduen al resultado �nal y que se presentan esquemátiamente aontinuaión. Estas etapas se expanden a lo largo de tres apítulos. Partimos



18 Introduiónde dos resultados importantes sobre las reduiones y las formas normalesque se demuestran en el apítulo 7, seguimos on los resultados prinipalessobre bases de Gröbner del apítulo 8 y terminamos on los resultados queaseguran la orreión parial del algoritmo de Buhberger desritos en elapítulo 9.1. Se demuestra que la funión fnF alula una forma normal, es deir,que p→∗
F fnF (p) y fnF (p) es irreduible (teorema 7.29).2. Se demuestra que fnF (p) = red∗

F (p) (teorema 7.40), y por lo tanto que
p →∗

F red∗
F (p) (teorema 7.41), donde red∗

F es la funión de reduiónque se utiliza en el algoritmo de Buhberger.3. Consideramos la siguiente propiedad Φ(F ) que expresa el heho de quelos s-polinomios formados a partir de polinomios de una base F sereduen a 0.
Φ(F ) ≡ ∀p, q ∈ F s-polinomio(p, q)→∗

F 0Se demuestra que Φ(F ) implia que la relaión de reduión es loal-mente on�uente (teorema 8.12).
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)4. Se demuestra que la lausura de equivalenia induida por un onjuntode polinomios que veri�a la propiedad Φ se puede deidir omprobandola igualdad de formas normales (teorema 8.13).

Φ(F ) =⇒ (p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))5. Se demuestra que ualquier onjunto de polinomios que satisfaga lapropiedad Φ es una base de Gröbner (teorema 8.14).

Φ(F ) =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗
F 0)6. Sea Buhberger(F ) el resultado de apliar el algoritmo de Buhbergera la base F . Se demuestra que se umple Φ(Buhberger(F )) (teore-ma 9.3).7. Se demuestra la estabilidad del ideal respeto al algoritmo de Buhber-ger (teorema 9.23).

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger(F )〉



1.4 Contenido del CD 198. Se demuestra que la base devuelta por el algoritmo de Buhberger esuna base de Gröbner (teorema 9.24). Si G = Buhberger(F ):
p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗

G 09. Se demuestra, utilizando los resultados anteriores, que la base devueltapor el algoritmo de Buhberger es una base de Gröbner de la baseoriginal. Es deir, si G = Buhberger(F ), se tiene que G es una basede Gröbner de 〈F 〉 (teorema 9.25):
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Para terminar el apítulo 9, onstruimos un proedimiento de deisión veri-�ado para el problema de la pertenenia al ideal (teorema 9.27). Para ello,sólo hay que observar que si G = Buchberger(F ) se tiene que:
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗

G(p) = 0Como se puede omprobar, no nos limitamos a demostrar que el algoritmode Buhberger devuelve una base de Gröbner sino que proporionamos unproedimiento de deisión veri�ado para el problema de la pertenenia alideal.1.4. Contenido del CDJunto a esta memoria se suministra un CD que ontiene los �heros Al2,(llamados libros en la terminologíaAl2), que se han desarrollado para llevara abo la formalizaión presentada. Además se inluye un �hero LÉAME enel que se desriben los pasos neesarios para la instalaión del sistema Al2y para evaluar en él la formalizaión.Pueden enontrarse todos los libros en el diretorio Código. Estos libros, queposeen todos extensión .lisp, ya han sido erti�ados. Esto quiere deir, queel sistema ha admitido todas las de�niiones presentadas y logrado demostrartodos los teoremas que se han enuniado. La salida que produe el sistemaon el resultado del proeso de erti�aión se enuentra en los �heros onextensión .out orrespondientes. Advertimos que estos �heros pueden sermuy largos, ya que ontienen las demostraiones generadas on todo el detalleque preisa un sistema automatizado omo es Al2.El diretorio Código se organiza en los subdiretorios y �heros que se des-riben a ontinuaión:



20 IntroduiónSubdiretorio polinomiosEste subdiretorio desarrolla los anillos de polinomios desnormalizados des-ritos en el apítulo 3.oefiiente: un anillo abeliano de oe�ientes. El onjunto de los oe-�ientes se representa omo un anillo abeliano abstrato mediante unenapsulado. El onjunto de los números de Al2 on su interpretaiónhabitual sirve omo modelo de la teoría generada.termino: un monoide onmutativo de términos on un orden bien fun-damentado uya representaión se abstrae mediante un enapsulado.Las listas propias de números naturales de Al2 on la suma elementoa elemento y el orden lexiográ�o sirven omo modelo de la teoría ge-nerada. La buena fundamentaión del orden se establee por inmersiónen los ǫ0-ordinales.monomio: pares oe�iente-término. Se de�ne una igualdad semántia,ya que dos monomios on oe�iente nulo han de ser interpretados omoel mismo, aunque tengan distinto término. También se implementa elorden de monomios que es heredado de los términos.polinomio: representaión abstrata de los polinomios mediante listaspropias de Al2 formadas por monomios que ontienen oe�ientes ytérminos abstratos.forma-normal: desarrollo de la funión de normalizaión que permitereduir la omprobaión de la igualdad semántia de dos polinomios ala de una igualdad sintátia de sus formas normales. Se de�ne primerouna suma externa de un monomio on un polinomio ordenado, teniendoen uenta una posible anelaión. A partir de aquí se de�ne la formanormal y su relaión de equivalenia induida. Se demuestran algunaspropiedades importantes omo la idempotenia de la normalizaión.suma: desarrollo de la suma de polinomios de�nida simplemente omola onatenaión de las listas de monomios que los integran. Las pro-piedades de la onatenaión de listas permiten estableer la base pararealizar demostraiones de propiedades sobre los polinomios más om-pliadas que inorporan la igualdad semántia. Se demuestra que lospolinomios on la operaión de suma forman un monoide onmutativo.ongruenias-suma: demostraión de las ongruenias de la igualdadde polinomios on la suma.



1.4 Contenido del CD 21opuesto: desarrollo del opuesto de un polinomio, que se de�ne monomioa monomio. Su orreión se prueba demostrando que la funión que loalula produe el inverso aditivo. Para que éstas y otras propiedadessean inondiionales (arezan de hipótesis) se ompleta uidadosamen-te la de�niión de la funión. Se demuestra que los polinomios on lasoperaiones de suma y opuesto forman un grupo onmutativo.produto: desarrollo del produto externo de un monomio por un po-linomio y del produto de polinomios. Las funiones se ompletan ui-dadosamente, de lo ontrario, no es posible estableer las ongruenias,ya que éstas no pueden ontener hipótesis. Se demuestra que los polino-mios on el produto forman un monoide onmutativo y que el produtodistribuye respeto de la suma, ompletándose on esto la demostraiónde las propiedades del anillo de polinomios.ongruenias-produto: demostraión de las ongruenias de la igual-dad de polinomios on el produto de un monomio y un polinomio, yel produto de polinomios.Subdiretorio polinomios-normalizadosEste subdiretorio desarrolla los anillos de polinomios normalizados desritosen el apítulo 3. Además se introdue el orden bien fundamentado sobre lospolinomios desrito en el apítulo 4.polinomio-normalizado: polinomios normalizados de�nidos a partirde los polinomios desnormalizados y de la operaión de normalizaión.Asenso de las propiedades de anillo de la representaión desnormali-zada a la normalizada.orden: extensión del orden de monomios a los polinomios y demos-traión de su buena fundamentaión mediante una inmersión de lospolinomios en los ǫ0-ordinales.En la �gura 1.1 apareen las dependenias entre los libros desarrollados parael anillo de polinomios on oe�ientes arbitrarios. Una �eha de un libro aotro india que el primero se inluye en el segundo.
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1.4 Contenido del CD 23Subdiretorio polinomios-raionalesEste subdiretorio desarrolla un anillo de polinomios onreto: el anillo de lospolinomios raionales desrito en el apítulo 5. Gran parte de este desarrolloonsiste en instaniar funionalmente los teoremas que apareen enapsuladosen los libros de los subdiretorios polinomios y polinomios-normalizados.Por otra parte, se inluyen nuevas de�niiones y propiedades. En primerlugar, se introdue la operaión de división en los oe�ientes (interesa esta-bleer propiedades de uerpo sobre ellos). En segundo lugar, apareen on-eptos relaionados on la divisibilidad en los términos (divisibilidad, divisióny mínimo omún múltiplo). En terer lugar, se introdue la pertenenia demonomios a polinomios y de polinomios a onjuntos de polinomios. Por úl-timo, se de�ne el onepto de polinomio uniforme para uni�ar el onjuntode variables empleado.raional: instaniaión de los oe�ientes abstratos on los númerosraionales de Al2. Extensión on la operaión de división y algunasde sus propiedades más importantes.termino: instaniaión de los términos abstratos on las listas propiasde números naturales de Al2.termino-division: desarrollo de la divisibilidad, la división y el míni-mo omún múltiplo sobre términos. Demostraión de sus propiedadesfundamentales.monomio: instaniaión de los monomios abstratos para onseguir pa-res raional-término, empleando los términos onretos.polinomio: instaniaión de los polinomios abstratos para onseguirpolinomios de oe�ientes raionales que se representan omo listaspropias de Al2 uyos omponentes son ya monomios onretos.forma-normal: instaniaión de la funión de normalizaión para podertrabajar on polinomios de oe�ientes raionales.suma: instaniaión de la suma de polinomios para poder trabajar onpolinomios de oe�ientes raionales.ongruenias-suma: demostraión de las ongruenias de la igualdadde polinomios on la suma por instaniaión funional de las demos-tradas para polinomios abstratos.



24 Introduiónopuesto: instaniaión del opuesto de polinomios para poder trabajaron polinomios de oe�ientes raionales.produto: instaniaión del produto de polinomios (externo e interno)para poder trabajar on polinomios de oe�ientes raionales.ongruenias-produto: demostraión de las ongruenias de la igual-dad de polinomios on el produto externo y el produto por instan-iaión funional de las demostradas para polinomios abstratos.polinomio-normalizado: instaniaión de los polinomios normaliza-dos abstratos para onseguir polinomios normalizados de oe�ientesraionales.orden: instaniaión del orden de polinomios para poder trabajar onpolinomios de oe�ientes raionales.pertenenia: desarrollo de las funiones que omprueban la pertenen-ia de un monomio a un polinomio y de un polinomio a una lista depolinomios. Demostraión de sus propiedades fundamentales.defun-k: maros defun<k> y defun-sk<k> para de�nir funiones onun parámetro k implíito.k-polinomio: onepto de uniformidad, polinomios de k variables y suspropiedades básias. Se demuestra que las operaiones anteriormentede�nidas sobre los polinomios preservan la uniformidad.En la �gura 1.2 apareen las dependenias entre los libros desarrollados parael anillo de polinomios raionales. Omitimos las dependenias on los librosde los que se instanian los resultados genérios, que son los orrespondientesde la �gura 1.1.Subdiretorio BuhbergerEste subdiretorio desarrolla los ideales polinómios �nitamente generados,las reduiones polinómias y el algoritmo de Buhberger para el álulode bases de Gröbner. El resultado �nal es una implementaión veri�ada dediho algoritmo, esto ondue a la obtenión de un proedimiento de deisiónveri�ado para el problema de la pertenenia al ideal.
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26 Introduiónideal: ideales polinómios, relaión de pertenenia y propiedades fun-damentales desritas en el apítulo 6.reduion-polinomia: relaiones de reduión sobre polinomios y suspropiedades prinipales desritas en el apítulo 7.ongruenia-ideal: ongruenia induida por un ideal y demostraiónde que oinide on la relaión de equivalenia de�nida en el apítulo 7.noetherianidad: noetherianidad de la relaión de reduión sobre po-linomios presentada en el apítulo 7.forma-normal: desarrollo del onepto de forma normal respeto de larelaión de reduión a través de operadores, tal y omo se desribe enel apítulo 7.alulo-forma-normal: funiones de reduión sobre polinomios utili-zadas en la implementaión del algoritmo de Buhberger. Se demuestrasu equivalenia on las formas normales de�nidas on operadores. Estose desribe en el apítulo 7.estabilidad-reduion: estabilidad del ideal bajo la reduión exten-dida a onjuntos y bajo su lausura. Esto se desribe en el apítulo 7.onfluenia: se demuestra que si todos los s-polinomios de una base sereduen a 0 respeto de ella, entones la relaión de reduión induidaes loalmente on�uente. Esto se desribe en el apítulo 8.buhberger: implementaión del algoritmo de Buhberger y demostra-ión de terminaión. Se desribe en el apítulo 9.s-polinomio: de�niión del onepto de s-polinomio y demostraiónde sus propiedades fundamentales omo se desribe en el apítulo 9.estabilidad-s-polinomio: estabilidad del ideal bajo el álulo de s-polinomios. Esto se desribe en el apítulo 9.estabilidad-sufija: su�jo de una seuenia de polinomios y sus pro-piedades básias. Se demuestra que la pertenenia al ideal se preservabajo ualquier extensión su�ja de la base. Este resultado se utiliza en lademostraión de que el algoritmo de Buhberger preserva la estabilidaddel ideal. Esto se desribe en el apítulo 9.



1.4 Contenido del CD 27estabilidad-buhberger: estabilidad del ideal bajo el algoritmo deBuhberger. Durante la demostraión se emplean diversas propiedadesque demuestran que el ideal permanee invariante bajo las operaionesque omponen el algoritmo (reduión, álulo de s-polinomios, et.).Se desribe en el apítulo 9.bases-grobner: se demuestra que si todos los s-polinomios de una basese reduen a 0 respeto de ella, entones ésta es una base de Gröbneren el sentido desrito en el apítulo 8. También se demuestra que todoslos s-polinomios de la base alulada por el algoritmo de Buhbergerse reduen a 0. A partir de estos dos resultados se onluye que elalgoritmo de Buhberger alula una base de Gröbner. Esto se desribeen el apítulo 9.deision: desarrollo del proedimiento de deisión veri�ado para elproblema de la pertenenia al ideal. Se desribe en el apítulo 9.En la �gura 1.3 apareen las dependenias entre los libros desarrollados parael algoritmo de Buhberger.Subdiretorio relaionesEste subdiretorio desarrolla la formalizaión de las reduiones abstratasen la lógia de Al2 presentada en [86℄. Entre otros resultados, se presentala demostraión del lema de Newman, que nos permite deduir la on�ueniade toda relaión noetheriana y loalmente on�uente, y la deidibilidad de larelaión de equivalenia desrita por una reduión onvergente. Este últimoresultado se utiliza en este trabajo para obtener la deidibilidad de nuestrareduión polinómia onreta, omo se desribe en el apítulo 9. Por otrolado, la apliaión de esos resultados sólo es posible si nuestras reduionespolinómias se representan dentro del maro suministrado en [86℄. Esto seexplia en el apítulo 7.En onreto, se inluirán los �heros abstrat-proofs y onvergent en los�heros bases-groebner y reduion-polinomia, respetivamente.Subdiretorio diksonEste subdiretorio inluye la demostraión del lema de Dikson en Al2desarrollada en [64℄. Esta formalizaión se utiliza en este trabajo para llevar
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1.4 Contenido del CD 29a abo la onstruión de la medida ordinal que se emplea en la demostraiónde terminaión del algoritmo de Buhberger, omo se verá en el apítulo 9.En onreto, será el �hero dikson el que se utilizará, inluyéndose en el�hero buhberger.





Capítulo 2La lógia omputaional Al2
2.1. IntroduiónDentro del amplio espetro de sistemas de razonamiento automátio, existenvarios espeialmente adeuados para la espei�aión y veri�aión formalde sistemas informátios, siendo Al2 uno de ellos.Al2 formaliza un subonjunto de un lenguaje de programaión real y on élse han obtenido grandes éxitos en la veri�aión formal automatizada tantode sistemas de hardware omo de software, además de en la demostraiónpor omputador de onoidos teoremas de la Lógia y de las Matemátias.Se expondrá a ontinuaión una desripión de Al2 atendiendo a los dife-rentes puntos de vista desde los que puede observarse. Esta desripión noes de ningún modo exhaustiva y tiene omo prinipal objetivo failitar laomprensión del ódigo implementado para formalizar los oneptos y pro-piedades desarrollados en esta memoria. Una desripión detallada puedeenontrarse en [48℄.2.2. Las tres visiones de Al2Al2 (A Computational Logi for Appliative Common Lisp) [48℄ es el su-esor de Nqthm, el demostrador de teoremas de Boyer y Moore [4, 9℄. Hasido desarrollado durante la última déada en la universidad de Texas enAustin, prinipalmente por Moore y Kaufmann, y ontinúa en evoluión. In-tenta haer realidad, on bastante éxito, el deseo de MCarthy de disponer



32 La lógia omputaional Al2de un sistema apaz de demostrar teoremas sobre programas esritos en Lisppuro [73℄:Instead of debugging a program, one should prove that it meetsits spei�ation and this proof should be heked by a omputerprogram.� John MCarthy, �A Basis for a Mathematial Theory of Computation� (1961)Tanto Nqthm omo Al2 se han utilizado en áreas muy diversas. Algunosejemplos son los siguientes:La indeidibilidad del problema de parada [6℄.El teorema de Churh-Rosser para el λ-álulo [93℄.La ley de uadrados reíproos de Gauss [90℄.El teorema de inompletitud de Gödel [94℄.El teorema de Ramsey [54℄.El teorema fundamental del Cálulo [50℄.La orreión de un algoritmo para el álulo de la transformada rápidade Fourier [25℄.El miroódigo del algoritmo de división de oma �otante y de álulode la raíz uadrada del proesador AMD K5 [72, 92℄.El ódigo RTL que implementa las operaiones elementales sobre nú-meros de oma �otante del proesador AMD Athlon [91℄.Puede enontrarse una desripión onisa de Al2 en [46℄. En realidad, parade�nir qué es Al2 hay que enfoarlo desde tres puntos de vista distintos:1. Desde la perspetiva de los lenguajes de programaión.2. Desde un punto de vista lógio.3. Desde el enfoque de los sistemas de razonamiento automátio.



2.2 Las tres visiones de Al2 332.2.1. Al2 es un lenguaje de programaión apliativoToda funión admitida bajo el prinipio de de�niión de Al2 es una funiónde Common Lisp. El reíproo no es ierto, ya que para razonar en la lógiaAl2 sobre una funión su ejeuión debe sólo depender de sus parámetrosreales:1 a iguales parámetros, igual resultado. Por otro lado, los lenguajes deprogramaión onvenionales, y Common Lisp no es una exepión, permi-ten de�nir �funiones� uya terminaión no está garantizada.Esto hae que sea posible pensar en Al2 omo en un lenguaje de progra-maión apliativo o funional puro. Más explíitamente, puede onsiderarseque es un subonjunto de Common Lisp libre de efetos olaterales, esto es,no se permiten variables globales ni modi�aión destrutiva de datos.Por tanto, se utiliza la sintaxis de Common Lisp para expresar ualquieronepto enAl2. Por ejemplo, 1+1 se desribe enAl2 empleando notaiónpre�ja, mediante la expresión (+ 1 1).Al igual que en la mayoría de los dialetos de Lisp, Al2 se presenta alusuario omo un bule de letura, evaluaión e impresión, llamado buleread-eval-print. Es deir, Al2 atúa omo un intérprete que lee la expresiónintroduida por el usuario, la evalúa, e imprime el resultado. Este proesoprosigue inde�nidamente a menos que la evaluaión aborte.Tipos de datosAl2 posee ino tipos de datos básios: números (naturales, enteros, raio-nales y raionales omplejos), arateres, adenas, símbolos y pares ordenados(onses). Todos los objetos de estos tipos básios, a exepión de los pares or-denados, se onsideran atómios en Al2 y son reonoidos por el prediadoatom.Los números se representan de la manera habitual en Lisp. Los enteros sonreonoidos por el prediado integerp y están inluidos en los raionales,que se reonoen mediante rationalp. Todos los números son reonoidospor el prediado al2-numberp. No existen números en oma �otante.Dos símbolos que se emplean on profusión son las onstantes nil y t, reo-noidas por el prediado booleanp. Estos símbolos lógios haen referenia alos valores booleanos �falso� y �verdadero�, respetivamente. Sin embargo,en ualquier ontexto en el que apareza una expresión lógia, Al2 inter-1O su de�niión no bastaría y sería neesario introduir el onepto de �estado global�.



34 La lógia omputaional Al2preta nil omo �falso� y ualquier otro valor omo �verdadero�, de formaque en tales expresiones ualquier osa que no sea nil atúa omo si fuera t.Es importante reordar que todo símbolo pertenee a un paquete. Cada pa-quete representa un espaio de nombres separado. En ada momento existeun paquete ativo o �paquete de trabajo� de manera que al haer refereniaa un símbolo de diho paquete, el nombre del paquete pueda omitirse. Elpaquete por defeto es ACL2.Para nombrar explíitamente a un símbolo de un determinado paquete seresuelve el ámbito oloando :: entre el nombre del paquete y el del símboloomo en ACL2::if.Los pares ordenados o onses se onstruyen on la funión binaria onsy son reonoidos por el prediado onsp. Son, sin duda, los objetos másutilizados en Al2, ya que no son atómios y permiten onstruir objetosomplejos. Las listas se pueden representar mediante pares ordenados. Laprimera omponente se denomina �primero� y a ella se aede on la funiónar. La segunda omponente se denomina �resto� y a ella se aede on lafunión dr.Tanto ar omo dr son nombres histórios que poo re�ejan su verdaderosigni�ado, por lo que pueden ser preferibles sus sinónimos first y rest,respetivamente.Es importante saber que al preeder a un objeto on el aráter ' se le trans-forma en una onstante. Lo mismo ourre si se le aplia la funión espeialquote. A estas onstantes espeiales se las denomina onstantes apostrofadas.Aunque nil, no sea un ons, sino un símbolo, es onsiderado una lista: lalista vaía, que es reonoida por el prediado null. El onjunto formado porlos pares y la lista vaía es reonoido por el prediado listp.Un detalle importante es que, al igual que en Common Lisp, tanto el firstomo el rest de nil valen, preisamente, nil.ExpresionesLas expresiones de Al2 se lasi�an en las siguientes ategorías:1. Símbolos de onstante: nil, t, una lave (un símbolo del paquete es-peial KEYWORD), o símbolos de�nidos on defonst que omenzarán yterminarán on el aráter *.



2.2 Las tres visiones de Al2 352. Expresiones onstantes: un número, un aráter, una adena o unaonstante apostrofada.3. Símbolos de variable: todo aquél que no es un símbolo de onstante. Elvalor de una variable respeto de una asignaión es el valor que dihosímbolo tiene asignado.4. Expresiones funionales: la apliaión de una funión de�nida on defun,o de una λ-expresión, a un número de parámetros reales que oinideon su número de parámetros formales. Los parámetros reales son ex-presiones y los formales, variables.Funiones y marosAl2 inorpora una gran antidad de funiones y maros primitivas. Aun-que la mayoría de estas funiones existen en Common Lisp, hay que teneren uenta que pueden existir algunas diferenias sutiles. Por ejemplo, unaexpresión ondiional if siempre posee en Al2 una ondiión, una ramaentones y una rama si no. Sin embargo, la rama si no puede omitirse enCommon Lisp.Se puede emplear ond en lugar de if anidados, aunque esto es una me-ra uestión estétia. También se puede emplear ase alternativamente endeterminadas oasiones.El usuario puede de�nir nuevas funiones mediante defun y nuevas marosmediante defmaro (o defabbrev que previamente liga los parámetros realesloalmente, forzando su evaluaión). La apliaión de una maro provoauna mera sustituión textual de los parámetros formales por los reales en suuerpo previa a la evaluaión de éste.En oasiones es útil ligar variables loalmente (on ámbito léxio). Esto puedelograrse on let y let*. En realidad, let existe sólo por omodidad, ya quees equivalente a la apliaión de una λ-expresión que liga sus parámetrosreales a los formales en paralelo.A vees puede ser útil realizar la ligadura seuenialmente, en lugar de enparalelo, para emplear un valor previamente ligado. En este aso se sueleemplear let*, que equivale a un let anidado.En Al2 todas las funiones tienen un número �jo de parámetros, sin embar-go, el empleo de maros permite simular funiones on un número variable



36 La lógia omputaional Al2de parámetros. Las maros realizan transformaiones meramente sintátiassobre sus parámetros.Por ejemplo, + es una maro que reibe un número arbitrario de parámetrosy que, uando reibe más de un parámetro, equivale a la apliaión reiteradade la funión primitiva binary-+ que, omo su nombre india, es binaria.Algo similar ourre on *, or, and y list.Otras maros omo - y / trabajan sólo unaria y binariamente. También lashay que han de reibir al menos un parámetro, omo list* y append.Al2 posee dos modos básios de funionamiento: modo lógio y modo pro-grama. La diferenia fundamental entre ambos modos es que en modo lógioes obligatorio demostrar la terminaión de las funiones introduidas.Iniialmente Al2 se enuentra en modo lógio y puede pasar a modo pro-grama mediante la funión program. El paso ontrario se realiza mediantelogi.Es absolutamente neesario que introduzamos nuestras funiones en modológio si queremos razonar sobre ellas. Al demostrar su terminaión asegura-mos que la funión está matemátiamente bien de�nida.2.2.2. Al2 es una lógia omputaionalPara razonar formalmente sobre las funiones en Al2 se neesita de al-gún modo poder desribir propiedades sobre ellas. Podría pensarse que estotalmente neesario de�nir un nuevo formalismo. Sin embargo, no es así.Por ejemplo, supóngase que se ha programado una funión ordena que reibeuna lista de números enteros y, supuestamente, devuelve diha lista ordena-da asendentemente. Deseamos demostrar que diha funión es orreta. Elproblema de la orreión se divide de manera natural en parada y orreiónparial. Olvidemos por un momento el problema de la parada y entrémonosen el de la orreión parial.Un aspeto obvio de su orreión parial es que su resultado es una listahomogénea de números enteros ordenada asendentemente. Pero esto no essu�iente. Otro aspeto, quizás menos evidente, es que el resultado no debeontener nuevos elementos ni obviar ninguno de los existentes.Consideremos la primera propiedad; se podría omenzar por omprobar dihaonjetura ejeutando la funión ordena sobre algunos ejemplares y observan-



2.2 Las tres visiones de Al2 37do que se umple. Tras algunas pruebas, podríamos de�nir un prediado querealizara dihas omprobaiones por nosotros.Este prediado podría llamarse ordenadap y omprobaría si su parámetro esuna lista homogénea de números enteros ordenados reientemente. De estaforma, se podrían evaluar automátiamente expresiones que omprobasen sila salida de ordena veri�a el prediado ordenadap.Pero aunque repitiéramos estos experimentos durante toda nuestra vida, nun-a podríamos estar seguros de que nuestra onjetura es un teorema, ya quehay un número in�nito de posibilidades. Por el ontrario, un sólo aso enel que el experimento fallase demostraría lo falaz de nuestra onjetura. Aúnmás, ¾estamos seguros de que la funión auxiliar que hemos de�nido haebien su trabajo?Así que, después de realizar un número su�iente de pruebas para onven-ernos de que la onjetura es plausible y de que no hemos ometido erroresrasos, se podría intentar demostrar la propiedad deseada. Muy probable-mente quedemos sorprendidos: el teorema bien puede ser falso si no exigimosque ordena reiba una lista homogénea de números enteros.Esto puede pareer trivial a las personas aostumbradas a trabajar on tipos.Pero Al2 no posee tipos, al menos en el sentido estrito de la palabra, y nose puede expresar lógiamente el heho de que ordena debe reibir un objetodel tipo apropiado durante su de�niión: debe onstar explíitamente omouna hipótesis del teorema que pretendemos demostrar.Otro aspeto importante es que la de�niión de una funión introdue unnuevo axioma y, por onsiguiente, Al2 impone iertas restriiones paraasegurar que no se introduen inonsistenias en la lógia. Como se observa,la lógia de Al2 es en ierto modo dinámia: depende de la �historia� de lasesión. Al de�nir una funión, las restriiones impuestas por Al2 aseguranque se obtenga una extensión onservativa de su onjunto de axiomas.La prinipal restriión es que las funiones deben ser totales, es deir, todafunión debe terminar su ejeuión en un tiempo �nito uando se aplia aualquier objeto de Al2, supuesto que haya su�ientes reursos omputa-ionales para ello. Más aún, esto debe ser demostrado o la funión no seráaeptada.Los argumentos de terminaión se onstruyen mediante el onepto de �bue-na fundamentaión�. Una estrutura bien fundamentada es un onjunto do-tado de una relaión de orden noetheriana. Es deir, deimos que un onjunto
A on una relaión < está bien fundamentado si, y sólo si, no existe una se-



38 La lógia omputaional Al2uenia in�nita de elementos de A estritamente dereiente on respeto a
<. Abusando del lenguaje, obviaremos el onjunto o la relaión uando elontexto lo permita.El onjunto de los ǫ0-ordinales (los ordinales menores que ǫ0) on su relaiónde orden natural onstituyen la únia estrutura bien fundamentada onoidameta-teóriamente por Al2. Son por tanto el únio modo de demostrar laterminaión de funiones en Al2.Esto onstituye iertamente una limitaión teória, pero, en la prátia, los
ǫ0-ordinales son su�ientes para demostrar la terminaión de multitud defuniones.Lógia de primer orden sin uanti�adoresAl2 es una lógia de primer orden sin uanti�adores y on igualdad. Susintaxis oinide on la del lenguaje de programaión Common Lisp.Una onstante puede ser un símbolo de onstante o una expresión onstan-te. Un símbolo de variable es ualquier símbolo que no sea un símbolo deonstante. Un símbolo de funión es un símbolo de funión primitivo o unode�nido por el usuario. Nótese que, en Al2, un símbolo puede ser a la vezde variable y funión.Un término es una onstante, una variable o la apliaión de una funión (ode una λ-expresión) n-aria a n términos. Más preisamente, si f es un símbolode funión n-aria, x1, . . . , xn son símbolos de variable distintos, τ, τ1, . . . , τnson términos y x1, . . . , xn son las únias variables libres de τ , entones:

f(τ1, . . . , τn)

(λx1, . . . , xn.τ)(τ1, . . . , τn)son también términos.Formalmente, en Al2 no existen símbolos de prediado, aunque a las funio-nes booleanas se las denomine informalmente �prediados�. Siendo estritos,las únias fórmulas atómias existentes son las igualdades entre términos.Una fórmula es una fórmula atómia o la apliaión de un operador lógioa otras fórmulas. Los operadores lógios son la igualdad = y las onetivasproposiionales habituales: ¬, ∨, ∧, → y ↔.Aunque, nil orresponde a ⊥ y t a ⊤, semántiamente se interpreta nilomo �falso� y ualquier otro término omo �verdadero�. Se equiparan así,semántiamente, los términos a las fórmulas.



2.2 Las tres visiones de Al2 39Debido a esto existe una fuerte relaión entre fórmulas y términos. El término
τ es semántiamente equivalente a la fórmula ¬(τ = ⊥). Este abuso dellenguaje permite emplear términos on la sintaxis onreta de Al2 omosustitutos de las fórmulas. Toda fórmula se puede expresar omo un términouyo símbolo de funión más externo es not, or, and, implies, iff o equal.Por ejemplo, a la fórmula lógia:

¬(¬(f(x, y) = ⊥) ∨ (f(y, x) = ⊤) = ⊥)le orresponden los siguientes términos en la sintaxis de Al2:(not (equal (or (not (equal (f x y) nil)) (equal (f y x) t)) nil))(not (equal (or (f x y) (equal (f y x) t)) nil))(or (f x y) (equal (f y x) t))Obsérvese que la sintaxis de la lógia Al2 es igual a la sintaxis del lenguajede programaión Al2. De heho, los términos también reiben el nombrede �expresiones�. Del mismo modo, la semántia de la lógia se de�ne paraorresponder también a la del lenguaje de programaión.Axiomas y reglas de infereniaLos axiomas inluyen a los de la lógia proposiional más los de la igualdady una serie de axiomas sobre sus funiones primitivas que permiten trabajaron números (enteros, raionales y omplejos raionales), arateres, adenasde arateres, símbolos y listas.2Las reglas de inferenia son las del álulo proposiional on igualdad juntoon instaniaión de variables e induión. Todas permiten deduir nuevosteoremas a partir de otros ya onoidos.La regla de instaniaión de variables permite sustituir variables en un teo-rema por términos para obtener otro teorema. La regla de induión permitereduir la demostraión de un teorema a un onjunto �nito de asos em-pleando induión sobre los ǫ0-ordinales. La regla de instaniaión funionalpermite sustituir funiones en un teorema por otras para obtener un nuevoteorema.Los axiomas y reglas de inferenias de la lógia de Al2 que tratan la par-te proposiional perteneen, en esenia, a Shoen�eld [95℄. Se establee un2Una extensión de Al2, denominada Al2(r), inluye a los números reales.



40 La lógia omputaional Al2esquema de axiomas y uatro reglas de inferenia, onsiderándose omo pri-mitivos los operadores lógios de negaión (¬) y disyunión (∨) y de�niendolos restantes (∧, → y ↔).Una demostraión formal puede representarse mediante un árbol �nito defórmulas, ada una de las uales es un axioma o se dedue mediante unaregla de inferenia de las anteriores. Un teorema es ualquier fórmula en unademostraión.Prinipios de extensión y de induiónLa lógia inluye también dos prinipios de extensión: de�niión y enap-sulado. Ambos permiten añadir nuevos símbolos de funión y axiomas a lalógia preservando su onsistenia.Además, se inluye un prinipio de induión. Este prinipio junto on el dede�niión dependen de una estrutura bien fundamentada: los ordinales deAl2.Estos ordinales orresponden a los ordinales menores que ǫ0, ya que se de-muestra que existe un isomor�smo entre ambos onjuntos. Algunos valoresonretos apareen en la tabla 2.1. Los ǫ0-ordinales forman un onjunto bienfundamentado bajo una relaión de orden apropiada.Al2 axiomatiza el reonoedor e0-ordinalp para los ǫ0-ordinales, así omoun orden e0-ord-< sobre ellos que orresponde on el orden usual de losordinales de la teoría de onjuntos.El prinipio de de�niiónEl prinipio de de�niión es esenial, ya que permite introduir nuevossímbolos de funión y asoiarles (axiomátiamente) una de�niión.Un aspeto importante es que la de�niión de una funión introdueun nuevo axioma y, por onsiguiente, Al2 impone iertas restriionesa las de�niiones de las funiones para asegurar que no se introdueninonsistenias en la lógia. Para preservar la onsistenia, el sistemaúniamente admite una de�niión de una funión bajo este prinipio siumple lo siguiente:1. Su nombre es un nuevo símbolo de funión.2. Sus parámetros formales son símbolos de variable distintos.
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0 0
1 1
ω (1 . 0)

ω + 1 (1 . 1)
ω + 2 (1 . 2)
ω · 2 (1 1 . 0)

ω · 3 + 1 (1 1 1 . 1)
ω2 (2 . 0)
ω3 (3 . 0)
ωω ((1 . 0) . 0)

ωω + ω5 + ω · 2 + 3 ((1 . 0) 5 1 1 . 3)
ωω2 ((2 . 0) . 0)
ωωω (((1 . 0) . 0) . 0)

ǫ0 No existeTabla 2.1: Ordinales y su representaión3. Su uerpo es un término uyas únias variables libres son los pa-rámetros formales.4. Una ierta medida ordinal de sus parámetros formales deree es-tritamente en ada llamada reursiva que apareza en su uerpo.De todas las restriiones anteriores la más importante es la última:demostrar la terminaión de la funión uando se aplia sobre ualquierobjeto de Al2; ya que, o esto se prueba o la funión no será admitida.SiAl2 logra demostrar que una funión es admisible, añade un axiomade de�niión que iguala la apliaión de la funión a su uerpo. Nóteseque la admisibilidad de las funiones no reursivas es trivial.En la prátia, si el usuario no suministra explíitamente la funiónde medida y la relaión de orden bien fundamentada, el sistema em-plea al2-ount y e0-ord-<, intentando averiguar un término en elque intervengan los parámetros de la funión y uyo tamaño derezaestritamente en ada llamada reursiva.La funión al2-ount alula un número natural que representa, enierto sentido, el tamaño de un objeto. Por ejemplo, el tamaño de unons es uno más que la suma de los tamaños de su ar y su dr; o eltamaño de un entero es su valor absoluto.



42 La lógia omputaional Al2El prinipio de enapsulado y la regla de instaniaión funionalEl prinipio de enapsulado permite introduir nuevos símbolos de fun-ión restringidos por axiomas a tener iertas propiedades. Para preser-var la onsistenia, el sistema exige que se proporionen �testigos� de laexistenia de tales funiones, es deir, un modelo de la teoría generada.La instaniaión funional es una regla de inferenia derivada de esteprinipio. El papel que juega el prinipio de enapsulado en el desarrolloestruturado de teorías se explia en [52℄.El prinipio de induiónEste prinipio está basado en el prinipio de induión bien fundamen-tado y su orreión queda justi�ada por la buena fundamentaión dee0-ord-< sobre los objetos que veri�an e0-ordinalp.Es habitual estableer el prinipio de induión tomando la hipótesis deinduión sobre n y la tesis de induión sobre f(n), siendo f una fun-ión onstrutora. Esto puede reformularse de manera que la hipótesisde induión se tome sobre f−1(n), siendo f−1 una funión destruto-ra, y la tesis de induión sobre n.3 Es esta última formulaión la queemplea Al2, ya que failita la obtenión de esquemas de induión vá-lidos a partir de la desomposiión que realizan las funiones reursivasde sus parámetros.En Al2 no existe la induión fuerte, pero es posible emplear unnúmero arbitrario de hipótesis de induión.Equivalenias y ongrueniasLas relaiones de equivalenia se introduen en Al2 mediante funionesbinarias para las que se han probado las propiedades de re�exividad, simetríay transitividad.Para ello, normalmente, se utiliza el evento defequiv que se enarga de in-tentar demostrar que la funión binaria que reibe omo parámetro satisfaelas tres propiedades, y la inorpora en el sistema omo una relaión de equi-valenia.(defequiv relaión)3Esta formulaión suele exigir una nueva hipótesis sobre n.



2.2 Las tres visiones de Al2 43Por otra parte, el evento defong demuestra que una relaión de equivaleniapreserva otra en un determinado parámetro de una funión dada. Dada unafunión f y dos relaiones de equivalenia, equiv1 y equiv2, la siguiente ordenestablee para f que, si se sustituye su i-ésimo parámetro por uno equivalenteon respeto a equiv1, el resultado es equivalente al original on respeto aequiv2.(defong equiv1 equiv2 (f x1 . . . xn) i)Otras araterístiasLa ausenia de uanti�aión hae que el aráter de la lógia sea fundamen-talmente onstrutivo: más que enuniar el heho de que un ierto objetoexiste, se ha de exponer una funión omputable que onstruya un objetoon las propiedades deseadas.Otro aspeto interesante es la ausenia de tipos4 y el aráter total de lalógia. Las funiones introduidas bajo el prinipio de de�niión han de serfuniones reursivas totales. Aunque esto último onstituya una limitaiónteória, en la prátia, la mayoría de las funiones pariales que solemosde�nir pueden ser generalizadas onvenientemente para obtener funionestotales equivalentes bajo sus dominios de de�niión.Posteriormente se pueden emplear proteiones para delarar el dominio quese pretende que dihas funiones tengan en ejeuión. Las proteiones sonun meanismo extra-lógio, es deir, no afetan a las propiedades lógias delas funiones.Se puede emplear Al2 para intentar demostrar dentro de la lógia que sila apliaión de una funión no viola su proteión, ninguna de las suesivasllamadas a funión de su uerpo violan las suyas. A esto se le llama �veri�arla proteión�. La veri�aión de la proteiones de una funión garantiza laobtenión de ódigo Lisp ejeutable e�ientemente, y on los mismos resul-tados, en ualquier plataforma que esté aorde on Common Lisp.4Sin embargo, un sistema de deduión de tipos está presente internamente en elsistema.



44 La lógia omputaional Al22.2.3. Al2 es un sistema de razonamiento automátioCuando se suministra una onjetura a Al2 para que la demuestre, o se ex-tiende la lógia mediante uno de los prinipios de extensión, siendo neesarioomprobar que se umplen iertas ondiiones, Al2 se omporta omo undemostrador de teoremas.Como tal, emplea una serie de ténias de prueba en su búsqueda de unademostraión de la onjetura. Cada ténia de prueba puede verse omo unproeso que reibe una fórmula omo entrada y produe un onjunto defórmulas omo resultado: la fórmula de entrada es un teorema si ada unade las resultantes lo es.Por supuesto, puede que un proeso no sea apliable a una fórmula. En talaso, el proeso no falla, sino que produe un onjunto que ontiene únia-mente a diha fórmula. Por otro lado, si un proeso es apaz de demostrarque una determinada fórmula es un teorema, devuelve el onjunto vaío.Cuando el usuario proporiona una onjetura al sistema, su fórmula se on-vierte en el objetivo de la demostraión y pasa seuenialmente por ada unode los proesos hasta que uno de ellos sea apliable. Éste produe un onjun-to de subobjetivos que reemplazan al objetivo original y todo omienza denuevo (manteniéndose una �bolsa� de objetivos pendientes).Esto ontinúa hasta que no quedan subobjetivos pendientes de demostrar ohasta que se umplen determinadas ondiiones de terminaión que indianque el sistema no puede ompletar la demostraión de la onjetura (inluso, avees, aparee un ilo); en este último aso la onjetura iniial puede o no serun teorema. Como se observa, el razonamiento es regresivo. En la siguienteseión se desribe, brevemente, ada proeso.Por otro lado, para llevar a abo todo esto, el sistema toma informaión tantodel usuario omo de una base de datos, llamada mundo lógio o simplemen-te mundo. El mundo inorpora las estrategias de demostraión de teoremasdesarrolladas por el usuario y odi�adas omo reglas que dirigen iertosaspetos del omportamiento del sistema. Cuando intenta demostrar un teo-rema, el sistema aplia la estrategia del usuario, pudiendo utilizar tambiénlos onsejos que se suministren on el teorema, y muestra su intento de de-mostraión.Es importante tener en uenta que el usuario no tiene ontrol sobre el om-portamiento del demostrador una vez que empieza la demostraión, exeptointerrumpiéndola o abortándola. Por otro lado, en el aso que el demostrador



2.2 Las tres visiones de Al2 45haya tenido éxito, inluye en el mundo nuevas reglas derivadas del teoremaque se aaba de demostrar.Órdenes básias de demostraiónSe puede intentar demostrar una onjetura empleando defthm. Si se tieneéxito, el teorema se añadirá en forma de reglas a la base de datos. La formageneral de defthm es la siguiente:(defthm nombrefórmula
[:rule-lasses lases de regla]
[:hints onsejos])La orden anterior india al sistema que demuestre la fórmula fórmula, leponga al teorema el nombre nombre y onstruya on él reglas de las lasesindiadas.Las lases de regla se espei�an mediante una lave o lista de laves apro-piadas. Durante la demostraión el sistema atenderá a los onsejos suminis-trados.Lo más importante a la hora de utilizar el demostrador es diseñar una estrate-gia de demostraión �apropiada� y expresarla en funión de reglas derivadasde teoremas. Hay diversas lases de regla. Las reglas más omunes son las dereesritura, las de de�niión y las de presripión de tipos. Por omisión, lasreglas son de reesritura. Al2 emplea reesritura ordenada, proporionandoasí un meanismo que, bien empleado, permite evitar la apariión de ilosde reesritura [62℄.Cada regla produida tiene su propio estado: ativada o desativada. Lasúnias reglas que el demostrador puede emplear implíitamente son las quese enuentran ativas. La ativaión y desativaión de reglas se realiza onla orden in-theory, uyo formato básio es:(in-theory (disable lista de reglas))(in-theory (enable lista de reglas))También se puede emplear deftheory para de�nir teorías omo onjuntos dereglas. Esto failita su ativaión o desativaión en bloque.



46 La lógia omputaional Al2(deftheory nombrelista de reglas)Ténias de demostraiónEl demostrador está organizado omo se muestra en la �gura 2.1. En el entroestá el onjunto de fórmulas a ser demostrado, y alrededor las seis ténias dedemostraión o proesos que inorpora el demostrador en el orden en el quese van apliando. Además, aunque no aparee en la �gura, ada ténia dedemostraión puede emplear las reglas ativas proedentes del mundo lógio.
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Figura 2.1: Proesos del demostrador de teoremas
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Capítulo 3Anillos polinómios
3.1. IntroduiónA lo largo de los últimos inuenta años se han onstruido diversos sistemasde álulo simbólio uyo objetivo es automatizar las neesidades reientesde resoluión de problemas matemátios en las Cienias y en las Ingenierías.A su vez, la popularidad de estos sistemas ha propiiado la apariión denuevos algoritmos [18, 26℄.No obstante, en el núleo de todos y ada uno de estos sistemas se enuentrauna soluión, a menudo diferente, al problema de representar los distintosentes matemátios y, muy en partiular, los polinomios de múltiples variablesy sus operaiones [102℄.Algunos trabajos que tratan la formalizaión del onepto de polinomio den-tro de los sistemas de razonamiento automátio se enuentran en [2, 79℄. Porotro lado, los intentos de formalizaión que se han llevado a abo on máséxito, se han realizado sobre todo en el ontexto de herramientas donde elnivel de automatizaión no es alto y el razonamiento está fundamentalmentedirigido por el usuario [3, 100℄.Intentaremos ubrir esta arenia dotando a Al2 de un libro reutilizableque permita estruturar ulteriores trabajos de veri�aión automátia de al-goritmos que manipulen polinomios. No obstante, éste no es el únio objetivopuesto que no sólo se trata de enontrar una formalizaión adeuada parala demostraión, sino que también nos permita realizar álulos y omputaron los algoritmos que la empleen.



50 Anillos polinómiosEn aras de la brevedad, no podemos inluir todos los detalles de las de-mostraiones presentadas. Remitimos al letor interesado al ódigo Al2orrespondiente en el diretorio polinomios.3.2. Representaión de los polinomiosLa representaión de los objetos bajo estudio es una uestión fundamen-tal para el éxito de ualquier trabajo de erti�aión. Esto es espeialmenteimportante uando se trata de polinomios, por la gran variedad de represen-taiones que admiten y lo distinto de los algoritmos que las operan.El grado de di�ultad asoiado a la demostraión automátia de una deter-minada propiedad depende en gran medida de la representaión esogida.Comentemos esto on algo más de detalle analizando dos esquemas prini-pales de representaión explorados durante la realizaión de este trabajo.3.2.1. Representaión normalizadaIniialmente se eligió para los polinomios una representaión dispersa (dondeno apareen los monomios nulos) y normalizada (donde los monomios estánen orden estritamente dereiente) [18, 26, 102℄, en la que a ada polinomiose asoia una representaión únia donde no se representan los monomios deoe�iente nulo, ni apareen monomios on idéntio término.Con este enfoque, por otro lado habitual en la programaión de sistemasde álulo simbólio, se pueden onseguir algoritmos muy e�ientes [36, 102℄que operan on objetos normalizados produiendo omo resultado objetostambién normalizados. Para ello es neesaria la de�niión de un orden totalestrito sobre los términos que omponen los monomios, existiendo diversasposibilidades al respeto ampliamente omentadas en la literatura.La prinipal ventaja de este método desde el punto de vista de la veri�aiónradia en el heho de que la equivalenia semántia se transforma en igual-dad sintátia, muy simple, y que viene representada en Al2 mediante elprediado equal.No es difíil formalizar esta representaión de manera que sea aeptada porel sistema. Sin embargo, apareen problemas realmente uando se intentandemostrar propiedades tan elementales omo la asoiatividad de la suma.



3.2 Representaión de los polinomios 51El análisis de las demostraiones fallidas muestra ómo el inonveniente másimportante de esta representaión es el de ompliar en exeso las de�ni-iones de las operaiones. Cada operaión ha de ouparse del proeso denormalizaión y, en onreto, de mantener ordenados los monomios del poli-nomio resultante. Esto produe un gran impato sobre la omplejidad de laspruebas.Desgraiadamente, todo apunta a que paree existir un ompromiso entree�ienia algorítmia y failidad de veri�aión. Esto nos ondujo a emplearotra representaión algorítmiamente menos e�iente, pero en la que las pro-piedades sean más senillas de veri�ar.Posteriormente, podría utilizarse re�namiento y demostrar la equivaleniade los algoritmos empleados on versiones más e�ientes. En poas palabras,el problema se redue a enontrar una funión e�iente para ada funiónine�iente de nuestra representaión y a demostrar que son equivalentes. Noobstante, no trataremos este problema en esta tesis.3.2.2. Representaión desnormalizadaEmplear una representaión desnormalizada presenta algunos inonvenientesomo que la igualdad es semántia, esto es, ha de operar on las lases deequivalenia induidas por el proeso de normalizaión, y el demostrador nola maneja diretamente.1No obstante, también posee grandes ventajas, ya que evita a las operaionesel tener que trabajar en forma normal y, por tanto, sus de�niiones se sim-pli�an onsiderablemente. En onseuenia, también se hae más senilla lademostraión automátia de sus propiedades.Al separar el álulo que hae el algoritmo del proeso de normalizaión,se onentra el problema de normalizaión en un únio lugar: el prediadode igualdad. Por supuesto que la igualdad se ha ompliado, pero en menormedida de lo que se omplian las operaiones on la representaión norma-lizada.1Este problema puede paliarse en Al2 mediante el empleo de ongruenias. Otrossistemas, omo Nqthm [4, 9℄ y Coq [22℄, no poseen esta posibilidad y es neesario rearteoremas de ompatibilidad entre las operaiones y las relaiones de equivalenia paraobtener algo similar. Véase ómo in�uye este problema en [100℄.



52 Anillos polinómios3.2.3. Eleión de la representaiónLa alternativa elegida ha sido la de emplear, iniialmente, una representa-ión dispersa y desnormalizada, para posteriormente obtener, enima de estaapa desnormalizada, polinomios normalizados, esto es, polinomios on unarepresentaión normalizada.Las representaiones normalizada y desnormalizada tienen algo en omún:ambas utilizan el onepto de orden de monomios (un orden estrito totalsobre términos extendido a monomios). Este orden se emplea en diferenteslugares dependiendo de la representaión. En una representaión normalizadaeste orden se tiene en uenta en ada una de las operaiones. Sin embargo,en una representaión desnormalizada, el orden se utilizará en el prediadode equivalenia semántia.Esta senilla observaión nos permite onstruir polinomios normalizados so-bre una apa de polinomios desnormalizados.Nótese que una representaión densa (donde se apareen también los mono-mios nulos) no sería en ningún aso apropiada, ya que no soluiona ningunode los problemas planteados y es tremendamente ine�iente en espaio (sobretodo uando el número de variables es elevado).Para resolver el problema en Al2, un polinomio se representará omo unalista de monomios y se de�nirá un prediado de igualdad semántia que de-mostrará ser una relaión de equivalenia. A ontinuaión, se de�nirán lasoperaiones polinómias prinipales y se demostrará que existe una ongruen-ia entre ada una de estas operaiones (por ada uno de sus parámetros) ydiha relaión de equivalenia. Finalmente, se demostrará que los polinomioson estas operaiones tienen estrutura de anillo.Cada monomio vendrá dado por un par (su oe�iente y el término que loaompaña) y se de�nirá un prediado de igualdad semántia que permitadeidir si dos monomios son o no iguales.2 Como veremos, los términos serepresentarán mediante listas de exponentes, de�niéndose sobre ellos la ope-raión de produto y una relaión de orden total.2Nótese que esto no es posible haerlo sintátiamente: dos monomios on oe�ientenulo se onsideran iguales, independientemente de uáles sean sus términos.



3.3 Anillos de polinomios 533.3. Anillos de polinomiosReordaremos en primer lugar las de�niiones de algunas estruturas alge-braias básias que neesitaremos antes de de�nir qué es un anillo de polino-mios.De�niión 3.1. Sea C un onjunto y + una operaión binaria en C. Se dieque 〈C, +〉 es un semigrupo si + es asoiativa respeto de C.De�niión 3.2. Sea C un onjunto, + una operaión binaria en C y 0 ∈ C.Se die que 〈C, +, 0〉 es un monoide si 〈C, +〉 es un semigrupo y 0 es elementoneutro respeto de +. El monoide se die onmutativo si + lo es.De�niión 3.3. Sea C un onjunto, + una operaión binaria en C, − unaoperaión unaria en C (a la que se llama opuesto o inverso) y 0 ∈ C. Deimosque 〈C, +,−, 0〉 es un grupo si 〈C, +, 0〉 es un monoide y para todo c ∈ C,
c + (−c) = (−c) + c = 0. El grupo se die onmutativo si + lo es.De�niión 3.4. Sea C un onjunto, + y · operaiones binarias en C, − unaoperaión unaria en C y 0 ∈ C. Deimos que 〈C, +,−, ·, 0〉 es un anillo si:

〈C, +,−, 0〉 es un grupo onmutativo.
〈C, ·〉 es un semigrupo.
· es distributiva respeto de +.El anillo se die onmutativo si · lo es.De�niión 3.5. Sea C un onjunto, + y · dos operaiones binarias en C,

− una operaión unaria en C y 0, 1 ∈ C. Deimos que 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es unanillo on identidad si:
〈C, +,−, ·, 0〉 es un anillo.
〈C, ·, 1〉 es un monoide.Si · es onmutativa, se die que 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es un anillo onmutativo onidentidad.Por último, terminemos de�niendo el onepto de anillo de polinomios.



54 Anillos polinómiosDe�niión 3.6. Sea 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 un anillo onmutativo on identidad.El anillo de polinomios en k indeterminadas x1, . . . , xk on oe�ientes en Ces el onjunto de expresiones formales que tienen la siguiente forma:
c1 · x

e11
1 · · ·x

e1k

k + · · ·+ cm · x
em1
1 · · ·xemk

k =
m∑

i=1

ci · x
ei1
1 · · ·x

eik

kdonde ci ∈ C. Al onjunto C se le llama anillo de oe�ientes.Como se observa existe toda una serie de estruturas algebraias que es ne-esario formalizar para llegar al onepto de polinomio. En este apítulo seha desarrollado una teoría omputaional en Al2 de los polinomios de múl-tiples variables sobre un anillo de oe�ientes. Esta formalizaión inluye susoperaiones y propiedades fundamentales que estableen, prinipalmente, laexistenia de la estrutura de anillo. El objetivo aquí ha sido desarrollar unabibliotea reutilizable sobre polinomios on la que realizar ulteriores trabajos.Pese a lo que pueda pensarse, ni siquiera la demostraión de las propiedadesbásias resulta trivial. No paree que esto se deba a la simpliidad de la lógiaAl2. En [84℄ se reonoe que desarrollar la asoiatividad del produto enMizar supuso un reto. Se sorprenden sus autores de que en tratados deÁlgebra se deje la demostraión omo ejeriio o se desarrolle sólo en elaso univariable y de manera inompleta, reurriendo a un razonamiento poranalogía. De igual forma, el autor de [101℄ vio inrementado su esfuerzo porproblemas surgidos durante la formalizaión de los polinomios en Coq. Otraformalizaión del anillo de polinomios se enuentra en [3℄.Idealmente, se dispondría de una serie de propiedades para trabajar onlos polinomios olvidándonos de su representaión. En nuestra experienia, elonjunto de propiedades neesarias para veri�ar algoritmos de ierta entidadsobre polinomios supera on muho a las propiedades básias de anillo, lo quelleva a su ontinua extensión.3.3.1. Coe�ientesPara llevar a abo la abstraión en Al2 (que se presenta en el �herooefiiente.lisp y dentro del paquete COE) del anillo de oe�ientes vamosa utilizar el prinipio de enapsulado uya sintaxis viene preedida por laabeera en donde se indian el prototipo de las funiones, es deir el tipoy número de parámetros que van a reibir y el tipo del valor de retorno; le



3.3 Anillos de polinomios 55siguen las funiones testigo de la existenia de tales funiones; y �nalmentelos axiomas.El prinipio de enapsulado permite introduir nuevos símbolos de funiónrestringidos por axiomas a tener iertas propiedades; para preservar la on-sistenia, el sistema exige que se proporionen �testigos� de la existenia detales funiones.Así, la siguiente de�niión bajo el prinipio de enapsulado introdue unarestriión llamada restriion sobre un nuevo símbolo de funión f.(enapsulate (((f x1 ... xn) => *))(loal (defun f (x1 ... xn) uerpo))(defthm restriion propiedad))El anterior enapsulado es admisible si su de�niión de f on defun es admi-sible y la fórmula propiedad es un teorema del mundo lógio extendido onla de�niión de f.Si es admisible, el enapsulado extiende la teoría añadiendo el axioma derestriión para f, propiedad .Nótese que en la extensión resultante después de introduir el enapsuladoanterior, f no está de�nida pero se sabe que satisfae propiedad .El problema que nos enontramos al haer este tipo de abstraión es que sepierde el proedimiento de deisión para la aritmétia lineal que inorpora elsistema. Por tanto, debemos proporionar los teoremas su�ientes para poderrazonar sin él. De esta forma, además, de las propiedades del anillo hemosproporionado un onjunto mínimo de teoremas que juntos van a ubrir elvaío dejado por el proedimiento de deisión.En primer lugar, veamos la abeera del enapsulado. Esta abeera suminis-tra la informaión sobre el prototipo de las funiones que se van a emplear:un reonoedor, oefiientep; las operaiones del anillo, suma (+), produ-to (*) y opuesto (-); y los elementos neutro de la suma y el produto, nuloy identidad, respetivamente.(enapsulate((oefiientep (a) boolean)(+ (a b) oefiiente)(- (a) oefiiente)(* (a b) oefiiente)



56 Anillos polinómios(nulo () oefiiente)(identidad () oefiiente))Asumiremos que 〈oe�ientep, +,−, ∗, nulo, identidad〉 (que de aquí en ade-lante denotaremos por 〈C, +,−, ·, 0, 1〉) forma un anillo onmutativo onidentidad.A ontinuaión es neesario proporionar unos testigos de la existenia detales funiones. En este aso se han tomado las operaiones análogas de losnúmeros raionales de Al2. Nótese la utilizaión del paquete LISP paradistinguir las operaiones matemátias del sistema de las que estamos de�-niendo.(loal(defun oefiientep (a)(al2-numberp a)))(loal(defun + (a b)(LISP::+ a b)))(loal(defun * (a b)(LISP::* a b)))(loal(defun - (a)(LISP::- a)))(loal(defun nulo ()0))(loal(defun identidad ()1))Para la igualdad se utilizará la sintátia.(defmaro = (a b)`(equal ,a ,b))



3.3 Anillos de polinomios 57Estrutura de anillo onmutativoEn uanto a los axiomas que estableen que los oe�ientes tienen estruturade anillo onmutativo, deben estar:Los que estableen que 〈C, +,−, 0〉 es un grupo onmutativo (axio-mas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15 que vienen a ontinuaión).Los que estableen que 〈C, ·, 1〉 es un monoide onmutativo (axiomas3.16, 3.17 y 3.18 que vienen a ontinuaión).La distributividad del produto sobre la suma que ompletaría las pro-piedades del anillo (axiomas 3.19, que vienen a ontinuaión).Además, están los siguientes axiomas de tipo:Axioma 3.7. Sea a, b ∈ C. a + b ∈ C. En Al2,(defthm oefiientep-+(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(oefiientep (+ a b))))Axioma 3.8. Sea a, b ∈ C. a · b ∈ C. En Al2,(defthm oefiientep-*(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(oefiientep (* a b))))Axioma 3.9. Sea a ∈ C. −a ∈ C. En Al2,(defthm oefiientep--(implies (oefiientep a)(oefiientep (- a))))Axioma 3.10. 0 ∈ C. En Al2,(defthm oefiientep-nulo(oefiientep (nulo)))Axioma 3.11. 1 ∈ C. En Al2,(defthm oefiientep-identidad(oefiientep (identidad)))



58 Anillos polinómiosContinuemos on los axiomas que estableen que 〈C, +,−, 0〉 es un grupoonmutativo.Axioma 3.12. Sea a ∈ C. 0 + a = a. En Al2,(defthm |0 + a = a|(implies (oefiientep a)(= (+ (nulo) a) a)))Axioma 3.13. Sean a, b, c ∈ C. (a + b) + c = a + (b + c). En Al2,(defthm |(a + b) +  = a + (b + )|(implies (and (oefiientep a)(oefiientep b)(oefiientep ))(= (+ (+ a b) ) (+ a (+ b )))))Axioma 3.14. Sean a, b ∈ C. a + b = b + a. En Al2,(defthm |a + b = b + a|(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(= (+ a b) (+ b a))))Axioma 3.15. Sea a ∈ C. a + (−a) = 0. En Al2,(defthm |a + (- a) = 0|(implies (oefiientep a)(= (+ a (- a)) (nulo))))Seguiremos on los axiomas que estableen que 〈C, ·, 1〉 es un monoide on-mutativo.Axioma 3.16. Sea a ∈ C. 1 · a = a. En Al2,(defthm |1 * a = a|(implies (oefiientep a)(= (* (identidad) a) a)))Axioma 3.17. Sean a, b, c ∈ C. (a · b) · c = a · (b · c). En Al2,



3.3 Anillos de polinomios 59(defthm |(a * b) *  = a * (b * )|(implies (and (oefiientep a)(oefiientep b)(oefiientep ))(= (* (* a b) ) (* a (* b )))))Axioma 3.18. Sean a, b ∈ C. a · b = b · a. En Al2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(= (* a b) (* b a))))Por último, se tiene la distributividad del produto sobre la suma que om-pletaría las propiedades del anillo.Axioma 3.19. Sean a, b, c ∈ C. a · (b + c) = (a · b) + (a · c). En Al2,(defthm |a * (b + ) = (a * b) + (a * )|(implies (and (oefiientep a)(oefiientep b)(oefiientep ))(= (* a (+ b )) (+ (* a b) (* a ))))))Con esto terminamos el enapsulado de oe�ientes. Nótese que estos axiomasse introduen en Al2 omo teoremas ya que se demuestran diretamenteon la implementaión de los números raionales que ya inorpora el sistema.Además también son neesarios entre otros los siguientes teoremas.Teorema 3.20. Sean a, b, c ∈ C. a + c = b + c ⇐⇒ a = b. En Al2,(defthm |a +  = b +  <=> a = b|(implies (and (oefiientep a)(oefiientep b)(oefiientep ))(iff (= (+ a ) (+ b )) (= a b))))Demostraión. Por los axiomas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15.Teorema 3.21. Sean a, b ∈ C. a + b = b ⇐⇒ a = 0. En Al2,



60 Anillos polinómios(defthm |a + b = b <=> a = 0|(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(iff (= (+ a b) b) (= a (nulo)))))Demostraión. Por el axioma 3.12 y el teorema 3.20.Teorema 3.22. Sea a, b ∈ C. a + b = 0 ⇐⇒ b = −a. En Al2,(defthm |a + b = 0 <=> b = - a|(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(iff (= (+ a b) (nulo)) (= b (- a)))))Demostraión.
a + b = 0

⇐⇒ a + b = a + (−a) (axioma 3.15)
⇐⇒ b + a = −a + a (axioma 3.14)
⇐⇒ b = −a (axioma 3.20)Teorema 3.23. Sean a, b, c ∈ C. a + (b + c) = b + (a + c). En Al2,(defthm |a + (b + ) = b + (a + )|(implies (and (oefiientep a)(oefiientep b)(oefiientep ))(= (+ a (+ b )) (+ b (+ a )))))Demostraión. Por los axiomas 3.14 y 3.13.Teorema 3.24. Sea a, b ∈ C. −(a + b) = (−a) + (−b). En Al2,(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|(implies (and (oefiientep a) (oefiientep b))(= (- (+ a b)) (+ (- a) (- b)))))Demostraión. Por a + b = 0 ⇐⇒ b = −a (teorema 3.22) basta demostrarque ((−a) + (−b)) + (a + b) = 0, que se demuestra omo sigue:



3.3 Anillos de polinomios 61
(−a +−b) + (a + b)

= a + ((−a +−b) + b) (teorema 3.23)
= a + (−a + (−b + b)) (axioma 3.13)
= a + (−a + 0) (axioma 3.14 y 3.15)
= a +−a (axioma 3.12 y 3.14)
= 0 (axioma 3.15)Teorema 3.25. Sea a ∈ C. 0 · a = 0. En Al2,(defthm |0 * a = 0|(implies (oefiientep a)(= (* (nulo) a) (nulo))))Demostraión. Por a + b = b ⇐⇒ a = 0 (teorema 3.21) basta probar que

(0 · a) + (a · 0) = a · 0, que se demuestra omo sigue
(0 · a) + (a · 0)

= (a · 0) + (a · 0) (axioma 3.18)
= a · (0 + 0) (axioma 3.19)
= a · 0 (axioma 3.12)

3.3.2. TérminosEn esta seión se presenta la formalizaión de términos realizada en el �herotermino.lisp dentro del paquete TER.Sea un onjunto �nito y no vaío de variables X = {x1, . . . , xk}, on unarelaión de orden <X = {(xi, xj) : 1 ≤ i < j ≤ k} entre sus elementos.En lo que sigue, onsideraremos �jado este onjunto X de variables.



62 Anillos polinómiosDe�niión 3.26. Un término sobre X es un produto �nito de potenias dela forma:
xe1

1 . . . xek

k =

k∏

i=1

xei

i ∀i ei ∈ N,al que, abreviadamente, denotaremos por X [e1,...,ek].El resultado prinipal que se obtiene en esta seión es que los términosforman un monoide onmutativo on la operaión produto.Siguiendo el mismo esquema que on los oe�ientes y así obtener el monoideonmutativo de términos abstratos, realizamos la implementaión medianteun enapsulado. Veamos la abeera del enapsulado. Esta abeera suminis-tra la informaión sobre el prototipo de las funiones que se van a emplear:un reonoedor, terminop; la operaión del monoide, el produto (·), y elelemento neutro del produto, uno.(enapsulate((terminop (a) boolean)(* (a b) termino)(uno () termino))Demostraremos que 〈terminop, ∗, uno〉 (que de aquí en adelante denotaremospor 〈T [X], ·, 1〉) forma un monoide onmutativo.A ontinuaión es neesario proporionar los testigos de la existenia de ta-les funiones. Un término sobre X se puede representar de manera senillamediante una lista de números naturales. Su reonoedor sería el siguienteprediado:(loal(defun terminop (a)(if (atom a)(equal a nil)(and (naturalp (first a)) (terminop (rest a))))))La funión naturalp (de�nida fuera del enapsulado) omprueba si su pará-metro es un número natural.(defmaro naturalp (x)`(and (integerp ,x) (LISP::<= 0 ,x)))



3.3 Anillos de polinomios 63Representamos el término uno mediante nil.(loal(defun uno ()nil))Con las de�niiones realizadas queda laro que úniamente es neesario de�-nir una igualdad meramente sintátia sobre los términos. No obstante, poromodidad notaional, y para failitar ambios futuros, de�nimos el símbolode igualdad omo sinónimo de equal.(defmaro = (a b)`(equal ,a ,b))Una vez �jado el onjunto de variables, para alular el produto de dostérminos basta sumar sus exponentes variable a variable.De�niión 3.27. Sean X [a1,...,ak], X [b1,...,bk] ∈ T [X].
X [a1,...,ak] ·X [b1,...,bk] = X [a1+b1,...,ak+bk]La siguiente funión realiza esta tarea en Al2 y se tomará omo testigo delproduto.(loal(defun * (a b)(ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) b)((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(ons (LISP::+ (first a) (first b))(* (rest a) (rest b)))))))Como se observa, los elementos que no son términos se omportan omo sise orrespondieran on el término uno. En el aso de términos de distintonúmero de variables se ompleta el que posee menor número de variables;esto equivale a suponer que la menor de las listas se rellena de eros por ladereha.



64 Anillos polinómiosEstrutura de monoide onmutativoLa demostraión de que los términos tienen estrutura de monoide onmu-tativo respeto a la operaión produto se obtiene suministrando al sistemalos siguientes axiomas.Axioma 3.28. Sea a, b ∈ T [X]. a · b ∈ T [X]. En Al2,(defthm terminop-*(implies (and (terminop a) (terminop b))(terminop (* a b))))Axioma 3.29. 1 ∈ T [X]. En Al2,(defthm terminop-uno(terminop (uno)))Axioma 3.30. Sea a ∈ T [X]. 1 · a = a. En Al2,(defthm |1 * a = a|(implies (terminop a)(= (* (uno a) a)))Axioma 3.31. Sean a, b ∈ T [X]. a · b = b · a. En Al2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (terminop a) (terminop b))(= (* a b) (* b a))))Axioma 3.32. Sean a, b, c ∈ C. (a · b) · c = a · (b · c). En Al2,(defthm |(a * b) *  = a * (b * )|(implies (and (terminop a) (terminop b) (terminop ))(= (* (* a b) ) (* a (* b )))))



3.3 Anillos de polinomios 653.3.3. MonomiosEn esta seión se presenta la formalizaión de monomios realizada en el�hero monomio.lisp dentro del paquete MON.De�niión 3.33. Un monomio sobre X es un produto de la forma c ·
X [e1,...,ek], donde a c se le denomina oe�iente y a los ei, exponentes. Laoperaión · se de�ne entre el onjunto de oe�ientes y el de los valores quepueden tomar los elementos de X.Notaremos por MC [X] al onjunto de monomios.Claramente, para la representaión de un monomio basta emplear una listauyo primer elemento sea su oe�iente y su resto el término aompañante.El onstrutor y las operaiones aesoras se de�nen omo:(defun monomio ( e)(ons  e))(defun oefiiente (a)(if (not (monomiop a))(COE::nulo)(first a)))(defun termino (a)(if (or (not (onsp a))(not (terminop (rest a))))(TER::uno)(rest a)))Es preiso también de�nir un reonoedor que permita distinguir qué objetosde Al2 son monomios y uáles no:(defun monomiop (a)(and (onsp a)(oefiientep (first a))(terminop (rest a))))El monomio unidad y el monomio nulo de término uno se de�nen mediantelas siguientes funiones.



66 Anillos polinómios(defun identidad ()(monomio (COE::identidad) (TER::uno)))(defun nulo ()(monomio (COE::nulo) (TER::uno)))De�niión 3.34. Un monomio es nulo si su oe�iente lo es. En Al2,(defun nulop (a)(COE::= (oefiiente a) (COE::nulo)))La igualdad sería en este aso semántia.De�niión 3.35. Dos monomios son semántiamente iguales si ambos sonnulos, o si tienen iguales oe�ientes y términos. En Al2,(defun = (a b)(or (and (not (monomiop a)) (not (monomiop b)))(and (monomiop a) (monomiop b)(nulop a) (nulop b))(and (monomiop a) (monomiop b)(COE::= (oefiiente a) (oefiiente b))(TER::= (termino a) (termino b)))))Teorema 3.36. La igualdad de monomios es una relaión de equivalenia.En Al2,(defequiv =)Demostraión. Inmediata por su de�niión y porque las igualdades de oe�-ientes y términos son relaiones de equivalenias.Por último se de�nen las funiones suma y opuesto. Nótese que la suma demonomios sólo tiene sentido uando sus términos son iguales.De�niión 3.37. Sean c1 ·X
[e1,...,ek], c2 ·X

[e1,...,ek] ∈MC [X].
c1 ·X

[e1,...,ek] + c2 ·X
[e1,...,ek] = (c1 + c2) ·X

[e1,...,ek]En Al2,



3.3 Anillos de polinomios 67(defun + (a b)(monomio (COE::+ (oefiiente a) (oefiiente b))(termino a)))De�niión 3.38. Sea c ·X [e1,...,ek] ∈ MC [X].
−(c1 ·X

[e1,...,ek]) = (−c1) ·X
[e1,...,ek]En Al2,(defun - (a)(monomio (COE::- (oefiiente a)) (termino a)))Teorema 3.39. Sea a ∈MC [X]. a + (−a) = 0. En Al2,(defthm |a + (- a) = 0|(implies (monomiop a)(= (+ a (- a)) (nulo))))Demostraión. Inmediata por las de�niiones de la suma y el opuesto, y porlos teoremas 3.12 y 3.15.Teorema 3.40. Sea a, b ∈MC [X]. −(a + b) = (−a) + (−b). En Al2,(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|(implies (and (monomiop a) (monomiop b))(= (- (+ a b)) (+ (- a) (- b)))))Demostraión. Por de�niión del opuesto y el teorema 3.24.Estrutura de monoide onmutativoPara alular el produto de dos monomios basta multipliar sus oe�ientesy sus términos.De�niión 3.41. Sean c1 ·X

[a1,...,ak], c2 ·X
[b1,...,bk] ∈MC [X].

c1 ·X
[a1,...,ak] · c2 ·X

[b1,...,bk] = (c1 · c2) ·X
[a1+b1,...,ak+bk]En Al2,



68 Anillos polinómios(defun * (a b)(monomio (COE::* (oefiiente a) (oefiiente b))(TER::* (termino a) (termino b))))Demostraremos a ontinuaión que 〈monomiop, ∗, identidad〉 (que lo notare-mos por 〈MC [X], ·, 1〉) forma un monoide onmutativo.Los monomios heredan diretamente la estrutura de monoide onmutativode los términos y de las propiedades de la operaión produto del anillo deoe�ientes. Demostraremos a ontinuaión ada uno de los teoremas.Teorema 3.42. Sea a ∈MC [X]. 1 · a = a. En Al2,(defthm |1 * a = a|(implies (monomiop a)(= (* (identidad) a) a)))Demostraión. Por las de�niiones del produto y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.16 y 3.30.Teorema 3.43. Sean a, b ∈MC [X]. a · b = b · a. En Al2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (monomiop a) (monomiop b))(= (* a b) (* b a))))Demostraión. Por las de�niiones del produto y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.18 y 3.31.Teorema 3.44. Sean a, b, c ∈MC [X]. (a · b) · c = a · (b · c). En Al2,(defthm |(a * b) *  = a * (b * )|(implies (and (monomiop a) (monomiop b) (monomiop ))(= (* (* a b) ) (* a (* b )))))Demostraión. Por las de�niiones del produto y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.17 y 3.32.



3.3 Anillos de polinomios 69CongrueniasPor último, se demuestra también que la igualdad semántia es ongruenteon la operaión de produto en ambos parámetros.Teorema 3.45. La igualdad es ongruente respeto del produto.Sean a, a′, b, b′ ∈MC [X].
a = a′ =⇒ a · b = a′ · b

b = b′ =⇒ a · b = a · b′Demostraión. Por las de�niiones del produto y la igualdad de monomios,los axiomas 3.18 y 3.31, y el teorema 3.25.Al2 también soporta reesritura basada en ongruenias. Esto permite sus-tituiones de equivalentes no sólo de iguales. Para esto habrá que de�nir,primero, relaiones de equivalenias y, segundo, demostrar las reglas de on-gruenias que permitan sustituir equivalentes, utilizando defong.Los teoremas orrespondientes en Al2 serían los siguientes.(defong = = (* a b) 1)(defong = = (* a b) 2)3.3.4. PolinomiosEn esta seión se presenta la formalizaión de polinomios realizada en el�hero polinomio.lisp dentro del paquete POL.De�niión 3.46. Un polinomio sobre k indeterminadas X = {x1, . . . , xk}on oe�ientes en C es una suma �nita de monomios de la siguiente forma:
c1 ·X

[e11,...,e1k] + · · ·+ cm ·X
[em1,...,emk] =

m∑

i=1

ci ·X
[ei1,...,eik]donde ci ∈ C, y si m = 0 deimos que se trata del polinomio nulo y lonotamos por 0. Al anillo de polinomios lo llamaremos C[X].



70 Anillos polinómiosUn polinomio se representa en Al2 simplemente mediante una lista demonomios.
[(c1, [e11, . . . , e1k]), . . . , (cm, [em1, . . . , emk])](defun polinomiop (p)(if (atom p)(equal p nil)(and (monomiop (primero p))(polinomiop (resto p)))))El polinomio nulo sin monomios se de�ne omo una maro y es reonoidopor otra apropiada para su empleo en los asos base de la reursividad.(defmaro nulo () nil)(defmaro nulop (p)`(endp ,p))Las aesoras al primer monomio del polinomio y al resto del polinomio sede�nen omo sigue. Nótese que a partir de aquí, dado un polinomio, p, nota-remos por mp(p) y resto(p) al primero y al resto de p, respetivamente. Tam-bién, notaremos por p(p) y tp(p) al oe�iente y al término de mp(p), res-petivamente. Además, dado un monomio m, notaremos por p(m) y tp(m)al oe�iente y al término, respetivamente, asoiados al monomio.(defmaro primero (p)`(first ,p))(defmaro resto (p)`(rest ,p))Obsérvese que las operaiones que de�niremos sobre los polinomios estarángeneralizadas para manipular orretamente ualquier objeto de Al2, aun-que no sea un polinomio. Un objeto no polinómio será tratado omo elpolinomio nulo. Graias a esto es posible enuniar la mayoría de los teoremasde ongruenia on las operaiones, ya que defong no permite el estable-imiento de ninguna hipótesis restritiva sobre el aráter de los objetosimpliados.



3.3 Anillos de polinomios 71No onviene olvidar que esto no impide en ningún modo que se espei�quenlas proteiones adeuadas al aráter de ada funión, puesto que éstas a-reen de signi�ado lógio. Las versiones ejeutables de las funiones podránser así más e�ientes, ya que se les permite suponer que reiben objetospolinómios3.Igualdad semántiaPara deidir si dos polinomios son iguales semántiamente, debemos om-probar si ambos perteneen a la misma lase de equivalenia. Esto se on-sigue alulando sus formas normales (es deir, representantes anónios desus respetivas lases de equivalenia) y omprobando si ambas son igualessintátiamente. En esta seión se presenta la formalizaión de la igualdadsemántia realizada en el �hero forma-normal.lisp dentro del paquete POL.De�niión 3.47. Se die que un polinomio está ordenado o normalizado siumple las siguientes ondiiones:1. Sus monomios apareen ordenados estritamente en orden dereientede término.2. Entre sus monomios no aparee ninguno nulo.Nótese que la primera ondiión implia la no existenia de monomios onidéntios términos dentro de un polinomio ordenado.(defun ordenadop (p)(and (polinomiop p)(or (nulop p)(and (not (MON::nulop (primero p)))(termino-mayor-termino-prinipal (primero p)(resto p))(ordenadop (resto p))))))donde termino-mayor-termino-prinipal permite averiguar si un mono-mio debe preeder al monomio prinipal de un polinomio ordenado.3En general, si una operaión se ejeuta fuera de su dominio en un sistema Lisp sinomprobaión de proteiones en tiempo de ejeuión, su omportamiento es dependientedel sistema.



72 Anillos polinómios(defmaro termino-mayor-termino-prinipal (m p)`(or (nulop ,p)(TER::< (termino (primero ,p)) (termino ,m))))La funión TER::< representa un orden total estrito sobre términos, <t, yserá desrito en detalle en el apítulo siguiente uando se traten los órde-nes polinómios y su buena fundamentaión. No obstante, adelantaremos sude�niión matemátia.De�niión 3.48. Sean [a1, . . . , ak] y [b1, . . . , bk] ∈ T [X], se de�ne el orden,
<T , sobre términos de la siguiente forma:

[a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk] ≡ ∃i (ai < bi ∧ ∀j < i aj = bj)A ontinuaión presentamos ómo se puede obtener la forma normal de unpolinomio dado. Para ello se de�nen previamente dos funiones: una que sumaun monomio a un polinomio y otra que lo suma de forma que si el polinomioque reibe omo parámetro está en forma normal el resultado también loestará.De�niión 3.49. Sea m ∈MC [X] y p ∈ C[X] donde
m = a ·X [e11,...,e1k]

p = a1 ·X
[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X

[rm1,...,rmk]entones
m +M p = a ·X [e11,...,e1k] + a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]La funión orrespondiente en Al2 es +M. Esta funión se implementa dela forma más senilla: onsiste, simplemente, en añadir un monomio a unpolinomio utilizando la funión ons, aunque se de�ne de manera que tratelos asos anómalos de forma razonable. Esto es esenial para posteriormentepoder de�nir ongruenias.(defun +M (m p)(ond ((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))((not (polinomiop p))(list m))((not (monomiop m))p)(t(ons m p))))



3.3 Anillos de polinomios 73De�niión 3.50. Sea m ∈MC [X] y p ∈ C[X] donde
m = a ·X [e11,...,e1k]

p = a1 ·X
[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X

[rm1,...,rmk]entones
m +<

M p =







p, m = 0

m, p = 0

m +M p, tp(p) <T tp(m)resto(p), tp(p) = tp(m) ∧ p(m) = −p(p)

(m + mp(p)) +M resto(p), tp(p) = tp(m) ∧ p(m) 6= −p(p)mp(p) +M (m +<
M resto(p)), e.o..Nótese que +<

M suma un monomio a un polinomio de forma que si el polino-mio que reibe omo parámetro está en forma normal el resultado tambiénlo estará.Este onepto se implementará en Al2 mediante la funión +-monomio.(defun +-monomio (m p)(ond ((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))((not (monomiop m))p)((and (not (polinomiop p)) (MON::nulop m))(nulo))((not (polinomiop p))(+M m (nulo)))((MON::nulop m)p)((nulop p)(+M m (nulo)))((TER::= (termino m) (termino (primero p)))(let (( (COE::+ (oefiiente m)(oefiiente (primero p)))))(if (COE::=  (COE::nulo))(resto p)(+M (MON::+ (primero p) m) (resto p)))))((TER::< (termino (primero p)) (termino m))



74 Anillos polinómios(+M m p))(t(+M (primero p) (+-monomio m (resto p))))))De�niión 3.51. Dado un polinomio p, de�nimos su forma normal, fn(p),de la siguiente forma:fn(p) =

{

0, p = 0mp(p) +<
M fn(resto(p)) e.o..En Al2,(defun fn (p)(ond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))(nulo))(t(+-monomio (primero p) (fn (resto p))))))Es deir, si el polinomio es nulo, ya está en forma normal; basta pues norma-lizar el resto del polinomio si éste no es nulo y añadir al resultado su primermonomio mediante la funión Al2 +-monomio.El siguiente teorema demuestra que realmente la funión fn devuelve unpolinomio ordenado o normalizado.(defthm ordenadop-fn(ordenadop (fn p)))De�niión 3.52. Se die que dos polinomios, p y q son semántiamenteiguales si sus formas normales son sintátiamente iguales. En Al2,(defun = (p q)(equal (fn p) (fn q)))Una vez heho esto, se demuestra que la relaión de igualdad de�nida entrelos polinomios es una equivalenia.Teorema 3.53. La igualdad de polinomios es una relaión de equivalenia.En Al2,(defequiv =)



3.3 Anillos de polinomios 75Demostraión. Inmediata por su de�niión.Nótese que en lo que sigue, onsideraremos que el símbolo = denota igualdadsemántia.También se demuestran otras propiedades importantes, omo que el ordende las operaiones no altera la suma de monomios a un polinomio ordenado.Esta última propiedad tiene una prueba Al2 bastante extensa debido a laantidad de asos que se generan y juega un papel fundamental en la demos-traión de la propiedad onmutativa de la suma de polinomios. Nótese que,de heho, la igualdad en este aso no es sólo semántia sino también sintá-tia (=e), omo puede verse a ontinuaión. A partir de aquí se distingue laigualdad semántia (=) de la sintátia (=e).Lema 3.54. Sean m1, m2 ∈MC [X], p ∈ C[x] ordenado.
m1 +<

M (m2 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)En Al2,(defthm |m1 +Mo (m2 +Mo p) =e m2 +Mo (m1 +Mo p)|(implies (ordenadop p)(equal (+-monomio m1 (+-monomio m2 p))(+-monomio m2 (+-monomio m1 p)))))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión +<

M .Caso 1: m1 = 0 ∨m2 = 0Inmediato por de�niión de +<
M .Caso 2: p = 0

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M m2 =e m2 +<

M m1 =e m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�niión de +<
M .Caso 3: tp(m1) = tp(mp(p))Caso 3.1: tp(m1) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y y +M .



76 Anillos polinómiosCaso 3.2: tp(m1) = tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M ((m2 + mp(p)) +M resto(p)) =e

(m1 + (m2 + mp(p))) +M resto(p) =e

(m2 + (m1 + mp(p))) +M resto(p) =e

m2 +<
M ((m1 + mp(p)) +M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y +M , y los teoremas 3.43 y 3.44.Caso 3.3: tp(m2) <T tp(m1)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (mp(p) +M (m2 +<

M resto(p))) =e

(m1 + mp(p)) +M (m2 +<
M resto(p))) =e

m2 +<
M ((m1 + mp(p)) +M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y +M .Caso 4: tp(mp(p)) <T tp(m1)Caso 4.1: tp(m1) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y +M .Caso 4.2: tp(m1) = tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

(m1 + m2) +M p =e (m2 + m1) +M p =e m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�niión de +<
M y +M , y por el teorema 3.43.Caso 4.3: tp(m2) <T tp(m1)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +M (m2 +<
M p) =e

m2 +<
M (m1 +M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y +M .Paso de induión: tp(m1) <T tp(mp(p))Por hipótesis de induión:
m1 +<

M (m2 +<
M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M resto(p))entones



3.3 Anillos de polinomios 77Caso 1: tp(m2) <T tp(mp(p))

m1 +<
M (m2 +<

M p) =emp(p) +M (m1 +<
M (m2 +<

M resto(p))) =e (def. de +<
M y +M)mp(p) +M (m2 +<

M (m1 +<
M resto(p))) =e (hipótesis de induión)

m2 +<
M (m1 +<

M p) (def. de +<
M y +M)Caso 2: tp(m2) = tp(mp(p))

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e

m1 +<
M ((m2 + mp(p)) +M resto(p)) =e

(m2 + mp(p)) +M (m1 +<
M resto(p)) =e

m2 +<
M (mp(p) +M (m1 +<

M resto(p))) =e

m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�niión de +<
M y +M .Caso 3: tp(mp(p)) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�niión de +<

M y +M .Lema 3.55. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[x] ordenado.
m1 +<

M (m2 +<
M p) = m2 +<

M (m1 +<
M p)En Al2,(defthm |m1 +Mo (m2 +Mo p) = m2 +Mo (m1 +Mo p)|(implies (ordenadop p)(= (+-monomio m1 (+-monomio m2 p))(+-monomio m2 (+-monomio m1 p)))))Demostraión. Inmediata por la de�niión de = y por el teorema 3.54.Lema 3.56. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[x] y p está ordenado.

m1 +M (m2 +M p) = m2 +M (m1 +M p)



78 Anillos polinómiosEn Al2,(defthm |m1 +M (m2 +M p) = m2 +M (m1 +M p)|(implies (ordenadop p)(= (+M m1 (+M m2 p)) (+M m2 (+M m1 p)))))Demostraión. Inmediata por la de�niión de =, +M y por el teorema 3.54.Congruenias de la suma de monomio y polinomioUno de los aspetos más interesantes de la formalizaión elegida es que per-mite de�nir ongruenias entre la relaión de equivalenia dada por la igual-dad de polinomios bajo forma normal y sus operaiones. Esta araterístiaaumenta notablemente las posibilidades de reutilizaión del libro omo he-rramienta de demostraión de propiedades de más alto nivel.La primera operaión on la que podemos estableer ongruenias es la sumade monomio y polinomio. En este aso intervienen dos relaiones de equiva-lenia: las de�nidas sobre los monomios y los polinomios.Teorema 3.57. La igualdad es ongruente respeto de +M .Sean m, m′ ∈ MC [X], y p, p′ ∈ C[X].
m = m′ =⇒ m +M p = m′ +M p

p = p′ =⇒ m +M p = m +M p′En Al2,(defong MON::= = (+M m p) 1)(defong = = (+M m p) 2)Demostraión. Inmediata por la de�niión de +M , la igualdad de monomiosy la igualdad de polinomios.Estrutura de anillo onmutativoA ontinuaión se de�nirán las operaiones que nos permitirán sumar y mul-tipliar polinomios y alular el opuesto de un polinomio. Para asegurarnos



3.3 Anillos de polinomios 79de que estas operaiones umplen, on la representaión esogida para lospolinomios, las propiedades fundamentales que se espera de ellas, se debedemostrar que dotan a C[X] de una estrutura de anillo onmutativo.Para esto es neesario omprobar que los polinomios on la suma y el opuestoforman un grupo abeliano, mientras que on el produto forman un monoideonmutativo; además el produto debe distribuir sobre la suma.Grupo onmutativo on la suma y el opuestoEn esta seión se presenta las formalizaiones de la suma y el opuesto rea-lizadas en los �heros suma.lisp y opuesto.lisp dentro del paquete POL.De�niión 3.58. Sean p, q ∈ C[X] donde
p = a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]

q = b1 ·X
[s11,...,s1k] + · · ·+ bm ·X

[sm1,...,smk]entones
p + q = a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]+

b1 ·X
[s11,...,s1k] + · · ·+ bm ·X

[sm1,...,smk]Para sumar dos polinomios basta onatenar sus listas de monomios. Enrealidad, ésta es la forma más senilla de de�nir esta operaión y presenta laventaja de simpli�ar muho la demostraión de la propiedad asoiativa. Silo que se desea es obtener el resultado reduido, basta on alular su formanormal.(defun + (p q)(ond ((and (not (polinomiop p)) (not (polinomiop q)))(nulo))((not (polinomiop p))q)((not (polinomiop q))p)(t(append p q))))De�niión 3.59. Sea p = c1 · X
[e11,...,e1k] + · · · + cm · X

[em1,...,emk] ∈ C[X]entones
−p = (−c1) ·X

[e11,...,e1k] + · · ·+ (−cm) ·X [em1,...,emk]



80 Anillos polinómiosPara alular el opuesto de un polinomio úniamente es neesario sustituiren ada monomio el oe�iente on su opuesto.(defun - (p)(ond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))(nulo))(t(+M (MON::- (primero p)) (- (resto p))))))Los siguientes teoremas (3.60, 3.64, 3.61, 3.66 y 3.67) demuestran que lospolinomios on las operaiones antedihas tienen estrutura de grupo on-mutativo.Teorema 3.60. Sea p ∈ C[X]. 0 + p = p. En Al2,(defthm |0 + p = p|(= (+ (nulo) p) p))Demostraión. Inmediata por la de�niión de la suma y la de�niión de laigualdad.Lema 3.61. Sean p ∈ C[X]. p + 0 = p. En Al2,(defthm |p + 0 = p|(= (+ p (nulo)) p))Demostraión. Por induión y por las de�niiones de la igualdad y la suma.Lema 3.62. Sean m ∈MC [X], p, q ∈ C[X]. (m +M p) + q =e m +M (p + q).En Al2,(defthm |(m +M p) + q =e m +M (p + q)|(equal (+ (+M m p) q) (+M m (+ p q))))Demostraión. Inmediata por la de�niiones de + y +M .Lema 3.63. Sean p, q ∈ C[X]. p+ q =e mp(p)+M (resto(p)+ q). En Al2,(defthm |p + q =e mp(p) +M (resto(p) + q)|(implies (and (polinomiop p) (not (nulop p)))(equal (+ p q) (+M (primero p) (+ (resto p) q)))))



3.3 Anillos de polinomios 81Demostraión. Inmediata por la de�niiones de + y +M .Teorema 3.64. Sean p, q, r ∈ C[X]. (p + q) + r = p + (q + r). En Al2,(defthm |(p + q) + r = p + (q + r)|(= (+ (+ p q) r) (+ p (+ q r))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡
(p + q) + r = p + (q + r):1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de + y =, y por el teorema 3.60.Paso de induión:Por hipótesis de induión:

(resto(p) + q) + r = resto(p) + (q + r)entones
(p + q) + r =

(mp(p) +M (resto(p) + q)) + r = (lema 3.63)mp(p) +M ((resto(p) + q) + r) = (lema 3.62)mp(p) +M (resto(p) + (q + r)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
p + (q + r) (lema 3.63)

La onmutatividad del grupo es más ompliada de demostrar que las res-tantes propiedades. Para ello, demostramos también el lema 3.65.Lema 3.65. Sean q, p ∈ C[X] y p 6= 0. Entones, q + p = mp(p) +M (q +resto(p)). En Al2,



82 Anillos polinómios(defthm |q + p = mp(p) +M (q + resto(p))|(implies (and (polinomiop q)(polinomiop p)(not (nulop p)))(= (+ q p)(+M (primero p) (+ q (resto p))))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(q, p) ≡ q +
p = mp(p) +M (q + resto(p)):1. q = 0→ P(q, p)2. (q 6= 0 ∧ P(resto(q), p))→ P(q, p)Caso base: q = 0Inmediata por la de�niión de =, +M , y por el teorema 3.60.Paso de induión:Por hipótesis de induión:resto(q) + p = mp(p) +M (resto(q) + resto(p))entones

q + p =mp(q) +M (resto(q) + p) = (lema 3.63)mp(q) +M (mp(p) +M (resto(q) + resto(p))) = (hip. ind. y teo 3.57)mp(p) +M (mp(q) +M (resto(q) + resto(p))) = (lema 3.56)mp(p) +M (q + resto(p)) (lema 3.63)Teorema 3.66. Sean p, q ∈ C[X]. p + q = q + p. En Al2,(defthm |p + q = q + p|(= (+ p q) (+ q p)))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p +
q = q + p:



3.3 Anillos de polinomios 831. (p = 0 ∨ q = 0)→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Caso base: p = 0 ∨ q = 0Inmediata por la de�niión de =, y por los teoremas 3.60 y 3.61.Paso de induión:Por hipótesis de induión:resto(p) + q = q + resto(p)entones
p + q =mp(p) +M (resto(p) + q) = (lema 3.63)mp(p) +M (q + resto(p)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
q + p (lema 3.65)Teorema 3.67. Sea p ∈ C[X]. Entones, p + (−p) = 0. En Al2,(defthm |p + (- p) = 0|(= (+ p (- p)) (nulo)))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p) ≡ p +

(−p) = 0:1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de =, − y +, y por el teorema 3.60.Paso de induión:Por hipótesis de induión:resto(p) + (−resto(p)) = 0



84 Anillos polinómiosentones
p + (−p) =mp(p) +M (resto(p) + (−p)) = (lema 3.63)mp(p) +M (resto(p) + ((−mp(p)) +M (−resto(p))) = (def. de −)mp(p) +M (((−mp(p)) +M (−resto(p))) + resto(p)) = (teo. 3.66 y 3.57)mp(p) +M ((−mp(p)) +M (resto(p) + (−resto(p)))) = (lema 3.62)mp(p) +M ((−mp(p)) + 0) = (h.i. y teo. 3.57)mp(p) + (−mp(p)) = (df.+M y t. 3.61)
0 (teo. 3.39)

Congruenias de la sumaLa ongruenia de la igualdad respeto de la suma se ha formalizado en el�hero ongruenias-suma.lisp dentro del paquete POL.Para demostrar que la igualdad es ongruente respeto de la suma se demues-tra primero el siguiente lema.Lema 3.68. Sean p, q ∈ C[X]. Entones, p + q = p + fn(q). En Al2,(defthm |p + q = p + fn(q)|(implies (syntaxp (not (and (onsp q) (eq (primero q) 'fn))))(= (+ p q) (+ p (fn q)))))Este teorema produe en Al2 una reesritura in�nita:(+ p q) −→ (+ p (fn q)) −→ (+ p (fn (fn q))) −→ · · ·Para evitar esto, se introduen restriiones sintátias a la apliabilidad dela regla mediante syntaxp. De esta forma, un término (+ p q) sólo seráreesrito por estas reglas si el término q no es de la forma (fn x).Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p +
q = p + fn(q):



3.3 Anillos de polinomios 851. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de = y +.Paso de induión:Inmediato por la hipótesis de induión y las de�niiones de + y =.Teorema 3.69. La igualdad es ongruente respeto de la suma.Sean p, p′, q, q′ ∈ C[X].
p = p′ =⇒ p + q = p′ + q

q = q′ =⇒ p + q = p + q′En Al2,(defong = = (+ p q) 1)(defong = = (+ p q) 2)Demostraión. Inmediata por la de�niión de = y por los teoremas 3.66y 3.68.Congruenia del opuesto de la sumaPara demostrar que la igualdad de polinomios es ongruente on la operaiónopuesto es neesario primero demostrar el lema 3.71.Lema 3.70. Sean m ∈MC [X] y p ∈ C[X].
−(m +<

M p) =e (−m) +<
M (−p)En Al2 queda de la siguiente forma. Como ya se ha omentado la igualdadsintátia en Al2 se representa por equal.



86 Anillos polinómios(defthm |- (m +Mo p) = (- m) +Mo (- p)|(implies (and (monomiop m) (polinomiop p))(equal (- (+-monomio m p))(+-monomio (MON::- m) (- p)))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(m, p) ≡
−(m +<

M p) =e (−m) +<
M (−p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de +<

M , la del opuesto de monomios y la delopuesto de polinomios.Paso de induión:Por hipótesis de induión:
−(m +<

M resto(p)) =e (−m) +<
M (−resto(p))entonesCaso 1: m = 0Inmediata por la de�niión de +<

M , la del opuesto de monomios y la delopuesto de polinomios.Caso 2: tp(mp(p)) <T tp(m)

− (m +<
M p) =e

− (m +M p) =e (def. de +<
M)

(−m) +M (−p) =e (def. de − y +M)
(−m) +<

M (−p) (def. de +<
M)Caso 3: tp(m) <T tp(mp(p))

− (m +<
M p) =e

− (mp(p) +M (m +<
M resto(p))) =e (def. de +<

M)
(−mp(p)) +M (−(m +<

M resto(p))) =e (def. de − y +M)
(−mp(p)) +M ((−m) +<

M (−resto(p))) =e (hip. de induión)
(−m) +<

M (−p) (def. de +<
M)



3.3 Anillos de polinomios 87Caso 4: tp(m) = tp(mp(p))

− (m +<
M p) =e

− ((m + mp(p)) +M resto(p)) =e (def. de +<
M)

− (m + mp(p)) +M (−resto(p)) =e (def. de − y +M)
((−m) + (−mp(p))) +M (−resto(p)) =e (teo. 3.40)
(−m) +<

M ((−mp(p)) +M (−resto(p))) =e (def. de +<
M)

(−m) +<
M (−p) (def. de +M)Lema 3.71. Sea p ∈ C[X]. fn(−p) =e −fn(p)En Al2,(defthm |fn(- p) = - fn(p)|(equal (fn (- p)) (- (fn p))))Demostraión. Por induión, on el siguiente esquema. Sea P(p) ≡ fn(−p) =

−fn(p):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de − y fn.Paso de induión:Por hipótesis de induión:fn(−resto(p)) =e −fn(resto(p))



88 Anillos polinómiosentones fn(−p) =e

(−mp(p) +<
M fn(−resto(p)) =e (def. de − y fn)

(−mp(p) +<
M −fn(resto(p)) =e (hip. ind.)

− (mp(p) +<
M fn(resto(p))) =e (lema 3.70)

− fn(p) (def. de fn)Teorema 3.72. La igualdad es ongruente respeto del opuesto.Sean p, p′ ∈ C[X]. Entones, p = p′ =⇒ −p = −p′. En Al2,(defong = = (- p) 1)Demostraión. Inmediata por la de�niión de la igualdad de polinomios ypor el lema 3.71.Propiedades adiionales de la suma y el opuestoFinalmente, se demuestra que el opuesto de una suma es la suma de losopuestos.Lema 3.73. Sean p, q y r ∈ C[X].
p + r = q + r ⇐⇒ p = qEn Al2,(defthm |p + r = q + r <=> p = q|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(iff (= (+ p r) (+ q r)) (= p q)))Demostraión.

p + r = q + r

⇐⇒ (p + r) + (−r) = (q + r) + (−r) (teo. 3.66 y 3.69)
⇐⇒ (p + (r + (−r)) = q + (r + (−r)) (teo. 3.64)
⇐⇒ p + 0 = q + 0 (teo. 3.67)
⇐⇒ p = q (teo. 3.61)



3.3 Anillos de polinomios 89Lema 3.74. Sean p, q ∈ C[X].
p + q = 0 ⇐⇒ q = −pEn Al2,(defthm |p + q = 0 <=> q = - p|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(and (iff (= (+ p q) (nulo)) (= q (- p))))))Demostraión.

p + q = 0

⇐⇒ p + q = p + (−p) (teorema 3.67)
⇐⇒ q + p = (−p) + p (teorema 3.66)
⇐⇒ q = −p (teorema 3.73)Lema 3.75. Sean p, q y r ∈ C[X].

p + (q + r) = q + (p + r)En Al2,(defthm |p + (q + r) = q + (p + r)|(= (+ p (+ q r)) (+ q (+ p r))))Demostraión.
p + (q + r)

= (p + q) + r (teorema 3.64)
= (q + p) + r (teorema 3.66)
= q + (p + r) (teorema 3.64)Teorema 3.76. Sean p, q ∈ C[X].

−(p + q) = (−p) + (−q)



90 Anillos polinómiosEn Al2,(defthm |- (p + q) = (- p) + (- q)|(= (- (+ p q)) (+ (- p) (- q))))Demostraión. Por el teorema 3.74 (p+q = 0 ⇐⇒ q = −p) basta demostrarque ((−p) + (−q)) + (p + q) = 0, que se demuestra omo sigue
((−p) + (−q)) + (p + q)

= p + (((−p) + (−q)) + q) (teorema 3.75)
= p + ((−p) + ((−q) + q)) (teorema 3.64)
= (p + ((−p) + 0) (teorema 3.67)
= p + (−p) (teorema 3.61)
= 0 (teorema 3.67)

Monoide onmutativo on el produtoEn esta seión se presenta la formalizaión del produto de polinomios rea-lizada en el �hero produto.lisp dentro del paquete POL.El polinomio unitario en forma normal en Al2 se de�ne a ontinuaión. Loselementos de su lase de equivalenia pueden ser reonoidos por una senillamaro.(defmaro identidad ()`(+M (MON::identidad) (nulo)))(defmaro identidadp (p)`(= ,p (identidad)))Antes de de�nir la operaión de produto entre polinomios es fatible de�niruna funión auxiliar que represente el produto entre monomios y polinomios.De�niión 3.77. Sean m ∈MC [X] y p = m1 + · · ·+ mn ∈ C[K] entones
m ·M p = m ·m1 +M (· · ·+M m ·mn)



3.3 Anillos de polinomios 91En Al2,(defun *-monomio (m p)(ond ((or (nulop p) (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))(t(+M (MON::* m (primero p))(*-monomio m (resto p))))))Se demuestra que esta operaión tiene elemento unidad (|1 *M p = p|),que |m = 0 => m *M p = 0| y que es distributiva la suma de polinomios(|m *M (p + q) = (m *M p) + (m *M q)|).A ontinuaión, para alular el produto de dos polinomios proedemos dela siguiente forma.De�niión 3.78. Sean p = m11 + · · ·+ m1n y q = m21 + · · ·+ m2r ∈ C[K]entones
p · q = m11 ·m21 + · · ·+ m11 ·m2r+

. . .

m1n ·m21 + · · ·+ m1n ·m2rLa de�niión en Al2 se haría reursivamente utilizando las funiones quealulan el produto de dos monomios y el produto de un monomio por unpolinomio.(defun * (p q)(ond ((or (nulop p) (not (polinomiop p)))(nulo))(t(+ (*-monomio (primero p) q)(* (resto p) q)))))Que los polinomios on esta operaión de produto tienen estrutura de mo-noide onmutativo se dedue de los teoremas 3.80, 3.87 y 3.88.El primero que vamos a ver es el teorema 3.80 que establee la existeniade elemento neutro para el produto de polinomios. Ya que el produto depolinomios se de�ne a partir del produto de un monomio por un polinomio,tendremos que demostrar el siguiente lema.



92 Anillos polinómiosLema 3.79. Sea p ∈ C[X]. Entones, 1 ·M p = p. En Al2,(defthm |1 *M p = p|(implies (polinomiop p)(= (*-monomio (MON::identidad) p) p)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión ·M y por elteorema 3.42.Teorema 3.80. Sea p ∈ C[X]. Entones, 1 · p = p. En Al2,(defthm |1 * p = p|(= (* (identidad) p) p))Demostraión.
1 · p = 1 ·M p = ppor de�niión de · y por el lema 3.79.Las propiedades de existenia de un elemento anelador no presentan di�-ultad para el demostrador.Teorema 3.81. Sea p ∈ C[X]. Entones, 0 · p = 0. En Al2(defthm |0 * p = 0|(= (* (nulo) p) (nulo)))Demostraión. Inmediata por la de�niión del produto.A ontinuaión se demuestra que el produto de polinomios es distributivorespeto a la suma que hae uso del teorema 3.83.Lema 3.82. Sean m1, m2 ∈MC [X] y, p ∈ C[X]. Entones,

m1 ·M (m2 +M p) =e (m1 ·m2) +M m1 ·M p.(defthm |m1 *M (m2 +M p) =e (m1 * m2) +M (m1 *M p)|(implies (and (monomiop m1) (monomiop m2))(equal (*-monomio m1 (+M m2 p))(+M (MON::* m1 m2) (*-monomio m1 p)))))



3.3 Anillos de polinomios 93Demostraión. Inmediata por las de�niiones de ·M y +M .Teorema 3.83. Sean m ∈ MC [X] y, p, q ∈ C[X]. Entones,
m ·M (p + q) = m ·M p + m ·M q.En Al2,(defthm |m *M (p + q) = (m *M p) + (m *M q)|(= (*-monomio m (+ p q))(+ (*-monomio m p) (*-monomio m q))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡

m ·M (p + q) = m ·M p + m ·M q:1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de ·M y el teorema 3.60.Paso de induión:Por hipótesis de induión:
m ·M (resto(p) + q) = m ·M resto(p) + m ·M qentones

m ·M (p + q) =

m ·M (mp(p) +M (resto(p) + q)) = (teo. 3.63)
m ·mp(p) +M (m ·M (resto(p) + q)) = (teo. 3.82)
m ·mp(p) +M (m ·M resto(p) + m ·M q) = (hip. ind. y teo 3.57)
(m ·mp(p) +M m ·M resto(p)) + m ·M q = (teo. 3.62)
m ·M p + m ·M q (def. de ·M)Teorema 3.84. Sea p, q, r ∈ C[X].

(p + q) · r = p · r + q · r



94 Anillos polinómiosEn Al2,(defthm |(p + q) * r = (p * r) + (q * r)|(= (* (+ p q) r) (+ (* p r) (* q r))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡
(p + q) · r = p · r + q · r:1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de · y por los teoremas 3.60 y 3.81.Paso de induión:Por hipótesis de induión:

(resto(p) + q) · r = resto(p) · r + q · r

(p + q) · r =

(mp(p) +M (resto(p) + q)) · r = (lema 3.63)mp(p) ·M r + (resto(p) + q) · r = (def. de +M y ·)mp(p) ·M r + (resto(p) · r + q · r) = (hip. ind. y teo 3.69)
(mp(p) ·M r + resto(p) · r) + q · r = (teo. 3.64)
p · r + q · r (def. de ·M)

A partir del teorema anterior y del lema 3.86 se demuestra la asoiatividaddel produto (teorema 3.87). Para el lema 3.86 hae falta el siguiente.Lema 3.85. Sean m1, m2 ∈MC [X] y, p, q ∈ C[X].
m1 ·M (m2 ·M p) = (m1 ·m2) ·M pEn Al2,



3.3 Anillos de polinomios 95(defthm |m1 *M (m2 *M p) = (m1 * m2) *M p|(implies (and (monomiop m1) (monomiop m2))(= (*-monomio m1 (*-monomio m2 p))(*-monomio (MON::* m1 m2) p))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡
m1 ·M (m2 ·M p) = (m1 ·m2) ·M p:1. p = 0→ P(m1, m2, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de ·M .Paso de induión:Por hipótesis de induión:

m1 ·M (m2 ·M resto(p)) = (m1 ·m2) ·M resto(p)

m1 ·M (m2 ·M p) =

m1 ·M (m2 ·mp(p) +M m2 ·M resto(p)) = (def. de ·M)
m1 · (m2 ·mp(p)) +M m1 ·M (m2 ·M resto(p)) = (lema 3.82)
m1 · (m2 ·mp(p)) +M (m1 ·m2) ·M resto(p) = (hip. ind. y teo 3.57)
(m1 ·m2) ·mp(p) +M (m1 ·m2) ·M resto(p) = (teo. 3.44 y teo 3.57)
(m1 ·m2) ·M p (def. de ·M)Lema 3.86. Sean m ∈MC [X] y, p, q ∈ C[X].

m ·M (p · q) = (m ·M p) · qEn Al2,(defthm |m *M (p * q) = (m *M p) * q|(implies (monomiop m)(= (*-monomio m (* p q))(* (*-monomio m p) q))))



96 Anillos polinómiosDemostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(m, p, q) ≡
m ·M (p · q) = (m ·M p) · q:1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de ·M y el teorema 3.81.Paso de induión:Por hipótesis de induión:

m ·M (resto(p) · q) = (m ·M resto(p)) · qentones
m ·M (p · q) =

m ·M (mp(p) ·M q + resto(p) · q) = (def. de ·)
m ·M (mp(p) ·M q) + m ·M (resto(p) · q) = (teo. 3.83)
m ·M (mp(p) ·M q) + (m ·M resto(p)) · q = (h. ind. y teo 3.69)
(m ·mp(p)) ·M q + (m ·M resto(p)) · q = (lema 3.85 y 3.69)
(m ·mp(p) +M m ·M resto(p)) · q (def. de +M y ·)
(m ·M p) · q (def. de ·M)Teorema 3.87. Sean p, q, r ∈ C[X]. Entones, (p · q) · r = p · (q · r). EnAl2,(defthm |(p * q) * r = p * (q * r)|(= (* (* p q) r) (* p (* q r))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡

(p · q) · r = p · (q · r).1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)



3.3 Anillos de polinomios 97Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de ·, porque = es una relaión de equivaleniay por el teorema 3.81.Paso de induión:Por hipótesis de induión:
(resto(p) · q) · r = resto(p) · (q · r)entones

(p · q) · r =

(mp(p) ·M q + resto(p) · q) · r = (def. de ·)
(mp(p) ·M q) · r + (resto(p) · q) · r = (teo. 3.84)
(mp(p) ·M q) · r + resto(p) · (q · r) = (h. ind. y teo. 3.69)mp(p) ·M (q · r) + resto(p) · (q · r) = (lema 3.86 y teo. 3.69)
p · (q · r) (def. de ·)

Por último, la onmutatividad del monoide es más ompliada de demostrar.Su demostraión es un ejemplo de la utilidad de las ongruenias de�nidasentre la igualdad y la operaión de suma. Requiere además de�nir un esquemade induión apropiado.Teorema 3.88. Sean p, q ∈ C[X]. Entones, p · q = q · p. En Al2,(defthm |p * q = q * p|(= (* p q) (* q p)))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p ·
q = q · p.1. (p = 0 ∨ q = 0)→ P(p, q)2. (p 6= 0∧q 6= 0∧P(resto(p), q)∧P(resto(p), resto(q))∧P(p, resto(q)))→P(p, q)Caso base: p = 0 ∨ q = 0Inmediata por la de�niión de · y por el teorema 3.81.



98 Anillos polinómiosPaso de induión:Por hipótesis de induión:resto(p) · q = q · resto(p) (1)resto(p) · resto(q) = resto(q) · resto(p) (2)
p · resto(q) = resto(q) · p (3)

p · q =mp(p) ·M q + resto(p) · q = (def. de ·)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) + resto(p) · q = (def. de ·M)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) + q · resto(p) = (h.i.(1) y teo 3.69)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) +

(mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · resto(p)) = (def. de ·)mp(q) ·mp(p) +M (mp(p) ·M resto(q) +

(mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · resto(p)) = (lemas 3.43 y 3.62,mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + y teo 3.57)
(mp(p) ·M resto(q) + resto(q) · resto(p)) = (teo. 3.64, 3.66mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + y 3.57)
(mp(p) ·M resto(q) + resto(p) · resto(q)) = (h.i.(2) y teo 3.69)mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + p · resto(q)) = (def. de ·)mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · p) = (h.i.(3) y teo 3.69)
(mp(q) ·mp(p) +M mp(q) ·M resto(p)) + resto(q) · p = (lema 3.62)mp(q) ·M p + resto(q) · p = (def. de ·M)
q · p (def. de ·)Teorema 3.89. Sea p, q, r ∈ C[X].

p · (q + r) = p · q + p · r



3.3 Anillos de polinomios 99En Al2,(defthm |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)|(= (* p (+ q r)) (+ (* p q) (* p r))))Demostraión. Inmediata por los teoremas 3.69, 3.84 y 3.88.Congruenias del produtoEn esta seión demostramos que la igualdad es ongruente respeto de laoperaión de multipliaión de un monomio y un polinomio (teorema 3.92, yrespeto a la multipliaión de polinomios (teorema 3.93). La formalizaiónse enuentra en ongruenias-produto.lisp dentro del paquete POL.Lema 3.90. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[X].
m1 ·M (m2 +<

M p) = (m1 ·m2) +<
M (m1 ·M p)En Al2,(defthm |m *M (n +Mo p) = (m * n) +Mo (m *M p)|(implies (and (MON::monomiop m) (MON::monomiop n) (polinomiop p))(= (*-monomio m (+-monomio n p))(+-monomio (MON::* m n) (*-monomio m p)))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡

m1 ·M (m2 +<
M p) = (m1 ·m2) +<

M (m1 ·M p).1. (p = 0 ∨ tp(p) ≤ tp(m2))→ P(m1, m2, p)2. (p 6= 0 ∧ tp(m2) < tp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)Caso base: p = 0 ∨ tp(p) ≤ tp(m2)Se tiene distinguiendo asos, utilizando las de�niiones de +<
M , ·M y = ypropiedades del produto y suma de monomios, y del orden de términos.Paso de induión:Por hipótesis de induión:



100 Anillos polinómios
m1 ·M (m2 +<

M resto(p)) = (m1 ·m2) +<
M (m1 ·M resto(p))entones se tiene el resultado por los lemas 3.55 y 3.82.Lema 3.91. Sean m ∈MC [X] y p ∈ C[X]. Entones, m ·M p = m ·M fn(p).En Al2,(defthm |m *M p = m *M fn(p)|(implies (syntaxp (not (and (onsp p) (eq (primero p) 'fn))))(= (*-monomio m p) (*-monomio m (fn p))))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(m, p) ≡

m ·M p = m ·M fn(p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�niión de ·M y fn.Paso de induión:Por hipótesis de induión:
m ·M resto(p) = m ·M fn(resto(p))entones se tiene el resultado por las de�niiones de ·M , = y fn, el lema 3.90y el teorema 3.57.Teorema 3.92. La igualdad es ongruente respeto de la multipliaión deun monomio y un polinomio.Sean m, m′ ∈ C[X] y p, p′ ∈ C[X].

m = m′ =⇒ m ·M p = m′ ·M p



3.3 Anillos de polinomios 101
p = p′ =⇒ m ·M p = m ·M p′En Al2,(defong MON::= = (*-monomio m p) 1)(defong = = (*-monomio m p) 2)Demostraión.
m = m′ =⇒ m ·M p = m′ ·M pInmediata por las de�niiones de ·M y de la igualdad de monomios.
p = p′ =⇒ m ·M p = m ·M p′Inmediata por el lema 3.91.

Por último, se extienden las ongruenias a la operaión de produto depolinomios, puesto que esta última se de�ne a partir de la operaión deproduto un monomio por un polinomio.Teorema 3.93. La igualdad es ongruente respeto de la multipliaión depolinomios.Sean p, p′, q, q′ ∈ C[X].
q = q′ =⇒ p · q = p · q′

p = p′ =⇒ p · q = p′ · qEn Al2,(defong = = (* p q) 2)(defong = = (* p q) 1)Demostraión.
q = q′ =⇒ p · q = p · q′Por induión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, q′) ≡ p · q = p · q′:



102 Anillos polinómios1. p = 0→ P(p, q, q′)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, q′))→ P(p, q, q′)Caso base : p = 0Inmediata por la de�niión de ·.Paso de induión:Por hipótesis de induión:resto(p) · q = resto(p) · q′

p · q =mp(p) ·M q + resto(p) · q = (def. de ·)mp(p) ·M q + resto(p) · q′ = (hip. ind. y teo. 3.69)mp(p) ·M q′ + resto(p) · q′ = (teo. 3.92)
p · q′ (def. de ·)

p = p′ =⇒ p · q = p′ · qInmediata utilizando la ongruenia del segundo parámetro y onmu-tatividad.
3.3.5. Polinomios normalizadosAhora, a partir del prediado ordenadop que omprueba si un objeto es unalista de monomios no nulos en un orden estritamente dereiente, la funiónde normalizaión fn y las operaiones del anillo de polinomios, se de�nenel reonoedor y las operaiones normalizadas orrespondientes, además delpolinomio nulo y el identidad. Nótese omo se ambia de paquete (del pa-quete POL al NPOL) para poder seguir utilizando los mismos nombres en lasoperaiones. La formalizaión se enuentra en el �hero polinomio.lisp deldiretorio polinomios-normalizados dentro del paquete NPOL.(in-pakage "NPOL")(defmaro polinomiop (p)`(POL::ordenadop ,p))



3.3 Anillos de polinomios 103(defun + (p q)(POL::fn (POL::+ p q)))(defun - (p)(POL::fn (POL::- p)))(defun * (p q)(POL::fn (POL::* p q)))(defun nulo ()(POL::nulo))(defun identidad ()(POL::identidad))Nótese que las funiones POL::nulo y POL::identidad de los polinomiosdesnormalizados devuelven polinomios que ya están en forma normal. Elnúleo de propiedades de anillos para estas operaiones normalizadas son lassiguientes:(defthm polinomiop-nulo(polinomiop (nulo))(defthm polinomiop-identidad(polinomiop (identidad)))(defthm polinomiop-+(polinomiop (+ p q)))(defthm polinomiop--(polinomiop (- p)))(defthm polinomiop-*(polinomiop (* p q)))(defthm |p + q = q + p|(equal (+ p q) (+ q p)))(defthm |(p + q) + r = p + (q + r)|(equal (+ (+ p q) r) (+ p (+ q r))))



104 Anillos polinómios(defthm |p * q = q * p|(equal (* p q) (* q p)))(defthm |(p * q) * r = p * (q * r)|(equal (* (* p q) r) (* p (* q r))))(defthm |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)|(equal (* p (+ q r)) (+ (* p q) (* p r))))(defthm |p + (- p) = 0|(equal (+ p (- p)) (nulo)))(defthm |0 + p = p|(implies (polinomiop p)(equal (+ (nulo) p) p)))(defthm |1 * p = p|(implies (polinomiop p)(equal (* (identidad) p) p)))La mayoría de estos teoremas sobre las operaiones normalizadas se de-muestran deshabilitando las operaiones desnormalizadas orrespondientesy usando la ontrapartida del teorema orrespondiente a la representaióndesnormalizada.A partir de ahora, los polinomios están normalizados y por polinomiop en-tendemos que están en forma normal.3.4. ResumenEn este apítulo:Hemos presentado una formalizaión de los anillos de polinomios demúltiples variables en Al2.Hemos abstraído el problema enapsulando un anillo de oe�ientes queha servido de base al desarrollo de los polinomios y a la veri�aión desus propiedades fundamentales.Hemos estudiado los problemas de representaión.



3.4 Resumen 105Hemos onstruido y veri�ado una funión de normalizaión que per-mite de�nir una igualdad semántia sobre los polinomios.Hemos demostrado la ongruenia de diha igualdad on las operaionesde anillo.En un apítulo posterior emplearemos esta formalizaión abstrata para ob-tener un anillo de polinomios onreto, on oe�ientes en el uerpo de losraionales, veri�ado y ejeutable.En realidad, lo expuesto proviene de una formalizaión anterior en la queempleábamos Nqthm, el demostrador de teoremas de Boyer-Moore. Es in-teresante haer notar algunas de las desventajas que presentaba este demos-trador respeto a Al2 y que in�uyeron notablemente en nuestra deisiónde traspasar el problema a Al2.La prinipal desventaja que se presentaba a la hora de formalizar los poli-nomios radiaba en la eleión del uerpo de oe�ientes. En Nqthm sóloestán los números naturales, por lo que había que formalizar e implementarun uerpo de oe�ientes partiendo de ero. En ontra de lo que se puedapensar, esto no es tarea fáil, sobre todo debido a un aumento en los pro-blemas para deidir uestiones aparentemente senillas mediante aritmétialineal.En ambio, Al2 ya inorpora una formalizaión apropiada de Q y práti-amente todos estos problemas desapareieron durante el tránsito a Al2.Los problemas derivados de la ausenia de shells (un meanismo primitivopara de�nir tipos abstratos de datos) se resolvieron on una formalizaiónmás uidadosa.Por otro lado, la ausenia de ongruenias en Nqthm suponía una ontinuaneesidad de demostraión de lemas triviales, a simple vista on poa o nin-guna relaión on los teoremas que realmente se querían demostrar. En eldesarrollo del trabajo en Al2, las ongruenias han jugado su papel, bienreduiendo la longitud y el tiempo de varias demostraiones, bien eliminandoonsejos inneesarios que disminuían su grado de automatizaión. Un ejem-plo patente de esto lo onstituye la demostraión de la onmutatividad delproduto de polinomios.





Capítulo 4Órdenes polinómios
4.1. IntroduiónEste apítulo explia el desarrollo de un orden polinómio y la veri�aiónde sus propiedades en Al2. El resultado prinipal que se obtiene es labuena fundamentaión del orden de polinomios de�nido, que se lleva a abomediante una inmersión ordinal apropiada.La motivaión para esto es la de servir de base para la demostraión de laterminaión de la reduión polinómia desrita en el apítulo 7 en Al2.La noión abstrata de reduión se puede modelar utilizando una funiónunaria red , que intenta simpli�ar su parámetro on respeto a un ordenparial estrito dado, <. Si el elemento no se puede simpli�ar se die que esirreduible o que está en forma normal. y red lo devuelve sin modi�ar. Enotro aso, el elemento es reduible. La propiedad araterístia de tales tiposde funiones es: red(p) 6= p =⇒ red(p) < pEn este ontexto, red se die que es una funión de reduión. La lausura dela funión de reduión red se de�ne reursivamente de la siguiente forma:red∗(p) =

{

p, si red(p) = pred∗(red(p)), en otro aso (e.o..)



108 Órdenes polinómiosDesafortunadamente, no está garantizado que esta funión termine. Sin em-bargo, se puede garantizar su terminaión siempre que < esté bien funda-mentado, que es justamente lo que apaita a Al2 para admitir red∗ bajosu prinipio de de�niión.Por tanto, estamos fundamentalmente interesados en funiones de reduiónrelativas a órdenes bien fundados. Fijar un orden sobre los términos es sóloel primer paso para obtener un orden sobre polinomios.A ontinuaión expondremos la forma de realizar esto. En partiular, se partede un orden de�nido sobre términos que se extiende a monomios. Posterior-mente, éste a su vez se extiende para obtener el orden polinómio induido.4.2. Orden de términosA ontinuaión se muestra ómo de�nir un orden total estrito entre lostérminos. Además, demostraremos que este orden está bien fundamenta-do. La formalizaión se enuentra en termino.lisp dentro del diretoriopolinomios-raionales.Para ordenar los términos, una vez determinado el onjunto de variables X,úniamente es neesario tener en uenta las listas de exponentes. La ele-ión obvia onsiste en �jar un orden lexiográ�o entre dihas seuenias denúmeros naturales.4.2.1. El orden lexiográ�oEn el aso de términos de�nidos sobre el mismo onjunto de variables, lade�niión del orden lexiográ�o es direta, puesto que las seuenias denúmeros naturales impliadas tienen la misma longitud.De�niión 4.1. Sean [a1, . . . , ak] y [b1, . . . , bk] ∈ T [X], se de�ne el orden,
<T , sobre términos de la siguiente forma:

[a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk] ≡ ∃i (ai < bi ∧ ∀j < i aj = bj)La siguiente funión booleana Al2 de�ne la relaión de orden lexiográ-�o estrito sobre los términos de esta forma, pero, análogamente a lo queourría on otras operaiones sobre términos, será algo más general. Así, sidos términos no son ompatibles, es deir, no están de�nidos sobre el mismo



4.2 Orden de términos 109onjunto de variables, el de menor número de variables será onsiderado elmenor si, y sólo si, es pre�jo del otro.(defun < (a b)(ond ((or (atom a) (atom b))(not (atom b)))((equal (first a) (first b))(< (rest a) (rest b)))(t(LISP::< (first a) (first b)))))No es difíil demostrar, que esta de�niión umple las propiedades funda-mentales inherentes a este tipo de relaiones (irre�exividad, antisimetría ytransitividad).Teorema 4.2 (irre�exividad). Sea a ∈ T [X]. Entones, ¬(a <T a). EnAl2,(defthm |~(a < a)|(not (< a a)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión <T .Teorema 4.3. Sean a, b ∈ T [X]. Si a <T b, entones ¬(b <T a). En Al2,(defthm |a < b => ~(b < a)|(implies (< a b) (not (< b a))))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión <T .Teorema 4.4 (transitividad). Sean a, b, c ∈ T [X].
a <T b ∧ b <T c =⇒ a <T cEn Al2,(defthm |a < b & b <  => a < |(implies (and (< a b) (< b )) (< a )))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión <T y por elteorema 4.3.



110 Órdenes polinómiosTambién es posible demostrar la triotomía.Teorema 4.5. Sean a, b ∈ T [X].
a <T b ∨ b <T a ∨ a = bEn Al2,(defthm |a < b or b < a or a = b|(implies (and (terminop a) (terminop b))(or (< a b) (< b a) (= a b))))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión <T .4.2.2. Inmersión de los términos en los ǫ0ǫ0ǫ0-ordinalesPara sumergir los términos en los ǫ0-ordinales adoptaremos el siguiente ri-terio.De�niión 4.6. Sea a = [a1, . . . , ak] ∈ T [X]. El ǫ0-ordinal asoiado on a,

Tǫ0(a) será el siguiente.
Tǫ0(a) =

{

0, si k = 0

ωωk+a1 + · · ·+ ωω+ak , e.o..Esta inmersión presenta la ventaja de proporionar una traduión direta apartir de la lista de exponentes del término, omo se puede observar en losejemplos que se muestran a ontinuaión. Por otro lado, el tipo ordinal que seobtiene no es muy alto, lo que failita la manipulaión en esta representaión.
x

︸︷︷︸(1) 7−→ ωω+1
︸︷︷︸((1 . 1) . 0)

x8 · y0

︸ ︷︷ ︸(8 0) 7−→ ωω2+8 + ωω

︸ ︷︷ ︸((2 . 8) (1 . 0) . 0)
x4 · y3 · z5

︸ ︷︷ ︸(4 3 5) 7−→ ωω3+4 + ωω2+3 + ωω+5

︸ ︷︷ ︸((3 . 4) (2 . 3) (1 . 5) . 0)



4.2 Orden de términos 111En Al2 se proede a la inmersión de los términos en los ǫ0-ordinales me-diante la siguiente funión reursiva. La funión len devuelve la longituddel término que reibe omo parámetro, o lo que es lo mismo, el número devariables del término.(defun termino->e0-ordinal (a)(if (atom a)0(ons (ons (len a) (first a))(termino->e0-ordinal (rest a)))))Como veremos a ontinuaión, se demuestra que verdaderamente la funióntermino->e0-ordinal produe un ǫ0-ordinal a partir de un término.4.2.3. Buena fundamentaiónTeorema 4.7. El orden sobre términos, <T , está bien fundamentado.Sean a, b ∈ T [X], a <T b y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales entones Tǫ0(a)es un ordinal y Tǫ0(a) <ǫ0 Tǫ0(b). En Al2,(defthm buena-fundamentaion-<(and (implies (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))(implies (and (terminop a) (terminop b)(< a b))(e0-ord-< (termino->e0-ordinal a)(termino->e0-ordinal b)))):rule-lasses (:rewrite :well-founded-relation))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(a, b) ≡

Tǫ0(a) <ǫ0 Tǫ0(b):1. b = []→ P(a, b)2. (b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)Caso base: b = []Inmediata por la de�niión de <T , <ǫ0 y y Tǫ0 .



112 Órdenes polinómiosPaso de induión:Por hipótesis de induión:
Tǫ0(resto(a)) <ǫ0 Tǫ0(resto(b))entones

Tǫ0(a) =

ωωlen(a)+primero(a) + Tǫ0(resto(a)) <ǫ0 (def. Tǫ0)
ωωlen(a)+primero(a) + Tǫ0(resto(b)) <ǫ0 (hip. ind. y def. <ǫ0)
ωωlen(b)+primero(b) + Tǫ0(resto(b)) = (a < b)
Tǫ0(b) (def. Tǫ0)

Para estableer que una relaión está bien fundamentada en Al2 es nee-sario primero disponer de una funión que realie la inmersión de los objetosde la relaión en los ǫ0-ordinales. Sin embargo, es muy importante demostrarla orreión de la funión inmersora, lo que no siempre es senillo uandosu tipo ordinal es elevado. En este aso no es difíil, previa demostraión deun lema:(loal(defthm extension-orreion(implies (and (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal (rest a))))(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))))(loal(defthm e0-ordinalp-termino->e0-ordinal(implies (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))))Una vez demostrada la orreión de la funión inmersora, basta omprobarque preserva el orden, es deir, que los ǫ0-ordinales orrespondientes a adapar de elementos relaionados siguen estando relaionados.Este proeso nos permite en Al2 añadir el teorema de buena fundamenta-ión a la lase de reglas :well-founded-relation, on lo que la relaión de



4.3 Orden de monomios 113orden de�nida (que es noetheriana) puede ser utilizada, uando sea neesario,para demostrar la terminaión de funiones de�nidas sobre términos.Desgraiadamente, on la funión < presentada, este teorema no puede serdemostrado, ya que es falso. En efeto, basta pensar en términos on distintonúmero de variables para omprender el problema; laramente hay dos asossimétrios, según el primero tenga menos variables que el segundo o vieversa:
x4y2z <T x6y4

7−
→

7−
→

ωω3+4 + ωω2+2 + ωω+1 ≮ǫ0 ωω2+6 + ωω+4

x8 ≮T x3y2

7−
→

7−
→

ωω+8 <ǫ0 ωω2+3 + ωω+2Cuando los términos son ompatibles, el problema desaparee. Podría pensar-se que ompletando de algún modo adeuado el término on menor númerode variables puede evitarse el problema. Sin embargo, la soluión no es tansimple, ya que al sumergir un término nada se sabe aera de on uáles pue-de ser omparado. Una soluión fatible onsiste en tratar de manera espeialambos asos:(defun < (a b)(ond ((or (atom a) (atom b))(not (atom b)))((LISP::< (len a) (len b))t)((LISP::> (len a) (len b))nil)((equal (first a) (first b))(< (rest a) (rest b)))(t(LISP::< (first a) (first b)))))Con esta nueva formalizaión sigue siendo ierto el teorema de buena funda-mentaión.4.3. Orden de monomiosEn la seión 4.2 se ha mostrado que el orden de términos de�nido está bienfundamentado. El orden de monomios es justo la traduión del orden de



114 Órdenes polinómiostérminos a monomios donde los monomios se omparan de auerdo on sustérminos. Por tanto, el orden de monomios hereda todas la propiedades delorden de términos. Su formalizaión se enuentra en monomios.lisp.De�niión 4.8. Sean a = ca ·X
[a1,...,ak ], b = cb ·X

[b1,...,bk] ∈MC [X], se de�neel orden, <M , sobre monomios de la siguiente forma:
a <M b ≡ [a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk]En Al2,(defmaro < (a b)`(TER::< (termino ,a) (termino ,b)))De�niión 4.9. Sea a ∈ MC [X]. El ǫ0-ordinal asoiado on a, Mǫ0(a) seráel siguiente.

Mǫ0(a) = Tǫ0(tp(a))En Al2,(defmaro monomio->e0-ordinal (a)`(TER::termino->e0-ordinal (termino ,a)))Teorema 4.10. El orden sobre monomios, <M , está bien fundamentado.Sean a, b ∈MC [X], a <M b y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales entones
Mǫ0(a) <ǫ0 Mǫ0(b)En Al2,(defthm buena-fundamentaion-<-M(and (implies (monomiop a)(e0-ordinalp (monomio->e0-ordinal a)))(implies (and (monomiop a) (monomiop b)(< a b))(e0-ord-< (monomio->e0-ordinal a)(monomio->e0-ordinal b)))))Demostraión. Inmediata por el teorema 4.7.



4.4 Orden polinómio induido 1154.4. Orden polinómio induidoComo ya se ha expuesto en el apítulo anterior, los polinomios se onstruyena partir de monomios. Por tanto, el orden de monomios se puede extender apolinomios normalizados de una forma direta. Su formalizaión se enuentraen orden.lisp.De�niión 4.11. Sean p, q dos polinomios normalizados. Se die que, p < q,si se umple alguna de las tres siguientes ondiiones:
p = 0 ∧ q 6= 0

p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) = tp(q) ∧ resto(p) < resto(q)

p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧mp(p) <M mp(q)El siguiente prediado Al2 implementa el orden anterior, omparando dospolinomios omo listas de monomios utilizando MON::=T (la igualdad entre lostérminos subyaentes a los dos monomios) y MON::< (el orden de monomios).(defun < (p q)(ond ((or (nulop p) (nulop q))(not (nulop q)))((MON::=T (primero p) (primero q))(< (resto p) (resto q)))(t(MON::< (primero p) (primero q)))))Se demuestra que esta relaión satisfae las propiedades de un orden parial(irre�exividad y transitividad).Teorema 4.12 (irre�exividad). Sea p ∈ C[X]. Entones, ¬(p < p). EnAl2,(defthm |~(p < p)|(not (< p p)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión <.Teorema 4.13. Sean p, q ∈ T [X]. Si p < q, entones, ¬(q < p). En Al2,



116 Órdenes polinómios(defthm |p < q => ~(q < p)|(implies (< p q)(not (< q p))))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión < y por elteorema 4.3.Teorema 4.14 (transitividad). Sean p, q, r ∈ T [X].
p < q ∧ q < r =⇒ p < rEn Al2,(defthm |p < q & q < r => p < r|(implies (and (< p q) (< q r))(< p r)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la funión < y por losteoremas 4.4 y 4.13.4.4.1. Inmersión de los polinomios en los ǫ0ǫ0ǫ0-ordinalesSi p = m1 + · · · + mn está normalizado, entones por de�niión de formanormal se tiene que mn <M · · · <M m1, y por tanto que:

Mǫ0(mn) <ǫ0 · · · <ǫ0 Mǫ0(m1),Esto se sigue del teorema que establee que <M es una relaión bien funda-mentada. De esta forma, la inmersión de los polinomios en los ǫ0-ordinales selleva a abo de la siguiente forma.De�niión 4.15. Sea p = m1 + · · ·+ mn un polinomio normalizado y mi =
ci ·X

[ai1,...,aik], 1 ≤ i ≤ n sus monomios. El ǫ0-ordinal asoiado on p, Pǫ0(p),será el siguiente.
Pǫ0(p) =

n∑

i=1

ωMǫ0(mi) =

n∑

i=1

ω
Pk

j=1 ω
ωk−j+1+aij

.Una vez que se tiene (se de�nió en la seión anterior) la funión que realizala inmersión de monomios a los ǫ0-ordinales se de�ne en Al2 la orrespon-diente a polinomios mediante la funión polinomio->e0-ordinal:



4.4 Orden polinómio induido 117(defun polinomio->e0-ordinal (p)(ond ((nulop p)0)(t(ons (MON::monomio->e0-ordinal (primero p))(polinomio->e0-ordinal (resto p))))))4.4.2. Buena fundamentaiónAl intentar demostrar la buena fundamentaión del orden de polinomios, nosdamos uenta de un problema de la de�niión que se ha tomado: si Mǫ0devuelve 0, la funión Pǫ0 no onstruye un ǫ0-ordinal apropiado en formanormal de Cantor. Una posible soluión es inrementar los ordinales asoiadosa ada término por 1.Sea a = [a1, . . . , ak] ∈ T [X]. El ǫ0-ordinal asoiado on a, Tǫ0(a) será elsiguiente.
Tǫ0(a) =

{

1, si n = 0

ωωn+a1 + · · ·+ ωω+an + 1, e.o..En Al2 la de�niión de términos quedaría de la siguiente forma.(defun termino->e0-ordinal (a)(if (endp a)1 ; iniialmente 0(ons (ons (len a) (first a))(termino->e0-ordinal (rest a)))))Obviamente, este ambio no altera la buena fundamentaión del orden demonomios. Con esta pequeña modi�aión, los ordinales se asignan a lospolinomios omo sigue.Sea p = m1 + · · · + mn un polinomio normalizado y mi = ci · X
[ai1,...,aik ],

1 ≤ i ≤ n sus monomios. El ǫ0-ordinal asoiado on p, Pǫ0(p), será el siguiente.
[m1, . . . , mn] 7−→

n∑

i=1

ω
Pk

j=1 ω
ωk−j+1+aij +1.



118 Órdenes polinómiosA ontinuaión se puede ya proeder a demostrar la buena fundamentaiónde este orden sobre polinomios.Teorema 4.16. El orden sobre polinomios, <, está bien fundamentado.Sean p, q ∈ C[X], p < q y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales entones
Pǫ0(p) <ǫ0 Pǫ0(q)En Al2,(defthm buena-fundamentaion-<(and (implies (polinomiop p)(e0-ordinalp (polinomio->e0-ordinal p)))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (< p q))(e0-ord-< (polinomio->e0-ordinal p)(polinomio->e0-ordinal q)))):rule-lasses :well-founded-relation)Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea S (p, q) ≡

Pǫ0(p) <ǫ0 Pǫ0(q):1. q = 0→ S (p, q)2. (q 6= 0 ∧ S (resto(p), resto(q)))→ S (p, q)Caso base: q = 0Inmediata por la de�niión de <, <ǫ0 y y Pǫ0.Paso de induión:Por hipótesis de induión:
Pǫ0(resto(p)) <ǫ0 Pǫ0(resto(q))entones

Pǫ0(p) =

Mǫ0(mp(p)) + Pǫ0(resto(p)) <ǫ0 (def. Pǫ0)
Mǫ0(mp(p)) + Pǫ0(resto(q)) <ǫ0 (hip. ind. y def. <ǫ0)
Mǫ0(mp(q)) + Pǫ0(resto(q)) = (p < q, teo. 4.10 y def. <ǫ0)
Pǫ0(q) (def. Pǫ0)



4.4 Orden polinómio induido 119
Una alternativa a la modi�aión de termino->e0-ordinal onsiste en am-biar polinomio->e0-ordinal adeuadamente. Esta última posibilidad tienela ventaja de separar dos oneptos: el desarrollo de órdenes de monomios yel desarrollo de órdenes polinómios induidos.(defun polinomio->e0-ordinal (p)(if (endp p)0(ons (inrementa-ordinal (monomio->e0-ordinal (primero p)))(polinomio->e0-ordinal (resto p)))))(defun inrementa-ordinal (a)(if (onsp a)(if (and (atom (rest a)) (integerp (rest a)))(ons (first a) (+ (rest a) 1))(ons (first a) (inrementa-ordinal (rest a))))(if (and (integerp a) (<= 0 a))(+ a 1)a)))Como se puede ver, el ordinal devuelto por la funión monomio->e0-ordinalse inrementa por la funión inrementa-ordinal. Se demuestra que el in-remento on esta funión de un ordinal es también un ordinal y que noprodue 0.(defthm |e0-ordinalp(a) => e0-ordinalp(inrementa-ordinal(a))|(implies (e0-ordinalp a)(e0-ordinalp (inrementa-ordinal a))))(defthm |~(inrementa-ordinal(a) = 0)|(not (equal (inrementa-ordinal a) 0)))La propiedad fundamental demostrada sobre esta funión es que si un ordinales menor que otro, entones seguirá siendo menor uando se inrementen.(defthm |a <e0 b => a + 1 <e0 b + 1|(implies (and (e0-ordinalp a) (e0-ordinalp b)(e0-ord-< a b))(e0-ord-< (inrementa-ordinal a)(inrementa-ordinal b))))



120 Órdenes polinómiosUna vez que se demuestran estos teoremas, estamos en ondiión de estableerla orreión de la inmersión ordinal de los polinomios y, por tanto, la buenafundamentaión del orden de polinomios.Por último, se demuestra que no hay ningún ordinal entre un ordinal y suinremento.(defthm |~(a <e0 b & b <e0 a + 1)|(implies (and (e0-ordinalp a) (e0-ordinalp b))(not (and (e0-ord-< a b)(e0-ord-< b (inrementa-ordinal a))))))4.5. ResumenEn este apítulo:Hemos desarrollado en Al2 un orden sobre polinomios.Hemos demostrado que este orden está bien fundamentado.Hemos obtenido, omo subproduto de la demostraión de buena fun-damentaión, una inmersión de los polinomios en los ǫ0-ordinales.La únia forma de demostrar en Al2 la buena fundamentaión de una re-laión es mediante inmersión ordinal. La buena fundamentaión de los ǫ0-or-dinales on su orden habitual es un resultado metateório en Al2.El orden sobre los polinomios se ha desarrollado de manera modular elevandolas propiedades de buena fundamentaión desde los términos a los monomiosy de ahí a los polinomios. Los oe�ientes quedan exluidos del proeso:realmente, estamos formalizando la noión matemátia de orden lexiográ�osobre polinomios. Hemos mostrado también ómo el desarrollo del ordensobre monomios y el de su orden polinómio induido se pueden realizarindependientemente.La prinipal utilidad de este orden es la de onstituir una base sólida para de-mostrar la terminaión de las reduiones sobre polinomios que apareen im-pliadas en el desarrollo del algoritmo de Buhberger. Más adelante, veremosque estas reduiones produen siempre polinomios más pequeños respetodel orden que aabamos de de�nir. Esto, unido a su buena fundamentaión,nos permitirá demostrar la existenia de formas normales.



Capítulo 5Polinomios raionales
5.1. IntroduiónComo ya se apuntó en el apítulo 3, en nuestra experienia, el onjuntode propiedades neesarias para veri�ar algoritmos de ierta entidad sobrepolinomios (y el algoritmo de Buhberger es uno de ellos) supera on muhoa las propiedades básias de anillo. Esto nos ha llevado a su extensión endiferentes aspetos.Por un lado, es neesario instaniar el anillo de polinomios on oe�ientesabstratos implementado en el apítulo 3 para obtener una implementaiónejeutable. En onreto, obtendremos el anillo de polinomios sobre el uer-po de los números raionales. Al2 ya posee una formalizaión de Q por loque emplear este uerpo resulta una buena eleión. Por ejemplo, el sistemaontiene un proedimiento de deisión para la aritmétia lineal, esto nos des-arga en muhas oasiones de la pesada tarea de demostrar un gran númerode propiedades triviales sobre los números.Estos polinomios raionales serán los que empleemos en la onstruión delalgoritmo de Buhberger. Nótese que no bastaría on un anillo de oe�ientes,ya que el algoritmo original neesita polinomios de�nidos sobre un uerpo deoe�ientes.Por otro lado, también va a ser neesario poder omprobar si un término esdivisible por otro, poder realizar la división en tal aso, y alular el máximoomún divisor de dos términos. Será neesario extender los términos paraontemplar dihas operaiones.



122 Polinomios raionalesConviene, del mismo modo, por motivos ténios que expliaremos más ade-lante, que el onjunto soporte de las variables sea el mismo para todos lospolinomios. Esto nos llevará a de�nir la noión de polinomio uniforme.En este apítulo se presentan todas estas extensiones, sin las que no seríaposible demostrar la orreión del algoritmo de Buhberger.5.2. Anillos de polinomios raionalesEl anillo de polinomios raionales se obtiene diretamente y sin di�ultadpor instaniaión funional a partir del anillo de polinomios on oe�ien-tes arbitrarios implementado en el apítulo 3. Su formalizaión se enuen-tra en el diretorio polinomios-raionales y se ompone de los siguien-tes �heros: raional.lisp en el paquete RAC; termino.lisp en el paqueteRAC-TER; monomio.lisp en RAC-MON; polinomio.lisp, forma-normal.lisp,ongruenias-suma.lisp, ongruenias-produto.lisp, opuesto.lisp,suma.lisp y produto.lisp, todos ellos en el paquete RAC-POL; por último,orden.lisp y polinomio-normalizado.lisp en el paquete RAC-NPOL.Nótese que se ambia de paquete (del paquete POL al RAC-POL, del NPOLal RAC-NPOL, et.) para poder seguir utilizando los mismos nombres en lasoperaiones de polinomios.Para ello sólo es neesario proporionar una de�niión apropiada para las ope-raiones de oe�ientes y términos abstratas presentadas en los enapsuladosde las seiones 3.3.1 y 3.3.2, y demostrar los axiomas orrespondientes.Dihas de�niiones se onstruirán justamente on los testigos utilizados enla formalizaión. Dihos testigos utilizan preisamente las operaiones de losnúmeros raionales implementados en Al2.5.2.1. Cuerpo de raionalesSobre el onjunto de oe�ientes raionales son neesarias, además de las deanillos, las propiedades que lo estruturan omo uerpo.De�niión 5.1. Sea C un onjunto, + y · operaiones binarias en C, −una operaión unaria en C, 0, 1 ∈ C y −1 una operaión unaria en C \ {0}.Deimos que 〈C, +,−, ·, −1, 0, 1〉 es un uerpo si:
〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es un anillo onmutativo on identidad.



5.2 Anillos de polinomios raionales 123
〈C \ {0}, ·, −1, 1〉 es un grupo.Por tanto, para estruturar a nuestros oe�ientes omo uerpo, se de�nirá lafunión de división de dos raionales utilizando la que ya está implementadaen el sistema.(defun / (a b)(LISP::/ a b))Finalmente lo únio que tenemos que añadir para tener el uerpo de raionaleses la propiedad de anelaión del produto respeto de la división. Para todo

c ∈ C \ {0}, c · c−1 = 1. El teorema Al2 orrespondiente es el siguiente.(defthm |a * (1 / a) = 1|(implies (and (raionalp a)(not (= a (nulo))))(= (* a (/ (identidad) a)) (identidad))))Algunas de las propiedades adiionales que se demuestran sobre la funióndivisión on sus teoremas Al2 orrespondientes son las siguientes:
a 6= 0 ∈ Q, a/a = 1(defthm |a / a = 1|(implies (and (raionalp a)(not (= a (nulo))))(= (/ a a) (identidad))))
a ∈ Q, a/1 = a(defthm |a / 1 = a|(implies (raionalp a)(equal (/ a (identidad)) a)))
a 6= 0, b ∈ Q, (b · a)/a = b(defthm |(b * a) / a = b|(implies (and (raionalp a) (raionalp b)(not (= a (nulo))))(= (/ (* b a) a) b)))



124 Polinomios raionales
a 6= 0, b ∈ Q, (b/a) · a = (b · a)/a(defthm |(b / a) * a = (b * a) / a|(implies (and (raionalp a) (raionalp b)(not (= a (nulo))))(= (* (/ b a) a) (/ (* b a) a))))
a, b ∈ Q, a · (1/b) = a/b(defthm |a * (1 / b) = a / b|(implies (and (raionalp a) (raionalp b))(equal (* a (/ (identidad) b))(/ a b))))
a, b, c ∈ Q, a · (b/c) = (a · b)/c(defthm |a * (b / ) = (a * b) / |(implies (and (raionalp a) (raionalp b) (raionalp ))(equal (* a (/ b )) (/ (* a b) ))))Las demostraiones de todas estas propiedades en Al2 son inmediata apartir de las de�niiones de las operaiones sobre números y sus propiedadesque están inorporadas en el sistema.5.2.2. Anillos de polinomios raionalesFinalmente, por instaniaión funional, se obtienen todas las propiedadesdel anillo onmutativo on identidad de polinomios raionales. Los teoremasAl2 orrespondientes son los siguientes:
〈Q[X], +,−, 0〉 es un grupo onmutativo:
• Asoiativa: |(p + q) + r = p + (q + r)| en suma.lisp.
• Conmutativa: |p + q = q + p| en suma.lisp.
• Neutro: |0 + p = p| en suma.lisp.
• Opuesto: |p + (- p) = 0| en opuesto.lisp.

〈Q[X], ·, 1〉 es un monoide onmutativo:
• Asoiativa: |(p * q) * r = p * (q * r)| en produto.lisp.



5.3 Divisibilidad 125
• Conmutativa: |p * q = q * p| en produto.lisp.
• Neutro: |1 * p = p| en produto.lisp.

· distribuye respeto de +: |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)| enproduto.lisp.Además se demuestra que la relaión de orden está bien fundamentada:Irre�exiva: |~(p < p)| en orden.lisp.Transitiva: |p < q & q < r => p < r| en orden.lisp.Bien fundamentada: buena-fundamentaion-< en orden.lisp.Por último en el �hero polinomio-normalizado se introduen las orres-pondientes operaiones normalizadas de los polinomios raionales y se de-muestran sus propiedades de anillo por instaniaión funional.Estos polinomios raionales normalizados obtenidos son los que onstituyenla base para el algoritmo de Buhberger. A partir de ahora uando se hablede polinomios nos referiremos a Q[X] representado por polinomios normali-zados.5.3. DivisibilidadAl abordar el problema de la parada del algoritmo de Buhberger intervie-ne, entre otros, el onepto de divisibilidad entre términos. A ontinuaiónproedemos a de�nir esta relaión entre términos que está formalizada entermino-division.lisp.De�niión 5.2. Sean a = X [a1,...,ak], b = X [b1,...,bk] ∈ T [X] entones se dieque b es divisible por a o que a divide a b, y se notará por a | b, si ai ≤ bipara todo 1 ≤ i ≤ k.En Al2,(defun dividep (a b)(ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))t)((not (terminop a)) t)



126 Polinomios raionales((not (terminop b)) nil)((endp a) t)((endp b) (endp a))(t (and (LISP::<= (first a) (first b))(dividep (rest a) (rest b))))))Nótese que la funión se de�ne de manera que trate los asos anómalos deforma razonable.La relaión de divisibilidad tiene las propiedades re�exiva, antisimétria ytransitiva.Teorema 5.3 (re�exividad). Sea a ∈ T [X]. Entones, a divide a a. EnAl2,(defthm |dividep(a, a)|(dividep a a))Teorema 5.4 (antisimetría). Sean a, b ∈ T [X]. Si a divide a b y b dividea a, entones a = b. En Al2,(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, a) => a = b|(implies (and (terminop a) (terminop b))(implies (and (dividep a b) (dividep b a))(= a b))))Teorema 5.5 (transitividad). Sean a, b, c ∈ T [X]. Si a divide a b y bdivide a c, entones a divide a c. En Al2,(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, ) => dividep(a, )|(implies (and (dividep a b) (dividep b ))(dividep a )))Otra propiedad que también será empleada en varias oasiones es que si untérmino divide a otro, entones también divide al produto de ese términoon otro:(defthm |dividep(a, b) => dividep(a,  * b)|(implies (dividep a b)(dividep a (*  b))))



5.3 Divisibilidad 127Una vez de�nido el onepto de divisibilidad, se de�ne la funión de divisiónentre dos términos y la de mínimo omún múltiplo.De�niión 5.6. Sean a = X [a1,...,ak ], b = X [b1,...,bk] ∈ T [X] tal que a esdivisible por b. Entones la división entre términos, notada por /, se de�nede la siguiente manera:
a/b = X [a1,...,ak]/X [b1,...,bk] = X [a1−b1,...,ak−bk]En Al2,(defun / (a b)(ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) (uno))((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(ons (LISP::- (first a) (first b))(/ (rest a) (rest b))))))Algunas de las propiedades adiionales que se demuestran sobre la funióndivisión on sus teoremas Al2 orrespondientes son las siguientes:

a, b ∈ T [X], a | b =⇒ a · (b/a) = b(defthm |a * (b / a) = b|(implies (and (terminop a) (terminop b) (dividep a b))(equal (* a (/ b a)) b)))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b) ≡ a | b =⇒ a · (b/a) = b:1. b = []→ P(a, b)2. (b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)

a, b, c ∈ T [X], b | a =⇒ (a/b) · c = (a · c)/b(defthm |(a / b) *  = (a * ) / b|(implies (and (terminop b) (terminop ) (dividep b a))(equal (* (/ a b) )(/ (* a ) b))))



128 Polinomios raionalesLa demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ b | a =⇒ (a/b) · c = (a · c)/b:1. (c = [] ∨ a/b = [])→ P(a, b, c)2. (c 6= [] ∧ a/b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)

a, b, c ∈ T [X], c | b =⇒ a · (b/c) = (a · b)/c(defthm |a * (b / ) = (a * b) / |(implies (and (terminop a) (terminop b)(terminop ) (dividep  b))(equal (* a (/ b ))(/ (* a b) ))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ c | b =⇒ a · (b/c) = (a · b)/c:1. (b = [] ∨ c = [])→ P(a, b, c)2. (b 6= [] ∧ c 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)De�niión 5.7. Sean X [a1,...,ak], X [b1,...,bk] ∈ T [X]. El mínimo omún múltiplode ambos términos se de�ne por:mm(X [a1,...,ak], X [b1,...,bk]) = X [max(a1,b1),...,max(ak ,bk)]donde la funión max alula el máximo de dos números naturales. En Al2,(defun mm (a b)(ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) b)((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(ons (max (first a) (first b))(mm (rest a) (rest b))))))Algunas de las propiedades neesarias sobre esta funión son las siguientes:
a, b ∈MQ[X], mm(a, b) = mm(b, a)



5.4 Pertenenia 129(defthm |mm(a, b) = mm(b, a)|(equal (mm a b) (mm b a)))La demostraión de esta propiedad se realiza por induión siguiendoel siguiente esquema. Sea P(a, b) ≡ mm(a, b) = mm(b, a):1. (a = [] ∨ b = [])→ P(a, b)2. (a 6= [] ∧ b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)

a, b ∈MQ[X], a | mm(a, b)(defthm |dividep(a, mm(a, b))|(implies (and (terminop a) (terminop b))(dividep a (mm a b))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b) ≡ a | mm(a, b):1. a = []→ P(a, b)2. (a 6= [] ∧ primero(mm(a, b)) < primero(a))→ P(a, b)3. (a 6= []∧primero(a) ≤ primero(mm(a, b))∧P(resto(a), resto(b)))→P(a, b)

a, b, c ∈MQ[X], a | c ∧ b | c =⇒ mm(a, b) | c(defthm |dividep(a, ) & dividep(b, ) => dividep(mm(a, b),)|(implies (and (terminop ) (dividep a ) (dividep b ))(dividep (mm a b) )))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ a | c ∧ b | c =⇒ mm(a, b) | c:1. (a = [] ∨ b = [])→ P(a, b, c)2. (a 6= [] ∧ b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)5.4. PerteneniaAdemás será también neesario de�nir operaiones de pertenenia de mono-mios y términos a polinomios.



130 Polinomios raionalesDe�niión 5.8. Sean m un monomio y p = m1 + . . . + mn un polinomio,entones m ∈ p si, y sólo si, existe un i (1 ≤ i ≤ n) tal que m = mi. EnAl2,(defun en-monomio (m p)(ond ((nulop p)nil)((equal m (primero p))t)(t(en m (resto p)))))Algunas de las propiedades neesarias sobre la funión anterior son las si-guientes:
p ∈ Q[X] ∧ tp(m1) 6= tp(m2) =⇒ (m1 ∈ p ⇐⇒ m1 ∈ (m2 +<

M p))(defthm |m1 en p & tp(m1) != tp(m2) => m1 en m2 +M p|(implies (and (polinomiop p) (en-monomio m1 p)(not (equal (termino m2) (termino m1))))(en-monomio m1 (RAC-POL::+-monomio m2 p))))(defthm |tp(m1) != tp(m2) & m1 en (m2 +M p) => m1 en p|(implies (and (not (equal (termino m1) (termino m2)))(en-monomio m1 (RAC-POL::+-monomio m2 p)))(en-monomio m1 p)))El primer teorema Al2 (orrespondiente a la impliaión a la dereha)se demuestra siguiendo el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡ m1 ∈
p ∧ tp(m1) 6= tp(m2) =⇒ m1 ∈ (m2 +<

M p)):1. (m2 = 0 ∨ p = 0)→ P(m1, m2, p)2. (m2 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p) ≤ tp(m2))→ P(m1, m2, p)3. (m2 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(m2) < tp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p))) →P(m1, m2, p)El segundo teorema (orrespondiente a la impliaión a la izquierda) sedemuestra siguiente el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡ tp(m1) 6=tp(m2) ∧m1 ∈ (m2 +<
M p) =⇒ m1 ∈ p:1. m1 = mp(p)→ P(m1, m2, p)



5.4 Pertenenia 1312. (m1 6= mp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)

m ∈ p =⇒ (−m) ∈ (−p)(defthm |m en p => (- m) en (- p)|(implies (and (polinomiop p) (en-monomio m p))(en-monomio (RAC-MON::- m) (- p))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ m ∈ p =⇒ (−m) ∈ (−p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p, q ∈ Q[X]∧m1 ∈ p∧m2 ∈ q∧ tp(m1) = tp(m2)∧ p(m1)+ p(m2) 6=
0 =⇒ (m1 + m2) ∈ (p + q)(defthm |m1 en p & m2 en q & m1 + m2 != 0 => (m1+m2) en (p+q)|(let (( (RAC::+ (oefiiente m1) (oefiiente m2))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(en-monomio m1 p) (en-monomio m2 q)(equal (termino m1) (termino m2))(monomiop m1) (monomiop m2)(not (equal  (RAC::nulo))))(en-monomio (RAC-MON::+ m1 m2) (+ p q)))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m1, m2, p, q) ≡ m1 ∈ p ∧ m2 ∈ q ∧ tp(m1) = tp(m2) ∧p(m1) + p(m2) 6= 0 =⇒ (m1 + m2) ∈ (p + q):1. p = 0→ P(m1, m2, p, q)2. (p 6= 0 ∧m1 = mp(p))→ P(m1, m2, p, q)3. (p 6= 0 ∧m1 6= mp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p), q))→ P(m1, m2, p, q)Nótese que, en general, para demostrar estos teoremas haen falta diversoslemas. En onreto, en el aso del último teorema (que se utiliza en la de-mostraión del aso 3 del teorema 7.16) es neesario apliar propiedades talesomo:Sean m ∈MQ[X] y p ∈ Q[X]; si tp(m) /∈ p entones m /∈ p.Sean m ∈MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m ∈ q y m es mayor que los monomiosde p entones m ∈ (p + q)



132 Polinomios raionalesSean m1, m2 ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m1 ∈ p y tp(m1) 6= tp(m2)entones m1 ∈ (m2 +<
M p).Sean m1, m2 ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m1 ∈ p, tp(m1) = tp(m2) yp(m1) + p(m2) 6= 0 entones (m1 + m2) ∈ (m2 +<

M p).Sean m ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si tp(p) < tp(m) entones m es unmonomio mayor a todos los monomios de p.Para la formulaión de algunas de esas propiedades es neesario el oneptode pertenenia de un término a un polinomio.De�niión 5.9. Sean t un término y p = m1 + . . . + mn un polinomio,entones t ∈ p si, y sólo si, existe i (1 ≤ i ≤ n) tal que t = tp(mi). En Al2,(defun en-termino (te p)(ond ((nulop p)nil)((equal te (termino (primero p)))(primero p))(t (en-termino te (resto p)))))Nótese que en-termino devuelve falso si el término que reibe omo primerparámetro no está en el polinomio que reibe omo segundo parámetro. Enaso de que esté entones devuelve el monomio orrespondiente del polinomio.De la misma forma que on la funión en-monomio presentaremos sólo algu-nos de las propiedades que se neesitan demostrar sobre esta funión.
p ∈ Q[X], m ∈ MQ[X] y p no tiene ningún término igual a tp(m)entones m /∈ p.(defthm |!(tp(m) en p) => !(m en p)|(implies (and (polinomiop p)(not (en-termino (termino m) p)))(not (en-monomio m p))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) /∈ p =⇒ m /∈ p:1. p = 0→ P(m, p)



5.4 Pertenenia 1332. (p 6= 0 ∧m = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧m 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p, q ∈ Q[X] ∧m ∈ p ∧ tp(m) /∈ q =⇒ m ∈ (p + q)(defthm |m en p & !(tp(m) en q) => m en (p + q)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (en-monomio m p)(not (en-termino (termino m) q)))(en-monomio m (+ p q))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ m ∈ p ∧ tp(m) /∈ q =⇒ m ∈ (p + q):1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧m = mp(p))→ P(m, p, q)3. (p 6= 0 ∧m 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)tp(m) ∈ p =⇒ tp(mp) = tp(m), donde mp es el monomio de p on elmismo término que el monomio m.(defthm |tp(m(p) en p) => tp(m)|(implies (en-termino (termino m) p)(equal (termino (en-termino (termino m) p))(termino m))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) ∈ p =⇒ tp(mp) = tp(m):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧mp = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧mp 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)tp(m) ∈ p =⇒ mp ∈ p, donde mp es el monomio de p on el mismotérmino que el monomio m.(defthm |tp(m) en p => m(p) en p|(implies (en-termino (termino m) p)(en-monomio (en-termino (termino m) p) p)))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) ∈ p =⇒ mp ∈ p:



134 Polinomios raionales1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧mp = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧mp 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p ∈ Q[X] ∧ −m ∈ p =⇒ tp(m) /∈ m +<
M p(defthm |- m en p => !(tp(m) en (m +M p)|(implies (and (monomiop m) (polinomiop p)(en-monomio (RAC-MON::- m) p))(not (en-termino (termino m)(RAC-POL::+-monomio m p))))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ −m ∈ p =⇒ tp(m) /∈ m +<

M p:1. (p = 0 ∨m = 0)→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧m 6= 0 ∧ tp(p) ≤ tp(m))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧ ∧m 6= 0 ∧ tp(m) < tp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Por último, también de�nimos la pertenenia de un polinomio a un onjunto�nito de polinomios.De�niión 5.10. Sean p un polinomio y F = {f1, . . . , fn} un onjunto depolinomios, entones p ∈ F si, y sólo si, existe un i (1 ≤ i ≤ n) tal que
p = fi. En Al2,(defun en (p F)(ond ((atom F)nil)((equal p (first F))t)(t(en p (rest F)))))Hay que resaltar la antidad de lemas auxiliares neesarios sobre las opera-iones de términos, monomios y polinomios. Entre ellos están los teoremasde tipos que también son neesarios sobre la mayoría de las operaiones.En onreto, y por poner un ejemplo de este tipo de teoremas, nótese quesobre la funión anterior se tiene que:



5.5 Uniformidad 135Si F es un onjunto �nito de polinomios y p ∈ F , entones p ∈ Q[X](defthm |polinomiosp(F) & en(p, F) => polinomiop(p)|(implies (and (polinomiosp F) (en p F))(polinomiop p)))donde polinomiosp se de�ne de la siguiente forma:(defun polinomiosp (F)(if (atom F)(equal F nil)(and (polinomiop (first F))(polinomiosp (rest F)))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, F ) ≡ F ⊂ Q[X] ∧ p ∈ F =⇒ p ∈ Q[X]:1. F = []→ P(p, F )2. (F 6= [] ∧ p = primero(F ))→ P(m, p)3. (F 6= [] ∧ p 6= primero(F ) ∧ P(p, resto(F )))→ P(p, F )Si F es un onjunto �nito de polinomios y p 6= 0 ∈ F , entones mp(p) ∈
MQ[X](defthm |polinomiosp(F) & p en F & p != 0 => monomiop(mp(p))|(implies (and (polinomiosp F) (en p F) (not (nulop p)))(monomiop (primero p))))La demostraión Al2 de este teorema es inmediata utilizando la pro-piedad anterior y que el monomio prinipal de un polinomio no nulo esun monomio.5.5. UniformidadOtro problema se presenta en el heho de que la formalizaión en la que nosapoyamos para demostrar la parada del algoritmo de Buhberger (véase elapítulo 8) trabaja on seuenias de términos uniformes, esto es, seueniasde términos on el mismo número de variables. Esto hae que haya que in-troduir el onepto de polinomio uniforme y demostrar que ada una de lasoperaiones sobre polinomios preservan la uniformidad. Su formalizaión seenuentra en el �hero k-polinomio.lisp.



136 Polinomios raionalesNótese que la implementaión heha en el apítulo 3 de los polinomios esmás �exible y permite que los términos, y onseuentemente los monomios,que formen un determinado polinomio puedan tener un número diferentede variables. Es en la implementaión de las operaiones que trabajan onpolinomios donde se tiene en uenta esta posibilidad, extendiéndose sus om-portamientos de manera adeuada para que mantengan las propiedades deanillo.La uniformidad de la representaión y el heho de que el lenguaje sea apli-ativo (es deir, no hay variables globales) introduen la neesidad de unparámetro adiional en ada funión que opere on polinomios. Este pará-metro puede obviarse aordando de antemano un número �jo de variables.De aquí en adelante, notaremos por k ese número �jo de variables.5.5.1. Polinomios uniformesEl onepto de polinomio uniforme de k variables se implementa en Al2on la funión k-uniformep y el de polinomio normalizado uniforme de kvariables on la maro k-polinomiop. Reuérdese que polinomiop es el re-onoedor de polinomios normalizados que lo que hae es omprobar si elobjeto que se le pasa es una lista de monomios no nulos en un orden estri-tamente dereiente.(defun<k> k-uniformep (p)(if (nulop p)(equal p (nulo))(and (k-monomiop (primero p))(k-uniformep (resto p)))))(defmaro k-polinomiop (p)`(and (polinomiop ,p)(k-uniformep ,p)))En estas de�niiones se exige que explíitamente aparezan k variables enlos monomios de los polinomios. Para ello se ha reado un nuevo evento enel sistema, defun<k>, on el que se introduen nuevos nombres de funión�jando el número de variables a k. En onreto, el evento defun<k> anteriorse transforma en los dos siguientes, permitiendo no tener que estar pasandola variable extra k ada vez que se haga referenia a estas funiones. Con estose onsigue una mayor laridad en la exposiión de los teoremas y legibilidaddel ódigo resultante.



5.5 Uniformidad 137(defmaro k-uniformep (p)`(k-uniformep-k ,p k))(defun k-uniformep-k (p k)(if (nulop p)(equal p (nulo))(and (k-monomiop (primero p))(k-uniformep-k (resto p) k))))Por otro lado, un monomio es uniforme de k variables si es un monomio uyotérmino es uniforme de k variables.(defmaro k-monomiop (m)`(and (monomiop ,m)(k-terminop (termino ,m))))Por último, k-terminop omprueba si el objeto que se le pasa es un términode k variables. Este reonoedor se implementa en Al2 mediante la marosiguiente.(defmaro k-terminop (te)`(k-terminop-k ,te k))(defun k-terminop-k (te k)(ond ((zp k) (null te))((not (naturalp (first te))) nil)(T (k-terminop-k (rest te) (1- k)))))Nótese que aquí no podemos emplear el evento defun<k> ya que la funiónk-terminop-k modi�a k en ada llamada reursiva y, por tanto, no sigue elpatrón para poder emplear defun<k>.Lo mismo ourre uando se de�ne el término nulo de de k variables:(defmaro k-termino-nulo ()`(k-termino-nulo-k k))(defun k-termino-nulo-k (k)(ond ((not (naturalp k)) nil)((zp k) nil)(t (ons 0 (k-termino-nulo-k (ACL2::- k 1))))))



138 Polinomios raionalesEsta maro se utiliza para de�nir el monomio identidad de k variables que,a su vez, se usa para de�nir el polinomio identidad de k variables.(defun<k> k-monomio-identidad ()(monomio (RAC::identidad) (k-termino-nulo)))(defun<k> k-identidad ()(polinomio (k-monomio-identidad)))Además omo habitualmente trabajamos on seuenias de polinomios, de-�nimos también la seuenia de polinomios uniformes de k variables de lasiguiente forma.(defun<k> k-uniformesp (F)(if (endp F)(equal F nil)(and (k-uniformep (first F))(k-uniformesp (rest F)))))(defmaro k-polinomiosp (F)`(and (polinomiosp ,F)(k-uniformesp ,F)))Nótese que a partir de ahora trabajaremos on polinomios normalizados yuniformes de k variables sobre el uerpo de oe�ientes de los números raio-nales.Por tanto, mp(p) hará referenia al monomio prinipal de p on respeto a
<M y resto(p) hará referenia al resto del polinomio.5.5.2. PropiedadesDemostraremos ahora que ada una de las operaiones sobre polinomios pre-servan la uniformidad. Los teoremas fundamentales sobre las operaiones delanillo de polinomios se exponen a ontinuaión:Uniformidad de la forma normal de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(fn(p))|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (fn p))))



5.5 Uniformidad 139La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p) ≡ k-uniformep(p) =⇒ k-uniformep(fn(p)):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Uniformidad de la suma desnormalizada de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p +D q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (RAC-POL::+ p q))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, q) ≡ k-uniformep(p)∧k-uniformep(q)⇒ k-uniformep(p+d

q):1. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Uniformidad de la suma de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p + q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (+ p q))))La demostraión en Al2 de esta propiedad es inmediata utilizandolas dos propiedades anteriores.Uniformidad del produto desnormalizado de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p *D q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (RAC-POL::* p q))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, q) ≡ k-uniformep(p)∧k-uniformep(q)⇒ k-uniformep(p ·d
q):1. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Uniformidad del produto de dos polinomios uniformes.



140 Polinomios raionales(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p * q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (* p q))))La demostraión en Al2 de esta propiedad es inmediata utilizando lapropiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomiouniforme.Uniformidad del opuesto sin normalizaión de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(-D p)|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (RAC-POL::- p))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p) ≡ k-uniformep(p) =⇒ k-uniformep(−d p):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Uniformidad del opuesto de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(- p)|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (- p))))La demostraión en Al2 de esta propiedad es inmediata utilizando lapropiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomiouniforme.Estos teoremas se demuestran por induión sobre la estrutura de las ope-raiones y ayudados por algunos lemas.Como adiionalmente utilizaremos las operaiones de produto, división ymínimo omún múltiplo de términos, así omo el opuesto y la división demonomios será neesario demostrar también que estas funiones preservan launiformidad:Uniformidad de la división de dos términos uniformes y divisibles.(defthm |k-termsp(t1 & t2) & divp(t2, t1) => k-termp(t1 / t2)|(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2)(dividep t2 t1))(k-terminop (/ t1 t2))))



5.6 Resumen 141La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(t1, t2) ≡ k-terminop(t1) ∧ k-terminop(t2) ∧ t2 | t1 =⇒k-terminop(t1/t2):1. (t1 = [] ∨ t2 = [])→ P(t1, t2)2. (t1 6= [] ∧ t2 6= [] ∧ P(resto(t1), resto(t2)))→ P(t1, t2)Uniformidad del mínimo omún múltiplo de dos términos uniformes.(defthm |k-terminop(mm(t1, t2))|(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2))(k-terminop (mm t1 t2))))La demostraión se realiza por induión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(t1, t2) ≡ k-terminop(t1) ∧ k-terminop(t2) ∧ t2 | t1 =⇒k-terminop(mm(t1, t2)):1. (t1 = [] ∨ t2 = [])→ P(t1, t2)2. (t1 6= [] ∧ t2 6= [] ∧ P(resto(t1), resto(t2)))→ P(t1, t2)Uniformidad del opuesto de la división de dos monomios uniformes ydivisibles.(defthm |k-monsp(m1 & m2) & divp(tm2, tm1) => k-monp(-m1/m2))|(implies (and (k-monomiop m1) (k-monomiop m2)(dividep (termino m2) (termino m1)))(k-monomiop (- (/ m1 m2)))))La demostraión en Al2 de esta última propiedad es inmediata utili-zando la propiedad anterior y que el término de un monomio es igualal de su opuesto.5.6. ResumenEn este apítulo:Hemos instaniado el anillo de polinomios on oe�ientes abstratospara obtener una implementaión ejeutable y veri�ada de los polino-mios raionales.



142 Polinomios raionalesHemos extendido los términos para inluir oneptos relaionados onla división.Hemos desarrollado el onepto de polinomio uniforme omo una formade asegurar que se emplean siempre las mismas variables.Hemos desarrollado funiones para omprobar la pertenenia de térmi-nos y monomios a polinomios y de polinomios a listas de polinomios,demostrando algunas de sus propiedades más importantes.Hemos demostrado que la uniformidad se preserva por todas las ope-raiones polinómias desarrolladas.Por otro lado, nótese que los polinomios abstratos onstruidos y que, eneste apítulo, se han instaniados para obtener los polinomios raionales sepueden utilizar para desarrollar ualquier otro anillo de polinomios.En onreto, esta formalizaión se ha instaniado también para obtener po-linomios booleanos [35, 67℄, que se han utilizado on éxito para veri�arun proedimiento de deisión para la lógia proposiional basado en polino-mios [68℄.



Parte IIIIdeales y reduiones polinómias





Capítulo 6Ideales polinómios
6.1. IntroduiónLa siguiente estrutura algebraia a formalizar en nuestro amino haia laimplementaión y veri�aión del algoritmo de Buhberger es la de idealpolinómio. Esta estrutura juega un papel muy importante en la veri�aiónde este algoritmo, ya que una propiedad que ha de permaneer invariante alo largo de su ejeuión es que no se altere el ideal de la base iniial.Nótese que los polinomios raionales normalizados obtenidos en el apítuloanterior son los que onstituyen la base para formalizar estos ideales polinó-mios.En primer lugar, se presentará el problema más importante que resuelven lasbases de Gröbner: el de la pertenenia al ideal.A ontinuaión se de�ne en Al2 el onepto de ideal polinómio y se de-muestra que umple sus propiedades fundamentales. La formalizaión se en-uentra en el �hero ideal.lisp.6.2. Pertenenia a ideales polinómiosDe�niión 6.1. Sea 〈R, +, ·, 0, 1〉 un anillo e I ⊆ R. Se die que I es un idealde R si permanee errado bajo la suma y bajo el produto por elementos de



146 Ideales polinómios
R. Es deir:

a, b ∈ I =⇒ a + b ∈ I

a ∈ I ∧ b ∈ R =⇒ a · b ∈ IDe�niión 6.2. Sea a ∈ R y B, C ⊆ R. Se die que a es ombinaiónlineal de los elementos de B on oe�ientes en C, si existen b1, . . . , bn ∈ By c1, . . . , cn ∈ C tales que
a =

n∑

i=1

ci · biDe�niión 6.3. Sea B ⊆ R. El ideal generado por B (notado por 〈B〉), es elonjunto de las ombinaiones lineales de los elementos de B on oe�ientesen R.De�niión 6.4. Sea I ⊆ R un ideal. Deimos que B ⊆ R es una base de Isi I = 〈B〉.De�niión 6.5. Se die que el ideal I está �nitamente generado si tiene unabase �nita.En lo suesivo, sea p un polinomio y C y F seuenias de polinomios.De�niión 6.6 (ombinaión lineal). Se de�ne la ombinaión linealde los elementos de F = 〈f1, . . . , fn〉 on oe�ientes en C = 〈c1, . . . , cn〉,l(C, F ), omo sigue.l(C, F ) = c1 · f1 + . . . + cn · fn =

n∑

i=1

ci · fiEn Al2,(defun ombinaion-lineal (C F)(if (or (atom C) (atom F))(nulo)(+ (* (first C) (first F))(ombinaion-lineal (rest C) (rest F)))))De�niión 6.7 (pertenenia a un ideal). Se de�ne la pertenenia de pal ideal engendrado por F , 〈F 〉, mediante el siguiente prediado, ∈:
p ∈ 〈F 〉 ≡ ∃C p = l(C, F )



6.3 Estabilidad del ideal respeto a las operaiones 147Nótese que se podría haber oultado la apariión del uanti�ador existenialempleando en lugar de ∈ el siguiente prediado, ∈C :
p ∈C 〈F 〉 ≡ p = cl(C, F )Deimos que C en la de�niión anterior es un �testigo� de la pertenenia de

p a 〈F 〉. Ciertamente, se umple que:
p ∈ 〈F 〉 ≡ ∃C p ∈C 〈F 〉.Para la formalizaión en Al2 introduimos una funión de Skolem, restrin-gida por axiomas a devolver una lista de oe�ientes testigo de la perteneniaal ideal.(defun-sk<k> en-ideal (p F)(exists (C) (and (k-polinomiosp C)(equal p (ombinaion-lineal C F)))))En esta de�niión se exige que explíitamente aparezan k variables en losmonomios de los polinomios. Para ello se ha reado un nuevo evento en elsistema, defun-sk<k>, on el que se pueden introduir funiones de Sko-lem análogamente a omo lo hae defun-sk pero añadiendo un parámetroadiional, k.Más preisamente, el evento defun-sk<k> anterior equivale a un enapsuladoen el que se de�ne mediante defhoose una funión de eleión restringidapor axiomas a devolver un testigo de la existenia de los polinomios en C.Esta funión se emplea a través de una maro, en-ideal-witness, que reibep y F omo parámetros y que emplea la funión de eleión para obtener eltestigo de la pertenenia al ideal. Es deir, a�rmar que p ∈ 〈F 〉 equivale adeir que p = l(C, F ) donde C = en-ideal-witness(p, F ).6.3. Estabilidad del ideal respeto a las opera-ionesEn esta seión se demuestra la estabilidad del ideal respeto a las opera-iones del anillo de polinomios. Esta propiedad nos será de utilidad en losapítulos suesivos. Empezaremos, en primer lugar, por la operaión suma.Se demuestra que la suma de polinomios preserva la pertenenia al ideal onla ayuda del lema 6.9.



148 Ideales polinómiosDe�niión 6.8. Sean Cp = 〈p1, . . . , pn〉 y Cq = 〈q1, . . . , qn〉 seuenias depolinomios de la misma longitud n. Se de�ne la suma de seuenias de poli-nomios, notada por C+, de la siguiente forma.
C+(Cp, Cq) = 〈p1 + q1, . . . , pn + qn〉En Al2,(defun C+ (Cp Cq)(delare (xargs :measure (LISP::+ (len Cp) (len Cq))))(if (and (atom Cp) (atom Cq))nil(ons (+ (if (atom Cp) (nulo) (first Cp))(if (atom Cq) (nulo) (first Cq)))(C+ (rest Cp) (rest Cq)))))Nótese que para que esta funión sea admitida por el sistema ha sido nee-sario proporionarle explíitamente la medida que deree en ada llamadareursiva de la funión. Con la medida suministrada, Al2 demuestra laparada de la funión sin ningún problema.Lema 6.9. Sean Cp, Cq y F seuenias de polinomios de la misma longitud.Entones, l(C+(Cp, Cq), F ) = l(Cp, F ) + l(Cq, F )En Al2,(defthm |l(C+(Cp, Cq), F) = l(Cp, F) + l(Cq, F)|(equal (ombinaion-lineal (C+ Cp Cq) F)(+ (ombinaion-lineal Cp F) (ombinaion-lineal Cq F))))Demostraión. Por induión según el siguiente esquema. Sea P(Cp, Cq, F ) ≡l(C+(Cp, Cq), F ) = l(Cp, F ) + l(Cq, F ):1. (Cp = [] ∨ Cq = [])→ P (Cp, Cq, F )2. (Cp 6= [] ∧ Cq 6= [] ∧ P(resto(Cp), resto(Cq), resto(F )))→ P(Cp, Cq, F )



6.3 Estabilidad del ideal respeto a las operaiones 149Caso base: Cp = [] ∨ Cq = []Inmediata por la de�niión de C+ y l y porque 0 + p = p.Paso de induión:Por hipótesis de induión:l(C+(resto(Cp), resto(Cq)), resto(F )) =l(resto(Cp), resto(F )) + l(resto(Cq), resto(F ))Sean Cp = 〈p1, . . . , pn〉, Cq = 〈q1, . . . , qn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 entonesl(C+(Cp, Cq), F ) =

(p1 + q1) · f1 + l(C+(resto(Cp), resto(Cq)), resto(F )) =

(p1 + q1) · f1 + l(resto(Cp), resto(F )) + l(resto(Cq), resto(F )) =

p1 · f1 + q1 · f1 + l(resto(Cp), resto(F )) + l(resto(Cq), resto(F )) =

p1 · f1 + l(resto(Cp), resto(F )) + q1 · f1 + l(resto(Cq), resto(F )) =l(Cp, F ) + l(Cq, F )por de�niión de C+ y l , por hipótesis de induión y por propiedades depolinomios.
Para demostrar este teorema en Al2 es neesario suministrarle el esquemade induión que debe utilizar.(defun induion (Cp Cq F)(if (and (atom Cp) (atom Cq))F(induion (rest Cp) (rest Cq) (rest F))))La suma de polinomios preserva la pertenenia al ideal.Teorema 6.10 (lausura del ideal respeto a la suma). Sean p y qpolinomios, y F una seuenia de polinomios. Entones,

p ∈ 〈F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p + q ∈ 〈F 〉



150 Ideales polinómiosEn Al2,(defthm |p en <F> & q en <F> => p + q en <F>|(implies (and (en-ideal p F) (en-ideal q F))(en-ideal (+ p q) F)))Demostraión.
p ∈ 〈F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉

=⇒ ∃Cp p = l(Cp, F ) ∧ ∃Cq q = l(Cq, F ) (def. pertenenia a ideal)
=⇒ p + q = l(C+(Cp, Cq), F ) (lema 6.9)
=⇒ p + q ∈ 〈F 〉 (def. pertenenia a ideal)Nótese que C+(Cp, Cq) es el testigo de la pertenenia de p+q al ideal generadopor F .A ontinuaión se demuestra que el produto de un polinomio del ideal porotro polinomio preserva la pertenenia al ideal. Para la operaión produtose sigue el mismo esquema que para la suma. En primer lugar se de�ne unafunión que alula el testigo orrespondiente de la pertenenia al ideal, sedemuestra el lema 6.12 y �nalmente se demuestra el teorema deseado.De�niión 6.11. Sean p un polinomio y C = 〈c1, . . . , cn〉 una seueniade polinomios. Se de�ne el produto de un polinomio por una seuenia depolinomios de la siguiente forma.

C∗(p, C) = 〈p · c1, . . . , p · cn〉En Al2,(defun C* (p C)(delare (xargs :verify-guards nil))(if (atom C)nil(ons (* p (first C)) (C* p (rest C)))))Lema 6.12. Sean p un polinomio y C y F seuenias de polinomios de lamisma longitud. Entones,l(C ∗(p, C), F ) = p · l(C, F )



6.3 Estabilidad del ideal respeto a las operaiones 151En Al2,(defthm |l(C*(p, C)) = p * l(C, F)|(equal (ombinaion-lineal (C* p C) F)(* p (ombinaion-lineal C F))))Demostraión. Por induión según el esquema siguiente. Sea P (C, F, p) ≡l(C ∗(p, C), F ) = p · l(C, F ):1. (C = [] ∨ F = [])→ P(C, F, p)2. (C 6= [] ∧ F 6= [] ∧ P(resto(C), resto(F ), p))→ P (C, F, p)Caso base: C = [] ∨ F = []Inmediata por la de�niión de C∗ y l y porque 0 · p = 0 y p · q = q · p.Paso de induión:Por hipótesis de induión:l(C ∗(p, resto(C)), resto(F )) = p · l(resto(C), resto(F ))Sean C = 〈c1, . . . , cn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 entonesl(C ∗(p, C), F ) =

(p · c1) · f1 + l(C ∗(p, resto(C)), resto(F )) = (def. C∗ y l)
(p · c1) · f1 + p · l(resto(C), resto(F )) = (hip. induión)
p · (c1 · f1) + p · l(resto(C), resto(F )) = (prop. asoiativa de ·)
p · (c1 · f1 + l(resto(C), resto(F ))) = (prop. distributiva)
p · l(C, F ) (def. cl)El produto de un polinomio del ideal por otro polinomio preserva la perte-nenia al ideal.Teorema 6.13 (lausura del ideal respeto al produto). Sean p y qpolinomios y F una seuenia de polinomios. Entones,

q ∈ 〈F 〉 =⇒ p · q ∈ 〈F 〉



152 Ideales polinómiosEn Al2,(defthm |q en <F> => p * q en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(en-ideal q F))(en-ideal (* p q) F)))Demostraión.
q ∈ 〈F 〉

=⇒ ∃C q = l(C, F ) (def. pertenenia a ideal)
=⇒ p · q = p · l(C, F ) = l(C ∗(p, C), F ) (lema 6.12)
=⇒ p · q ∈ 〈F 〉 (def. pertenenia a ideal)Nótese que C ∗(p, C) es el testigo de la pertenenia de p · q al ideal generadopor F .6.4. Inlusión de la baseA ontinuaión se prueba que 〈F 〉 ontiene a F .De�niión 6.14. Sean F = 〈f1, . . . , fn〉 una seuenia de polinomios y p ∈

F . Entones, ∃i p = fi, 1 ≤ i ≤ n.Los oe�ientes testigos de la pertenenia de p al ideal generado por F ,
Cb(p, F ) = 〈c1, . . . , cn〉, vienen dados omo sigue:

ci = 1 ∧ cj = 0, ∀j 6= i, 1 ≤ j ≤ nEn Al2,(defun<k> Cb (p F)(ond ((atom F)nil)((equal p (first F))(ons (k-identidad) (C0 (rest F))))(t(ons (nulo) (Cb p (rest F))))))



6.4 Inlusión de la base 153donde la funión C0 se de�ne de la siguiente forma:(defun C0 (F)(if (atom F)nil(ons (nulo) (C0 (rest F)))))Lema 6.15. Sea F una seuenia de polinomios. La ombinaión lineal deuna lista de polinomios on oe�ientes nulos es siempre el polinomio nulo.Es deir: l(C 0(F ), F ) = 0donde C 0(F ) es una seuenia de la misma longitud que F de polinomiosnulo.En Al2,(defthm |l(C0(F), F) = 0|(equal (ombinaion-lineal (C0 F) F) (nulo)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de de�niión de C0.Caso base: F = []Inmediata por la de�niión de C0 y l .Paso de induión:Por hipótesis de induión:l(C 0(resto(F )), resto(F )) = 0Sean C = 〈c1, . . . , cn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 entonesl(C 0(F ), F ) =

0 · f1 + l(C 0(resto(F )), resto(F )) = (def. l)
0 · f1 + 0 = (hip. induión)
0 (0 + p = p y 0 · p = 0)



154 Ideales polinómiosLema 6.16. Sean p un polinomio, F una seuenia de polinomios y p ∈ F .Entones, l(Cb(p, F ), F ) = pEn Al2,(defthm |p en F => l(Cb(p, F), F) = p|(implies (and (k-polinomiop p)(en p F))(equal (ombinaion-lineal (Cb p F) F) p)))Demostraión. Por induión sobre la estrutura de la de�niión de Cb.Caso base 1: F = []Imposible porque p ∈ F .Caso base 2: p = f1l(Cb(p, F ), F )

= 1 · f1 + l(C0(resto(F )), resto(F )) (def. Cb y l)
= 1 · f1 + 0 (lema 6.15)
= f1 (prop. polinomios)
= p (p = f1)Paso de induión:

F 6= [], p 6= f1 y por hipótesis de induión:l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) = pSea F = 〈f1, . . . , fn〉 entonesl(Cb(p, F ), F )

= 0 · f1 + l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) (def. Cb y l)
= 0 + l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) (0 · p = 0)
= 0 + p (hip. induión)
= p (0 + p = p)



6.5 Congruenia induida por el ideal 155Teorema 6.17. Cualquier elemento de la base pertenee al ideal.Sean p un polinomio y F una seuenia de polinomios.
p ∈ F =⇒ p ∈ 〈F 〉En Al2,(defthm |p en F => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(en p F))(en-ideal p F))Demostraión. Inmediata por la de�niión de pertenenia a ideal y por ellema 6.16.6.5. Congruenia induida por el idealEn el �hero ongruenia-ideal.lisp se formaliza la ongruenia induidapor un ideal.De�niión 6.18. Dado un anillo de polinomios onmutativo R, la ongruen-ia ≡〈F 〉 induida por el ideal 〈F 〉 se de�ne por,

p ≡〈F 〉 q ⇐⇒ p− q ∈ 〈F 〉En Al2,(defun<k> =<> (p q F)(en-ideal (+ p (- q)) F))6.6. ResumenEn este apítulo:Hemos introduido la noión de ideal y formalizado la pertenenia deun polinomio a un ideal.



156 Ideales polinómiosHemos presentado la formalizaión en Al2 del onepto de ideal ge-nerado por un onjunto �nito de polinomios.Hemos de�nido la ongruenia induida por un ideal.Hemos omprobado que nuestra de�niión de ideal en Al2 umpleon la habitual al demostrar que es errado bajo las operaiones deanillo.



Capítulo 7Reduiones polinómias
7.1. IntroduiónEn este apítulo presentamos un tipo partiular de reduión sobre polino-mios y su formalizaión en Al2.El objetivo es de�nir iertas ondiiones bajo las uales se deide ≡〈F 〉. Dare-mos una visión alternativa de ≡〈F 〉 basada en reduiones que nos permitiráapliarle resultados generales de reduiones abstratas y, en partiular, per-mite reutilizar los resultados de [85, 86, 87℄.Prinipalmente, se demuestra que la reduión de�nida es noetheriana res-peto al orden de polinomios subyaente y que la relaión de equivaleniainduida oinide on la ongruenia induida por el ideal. Además, se llevaa abo el álulo de formas normales y la demostraión de propiedades talesomo que los ideales permaneen errados bajo ese álulo.7.2. Reduiones abstratasPara �jar la notaión, de�niremos, en primer lugar, algunos oneptos bási-os, sobre reduiones abstratas. Consúltese [1℄ para una desripión deta-llada.De�niión 7.1. Una relaión de reduión sobre un onjunto A es una re-laión binaria sobre A.Las relaiones de reduión suelen representarse en notaión de �eha, de-



158 Reduiones polinómiasjando el onjunto implíito. En partiular, esribiremos a→ b para expresarque (a, b) ∈ → ⊆ A×A, para un ierto onjunto A deduible por el ontexto.Deimos entones que a se redue a b (a través de →).Nota. Dadas dos relaiones de reduión, →1 y →2, esribimos a→1 b→2 cpara indiar que a→1 b y b→2 c.De�niión 7.2. Dadas dos relaiones de reduión, →1 y →2 sobre un on-junto A, se de�ne su omposiión, →1 ◦ →2, omo:
→1 ◦ →2 = {(a, b) ∈ A×A | ∃c ∈ A a→1 c→2 b}De�niión 7.3. Dada una relaión de reduión → de�nimos su n-ésimapotenia, on n ∈ N , omo:

→n=

{

{(a, a) ∈ A×A}, si n = 0

→ ◦ →n−1, si n > 0De�niión 7.4. Dada una relaión de reduión → de�nimos las siguientesrelaiones de reduión derivadas:
→+ =

⋃

n>0

→n (lausura transitiva)
→∗ =

⋃

n≥0

→n =→0 ∪→+ (lausura re�exiva y transitiva)
← = {(a, b) ∈ A× A | b→ a} (inversa)
↔ =←∪→ (lausura simétria)
↔∗ = (↔)∗ (lausura de equivalenia)Cuando a → b, deimos que a se redue a b en un paso de reduión. In-tuitivamente, uando a →n b, ourre que a se redue a b a través de n − 1elementos intermedios mediante pasos unitarios de reduión: deimos en-tones que a se redue a b en n pasos de reduión. Por otro lado, uando

a→∗ b, a se redue a b en ero o más pasos de reduión.La lausura de equivalenia juega un papel muy importante en este trabajo.Intuitivamente, uando a ↔∗ b, ambos elementos están onetados por eroo más pasos de reduión, ada uno de los uales puede ser direto (→) oinverso (←).De�niión 7.5. Sean a y b tales que a ↔∗ b. Una seuenia 〈a0, . . . , an〉 esuna prueba de la equivalenia de a y b (respeto de →) si a = a0 ↔ a1 ↔
· · · ↔ an = b.



7.3 Reduiones polinómias 159De�niión 7.6. Diremos que una prueba es un pio loal si es de la forma
a ← c → b. Diremos que es un valle si es de la forma a →∗ c ←∗ b, y lonotamos por a ↓∗ b.Nota. Por el ontexto, se distinguirá la �prueba� obtenida on Al2 de estaspruebas.7.3. Reduiones polinómiasEstudiaremos a ontinuaión un tipo partiular de reduión de�nida sobreonjuntos de polinomios, así omo su formalizaión en la lógia de Al2.De�niión 7.7. Sea f un polinomio no nulo. La relaión de reduión →fsobre polinomios induida por f se de�ne de manera que p →f q si existe
m ∈M [X] no nulo tal que:1. m ∈ p2. ∃c ∈M [X] m = −c ·mp(f).3. q = p + c · f .Al monomio m se le llamará monomio de reduión y al monomio c, fatorde reduión.De�niión 7.8. Sea F = {f1, . . . , fk} un onjunto �nito de polinomios nonulos. La relaión de reduión →F induida por F se de�ne omo sigue:

→F =
k⋃

i=1

→fiEste proeso de reduión se puede ver omo un paso en una división generali-zada, la ual se establee omo sigue. Sean p un polinomio y F = {f1, . . . , fk}un onjunto �nito de polinomios, entones existen c1, . . . , cn y r polinomiostales que
p = c1f1 + . . . + cnfn + rdonde r = 0 o r está ompletamente reduido on respeto a F .Con el algoritmo de división generalizada se pueden alular estos ci y r(nótese que éstos no son únios, si se reorganizan los fi se obtienen unos ci



160 Reduiones polinómiasy r diferentes). Este algoritmo es una forma generalizada del algoritmo dedivisión tradiional de una variable.Nótese, también, que on este algoritmo no se resuelve ompletamente elproblema de la pertenenia al ideal. De heho, si después de la división de ppor F se obtiene r = 0 entones p = c1f1 + . . . + cnfn y, por tanto, perteneeal ideal generado por F . Así, r = 0 es ondiión su�iente para la perteneniaal ideal. Sin embargo, no es neesaria.En este punto, surge la pregunta de si dado un ideal habría alguna base deese ideal para la ual la ondiión de r = 0 es equivalente a la pertenenia alideal. La respuesta es sí: las bases de Gröbner. Estas bases se estudiarán enel apítulo siguiente.A ontinuaión se presenta la formalizaión de esta reduión polinómiaomo una instania onreta del maro suministrado por [87℄ para las rela-iones de reduión abstratas en Al2. La idea es que, posteriormente, estonos permitirá traspasar mediante instaniaión funional propiedades bienonoidas de las reduiones abstratas al aso partiular de las reduionespolinómias, sin neesidad de demostrarlas partiendo de ero. El prinipalresultado que usaremos será el heho de que una relaión de reduión on-vergente tiene lausura de equivalenia deidible.En [87℄ se formalizan las reduiones abstratas en la lógia de Al2 omofuniones binarias que a partir de un objeto de un ierto dominio y de unoperador devuelven otro objeto del mismo dominio, llevando a abo un pasode reduión. Un operador no puede ser apliado a ualquier objeto, por loque se introdue también un prediado binario que india uándo es válidadiha apliaión.Por lo tanto, este enfoque requiere de�nir tres funiones: un prediado unarioque espei�a el dominio sobre el ual pretendemos que esté de�nida la redu-ión, un prediado binario que omprueba si es válido apliar un operador aun objeto y, por último, una funión binaria que permite apliar un operadora un objeto. Y además, una representaión onreta de los operadores.En el aso que nos oupa, el dominio de los objetos es el de los anillos depolinomios raionales de k variables, Q[x1, . . . , xk]. Por tanto, el prediadounario que espei�a el dominio es polinomiop. A ontinuaión, proedere-mos a de�nir la noión onreta de reduión sobre polinomios siguiendo elesquema anterior.De�namos a ontinuaión qué entendemos por operador en nuestro aso.



7.3 Reduiones polinómias 161De�niión 7.9. Un operador es una tripleta 〈m, c, f〉 donde:1. m es el monomio de reduión,2. c es el fator de reduión y3. f es el polinomio por el que se va a reduir.Nótese que el valor onreto de c es deduible de m y de f , que es de loque disponemos. Sin embargo, onviene no obviarlo para que el desarrolloposterior sea más laro. Esto hae también que no sea neesario alular suvalor ada vez que se realie un paso de reduión.La funión Al2 que onstruye un operador reibe m, c y f y rea una listaque ontiene los tres valores.(defun operador (m  f)(list m  f)))Las funiones aesoras permiten extraer ada uno de los valores que onsti-tuyen el operador.(defmaro o-monomio (o)`(first ,o))(defmaro o-fator (o)`(seond ,o))(defmaro o-polinomio (o)`(third ,o))De�niión 7.10. Deimos que es válido apliar un operador, 〈m, c, f〉, a unpolinomio p respeto de un onjunto �nito de polinomios F , si m es un mo-nomio que pertenee al polinomio p, f es un polinomio no nulo perteneientea F , mp(f) divide a m y c = −m/mp(f).De�namos ahora este onepto en el sistema. Como Al2 no distingue entremayúsulas y minúsulas, de aquí en adelante, utilizaremos fi para denotaral polinomio f y F para el onjunto de polinomios F en los asos en los quehaga falta esta distinión.



162 Reduiones polinómias(defun valido (p o F)(let ((m (o-monomio o))( (o-fator o))(fi (o-polinomio o)))(and (polinomiop p)(monomiop m) (en-monomio m p)(polinomiop fi)(not (nulop fi)) (en fi F)(dividep (termino (primero fi)) (termino m))(equal (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero fi))))))))Nótese que, en la formalizaión, el fator de reduión se interpreta omo unpolinomio (que onsta de un únio monomio). Esto nos va a permitir utilizarel produto de polinomios durante el álulo de la reduión y evitará laneesidad de utilizar una operaión distinta (el produto de monomio porpolinomio) en el resto del trabajo.Ejemplo 7.11. Si el polinomio x+1 pertenee al onjunto de polinomios F ,entones sería válido apliar al polinomio x2 + xy el operador 〈x2,−x, x + 1〉respeto de F .En Al2, se omprobaría la validez omo sigue. Nótese que en este aso tra-tamos on monomios y polinomios de dos variables, {x, y}. Por tanto, el mo-nomio x2 es 1x2y0, (1 2 0) en Al2; de esta forma, el polinomio x2+xy seríaen Al2, ((1 2 0) (1 1 1)), y el polinomio x + 1, ((1 1 0) (1 0 0)).Consideremos también que se ha de�nido en Al2 una variable F on almenos el polinomio x + 1.(valido '((1 2 0) (1 1 1))(operador '(1 2 0) '((-1 1 0)) '((1 1 0) (1 0 0)))F)El polinomio que se obtiene tras un paso de reduión se alula de la si-guiente forma.De�niión 7.12. Sea o = 〈m, c, f〉 un operador. Entones:reduión(p, o) = p + c · fEn Al2,



7.3 Reduiones polinómias 163(defun reduion (p o)(let* (( (o-fator o))(f (o-polinomio o)))(+ p (*  f))))Ejemplo 7.13. Siguiendo on el ejemplo anterior, el polinomio resultantede apliar a x2 + xy el operador 〈x2,−x, x + 1〉 respeto de F sería xy − x.En Al2, se alula por(reduion '((1 2 0) (1 1 1))(operador '(1 2 0) '((-1 1 0)) '((1 1 0) (1 0 0))))A ontinuaión proederemos, en primer lugar, a onstruir la lausura deequivalenia, ↔∗
F , y luego partiularizaremos ésta para obtener →∗

F , →F yotras relaiones derivadas de →F de uso omún.En prinipio, la funión Al2 que formaliza la relaión ↔∗
F tiene tres pará-metros, que representan a p, q (los polinomios relaionados) y a F , respe-tivamente. Siguiendo a [87℄ añadimos omo un parámetro extra la pruebade la relaión entre p y q a través de F y evita la apariión de un uanti�-ador existenial. Este nuevo parámetro tiene omo ometido almaenar laseuenia de pasos de reduión que se realizan.Formalizaremos en Al2 el onepto de prueba omo una lista de pasos deprueba (posiblemente vaía), ada uno de los uales representa un paso dereduión.Un paso de prueba será una estrutura que onstará de uatro ampos: loselementos que se onetan, el operador que se aplia y un marador queindia si el paso es del primer elemento haia el segundo (paso direto) o alontrario (paso inverso).Cada paso de prueba se representa en Al2 mediante una estrutura [10℄r-step 1 que onsta de uatro ampos: elt1 y elt2 (los elementos que seonetan), operator (el operador que se aplia) y diret (un booleano queindia si el paso es del primer elemento haia el segundo o al ontrario).Diremos que un paso de prueba es inverso si su ampo diret es nil, ydireto en aso ontrario.Para que un paso de prueba sea válido, la apliaión (en el sentido indiado)del operador a uno de los elementos de la estrutura debe produir omoresultado el otro elemento. Pero esto no basta, además hay que omprobar1De�nida en abstrat-proofs.lisp del diretorio relaiones.



164 Reduiones polinómiasque realmente diho operador es apliable al elemento sobre el que se lleva aabo la reduión.(defun paso-valido (paso F)(let ((p (elt1 paso))(q (elt2 paso))(operador (operator paso))(direto (diret paso)))(and (r-step-p paso)(implies direto(and (valido p operador F)(equal (reduion p operador) q)))(implies (not direto)(and (valido q operador F)(equal (reduion q operador) p))))))Esto es, un paso de prueba es un paso válido respeto de un onjunto �nitode polinomios, F, si es válido apliar a su primer elemento (elt1) su operador(operator) respeto de F, en aso de que sea un paso direto, o si es válidoapliar a su segundo elemento (elt2) su operador respeto de F, en asoontrario. Y además la apliaión de ese operador válido produe el otroelemento.Ejemplo 7.14. La estrutura ompuesta por x2 + xy (omo primer elemen-to), xy − x (omo segundo elemento), 〈x2,−x, x + 1〉 (omo operador) y elbooleano t (indiando que el paso es direto) sería un paso de prueba válido.Una vez que tenemos la funión que omprueba la validez de un paso de prue-ba, podemos de�nir qué entendemos por equivalenia entre dos polinomiosrespeto a la reduión polinómia que hemos de�nido (es deir, ↔∗
F ).(defun<k> <->* (p q prueba F)(let ((r (elt2 (first prueba))))(and (k-polinomiop p)(if (endp prueba)(equal p q)(and (<-> p r (first prueba) F)(<->* r q (rest prueba) F))))))donde <-> se de�ne por.



7.3 Reduiones polinómias 165(defmaro <-> (p q paso F)`(and (paso-valido ,paso ,F)(equal ,p (elt1 ,paso))(equal ,q (elt2 ,paso))))Como se observa, el parámetro prueba es una lista que ontiene la onate-naión de pasos de prueba que atestiguan que p↔∗
F q.Veamos a ontinuaión ómo esta formalizaión de ↔∗

F nos permite de�niren Al2 algunos asos partiulares de relaiones.Así, por ejemplo, si tenemos que p →f q, la prueba estaría ompuesta porun únio paso de prueba.prueba = (list paso)Este paso de prueba sería una estrutura r-step on diret igual a t, elt1igual a p, elt2 igual a q y operator igual a (operador m c f). Aquí, msería el monomio de p por el que se realiza la reduión y c sería el fator dereduión orrespondiente.paso = (make-r-step:diret t:elt1 p:elt2 q:operator (operador m c f))donde make-r-step es la funión onstrutora la estrutura r-step.En el aso de tener p→f1 r ←f2 q, la prueba estaría ompuesta por dos pasosde prueba.prueba = (list paso1 paso2)Considerando que en el primer paso, m1 es el monomio de p por el que sehae la reduión y c1 el fator de reduión, y que en el segundo paso, m2es el monomio de q por el que se hae la reduión (ya que la reduión esde q a r, en vez de r a q) y c2 el fator de reduión, se tiene que



166 Reduiones polinómiaspaso1= (make-r-step:diret t:elt1 p:elt2 r:operator (operador m1 c1 f1))paso2= (make-r-step:diret nil:elt1 r:elt2 q:operator (operador m2 c2 f2))Nótese ómo en el segundo paso el ampo diret está a nil, indiando quela reduión se produe de q a r.Una vez onstruida la funión <->* se de�nen ->* y ->. Para la primera deellas basta exigir que la prueba sea desendente. Para la segunda, debe existirun únio paso de prueba direto.(defmaro ->* (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(desendentep ,prueba)))(defmaro -> (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(diret (first ,prueba))(not (onsp (rest ,prueba)))))El prediado desendentep expresa el heho de que una prueba está formadaúniamente por pasos de prueba diretos. Se de�ne omo una maro utilizan-do la de�niión de steps-down de la formalizaión de reduiones abstratasde en abstrat-proofs.lisp.(defmaro desendentep (prueba)`(steps-down ,prueba))(defun steps-down (p)(if (endp p)t(and(diret (ar p))(steps-down (dr p)))))



7.3 Reduiones polinómias 167También se pueden de�nir las lausuras positivas <->+ y ->+ exigiendo queexista, al menos, un paso de prueba.(defmaro <->+ (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(onsp ,prueba)))(defmaro ->+ (p q prueba F)`(and (->* ,p ,q ,prueba ,F)(onsp ,prueba)))Al igual que las pruebas desendentes, existen pruebas on formas espeialesque son útiles en la formalizaión de propiedades de on�uenia sobre lasrelaiones de reduión. Veamos el aso de las pruebas on forma de pio loaly de valle, que apareen de manera natural al de�nir la noión de on�uenialoal (en el apítulo siguiente).Una prueba on forma de pio loal se ompone úniamente de dos pasosde prueba: uno inverso seguido de otro direto. Por ejemplo, si tenemos que
p←F r →F q, existe una prueba de que p↔∗

F q on forma de pio loal. Elprediado <-x-> omprueba este tipo de relaión.(defmaro <-x-> (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(pio-loalp ,prueba)))El prediado pio-loalp se de�ne omo una maro utilizando la de�niiónde loal-peak-p de la formalizaión de reduiones abstratas.(defmaro pio-loalp (prueba)`(loal-peak-p ,prueba))(defun loal-peak-p (p)(and (onsp p)(onsp (dr p))(atom (ddr p))(not (diret (ar p)))(diret (adr p))))Una prueba on forma de valle se ompone de una seuenia de pasos deprueba diretos seguida de una seuenia de pasos de prueba inversos (ambas



168 Reduiones polinómiasseuenias pueden estar vaías). Si entre p y q existe una prueba en forma devalle, lo notamos por p ↓∗F q. Por ejemplo, si tenemos que p→F r →F s←F q,existe una prueba de que p ↔∗
F q on forma de valle. El prediado ->*<-implementa esta relaión.(defmaro ->*<- (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(vallep ,prueba)))El prediado vallep se de�ne omo una maro utilizando la de�niión desteps-valley de la formalizaión de reduiones abstratas.(defmaro vallep (prueba)`(steps-valley ,prueba))(defun steps-valley (p)(ond ((endp p) t)((diret (ar p)) (steps-valley (dr p)))(t (steps-up (dr p)))))(defun steps-up (p)(if (endp p)t(and(not (diret (ar p)))(steps-up (dr p)))))7.4. Equivalenia y ongruenia induidaA ontinuaión, se demuestra que la relaión de equivalenia oinide on laongruenia induida por el ideal (teorema 7.18).Este resultado es importante ya que uni�a dos visiones sobre una mismanoión de equivalenia polinómia. De un lado, la visión proporionada porla lausura de equivalenia de una relaión de reduión onstruida a partirde la base de un ideal. Del otro, la visión dada por la pertenenia de ladiferenia de polinomios al ideal generado.La formalizaión de los resultados de esta seión se enuentra en el �heroongruenia-ideal.lisp del diretorio Buhberger.



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 169Los tres lemas siguientes son fundamentales para la demostraión del teoremaprinipal.Lema 7.15. Sean F un onjunto �nito de polinomios, p un polinomio y mun monomio no nulo. Entones:
p ∈ F =⇒ m · p→F 0Demostraión. La lave está en onsiderar que ualquier polinomio se puedereduir por su monomio líder o prinipal. Sea m1 el monomio líder de p,entones el polinomio m · p tendrá omo monomio líder m · m1. Sea c =

−(m · m1)/m1 = −m. Por de�niión de la relaión de reduión, m · p →p

m · p + (−m) · p = 0. Por tanto, omo p ∈ F se tiene que m · p→F 0.El teorema se puede formalizar en Al2 de la siguiente forma. Sean m unmonomio no nulo, p un polinomio y F una lista de polinomios, y supongamosque p pertenee a F. Se ha de demostrar que m * p se redue a 0 respeto aF. Para ello, hay que enontrar una prueba de diha relaión.Como ya se omentó en la seión anterior, el parámetro extra del prediado-> representa la prueba de la relaión entre p y q omo un paso de reduión.(defthm |p en F => m * p ->F 0|(let ((prueba (prueba-|m * p ->p 0| m p)))(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en p F))(-> (* (polinomio m) p) (nulo) prueba F))))Nótese que la prueba que justi�a el paso de reduión se onstruye mediantela funión prueba-|m * p ->p 0| que la obtiene a partir de m y p.Por tanto, debemos en primer lugar de�nir esa funión, que devuelve la se-uenia de pasos de reduión que hay que realizar para reduir m · p a 0.Puede verse ómo es su�iente on un únio paso de reduión. El monomiode reduión será el produto de m por el monomio prinipal de p, el fatorde reduión será −m y el polinomio de reduión, p.(defun prueba-|m * p ->p 0| (m p)(if (nulop p)



170 Reduiones polinómiasnil(list (make-r-step:diret t:elt1 (* (polinomio m) p):elt2 (nulo):operator (operador (RAC-MON::* m (primero p))(polinomio (RAC-MON::- m))p)))))Para la demostraión del teorema anterior, basta probar que si p perteneea F entones el únio paso de la prueba que devuelve la funión anterior esrealmente un paso válido de reduión respeto de F .(defthm |p en F => paso-valido(first(prueba-m * p ->p 0))|(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))(k-polinomiop p) (not (nulop p))(en p F))(paso-valido (first (prueba-|m * p ->p 0| m p)) F)))Lema 7.16. Sean F un onjunto �nito de polinomios y p, q y r polinomios.Entones:
p→F q =⇒ p + r ↓∗F q + rDemostraión. Supongamos que f ∈ F es el polinomio que se utiliza parareduir p a q, es deir, p →f q. Sea m = cm · tm el monomio de p sobre elque se aplia la reduión, donde cm y tm son, respetivamente, el oe�ientey el término de m. De auerdo on la de�niión de la relaión de reduión,

q = p−m/mp(f) · f .Sea cr el oe�iente del monomio de r uyo término es tm. Distinguimos tresasos según cr y cm + cr sean o no nulos.Caso 1: cr = 0.El monomio on término tm en p + r es, preisamente, m. Por lo tanto, sepuede emplear omo monomio de reduión para reduir, en un paso, p + r



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 171a q + r mediante f , on lo que p + r ↓∗F q + r. En efeto:
cr = 0

=⇒ p + r →f p + r −
mmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ p + r →f q + r (q = p−

mmp(f)
· f)

=⇒ p + r →F q + r (ya que f ∈ F )
=⇒ p + r ↓∗F q + r (def. de ↓∗F )Caso 2: cr 6= 0 ∧ cm + cr = 0.El monomio on término tm en q + r es cr · tm, ya que el oe�iente de tmen q es 0. Por lo tanto, se puede emplear omo monomio de reduión parareduir, en un paso, q + r a p + r mediante f , on lo que p + r ↓∗F q + r. Enefeto:

cr 6= 0 ∧ cm + cr = 0

=⇒ q + r →f q + r −
cr · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ q + r →f p−

cm · tmmp(f)
· f + r −

cr · tmmp(f)
· f (q = p−

cm · tmmp(f)
· f)

=⇒ q + r →f p + r (ya que cm + cr = 0)
=⇒ q + r →F p + r (ya que f ∈ F )
=⇒ q + r ↓∗F p + r (def. de ↓∗F )Caso 3: cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0.El monomio on término tm en p + r es (cm + cr) · tm, ya que cm + cr 6= 0.Por lo tanto, se puede emplear omo monomio de reduión para reduir,en un paso, p + r a p + r− [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f mediante f . En efeto:

cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0

=⇒ p + r →f p + r −
(cm + cr) · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ p + r →F p + r −

(cm + cr) · tmmp(f)
· f (ya que f ∈ F )El monomio on término tm en q + r es cr · tm, ya que el oe�iente de tmen q es 0. Por lo tanto, se puede emplear omo monomio de reduión para



172 Reduiones polinómiasreduir, en un paso, q + r a p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f mediante f .En efeto:
cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0

=⇒ q + r →f q + r −
cr · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ q + r →f p−

cm · tmmp(f)
· f + r −

cr · tmmp(f)
· f (q = p−

cm · tmmp(f)
· f)

=⇒ q + r →f p + r −
(cm + cr) · tmmp(f)

· f (arit. polinómia)
=⇒ q + r →F p + r −

(cm + cr) · tmmp(f)
· f (ya que f ∈ F )Uniendo ambos resultados, se obtiene que p + r ↓∗F q + r.

El teorema puede expresarse en Al2 de la siguiente forma.(defthm |p ->F q => p + r ->*<-F q + r|(let ((valle (prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r|p q prueba r)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)(-> p q prueba F))(->*<- (+ p r) (+ q r) valle F))))Desribamos a ontinuaión los pasos fundamentales de la demostraiónAl2.Nuevamente, al igual que ourría en el lema anterior, debemos en primerlugar de�nir una funión que onstruya la seuenia de pasos de reduiónque justi�a que p + r ↓∗F q + r. Esta seuenia se halla a partir de la pruebade la reduión de p a q siguiendo la idea proporionada por la demostraiónanterior. Nótese que se están onstruyendo pruebas a partir de otras.(defun prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| (p q prueba r)(let* ((o (operator (first prueba)))



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 173(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr))))(ond ((equal p q)nil)((equal mr nil)(prueba-aso-1 p q prueba r))(t(if (RAC::= rm (RAC::nulo))(prueba-aso-2 p q prueba r)(prueba-aso-3 p q prueba r))))))Reordemos que la funión en-termino reibe un término y un polinomio, ydevuelve, si existe, el monomio asoiado on ese término. Si no existe devuelvefalso.En onsonania on la demostraión anterior, la funión que onstruye laprueba busada se divide en tres asos:Caso 1: No existe ningún monomio on término tm en r, es deir, cr = 0.En este aso, la prueba que oneta p on q es una seuenia que, porhipótesis, onsta de un únio paso de reduión. Sólo habría que ambiaren diho paso los dos elementos que se onetan, dejando inalterado eloperador y la direión. Esto es lo que hae la siguiente funión.(defun prueba-aso-1 (p q prueba r)(list (make-r-step:diret (diret (first prueba)):elt1 (+ p r):elt2 (+ q r):operator (operator (first prueba)))))A ontinuaión, se demuestra que si p→F q entones la prueba que alulala funión anterior es valle y oneta p + r on q + r.(defthm |r = 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let ((m (o-monomio (operator (first prueba)))))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop r)(not (en-termino (termino m) r)))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-aso-1 p q prueba r)F))))



174 Reduiones polinómiasCaso 2: Existe un monomio on término tm en r y se anula on el monomiode reduión, es deir, cr 6= 0 y cm + cr = 0.En este aso, el fator de reduión es −cr · tm/mp(f), ya que al anularse elmonomio de q on término tm, el oe�iente del monomio on término tmen q + r es cr.La funión prueba-aso-2 devuelve la prueba asoiada, partiendo de laprueba que oneta p on q, que onsiste en un únio paso de reduión. Elpaso se modi�a de la siguiente forma:Los dos elementos onetados p y q deberán ser ahora p + r y q + r.La direión será nil indiando que el paso es inverso.El operador tendrá omo monomio de reduión el monomio de r ontérmino tm (llamémosle mr, es deir, mr = cr · tm), omo fator dereduión −mr/mp(f) (alulado por la funión f-reduion) y omopolinomio de reduión, f .(defun f-reduion (mr mfi)(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ mr mfi))))(defun prueba-aso-2 (p q prueba r)(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(fi (o-polinomio o)))(list (make-r-step:diret nil:elt1 (+ p r):elt2 (+ q r):operator(operador mr (f-reduion mr (primero fi)) fi)))))El teorema siguiente establee que si p→F q entones la prueba que alulala funión anterior es valle y oneta p + r on q + r.(defthm |r + m = 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 175mr(equal rm (RAC::nulo)))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-aso-2 p q prueba r)F))))Para su demostraión, es neesario omprobar que mr está en la suma de qy r, dado que p→F q y que cr 6= 0:(defthm |p ->F q => mr en (q + r)|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r)))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(polinomiop r)(k-polinomiosp F)mr)(en-monomio mr (+ q r)))))Caso 3: Existe un monomio on término tm en r y no se anula on el monomiode reduión: cm + cr 6= 0 y cr 6= 0. En este aso, hay dos fatores dereduión. Uno es −(cm + cr) · tm/mp(f) (para p + r) y el otro es −cr ·
tm/mp(f) (para q + r).

p + r →F p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f . Nótese que el oe�ientede tm en p + r es cm + cr.
q + r →F p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f . Nótese que el oe�ientede tm en q + r es cr.Por lo tanto, en este aso son neesarios dos pasos de prueba, uno direto yotro inverso. La funión paso-1-aso-3 alula el paso de prueba direto.(defun paso-1-aso-3 (p paso r)(let* ((o (operator paso))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(mrm (RAC-MON::+ m mr))(fi (o-polinomio o)))(make-r-step:diret t:elt1 (+ p r):elt2 (+ r (+ p (* (f-reduion mrm (primero fi)) fi))):operator(operador mrm (f-reduion mrm (primero fi)) fi))))



176 Reduiones polinómiasEs neesario demostrar que lo que devuelve esta funión es un paso deprueba válido y direto.(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-1-aso-3)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr)))(paso (paso-1-aso-3 p (first prueba) r)))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop r)(not (equal p q))(en-termino (termino m) r)(not (equal rm (RAC::nulo))))(and (paso-valido paso F)(diret paso)))))Para esto, también se neesita saber que (cm + cr) · tm está en p + r.(defthm |(m + r)tm en p + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(polinomiop r)(en-termino (termino m) r)(not (equal rm (RAC::nulo))))(en-monomio (RAC-MON::+ m mr) (+ p r)))))La siguiente funión paso-2-aso-3 alula el paso de prueba inverso.(defun paso-2-aso-3 (p q paso r)(let* ((o (operator paso))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(mrm (RAC-MON::+ m mr))(fi (o-polinomio o)))(make-r-step:diret nil:elt1 (+ r (+ p (* (f-reduion mrm (primero fi)) fi))):elt2 (+ q r):operator(operador mr (f-reduion mr (primero fi)) fi))))



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 177En este aso, también es neesario demostrar que lo que devuelve esta fun-ión es un paso de prueba válido.(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-2-aso-3)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr)))(paso (paso-2-aso-3 p q (first prueba) r)))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)(not (equal p q))(en-termino (termino m) r)(not (equal rm (RAC::nulo))))(paso-valido paso F))))Seguidamente, antes de poder unir los dos pasos de reduión previamenteobtenidos, neesitamos omprobar que el primer elemento del paso inversooinide on el segundo elemento del paso direto.(defthm |elt1(paso-2-aso-3) = elt2(paso-1-aso-3)|(equal (elt1 (paso-2-aso-3 p q paso r))(elt2 (paso-1-aso-3 p paso r))))Por último, se onstruye la prueba del último aso.(defun prueba-aso-3 (p q prueba r)(list (paso-1-aso-3 p (first prueba) r)(paso-2-aso-3 p q (first prueba) r)))Finalmente, se establee que si p →F q entones la prueba que alula lafunión anterior es valle y oneta p + r on q + r.(defthm |r + m != 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(rm (RAC::+ (oefiiente m) (oefiiente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)



178 Reduiones polinómias(en-termino (termino m) r)(not (equal rm (RAC::nulo))))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-aso-3 p q prueba r)F)))Así, se ha demostrado la existenia de una prueba valle en los tres posiblesasos. La onsideraión de estos tres asos lleva a la demostraión del teoremaprinipal.Veamos a ontinuaión omo si p↔F q on un únio paso de prueba entones
p ≡〈F 〉 q.Lema 7.17. Si F es un onjunto �nito de polinomios e I = 〈F 〉 entones

p↔F q =⇒ p ≡I qDemostraión.Caso 1: p →F q. Sea f el polinomio de F por el ual se hae la reduión,es deir, p →f q, y sea m el monomio de p que se utiliza en la reduión.Entones
p→f q =⇒ q = p− (m/mp(f)) · f (def. de →F )

=⇒ p− q = (m/mp(f)) · f (prop. polinómias)
=⇒ p− q ∈ 〈F 〉 (def. de 〈F 〉)
=⇒ p ≡I q (def. de ≡I)Caso 2: q →F p. Análogamente, tomando el signo opuesto.

El teorema Al2 orrespondiente es el siguiente.(defthm |p <->F q => p =<F> q|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<-> p q paso F))(=<> p q F)))



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 179Para demostrarlo en Al2 se debe suministrar un testigo de la perteneniade p− q al ideal generado por F (es deir, una seuenia de oe�ientes).La siguiente funión C-|p <->F q => p =<F> q| es preisamente el testigode la pertenenia de p− q al ideal generado por F .(defun C-|p <->F q => p =<F> q| (paso F)(let* ((o (operator paso))(fi (o-polinomio o))(i (o-fator o)))(ond ((endp F) nil)((equal fi (first F))(if (diret paso)(ons (- i) (C0 (rest F)))(ons i (C0 (rest F)))))(t(ons (nulo) (C-|p <->F q => p =<F> q|paso (rest F)))))))Su orreión viene dada por el siguiente teorema.(defthm |p - q = l(C-p <->F q => p =<F> q, F)|(implies (and (k-polinomiosp F)(<-> p q paso F))(equal (+ p (- q))(ombinaion-lineal(|C-p <->F q => p =<F> q| paso F) F)))Los tres lemas anteriores, 7.15, 7.16 y 7.17, son fundamentales para demostrarel siguiente teorema, que establee que la ongruenia del ideal oinide onla relaión de equivalenia. Las funiones de�nidas anteriormente para laonstruión de las pruebas se emplearán también ahora. En partiular, lafunión prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| jugará un papel muyimportante.Teorema 7.18. Si F es un onjunto �nito de polinomios e I = 〈F 〉 entones
p ≡I q ⇐⇒ p↔∗

F qDemostraión. ⇒: Sea F = {f1, . . . , fn}

p ≡I q =⇒ p− q ∈ I (def. de ≡I)
=⇒ ∃c1, . . . , cn p− q =

n∑

i=1

cifi (def. de pertenenia a ideal)



180 Reduiones polinómiasSea ci = mi1 + · · ·+ mili . Al desomponer ada polinomio ci en la suma desus monomios y apliar distributividad, se obtiene lo siguiente:
p = q +

n∑

i=1

li∑

j=1

mijfiDemostremos ahora p↔∗
F q por induión sobre el número total de mono-mios l =

∑n

i=1 li.Caso base:Si l = 0 entones p = q y, por lo tanto, p↔∗
F q.Paso de induión:Si l > 0, de�nimos

r = q +
n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi −m11f1Como evidentemente r ≡I q, apliamos hipótesis de induión para dedu-ir que r ↔∗
F q.Por el lema 7.15 se tiene que m11f1 →F 0 y, por el lema 7.16, que p =

r + m11f1 ↓
∗
F r. Esto unido a que r ↔∗

F q implia p↔∗
F q.

⇐: Por induión sobre la de�niión de ↔∗
F .Caso base: p = q

p = q =⇒ p− q = 0 (p− p = 0)
=⇒ p− q ∈ 〈F 〉 (0 ∈ 〈F 〉)
=⇒ p ≡I q (def. de ≡I)Paso de induión: p 6= qEntones existe un r tal que p↔F r ↔∗

F q y por hipótesis de induión,
r ↔∗

F q =⇒ r ≡I qPor el lema 7.17 p ≡I r y por hipótesis de induión r ≡I q, entones
p ≡I q por de�niión de ≡I .



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 181
El teorema se formaliza en Al2 mediante los dos siguientes eventos. Cadauno de ellos establee una de las impliaiones.(defthm |p =<F> q => p <->F* q|(let ((prueba (prueba-|p =<F> q => p <->F* q| p q F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(=<> p q F))(<->* p q prueba F)))(defthm |p <->F* q => p =<F> q|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F))(=<> p q F)))Demostraión del teorema |p =<F> q => p <->F* q|:Siguiendo la demostraión a mano, omenzamos por el primer teorema Al2.Sean p y q polinomios y F una lista de polinomios. Supuesto que p y qson ongruentes respeto al ideal de F, se ha de demostrar que p y q estánrelaionados respeto a F. Para ello, hay que enontrar una prueba de diharelaión.La funión prueba-|p =<F> q => p <->F* q| onstruye una prueba quedemuestra que p y q están relaionados mediante <->F*.(defun<k> prueba-|p =<F> q => p <->F* q| (p q F)(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))(pe (pares-espeiales C F)))(prueba-|pep(pe, F) => le(q, pe) <->F* q| q pe)))Reordemos que la funión en-ideal-witness, que aparee en el enapsu-lado orrespondiente a la funión de Skolem en-ideal, está restringida poraxiomas a devolver la lista de oe�ientes que atestiguan la pertenenia deun polinomio a un ideal.



182 Reduiones polinómiasPor onsiguiente, la expresión (en-ideal-witness (+ p (- q)) F) es unalista C que representa a los ci del esquema de demostraión anterior, y puedeser utilizada para onstruir lo que denominaremos pares espeiales de C yF. Estos pares espeiales no son más que los pares (mij, fi) del sumatorio
∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi, que se obtienen a partir de los ci y los fi.En primer lugar, hay que desomponer los ci en sumas de monomios, paraasí poder expresar p omo la suma de q on una ombinaión lineal de los fion los mij . De esto se enarga la funión pares-espeiales.La funión pares-espeiales reibe la lista de oe�ientes polinómios Cy la lista de polinomios F. Ambas listas pueden onsiderarse omo una re-presentaión abstrata del sumatorio ∑n

i=1 cifi, de manera que lo que sedevuelve es la lista de pares (mij , fi) que se obtiene al desomponer los ci ensus monomios y apliar reiteradamente la propiedad distributiva dentro delsumatorio.(defun pares-espeiales (C F)(if (or (endp C) (endp F))nil(append (pares-espeiales-aux (first C) (first F))(pares-espeiales (rest C) (rest F)))))Esta funión se apoya en la funión auxiliar pares-espeiales-aux que on-atena reursivamente los pares (mij, fi) orrespondientes a ada par (ci, fi).(defun pares-espeiales-aux ( f)(if (nulop )nil(ons (ons (primero ) (list f))(pares-espeiales-aux (resto ) f))))El problema se redue ahora a onstruir una prueba que utilie q y los paresespeiales en lugar de p, q y F . Más adelante, veremos que si p − q ∈ 〈F 〉entones se umple que p = q +
∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi.(defun prueba-|pep(pe, F) => le(q, pe) <->F* q| (q pe)(if (endp pe)nil(append (prueba-|le(q, pe) <->*F le(q, rest(pe))| q pe)(prueba-|pep(pe, F) => le(q, pe) <->F* q| q (rest pe)))))



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 183Como se puede observar, esta funión reursiva realiza su ometido on-atenando dos pruebas en el aso no trivial. La primera de ellas relaiona
p = q +

∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi y r = p−m11f1. La segunda prueba relaiona r y

q, y se obtiene por reursión.Por último, veamos ómo se onstruye la prueba que relaiona p on r. Laidea onsiste en utilizar las funiones que se emplearon para demostrar loslemas 7.15 y 7.16. La funión del lema 7.15 se utiliza para onstruir la pruebade la reduión de m11f1 a 0. Esta prueba se emplea a su vez junto a lafunión del lema 7.16 para rear una prueba de que p = r + m11f1 y r estánrelaionados.(defun prueba-|le(q, pe) <->*F le(q, rest(pe))| (q pe)(if (endp pe)nil(let ((par (first pe)))(prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r|(* (polinomio (first par)) (seond par))(nulo)(prueba-|m * p ->p 0| (first par) (seond par))(ombinaion-lineal-espeial q (rest pe))))))Para poder haer esto, tenemos que de�nir el onepto de ombinaión linealespeial, que es el resultado de sumar un polinomio q y los produtos de unalista pe de pares espeiales. Esta funión juega el papel en la demostraiónde alular q +
∑n

i=1

∑li
j=1 miljfi a partir de q y de la lista de pares (milj , fi).(defun ombinaion-lineal-espeial (q pe)(if (endp pe)q(let ((par (first pe)))(+ (* (polinomio (first par)) (seond par))(ombinaion-lineal-espeial q (rest pe))))))Ahora, hemos de demostrar que realmente la prueba devuelta por la fun-ión prueba-|le(q, pe) <->*F le(q, rest(pe))| se onstruye orre-tamente. Para ello hay que omprobar que uando pe ontiene pares espe-iales de F, su sumatorio asoiado está relaionado on el que se obtiene aleliminar el primer par. Es deir:

q +
n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi ←→
∗
F q +

n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi −m11f1



184 Reduiones polinómiasEl teorema que obtenemos, y que se presenta a ontinuaión, se demuestraon ayuda de los lemas 7.15 y 7.16, y es lave en la demostraión del pasoindutivo del resultado �nal.(defthm |le(q, pe) <->*F le(q, rest(pe))|(let ((prueba (prueba-|le(q, pe) <->*F le(q, rest(pe))| q pe)))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(pares-espeialesp pe F))(<->* (ombinaion-lineal-espeial q pe)(ombinaion-lineal-espeial q (rest pe))pruebaF))))Como se observa, es neesario de�nir un reonoedor para los pares espe-iales, al que hemos llamado pares-espeialesp. Esta funión reibe dosparámetros, pe y F, y determina si pe es una lista de pares espeiales de F.(defun<k> pares-espeialesp (pe F)(if (endp pe)(equal pe nil)(let ((par (first pe)))(and (onsp par)(equal (len par) 2)(k-monomiop (first par))(not (RAC-MON::nulop (first par)))(k-polinomiop (seond par))(en (seond par) F)(pares-espeialesp (rest pe) F)))))El siguiente teorema establee que si p − q =
∑n

i=1 cifi entones p = q +
∑n

i=1

∑li
j=1 miljfi. La demostraión Al2 de este teorema es ompliada yrequiere algunos lemas además de muhas de las propiedades de anillo.(defthm |p - q = l(C, F) => le(q, pe(C, F)) = p|(let ((pe (pares-espeiales C F)))(implies (and (equal (+ p (- q)) (ombinaion-lineal C F))(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp C))(equal (ombinaion-lineal-espeial q pe) p))))



7.4 Equivalenia y ongruenia induida 185En este punto, podemos ya demostrar que si p es ongruente on q módulo
〈F 〉, entones p tiene que ser igual a la ombinaión lineal espeial formadapor q y por los pares espeiales que se obtienen de los testigos de la perte-nenia de p− q a 〈F 〉.(defthm |p =<F> q => le(q, pe(en-ideal-witness(p - q, F))) = p|(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))(pe (pares-espeiales C F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(=<> p q F))(equal (ombinaion-lineal-espeial q pe) p))))Finalmente, obtenemos el teorema siguiente que demuestra que si pe es unalista de pares espeiales de F entones la ombinaión lineal espeial de q ype está relaionada on q a través de una prueba. Su demostraión se realizapor induión sobre la estrutura de la funión que obtiene la prueba.(defthm |pep(pe, F) => le(q, pe) <->F* q|(let ((prueba (prueba-|pep(pe, F) => le(q, pe) <->F* q| q pe)))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(pares-espeialesp pe F))(<->* (ombinaion-lineal-espeial q pe) q prueba F))))Componiendo los dos últimos teoremas junto on algunos lemas de lausurase obtiene el teorema |p =<F> q => p <->F* q|.Demostraión del teorema |p <->F* q => p =<F> q|:Proedamos ahora a demostrar |p <->F* q => p =<F> q|. Este teoremadie que si p ↔∗

F q entones p ≡I q, o lo que es equivalente, que p − qpertenee al ideal generado por F .Para demostrar esto en Al2 se debe suministrar un testigo de la perteneniade p− q al ideal generado por F .La siguiente funión C-|p <->F* q => p =<F> q| es preisamente ese testi-go, y usa la funión introduida en el lema 7.17 para obtener la ombinaiónlineal a partir de un paso individual.(defun C-|p <->F* q => p =<F> q| (prueba F)(if (endp prueba)



186 Reduiones polinómiasnil(C+ (C-|p <->F q => p =<F> q| (first prueba) F)(C-|p <->F* q => p =<F> q| (rest prueba) F))))Su orreión viene dada por el siguiente teorema.(defthm |p - q = l(C-p <->F* q => p =<F> q, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F))(equal (+ p (- q))(ombinaion-lineal(|C-p <->F* q => p =<F> q| prueba F) F))))Este teorema implia trivialmente el teorema |p <->F* q => p =<F> q|.La importania de este último resultado radia en que se uni�an dos visionessobre una misma noión de equivalenia polinómia. De un lado, la visiónproporionada por la lausura de equivalenia de una relaión de reduiónonstruida a partir de la base de un ideal. Del otro, la visión dada por lapertenenia de la diferenia de polinomios al ideal generado.La formalizaión en Al2 ondue en ambos asos, al empleo de testigos.En el aso de la relaión de equivalenia, el testigo, que exponemos siempreexplíitamente, onstituye un objeto de prueba que demuestra la onexiónexistente entre los polinomios relaionados. En uanto a la ongruenia in-duida, el testigo, que mantenemos oulto bajo una funión de Skolem apro-piada, muestra los oe�ientes polinómios impliados en la pertenenia alideal del polinomio diferenia.Como hemos demostrado, ambos testigos están relaionados y las funionesdiseñadas para la elaboraión de la prueba �nal nos permiten onstruir unoualquiera de ellos a partir del otro.7.5. Noetherianidad de las reduiones polinó-miasDe�niión 7.19. Sea → una relaión de reduión sobre un onjunto A.Deimos que → es noetheriana si no existe una seuenia in�nita {ai}i∈N talque a0 → a1 → a2 → · · · .



7.5 Noetherianidad de las reduiones polinómias 187En esta seión se muestra la formalizaión de la noetherianidad de la re-laión de reduión polinómia realizada en noetherianidad.lisp. Para laformalizaión de esta propiedad en Al2, nos basaremos en el siguiente re-sultado.Teorema 7.20. Una reduión es noetheriana si, y sólo si, está ontenidaen la inversa de una relaión bien fundamentada.Por lo tanto, basta probar que existe una relaión bien fundamentada talque uando se aplia ualquier paso válido de reduión a un elemento enel dominio de de�niión, se obtiene otro elemento menor respeto de talrelaión.Reordemos (apítulo 4) que empleamos < para referirnos al orden bienfundamentado sobre los polinomios, y que dados dos polinomios p y q, p < qsi se umple alguna de las siguientes ondiiones:1. p = 0 ∧ q 6= 0.2. p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) <T tp(q).3. p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) = tp(q) ∧ resto(p) < resto(q).Ya que este orden está bien fundamentado, se puede utilizar para estableerla noetherianidad de la reduión polinómia previamente presentada. Sim-plemente hay que expresar que mediante la apliaión válida de un operadora un polinomio se obtiene otro menor que él on respeto a <.Teorema 7.21. Sean p un polinomio, F un onjunto �nito de polinomios y
o un operador. Entones,válido(p, o, F ) =⇒ reduión(p, o) < pEn Al2,(defthm |valido(p, o, F) => reduion(p, o) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(valido p o F))(< (reduion p o) p)))



188 Reduiones polinómiasEste teorema no es senillo de demostrar porque involura bastantes propie-dades de los polinomios (aparte de las de anillo). La demostraión se apoya,fundamentalmente, en el orolario del lema 7.23 para el que neesitaremos ellema 7.22 que demostraremos a ontinuaión.Lema 7.22. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p, mp(q) =
−m y tp(p + q) 6= tp(p) entones tp(p + q) < tp(p).En Al2,(defthm |m en p & mp(q)=-m & tp(p + q)!=tp(p) => tp(p + q) < tp(p)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (en-monomio m p)(not (equal (termino (primero (+ p q)))(termino (primero p))))(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))(RAC-TER::< (termino (primero (+ p q)))(termino (primero p)))))Demostraión. Sea tm el término de m. Como m es un monomio de p ymp(q) = −m se tiene que tm ≤ tp(p) y tp(q) = tm ≤ tp(p). Por lo tanto, alser tp(p + q) ≤ máx{tp(p), tp(q)}, neesariamente tp(p + q) ≤ tp(p) y, omoson distintos por hipótesis, tp(p + q) < tp(p).Lema 7.23. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p y mp(q) =
−m entones p + q < p.En Al2,(defthm |m en p & mp(q) = - m => p + q < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-monomiop m) (en-monomio m p)(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))(< (+ p q) p)))Demostraión. Por induión sobre la de�niión del prediado <.Caso 1: p + q = 0 ∨ p = 0.Inmediato, ya que p 6= 0.Caso 2: p + q 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p + q) 6= tp(p).En este aso, tp(p + q) < tp(p) por el lema 7.22. Luego p + q < p.



7.5 Noetherianidad de las reduiones polinómias 189Paso indutivo: p + q 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p + q) = tp(p).Por hipótesis de induión se tiene que si m es un monomio de resto(p) ymp(q) = −m entones resto(p) + q < resto(p)En este aso, sea tm el término de m; omo m es un monomio de p ymp(q) = −m, se tiene que tm ≤ tp(p) y tp(q) = tm ≤ tp(p). Por lo tanto, alser tp(p) = tp(p + q), neesariamente tp(q) < tp(p) porque si tp(q) = tp(p)entones mp(p) = m y tp(p + q) < tp(p), ya que mp(q) = −m. De aquí seobtiene que tm 6= tp(p).Por lo tanto, m 6= mp(p) y, omo m ha de estar en p, formará parte deresto(p).Como m es un monomio de resto(p), mp(q) = −m y tp(p + q) = tp(p)entones resto(p + q) = resto(p) + q y, apliando hipótesis de induión,resto(p + q) < resto(p). Luego p + q < p.Nota. En la demostraión anterior, utilizamos implíitamente el heho deque si m es un monomio de p uyo término es tm y tp(p) = tm entonesmp(p) = m. Reuérdese que esto es así porque estamos onsiderando unarepresentaión normalizada, donde un polinomio no puede ontener dos mo-nomios on el mismo término.Lema 7.24. Sean p y q dos polinomios no nulos. Si m es un monomio de pdivisible por el monomio prinipal de q y c = −m/mp(q) entones p+c·q < p.En Al2,(defthm |m en p &  = - m / mp(q) => p +  * q < p|(let (( (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero q))))))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q) (not (nulop q))(k-monomiop m) (en-monomio m p)(dividep (termino (primero q)) (termino m)))(< (+ p (*  q)) p))))Demostraión. Nótese que mp(c · q) = (−m/mp(q)) · mp(q) = −m y portanto, podemos apliar el lema 7.23.



190 Reduiones polinómias7.6. Formas normalesComo onseuenia de la seión anterior, es posible de�nir el onepto deforma normal de un polinomio. Su formalizaión se enuentra en el �heroforma-normal.lisp del diretorio Buhberger.Nótese que esta forma normal no tiene nada que ver on la forma normal deun polinomio de�nida en el apítulo 3.De�niión 7.25. Dada una reduión→ sobre un onjunto A, se die que xestá en forma normal o que es irreduible respeto de → si no existe ningún
y ∈ A tal que x→ y. En aso ontrario, se die que x es reduible.De�niión 7.26. Dada una reduión→ sobre un onjunto A, se die que yes una forma normal de x respeto de→ si x→∗ y y y es irreduible respetode A. La notaión x ↓ denota una forma normal de x.Veamos a ontinuaión omo, dado un polinomio, se puede llevar a aboel álulo de una forma normal respeto de la reduión asoiada a unaseuenia �nita de polinomios. Nótese, que para formalizar la noión de formanormal, será fundamental de�nir un test de reduibilidad.De�niión 7.27. Dada una reduión → sobre un onjunto A, se die queuna funión, reduible, es un test de reduibilidad para →, si es una funiónomputable reduible : A → A ∪ {x}, (donde x es un elemento ualquieraque no pertenee a A) tal que, para todo a reduible, a→ reduible(a) y, enaso ontrario, reduible(a) = x.Para el aso de las reduiones polinómias, se die que un polinomio pes reduible por otro f , si existe un monomio en p que es divisible por elmonomio prinipal de f .7.6.1. ReduibilidadLa funión reduible implementa este onepto de reduibilidad en Al2,devolviendo nil si no es reduible y un operador en aso ontrario.(defun reduible (p f)(let (( (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ (primero p)(primero f))))))



7.6 Formas normales 191(ond ((or (not (polinomiop p))(not (polinomiop f))(nulop p) (nulop f))nil)((dividep (termino (primero f)) (termino (primero p)))(operador (primero p)  f))(t (reduible (resto p) f)))))Teorema 7.28. Sean p un polinomio, F un onjunto �nito de polinomios y
f ∈ F . reduible(p, f) =⇒ válido(p, reduible(p, f), F )En Al2,(defthm |reduible(p, fi) => valido(p, reduible(p, fi), F)|(implies (and (reduible p fi) (en fi F))(valido p (reduible p fi) F)))Demostraión. Por induión sugerida por la funión reduible.Caso base: tp(f) | tp(p)Inmediato por la de�niión de reduible y válido.Paso de induión:La hipótesis de induión esreduible(resto(p), f) =⇒ válido(resto(p), reduible(resto(p), f), F )reduible(p, f) ∧ ¬(tp(f) | tp(p))

=⇒ reduible(p, f) = reduible(resto(p), f) (def. de reduible)
=⇒ válido(resto(p), reduible(p, f), F ) (hipótesis de induión)
=⇒ válido(p, reduible(p, f), F ) (def. de válido)

La funión reduible-F, que se de�ne a ontinuaión, realiza la omproba-ión de reduibilidad respeto de un onjunto de polinomios. Para esto seneesita la funión reduible. En aso de que sí sea reduible, la funióndevuelve el operador asoiado. En aso negativo devuelve nil.



192 Reduiones polinómias(defun reduible-F (p F)(ond ((endp F)nil)((reduible p (first F))(reduible p (first F)))(t(reduible-F p (rest F)))))La propiedad fundamental que debe satisfaer la funión reduible-F es quepara todo polinomio p, (reduible-F p) devuelve un operador apliable ap, siempre que p no esté ya en forma normal, y nil en aso ontrario. Laformalizaión en Al2 es la siguiente.(defthm |reduible(p, F) => valido(p, reduible(p, F), F)|(implies (reduible-F p F)(valido p (reduible-F p F) F)))(defthm |~reduible(p, F) => ~valido(p, o, F)|(implies (not (reduible-F p F))(not (valido p o F))))7.6.2. Forma normal a partir del test de reduibilidadCon este test de reduibilidad, alulamos una forma normal, on la siguientefunión.(defun<k> fn-F (p F)(delare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(let ((red (reduible-F p F)))(if red(fn-F (reduion p red) F)p))p))Nótese que es posible de�nir la funión anterior en Al2 (es deir, probar suterminaión) porque se ha demostrado previamente la buena fundamentaiónde la relaión < sobre los polinomios normalizados (teorema 4.16) y quela reduión es noetheriana (teorema 7.21). En onreto on delare se le



7.6 Formas normales 193india que, para demostrar la parada de la funión, tome omo medida laforma normal del polinomio que reibe omo primer parámetro y que useomo relaión bien fundamentada el orden de polinomios.Teorema 7.29. Dado un onjunto �nito de polinomios F , la funión fnFalula una forma normal. Es deir, dado un polinomio p

p→∗
F fnF (p)fnF (p) es irreduibleDemostraión. Por induión sobre la de�niión de fnF .Caso base: p es irreduible.Por de�niión de fnF y →∗

F se tiene, ya que p →∗
F p = fnF (p) y p esirreduible.Paso de induión: p no es irreduible.En este aso, sea o = reduibleF (p) el operador respeto del ual p se puedereduir y q = reduion(p, o) el polinomio resultante de reduir p utilizandoese operador. Por de�niión de →F se tiene que p→F q.Por hipótesis de induión se tiene que q →∗

F fnF (q) y que fnF (q) es irre-duible. Con lo ual, p→∗
F fnF (q).Por de�niión de fnF , fnF (p) = fnF (q) y, por tanto, se tiene que p →∗

FfnF (p) y que fnF (p) es irreduible.
El teorema Al2 orrespondiente se presenta a ontinuaión. Puesto queen nuestra formalizaión toda equivalenia debe ser justi�ada dando unaprueba, para demostrar la propiedad de normalizaión, debemos de�nir unafunión prueba-forma-normal que reibirá un elemento del dominio de de-�niión y devolverá una prueba que justi�a la equivalenia de ese elementoon otro en forma normal que es el mismo elemento que alula la funiónfn-F dada anteriormente. En nuestro aso, para saber si un polinomio esirreduible basta on omprobar que no es válido apliar ningún operador aese polinomio.Estos son los dos teoremas Al2 que estableen que (fn-F p F) es unaforma normal de p.



194 Reduiones polinómias(defthm |p ->F* fn(p, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(->* p (fn-F p F) (prueba-forma-normal p F) F)))(defthm |fn(p, F) irreduible|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(not (valido (fn-F p F) o F))))La funión prueba-forma-normal, que nos devuelve una prueba que nosondue desde un polinomio hasta su forma normal, será obtenida apliandopasos de reduión hasta que se llegue a un elemento irreduible. Nótese queen la demostraión de terminaión de esta funión (al igual que pasaba onla funión fn-F) se neesita la buena fundamentaión de la relaión < entrepolinomios y la noetherianidad de la reduión.(defun<k> prueba-forma-normal (p F)(delare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(let ((red (reduible-F p F)))(if (and red (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(ons (make-r-step:diret t:elt1 p:elt2 (reduion p red):operator red)(prueba-forma-normal (reduion p red) F))nil)))Cada paso de reduión está onstituido por una estrutura r-step que on-tiene un paso direto de prueba que oneta p on (reduion p red), don-de red ontendrá el operador orrespondiente a la reduión. Diho operadorse obtiene on la funión reduible-F.Para que la seuenia de tales pasos onstituya una prueba, debemos de-mostrar que todo operador, al apliarse válidamente sobre un elemento deldominio de de�niión de la reduión, obtiene un elemento en el mismo do-minio de de�niión.(defthm |valido(p, o, F) => k-polinomiop(reduion(p, o))|(implies (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F)



7.7 Cálulo de formas normales 195(valido p o F))(k-polinomiop (reduion p o))))Con todo esto se obtiene, �nalmente, la demostraión de los teoremas Al2|p ->F* fn(p, F)| y |fn(p, F) irreduible|.7.7. Cálulo de formas normalesComo se ha visto en la seión anterior, es posible de�nir una funión quealula formas normales usando el test de reduibilidad. Aunque tal funiónes idónea para el razonamiento (en onreto, es muy útil para poder obtenerel resultado de la seión 8.3.2 mediante instaniaión funional), no es ade-uada para usarla en el algoritmo de Buhberger, ya que maneja el onepto�teório� de operador.En esta seión nos olvidamos momentáneamente de los operadores y de�-nimos las funiones de reduión que se utilizarán en la implementaión delalgoritmo de Buhberger. Posteriormente se prueba la relaión entre estasfuniones y las de operadores. Su formalizaión se enuentra en el �heroalulo-forma-normal.lisp.La noión de reduión polinómia que se utiliza en el algoritmo de Buh-berger puede ser modelada mediante la siguiente funión.De�niión 7.30 (reduión polinómia). Sean p, f dos polinomios. Sede�ne red(p, f) de la siguiente forma:red(p, f) = p + r(p, f) · fdonde r se de�ne omo sigue:Si no existe ningún monomio en p divisible por mp(f), r(p, f) = 0.En aso ontrario, r(p, f) = −m/mp(f) donde m es el mayor monomiode p divisible por mp(f).De esta forma, la noión de reduión polinómia que se utiliza en el algoritmode Buhberger puede ser modelada en Al2 mediante la siguiente funión:(defun red (p f)(+ p (* (r p f) f)))



196 Reduiones polinómiasdonde la funión r alula el fator de reduión entre p y q, y que oinideon un posible c en la de�niión 7.7.(defun r (p f)(seond (rp p f)))Para ello, utiliza la funión rp que devuelve un par on un booleano queindia si existe o no fator de reduión, y el fator de reduión si existe, (oel polinomio nulo, si no existe).(defun rp (p f)(let ((p1 (primero p))(f1 (primero f)))(ond ((or (nulop p) (not (polinomiop p))(nulop f) (not (polinomiop f)))(list nil (nulo)))((dividep (RAC-MON::termino f1) (RAC-MON::termino p1))(list t (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ p1 f1)))))(t(rp (resto p) f)))))A ontinuaión se demuestra en el teorema 7.34 una propiedad fundamental:el polinomio reduido es menor que el original (que se demuestra on la ayudade los teoremas 7.21 y 7.28, y los dos lemas 7.31 y 7.33 que se demuestran aontinuaión).Para ello, en primer lugar, se de�ne la funión redp que reimplementa elonepto de reduibilidad en Al2. Esta funión se de�ne on la ayuda dela funión rp. Devuelve t si p es reduible por f y nil en aso ontrario.(defun redp (p f)(first (rp p f)))Nótese que la diferenia entre los dos tests de reduibilidad de�nidos es quereduible trabaja on operadores mientras que redp no lo hae.Lema 7.31. Sean p y f dos polinomios.redp(p, f) ⇐⇒ reduible(p, f)En Al2,



7.7 Cálulo de formas normales 197(defthm |redp(p, f) <=> reduible(p, f)|(iff (redp p f) (reduible p f)))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de reduibleLema 7.32. Sean p, f polinomios y c el fator de reduión del operadordevuelto por reduible(p, f). Entones c = r(p, f).(defthm |o-fator(reduible(p, f)) = r(p, f)|(implies (reduible p f)(equal (o-fator (reduible p f)) (r p f))))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de reduible.Lema 7.33. Sean p y f dos polinomios.reduible(p, f) =⇒ reduión(p, reduible(p, f)) = red(p, f)En Al2,(defthm |reduion(p, reduible(p, f)) = red(p, f)|(implies (reduible p f)(equal (reduion p (reduible p f)) (red p f))))Demostraión.Sea c el fator de reduión del operador devuelto por reduible(p, f). Enton-es:reduible(p, f) =⇒reduión(p, reduible(p, f)) = p + c · f (def. de reduión)
= p + r(p, f) · f (lema 7.32)
= red(p, f) (def. de red)

Teorema 7.34. Sean p y f dos polinomios.redp(p, f) =⇒ red(p, f) < pEn Al2,



198 Reduiones polinómias(defthm |redp(p, f) => red(p, f) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop f)(redp p f))(< (red p f) p)))Demostraión. Sea F un onjunto �nito de polinomios donde f ∈ F .redp(p, f)

=⇒ reduible(p, f) (lema 7.31)
=⇒ reduible(p, f) ∧ válido(p, reduible(p, f), F ) (lema 7.28)
=⇒ reduible(p, f) ∧ reduión(p, reduible(p, f)) < p (lema 7.21)
=⇒ red(p, f) < p (lema 7.33)De�nimos a ontinuaión la funión redp-F, que reimplementa el oneptode reduibilidad respeto de un onjunto de polinomios en Al2. Para esto seneesita la funión redp. En aso de que sí sea reduible, la funión devuelveun polinomio del onjunto por el que se puede reduir. En aso negativodevuelve nil.(defun redp-F (p F)(ond ((endp F)nil)((redp p (first F))(first F))(t(redp-F p (rest F)))))Nótese que la diferenia entre los dos tests de reduibilidad sobre onjuntosde�nidos es que reduibleF trabaja on operadores mientras que redpF no lohae.Lema 7.35. redpF (p) ⇐⇒ reduibleF (p)En Al2,(defthm |reduible(p, F) <=> redp(p, F)|(iff (reduible-F p F) (redp-F p F)))



7.7 Cálulo de formas normales 199Demostraión. Por induión sobre la de�niión de la funión redpF y utili-zando el teorema 7.31.El siguiente resultado se utiliza para demostrar la parada de la lausura dela funión de reduión red respeto a un onjunto de polinomios.Teorema 7.36. Sean p un polinomio y F un onjunto de polinomios.redpF (p) =⇒ red(p, redpF (p)) < pEn Al2,(defthm |redp(p, F) => red(p, redp(p, F)) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(redp-F p F))(< (red p (redp-F p F)) p)))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de redpF y por el teore-ma 7.34.El siguiente lema expresa una propiedad útil sobre la funión redpF que seráutilizada en la seión siguiente.Lema 7.37. Sean p un polinomio y F un onjunto de polinomios. EntonesredpF (p) =⇒ redpF (p) ∈ FEn Al2,(defthm |redp(p, F) => redp(p, F) en F|(implies (and (k-polinomiosp F) (redp-F p F))(en (redp-F p F) F)))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de la funión redpF y por elteorema 7.31.Y por último, se de�ne la lausura de red respeto a un onjunto de polino-mios que se nota por red-F*.



200 Reduiones polinómiasDe�niión 7.38. Sean p un polinomio y F onjunto �nito de polinomios.red∗
F (p) =

{

p, si ¬redpF (p)red∗
F (red(p, redpF (p))), e.o..donde redpF (p) india si el polinomio p puede ser reduido utilizando algúnpolinomio del onjunto F . En Al2,(defun<k> red-F* (p F)(delare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(let ((redutor (redp-F p F)))(if redutor(red-F* (red p redutor) F)p))(nulo)))Nótese que la parada de la funión red-F* no es inmediata. Es neesariosuministrar al sistema una medida apropiada. Para ello se hae uso de lapropiedad de buena fundamentaión del orden de polinomios demostrada enel apítulo 4 y del teorema 7.36.Hemos visto que podemos alular una forma normal sin haer referenia aoperadores. De heho, red∗

F es una funión que alula formas normales yserá la que usemos para omputar. Probamos a ontinuaión que fnF yred∗
Fson iguales. Para ello primero demostramos el siguiente lema.Lema 7.39. Sean p un polinomio y F un onjunto �nito de polinomios.reduibleF (p) =⇒ reduión(p, reduibleF (p)) = red(p, redpF (p))En Al2,(defthm |r = reduible(p, F) => reduion(p, r) = red(p, redp(p,F))|(implies (reduible-F p F)(equal (reduion p (reduible-F p F))(red p (redp-F p F)))))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de redpF y por el lema 7.33.



7.7 Cálulo de formas normales 201Teorema 7.40. Dado un polinomio p y un onjunto �nito de polinomios Fse tiene que fnF (p) = red∗
F (p)En Al2,(defthm |fn(p, F) = red*(p, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(equal (fn-F p F) (red-F* p F))))Demostraión. Por induión sobre la de�niión de fnF .Caso base: p es irreduible.Inmediato, por las de�niiones de fnF y de red ∗

F y porque se umple que
¬reduibleF (p) ⇐⇒ ¬redpF (p).Paso de induión: p no es irreduible.Sea q = reduion(p, reduible(p, F )).Por hipótesis de induión, fnF (q) = red∗

F (q). Entones el resultado se ob-tiene por los lemas 7.35 y 7.39, y por las de�niiones de fnF y red∗
F .Por último, se demuestra la relaión existente entre red∗

F y la reduión →F ,demostrando que p →∗
F red∗

F (p). Esta propiedad será neesaria para apliarlos resultados que se obtengan sobre la relaión de reduión al algoritmo deBuhberger, que utiliza la funión de reduión red∗
F en lugar de fnF .Teorema 7.41. Sean p un polinomio y F un onjunto �nito de polinomios,se tiene que

p→∗
F red∗

F (p)En Al2,(defthm |p ->F* red*(p, F)|(let ((prueba (prueba-forma-normal p F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(->* p (red-F* p F) prueba F))))



202 Reduiones polinómiasDemostraión. Inmediato por los teoremas 7.29 y 7.40.7.8. Estabilidad del ideal respeto a las redu-ionesEn esta seión demostramos la estabilidad del ideal respeto a las funionesde reduión. Esto será neesario para, después, poder probar la estabilidaddel ideal respeto del algoritmo de Buhberger, impresindible para la demos-traión de orreión parial del algoritmo. Su formalizaión se enuentra enel �hero estabilidad-reduion.lisp.Teorema 7.42 (lausura del ideal respeto a red). La relaión de re-duión de polinomios red preserva la pertenenia al ideal.
f ∈ F =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red(p, f) ∈ 〈F 〉)En Al2,(defthm |fi en F => (red(p, fi) en <F> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop fi)(en fi F))(iff (en-ideal (red p fi) F) (en-ideal p F))))Demostraión. ⇒:

f ∈ F ∧ p ∈ 〈F 〉

=⇒ f ∈ 〈F 〉 ∧ p ∈ 〈F 〉 (p ∈ F ⇒ p ∈ 〈F 〉)
=⇒ f · r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ p ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ p · q ∈ 〈F 〉)
=⇒ p + r(p, f) · f ∈ 〈F 〉 (p, q ∈ 〈F 〉 ⇒ p + q ∈ 〈F 〉, p · q = q · p)
=⇒ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (def. de red)

⇐:
f ∈ F ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉

=⇒ f ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ F ⇒ p ∈ 〈F 〉)
=⇒ f · r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ p · q ∈ 〈F 〉)
=⇒ −f · r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ −p ∈ 〈F 〉)
=⇒ red(p, f)− f · r(p, f) ∈ 〈F 〉 (p, q ∈ 〈F 〉 ⇒ p + q ∈ 〈F 〉)
=⇒ p ∈ 〈F 〉 (def. red y arit. polinómia)



7.8 Estabilidad del ideal respeto a las reduiones 203
Teorema 7.43. Si p es reduible respeto de un onjunto de polinomios Fentones,

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉En Al2,(defthm |redp(p, F) => (red(p, redp(p, F)) en <F> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(redp-F p F))(iff (en-ideal (red p (redp-F p F)) F) (en-ideal p F))))Demostraión.redpF (p) ∧ p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ redpF (p) ∈ F ∧ p ∈ 〈F 〉 (lema 7.37)
⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 (teorema 7.42)Teorema 7.44 (lausura del ideal respeto a red∗

F ). La reduión depolinomios red∗
F preserva la pertenenia al ideal. Es deir:

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (p) ∈ 〈F 〉En Al2,(defthm |red*(p, F) en <F> <=> p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal (red-F* p F) F) (en-ideal p F))))Demostraión. Por induión en la funión red∗

F .Caso base: ¬redpF (p)Inmediato ya que por de�niión red ∗
F (p) = p.



204 Reduiones polinómiasPaso de induión: redpF (p)La hipótesis de induión esred(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (red(p, redpF (p))) ∈ 〈F 〉redpF (p) ∧ p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 (teorema 7.43)
⇐⇒ red∗

F (red(p, redpF (p))) ∈ 〈F 〉 (hipótesis de induión)
⇐⇒ red∗

F (p) ∈ 〈F 〉 (def. de red∗
F )

7.9. ResumenEn este apítulo:Hemos presentado un tipo partiular de relaión de reduión sobrepolinomios y su formalizaión en Al2 en el maro suministrado porlas relaiones abstratas.Hemos demostrado que la relaión de equivalenia generada por la re-duión oinide on la ongruenia induida por el ideal.Hemos demostrado que diha relaión es noetheriana respeto al ordende polinomios subyaente.Se ha llevado a abo el álulo de formas normales.Hemos demostrado la relaión existente entre red∗
F y la reduión →F ,demostrando que red∗

F alula una forma normal respeto de →F .Hemos demostrado que los ideales son errados bajo el álulo de formasnormales.



Parte IVBases de Gröbner: algoritmo deBuhberger





Capítulo 8Bases de Gröbner
8.1. IntroduiónEn 1965, B. Buhberger desubrió que el problema de la pertenenia de unpolinomio a un ideal �nitamente generado por un onjunto de polinomios (labase del ideal), era equivalente a omprobar que el polinomio fuera reduible(utilizando la noión de reduión polinómia dada en el apítulo anterior)al nulo a través de un nuevo onjunto de polinomios derivados del onjuntooriginal, que forman una nueva base para el ideal derivada a partir de la baseoriginal.En honor a su diretor de tesis, W. Gröbner, que estimuló su interés por esteproblema, Buhberger bautizó estas bases on el nombre de bases de Gröbner.En realidad, H. Hironaka había ya desubierto este tipo de bases on an-telaión, a las que llamó bases estándar. Sin embargo, aunque demostró suexistenia, su demostraión, que no era onstrutiva, no arrojaba luz sobreel problema de ómo alularlas.Buhberger, junto a su demostraión, presentó un algoritmo que permitíaonstruir una base de Gröbner a partir de un onjunto de polinomios dado.Las bases de Gröbner, aunque iniialmente no tuvieron demasiada difusión,tuvieron �nalmente un gran impato en áreas muy diversas. Se emplean fun-damentalmente para resolver el problema de la pertenenia al ideal en unanillo de polinomios y para deidir la relaión de ongruenia induida porel ideal.En este apítulo formalizaremos el onepto de bases de Gröbner en Al2,



208 Bases de Gröbnery demostraremos sus propiedades fundamentales.8.2. Con�uenia de reduiones abstratasPara �jar la notaión, de�niremos primeramente algunos oneptos básios,sobre on�uenia de reduiones abstratas y enuniaremos sin demostraiónalgunas de sus propiedades. Consúltese [1℄ para una desripión detallada.De�niión 8.1. Una reduión → en A se die que tiene la propiedad deChurh-Rosser si para todo a, b ∈ A tal que a↔∗ b, se tiene que a ↓∗ b.Teorema 8.2. Si una reduión→ en A tiene la propiedad de Churh-Rossery es noetheriana, entones
a↔∗ b ⇐⇒ a ↓= b ↓De�niión 8.3. Una reduión → se die:Con�uente si a←∗ c→∗ b implia que a ↓∗ b.Loalmente on�uente si a← c→ b implia que a ↓∗ b.El siguiente teorema establee que la on�uenia es una propiedad equivalentea la propiedad de Churh-Rosser.Teorema 8.4. Una reduión es on�uente si y, sólo si, tiene la propiedadde Churh-Rosser.El siguiente lema permite reduir la propiedad de Churh-Rosser para redu-iones noetherianas a la on�uenia loal.Lema 8.5. (de Newman) Una reduión noetheriana y loalmente on�uentees on�uente.Combinado el lema de Newman y el lema 8.2 se tiene el siguiente teorema.Teorema 8.6. Sea A un onjunto ualquiera, ≡ una relaión de equivaleniasobre A y → una reduión noetheriana y loalmente on�uente sobre A talque ↔∗ = ≡. Supongamos que existe un test de reduibilidad para →.Entones ≡ es deidible.Nótese, que la deidibilidad se tiene por omparaión de formas normales.



8.3 Bases de Gröbner 2098.3. Bases de GröbnerDe�niión 8.7. G es una base de Gröbner del ideal I = 〈G〉 si
p ∈ I ⇐⇒ p→∗

G 0Nótese que si enontramos una base de Gröbner de un ideal, entones tenemosun proedimiento de deisión para la pertenenia al ideal.En lo que sigue, veremos un resultado debido a Buhberger, que die que paradeterminar si una base G es de Gröbner, en lugar de omprobar que p→∗
G 0para todo p de un ideal, basta ver que se reduen a 0 una antidad �nita depolinomios, llamados s-polinomios. La formalizaión se los s-polinomios seenuentra en s-polinomio.lisp y estabilidad-s-polinomio.lisp.De�niión 8.8. Sea m = mcm(mp(fi),mp(fj)) el mínimo omún múltiplode los monomios prinipales de los polinomios no nulos fi y fj , y mi y mjmonomios tales que mi ·mp(fi) = m = mj ·mp(fj). El s-polinomio induidopor fi y fj se de�ne omo:s-polinomio(fi, fj) = mifi −mjfjEn Al2,(defun s-polinomio (fi fj)(if (or (nulop fi) (nulop fj))(nulo)(+ (* (polinomio ( (primero fi) (primero fj))) fi)(* (polinomio (RAC-MON::- ( (primero fj) (primero fi))))fj))))donde  se enarga de alular los oe�ientes mi y mj que apareen en els-polinomio de fi y fj.(defun  (m1 m2)(monomio (RAC::/ (RAC::identidad) (oefiiente m1))(RAC-TER::/ (RAC-TER::mm (termino m1) (termino m2))(termino m1))))Teorema 8.9.

fi ∈ 〈F 〉 ∧ fj ∈ 〈F 〉 =⇒ s-polinomio(fi, fj) ∈ 〈F 〉



210 Bases de GröbnerEn Al2,(defthm |fi en <F> & fj en <F> => s-polinomio(fi, fj) en <F>|(implies (and (k-polinomiop fi)(k-polinomiop fj)(en-ideal fi F)(en-ideal fj F))(en-ideal (s-polinomio fi fj) F)))Demostraión. Inmediata. Ya se demostró que el ideal es errado bajo lasoperaiones polinómias básias, que son las que se emplean en la onstru-ión del s-polinomio.Es posible dar una interpretaión de los s-polinomios desde el punto de vistade la reduión →F . Nótese que los s-polinomios representan, de maneraompata, un tipo onreto de pios loales en →F , llamados pios loalesrítios. Consideremos la siguiente situaión rítia que se produe uandoreduimos m = mcm(mp(fi),mp(fj)) a la vez por →fi
y →fj

:
m−mifi fi

← m→fj
m−mjfjPara representar, de manera ompata, el par rítio (m −mifi, m−mjfj)que provoa esta situaión se emplea la diferenia entre sus dos omponentes,lo que produe el siguiente s-polinomio:s-polinomio(fi, fj) = m−mjfj − (m−mifi) = mifi −mjfjEl resultado de Buhberger se puede interpretar diiendo que la on�ueniade todas estas divergenias rítias asegura la on�uenia loal, omo pruebael teorema 8.12 de la siguiente seión.Como además la reduión polinómia es noetheriana, esto hae que por ellema de Newman se tenga que la reduión asoiada a una base uyos s-polinomios se reduen a 0 es on�uente. Y esta última propiedad veremosque implia el heho de que la base es de Gröbner y que, por tanto, dihabase proporiona un algoritmo de deisión de la pertenenia al ideal. Enlíneas generales, las siguientes seiones desarrollan este argumento.



8.3 Bases de Gröbner 2118.3.1. La propiedad Φ y la on�uenia loalConsidérese la siguiente propiedad Φ(F ) que expresa el heho de que loss-polinomios formados a partir de polinomios de una base F se reduen a 0.
Φ(F ) ≡ ∀p, q ∈ F s-polinomio(p, q)→∗

F 0Nuestro objetivo es demostrar la on�uenia loal de la relaión de reduióninduida por un onjunto de polinomios que veri�a la propiedad Φ, tal yomo establee el teorema 8.12:
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)Antes, de pasar a la demostraión del resultado prinipal, neesitamos probarlos dos lemas siguientes. Su formalizaión se enuentra en onfluenia.lisp.Lema 8.10. Sean p y q polinomios, y F un onjunto �nito de polinomios.

p− q →∗
F 0 =⇒ p ↓∗F qDemostraión. Por induión sobre la longitud de la seuenia de reduión.Caso base:Si la longitud de la seuenia de reduión es 0, es porque p− q = 0, por loque p = q y, por tanto, p ↓∗F q trivialmente.Paso de induión:Si la longitud de la seuenia de reduión es mayor que 0 podemos suponerque existe fi ∈ F tal que:

p− q →fi
r →∗

F 0Sea m = cm · tm el monomio de p − q sobre el que se aplia la reduión,donde cm y tm son, respetivamente, el oe�iente y el término del monomio.De auerdo on la de�niión de la relaión de reduión, se ha de umplirque p− q →fi
r = (p− q)− (m/mp(fi)) · fi.Sea cp el oe�iente de tm en p y cq el oe�iente de tm en q. Claramente,

cm = cp − cq 6= 0.



212 Bases de GröbnerDependiendo de si cp es o no ero, tenemos que:
p = p−

cp · tmmp(fi)
· fi ∨ p→fi

p−
cp · tmmp(fi)

· fiDependiendo de si cq es o no ero, tenemos que:
q = q −

cq · tmmp(fi)
· fi ∨ q →fi

q −
cq · tmmp(fi)

· fiPuesto que m = (cp − cq) · tm, se tiene:
r =

(

p−
cp · tmmp(fi)

· fi

)

−

(

q −
cq · tmmp(fi)

· fi

)y se tiene, por hipótesis de induión, que
p−

cp · tmmp(fi)
· fi ↓

∗
F q −

cq · tmmp(fi)
· fiPor tanto, p ↓∗F q.El teorema Al2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(let* ((valle (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(->* (+ p (- q)) (nulo) prueba F))(->*<- p q valle F))))Nuevamente, omo ourría en teoremas demostrados anteriormente, debemosen primer lugar de�nir una funión que onstruya la seuenia de pasos dereduión que hay que realizar para obtener p ↓∗F q. Esto se hae partiendode la prueba que ontiene la seuenia de pasos de reduión de p− q a 0.Así, siguiendo la demostraión que aabamos de desribir, de�nimos la fun-ión prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|. Esta funión reibirá los po-linomios p y q junto on la prueba que demuestra que p − q se redue a 0y alula la prueba que redue p a p − (cp · tm/mp(fi)) · fi y la prueba queredue q a q − (cq · tm/mp(fi)) · fi. Entones, produe el resultado deseadoreursivamente, empleando p− (cp · tm/mp(fi)) · fi y q − (cq · tm/mp(fi)) · fiomo parámetros.



8.3 Bases de Gröbner 213(defun prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| (p q prueba)(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(m (o-monomio (operator (first prueba))))(mp (en-termino (termino m) p))(rp (fator-reduion mp (primero fi)))(mq (en-termino (termino m) q))(rq (fator-reduion mq (primero fi))))(if (endp prueba)nil(append (prueba-|p -> p + rp * fi| p mp rp fi)(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(+ p (* rp fi)) (+ q (* rq fi)) (rest prueba))(prueba-|q + rq * fi <- q| q mq rq fi)))))La funión auxiliar fator-reduion reibe los dos monomios que intervie-nen en un paso de reduión (en onreto, mp = cp · tm y mp(fi) en un aso y
mq = cq · tm y mp(fi) en el otro) y alula el polinomio que se emplea omofator en la reduión. El primero de los monomios puede ser ero (siendonil el valor que se le pasa a la funión), en uyo aso se devuelve el polinomionulo para indiar que la reduión no se realiza.(defun fator-reduion (m mi)(if (not m)(nulo)(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))La funión prueba-|p -> p + rp * fi| se enarga de alular la pruebaque redue p a p − (cp · tm)/mp(fi) · fi. En este aso la prueba se omponede un únio paso de prueba direto o de ninguno, dependiendo de si cp 6= 0o no.(defun prueba-|p -> p + rp * fi| (p mp rp fi)(if mp(list (make-r-step:diret t:elt1 p:elt2 (+ p (* rp fi)):operator (operador mp rp fi)))nil))La funión prueba-|q -> q + rq * fi| se enarga de alular la pruebaque redue q a q − (cq · tm)/mp(fi) · fi. Este aso es el análogo al anterior,pero ambiando el sentido.



214 Bases de Gröbner(defun prueba-|q + rq * fi <- q| (q mq rq fi)(if mq(list (make-r-step:diret nil:elt1 (+ q (* rq fi)):elt2 q:operator (operador mq rq fi)))nil))Para demostrar el teorema, neesitamos asegurarnos de que si se ha produidoalgún paso de prueba, éste es válido:(defthm |p - q <->F+ 0 => paso-valido(prueba-p -> p + rp * fi)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mp (en-termino (termino m) p))(rp (fator-reduion mp (primero fi)))(rp (first (prueba-|p -> p + rp * fi| p mp rp fi))))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rp)(and (paso-valido rp F)(equal (elt1 rp) p)(equal (elt2 rp) (+ p (* rp fi)))))))(defthm |p - q <->F+ 0 => paso-valido(prueba-q + rq * fi <- q)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mq (en-termino (termino m) q))(rq (fator-reduion mq (primero fi)))(rq (first (prueba-|q + rq * fi <- q| q mq rq fi))))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rq)(and (paso-valido rq F)(equal (elt1 rq) (+ q (* rq fi)))(equal (elt2 rq) q)))))Para que se pueda apliar la hipótesis de induión hay que demostrar que,realmente, r se redue a 0.



8.3 Bases de Gröbner 215(defthm |p - q ->F+ 0 => p + rp * fi - (q + rq * fi) <->F* 0|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mp (en-termino (termino m) p))(rp (fator-reduion mp (primero fi)))(mq (en-termino (termino m) q))(rq (fator-reduion mq (primero fi))))(implies (and (polinomiop p)(polinomiop q)(polinomiosp F)(->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F))(<->* (+ (+ p (* rp fi)) (- (+ q (* rq fi)))) (nulo)(rest prueba) F))))La desomposiión de r = (p − q) − m/mp(fi) · fi en la diferenia de lospolinomios p− (cp · tm)/mp(fi) · fi y q− (cq · tm)/mp(fi) · fi es muy ténia yrequiere gran parte de las propiedades de polinomios desarrolladas, ademásdel siguiente teorema:(defthm |m en p - q => r(mp, mi) - r(mq, mi) = - m / mi|(let* ((mp (en-termino (termino m) p))(mq (en-termino (termino m) q)))(implies (and (monomiop m)(polinomiop p) (polinomiop q)(en-monomio m (+ p (- q)))(monomiop mi) (not (RAC-MON::nulop mi))(dividep (termino mi) (termino m)))(equal (+ (fator-reduion mp mi)(- (fator-reduion mq mi)))(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))))Por último, hemos de demostrar que la prueba obtenida es valle.(defthm |valle(prueba-p - q ->*F 0 => p ->*F<- q)|(vallep (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))Además del lema anterior es neesario también el siguiente.Lema 8.11. Sean m un monomio no nulo, p y q polinomios, y F un onjunto�nito de polinomios.



216 Bases de Gröbner
p→∗

F q =⇒ m · p→∗
F m · qDemostraión. Por induión sobre la longitud de la seuenia de reduión.Caso base:Si la longitud de la seuenia de reduión es 0, es porque p = q y m·p = m·q,resultando m · p→∗

F m · q trivialmente.Paso de induión:Si la longitud de la seuenia de reduión es mayor que 0 podemos suponerque existe fi ∈ F tal que:
p→fi

r →∗
F qSea mp el monomio de p sobre el que se aplia la reduión. De auerdo onla de�niión de la relaión de reduión, se ha de umplir que p →fi

r =
p−mp/mp(fi) · fi.Por hipótesis de induión:

r →∗
F q =⇒ m · r →∗

F m · qDe esta forma, sólo resta demostrar que:
p→fi

r =⇒ m · p→fi
m · rComo m · p ontiene al monomio m ·mp, on oe�iente no nulo, entones

m ·r = m ·(p−mp/mp(fi) ·fi) = m ·p−(m ·mp)/mp(fi) ·fi. Esto demuestraque m · p→fi
m · p− (m ·mp)/mp(fi) · fi = m · r.El teoremaAl2 se expresa de la siguiente forma. Nótese que m se representamediante un polinomio que ontiene un únio monomio.(defthm |p ->F* q => m * p ->F* m * q|(let ((desendente(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m prueba)))(implies (and (->* p q prueba F)(k-polinomiosp F)(k-polinomiop m)(nulop (resto m))(not (nulop m)))(->* (* m p) (* m q) desendente F))))



8.3 Bases de Gröbner 217Debemos, en primer lugar, de�nir una funión que onstruya la seuenia depasos de reduión que hay que realizar para obtener m · p→∗
F m · q. Esto sehae partiendo de la prueba que ontiene la seuenia de pasos de reduiónde p a q.Así, siguiendo la demostraión que aabamos de desribir, de�nimos la fun-ión prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|. Esta funión reibirá elmonomio m y la prueba que demuestra que un polinomio p se redue aotro q y obtiene la prueba que redue m · p a m · q.(defun prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| (m prueba)(if (endp prueba)nil(ons (prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba))(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m (rest prueba)))))Para ello, se de�ne la funión prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r|que reibe también el monomio m y una prueba de un sólo paso que demues-tra que el polinomio p se redue a r. Esta funión alula una prueba (quetambién onsistirá en un paso) que demuestra que m · p se redue a m · r.(defun prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| (m paso)(let* ((mp (o-monomio (operator paso)))(fi (o-polinomio (operator paso)))(nm (RAC-MON::* (primero m) mp))(n (* m (o-fator (operator paso)))))(make-r-step:diret (diret paso):elt1 (* m (elt1 paso)):elt2 (* m (elt2 paso)):operator (operador nm n fi))))Se demuestra que la prueba que se onstruye es desendente si la pruebaoriginal también lo era.(defthm |desendentep(prueba) => desendentep(prueba-*(m, prueba))|(implies (desendentep prueba)(desendentep(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m prueba))))Por último, para obtener el teorema requerido hemos de demostrar que lospasos de prueba son válidos. Esto es fáil una vez que se omprueba que el



218 Bases de Gröbnerpaso que devuelve la funión prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| loes.(defthm |p ->F+ q => paso-valido(prueba-p ->fi r=>m * p ->fi m * r)|(let (paso(prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba)))(implies (and (->+ p q prueba F)(k-polinomiosp F)(k-polinomiop m)(nulop (resto m))(not (nulop m)))(paso-valido paso F))))Finalmente, podemos proeder a la demostraión del teorema prinipal deeste apítulo, que presentamos a ontinuaión. Éste establee que la relaiónde reduión induida por un onjunto �nito F es loalmente on�uente sise veri�a Φ(F ).Teorema 8.12. La relaión de reduión induida por un onjunto �nito Fes loalmente on�uente si se veri�a Φ(F ). Esto es:
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)Demostraión. Podemos distinguir dos asos a partir de:

p←fi
r →fj

qCaso 1: Las reduiones se aplian en diferentes monomios de r.Supongamos que →fi
se aplia al monomio ma de r, y que →fj

se aplia almonomio mb de r, donde los términos de ma y mb son distintos; entonestenemos la siguiente situaión:
r = ma + mb + rr, donde rr es un polinomio que no tiene ni a ma ni a
mb.De auerdo on la de�niión de la relaión de reduión, se ha deumplir que p = r −ma/mp(fi) · fi = mb + rr −ma/mp(fi) · resto(fi)De igual modo, q = r−mb/mp(fj)·fj = ma+rr−mb/mp(fj)·resto(fj).



8.3 Bases de Gröbner 219Sin pérdida de generalidad, supongamos que ma > mb. Entones ma esmayor que todos los monomios de mb/mp(fj) · resto(fj). Por esta razón, elpolinomio q ontiene el monomio ma, por tanto se puede haer la reduión
q →fi

q −ma/mp(fi) · fi. Como además se tiene que r →F q entones
p = r −

mamp(fi)
· fi ↓

∗
F q −

mamp(fi)
· fipor el lema 7.16. Por lo tanto, p ↓∗F q.Caso 2: Las reduiones se aplian sobre el mismo monomio m de r. En esteaso tenemos la siguiente situaión:

r = m + rr, donde rr es un polinomio que no tiene el monomio m.De auerdo on la de�niión de la relaión de reduión, se ha deumplir que p = r −m/mp(fi) · fi y q = r −m/mp(fj) · fj .Ya que mp(fi) y mp(fj) dividen a m, su mínimo omún múltiplo mmm =mm(mp(fi),mp(fj)) también divide a m.Por hipótesis se tiene que s-polinomio(fi, fj) →
∗
F 0, lo ual implia que

−m/mmm · s-polinomio(fi, fj)→
∗
F 0, , por el lema 8.11. Ya que

−
m

mmm · s-polinomio(fi, fj) = −
m

mmm (
mmmmp(fi)

· fi −
mmmmp(fj)

· fj

)

= −
mmp(fi)

· fi +
mmp(fj)

· fj

= p− qtenemos que p− q →∗
F 0. Apliando el lema 8.10 obtenemos que p ↓∗F q.El teorema Al2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) => onfluenia-loal(->F)|(let ((valle (transforma-pio-loal-F prueba)))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(pio-loalp prueba)(<->*-k p q prueba (F) (k)))(and (<->*-k p q valle (F) (k)) (vallep valle)))))La propiedad de on�uenia loal se reformula mediante los oneptos deprueba on forma de pio loal y prueba on forma de valle:



220 Bases de GröbnerUna reduión tiene la propiedad de on�uenia loal si, y sólosi, para toda prueba on forma de pio loal existe una pruebaequivalente (es deir, que justi�a la equivalenia de los mismoselementos) on forma de valle.Nótese que para suplir la ausenia de uanti�aión existenial de�niremosuna funión, que llamaremos transforma-pio-loal-F, que reibirá unaprueba en forma de pio loal y devolverá otra equivalente on forma de valle.Este teorema utiliza un onjunto de polinomios F de k variables, tanto Fomo k se representa en Al2 mediante dos funiones abstratas sin ar-gumentos, F y k, respetivamente, donde F está restringida por axiomas asatisfaer la propiedad Φ. Esto es neesario haerlo así, debido a que F debesatisfaer Φ y esa propiedad no se puede poner omo hipótesis de ningúnteorema Al2 debido a su uanti�ador universal.También se de�ne una funión binaria abstrata, prueba-s-polinomio-F,que está restringida por un axioma a proporionar una prueba desendentede que el s-polinomio de ualquier par de polinomios de F se redue a 0.Es deir, para formalizar las hipótesis del teorema se onstruye un enapsu-lado que ontiene una funión binaria, prueba-s-polinomio-F, y dos fun-iones, F y k, donde F está restringida por axiomas a ser un onjunto depolinomios de k variables y a satisfaer Φ.(enapsulate((F () t)(k () t)(prueba-s-polinomio-F (p q) t))(loal (defun F () nil))(loal (defun k () 1))(loal (defun prueba-s-polinomio-F (p q)(delare (ignore p q))nil))(defthm |k-polinomiosp(F())|-k(k-polinomiosp-k (F) (k)))(defthm |Phi(F)|-k(let ((prueba (prueba-s-polinomio-F p q)))(implies (and (en p (F)) (en q (F)))(->*-k (s-polinomio p q) (nulo) prueba (F) (k))))))



8.3 Bases de Gröbner 221Nótese que empleamos versiones de k-polinomiosp, ->* y <->* on un pará-metro adiional, la k. Esto es así debido a detalles ténios de la instaniaiónfunional. Aquí no podemos utilizar un número de variables arbitrario, sinoque neesitamos un número onreto, el dado por la funión abstrata k.Nuevamente, omo en todos los asos, debemos en primer lugar de�nir unafunión que onstruya la seuenia de pasos de reduión que justi�a p ↓∗F qa partir de la prueba que tiene la seuenia de pasos para reduir p a r(p←F q) y r a q (r →F q).(defun transforma-pio-loal-F (prueba)(let ((m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (seond prueba)))))(ond ((equal (termino m1) (termino m2))(transforma-pio-loal-F-= prueba))((RAC-TER::< (termino m1) (termino m2))(transforma-pio-loal-F-< prueba))(t(transforma-pio-loal-F-> prueba)))))Siguiendo la demostraión, dividimos el proeso de obtenión de la prueba endos asos (a partir de la situaión rítia que tenemos: p←fi
r →fj

q). Nóteseque, en realidad, apareen tres asos en la funión, ya que el primer aso dela demostraión matemátia se debe dividir en dos en la demostraión Al2(aunque son simétrios).Caso 1: Las reduiones se aplian en diferentes monomios de r.Es deir, supongamos que →fi
se aplia al monomio ma de r, y que →fj

seaplia al monomio mb de r, donde los términos de ma y mb son distintos.Caso 1.1: ma > mb.En este aso, la funión transforma-pio-loal-F->, a partir de la prue-ba original en forma de pio loal, alula la prueba valle orrespondiente.Para ello, emplea la funión prueba-|p ->F q => r + p ->F<- r + q|pasándole omo parámetros los polinomios r y q, la prueba que redue r a
q (que onsta de un únio paso) y −ma/mp(fi) · fi. Esta funión devuelveuna prueba valle que une p = r −ma/mp(fi) · fi on q −ma/mp(fi) · fi.Por tanto, ahora sólo es neesario añadir a esa prueba un paso �nal inversoque lleva a abo la reduión q →fi

q −ma/mp(fi) · fi.



222 Bases de Gröbner(defun transforma-pio-loal-F-> (prueba)(let* ((paso1 (first prueba))(paso2 (seond prueba)))(append (prueba-|p ->F q => r + p ->*<-F r + q|(elt1 paso2)(elt2 paso2)(rest prueba)(* (o-fator (operator paso1))(o-polinomio (operator paso1))))(list (make-r-step:diret nil:elt1 (reduion (elt2 paso2)(operator paso1)):elt2 (elt2 paso2):operator (operator paso1))))))Se demuestra que realmente la funión devuelve una prueba valle.(defthm |valle(transforma-pio-loal-F->(prueba))|(vallep (transforma-pio-loal-F-> prueba)))Y se demuestra que es una prueba.(defthm |transforma-pio-loal-F->(prueba) es una prueba|(let ((valle (transforma-pio-loal-F-> prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (seond prueba)))))(implies (and (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pio-loalp prueba)(not (equal (termino m1) (termino m2)))(not (RAC-TER::< (termino m1) (termino m2))))(<->* p q valle F))))Caso 1.2: ma < mb.En este aso se onstruye la prueba inversa de la funión anterior.(defun transforma-pio-loal-F-< (prueba)(prueba-inversa(transforma-pio-loal-F-> (prueba-inversa prueba))))Para ello, se emplea la funión prueba-inversa que, omo su nombreindia, invierte una prueba, utilizando la funión inverse-proof de�nidaen abstrat-proos.lisp.(defmaro prueba-inversa (prueba)`(inverse-proof ,prueba))(defun inverse-proof (p)



8.3 Bases de Gröbner 223(if (atom p)p(append (inverse-proof (dr p))(list (inverse-r-step (ar p))))))(defun inverse-r-step (st)(make-r-step:diret (not (diret st)):elt1 (elt2 st):elt2 (elt1 st):operator (operator st)))A ontinuaión, se demuestra que la funión devuelve una prueba valle.(defthm |valle(transforma-pio-loal-F-<(prueba))|(vallep (transforma-pio-loal-F-< prueba)))Con el siguiente teorema se omprueba que, realmente, la funión devuelveuna prueba.(defthm |transforma-pio-loal-F-<(prueba) es una prueba|(let ((valle (transforma-pio-loal-F-< prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (seond prueba)))))(implies (and (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pio-loalp prueba)(RAC-TER::< (termino m1) (termino m2)))(<->* p q valle F))))Para lo ual se emplea, entre otros, el siguiente teorema sobre las pruebasinversas.(defthm |p <->F* q => q <->F* p|(implies (<->* p q prueba F)(<->* q p (prueba-inversa prueba) F)))Caso 2: Las reduiones se aplian sobre el mismo monomio de r.En este aso, la funión transforma-pio-loal-F-= alula la pruebavalle orrespondiente.(defun transforma-pio-loal-F-= (prueba)(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(fj (o-polinomio (operator (seond prueba))))(m (o-monomio (operator (first prueba)))))(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(elt1 (first prueba))



224 Bases de Gröbner(elt2 (seond prueba))(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|(oefiiente-mm m fj fi)(prueba-s-polinomio-F fj fi)))))Siguiendo la demostraión presentada previamente, para obtener una prue-ba valle en este aso, primero hay que alular la prueba que demuestra queel s-polinomio(fi, fj) se redue a 0. Esta prueba, por hipótesis, se obtienemediante la funión prueba-s-polinomio-F. A ontinuaión se obtiene laprueba de que −m/mmm ·s-polinomio(fi, fj) se redue a 0 utilizando la fun-ión prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|, y, por último, apliandola funión prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| se ompone la pruebavalle entre p y q.Como se ha omentado anteriormente, ya que mp(fi) y mp(fj) dividen a m,su mínimo omún múltiplo mmm = mm(mp(fi),mp(fj)) también dividea m. Así que podemos alular m/mmm . La funión oefiiente-mmalula ese monomio.(defun oefiiente-mm (m fi fj)(polinomio (RAC-MON::/m(monomio (RAC::identidad)(RAC-TER::mm (termino (primero fi))(termino (primero fj)))))))A ontinuaión se demuestra que la funión devuelve una prueba valle.(defthm |transforma-pio-loal-F-=(prueba) es un valle|(vallep (transforma-pio-loal-F-= prueba)))Finalmente, se demuestra que la funión realmente devuelve una prueba.(defthm |transforma-pio-loal-F-=(prueba) es una prueba|(let* ((valle (transforma-pio-loal-F-= prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (seond prueba)))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(pio-loalp prueba)(<->*-k p q prueba (F) (k))(equal (termino m1) (termino m2)))(<->*-k p q valle (F) (k)))))



8.3 Bases de Gröbner 225La demostraión de este teorema es ompliada y ténia. Para su demos-traión se utiliza los teoremas 8.10 y 8.11. Además son neesarias múltiplespropiedades de polinomios, entre ellas una que ayuda a determinar que
−m/mmm · s-polinomio(fi, fj) es igual a p− q.(loal(defthm |p - q = oefiiente-mm(m, fj, fi) * s-polinomio(fj, fi)|(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(fj (o-polinomio (operator (seond prueba))))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (first prueba)))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pio-loalp prueba)(equal (termino m1) (termino m2)))(equal (+ p (- q))(* (oefiiente-mm m1 fj fi)(s-polinomio fj fi)))))))Por último, se obtiene el teorema que determina que la prueba obtenida onla funión transforma-pio-loal-F es valle on el que se demuestra elteorema original.(defthm |valle(transforma-pio-loal-F(prueba))|(vallep (transforma-pio-loal-F prueba)))8.3.2. Clausura de equivalenia y formas normalesComo →F es noetheriana y loalmente on�uente uando se satisfae Φ(F )(es deir, uando los s-polinomios formados a partir de los polinomios de labase F se reduen a 0), podemos utilizar resultados generales de las reduio-nes abstratas para onluir que su lausura de equivalenia se puede deidiromprobando la igualdad de formas normales. Su formalizaión se enuentraen bases-groebner.lisp.Teorema 8.13. Si F es un onjunto de polinomios tal que Φ(F ), entones

p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q)Los teoremas Al2 orrespondientes son los siguientes.



226 Bases de Gröbner(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q)|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(<->*-k p q prueba (F) (k)))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F q|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(<->*-k p q (prueba-omun-k p q (F) (k)) (F) (k))))Estos dos teoremas se pueden obtener por instaniaión funional de losteoremas Al2 r-equivalent-omplete y r-equivalent-sound, respeti-vamente, presentados en [86℄. En los uales se asume la existenia de unareduión abstrata onvergente (noetheriana y loalmente on�uente) y deun test de reduibilidad, y utilizando el lema de Newman y la deidibilidadde la relaión de equivalenia desrita por una reduión normalizadora yChurh-Rosser obtienen el resultado deseado.Nótese que empleamos versiones de fn-equivalentes, prueba-omun y <->*on un parámetro adiional, la k. Esto es así debido a detalles ténios de lainstaniaión funional, omo se ha omentado anteriormente.Pasamos a ontinuaión a desribir en detalle ómo se lleva a abo la instan-iaión funional y demostraión de este resultado.Instaniaión funional y demostraiónEn [86℄, omo ya se omentó en el apítulo anterior, se formalizan propiedadesgenerales sobre reduiones abstratas. Estas propiedades son expresadas demanera general, de forma que después se puedan utilizar las orrespondientesinstanias para ualquier reduión onreta. Por tanto, trabaja on las re-duiones sin de�nirlas ompletamente, simplemente asume omo iertas laspropiedades que se neesitan en la hipótesis del teorema que se quiere demos-trar. Atendiendo a estas onsideraiones, usa un enapsulado (enapsulate)para introduir las funiones neesarias, en partiular las tres orrespondien-tes a una reduión abstrata:q, el dominio de de�niión.redue-one-step, la funión que aplia un paso de reduión.



8.3 Bases de Gröbner 227legal, el test de apliabilidad.A ontinuaión se va a expliar brevemente omo en [86℄ se demuestra elteorema 8.6, ya que se va a utilizar instaniándolo funionalmente.Además de las tres funiones expuestas anteriormente, hay que introduir enel enapsulado funiones adiionales y una serie de propiedades a partir delas uales se dedue la deidibilidad fuera del ámbito del enapsulado.Veamos en primer lugar, las funiones adiionales que son neesarias dentrodel enapsulado:proof-step-p, la funión que omprueba la orreión de un paso dereduión utilizando el test de apliabilidad.equiv-p, funión que de�ne la lausura de equivalenia de la relaiónde reduión.rel, relaión de orden parial que está bien fundamentada en el dominiode�nido por q. Se utiliza para justi�a la noetherianidad de la relaiónde reduión.fn, funión que hae una inmersión de los elementos del dominio a los
ǫ0-ordinales. Se utiliza en la demostraión de la buena fundamentaiónde rel.q-w, funión que devuelve un elemento del dominio.reduible, test de reduibilidad de los elementos del dominio.transform-loal-peak, funión que devuelve una prueba valle equi-valente a una prueba en forma de pio loal que reibe omo parámetro.A ontinuaión se muestran las propiedades asumidas en el enapsulado:rel-well-founded-relation-on-q, buena fundamentaión de la rela-ión de orden, rel.rel-transitive, transitividad de rel.one-element-of-q, q-w es un elemento del onjunto q.



228 Bases de Gröbnerlegal-redue-one-step-losure, todo operador legal al apliarse so-bre un elemento del dominio de de�niión de la reduión obtiene unelemento en el mismo dominio.legal-reduible-1, la apliaión del test de reduibilidad a un ele-mento reduible del dominio devuelve un operador apliable al elemen-to.legal-reduible-2, la apliaión del test de reduibilidad a un ele-mento no reduible o en forma normal del dominio devuelve nil.loal-onfluene, para toda prueba en forma de pio loal existe unaprueba valle equivalente. Esta prueba valle viene dada por la funióntransform-loal-peak.noetherian, la relaión de reduión es noetheriana.El enapsulado ompleto en Al2 aparee a ontinuaión:(enapsulate((rel (x y) boolean)(q (x) boolean)(q-w () elemement)(fn (x) e0-ordinalp)(legal (x u) boolean)(reduible (x) boolean)(redue-one-step (x u) element)(transform-loal-peak (x) proof))(loal (defun rel (x y) (delare (ignore x y)) nil))(loal (defun q (x) (delare (ignore x)) t))(loal (defun fn (x) (delare (ignore x)) 1))(defthm rel-well-founded-relation-on-q(and(implies (q x) (e0-ordinalp (fn x)))(implies (and (q x) (q y) (rel x y))(e0-ord-< (fn x) (fn y)))):rule-lasses (:well-founded-relation:rewrite))(defthm rel-transitive(implies (and (q x) (q y) (q z) (rel x y) (rel y z))



8.3 Bases de Gröbner 229(rel x z)))(in-theory (disable rel-transitive))(loal (defun q-w () 0))(defthm one-element-of-q (q (q-w)))(loal (defun legal (x u) (delare (ignore x u)) nil))(loal (defun redue-one-step (x u) (+ x u)))(defun proof-step-p (s)(let ((elt1 (elt1 s)) (elt2 (elt2 s))(operator (operator s)) (diret (diret s)))(and (r-step-p s)(implies diret(and (legal elt1 operator)(equal (redue-one-step elt1 operator)elt2)))(implies (not diret)(and (legal elt2 operator)(equal (redue-one-step elt2 operator)elt1))))))(defun equiv-p (x y p)(if (endp p)(and (equal x y) (q x))(and(q x)(proof-step-p (ar p))(equal x (elt1 (ar p)))(equiv-p (elt2 (ar p)) y (dr p)))))(defthm legal-redue-one-step-losure(implies (and (q x) (legal x op))(q (redue-one-step x op))))(loal (defun reduible (x) (delare (ignore x)) nil))(defthm legal-reduible-1(implies (and (q x) (reduible x))(legal x (reduible x))))



230 Bases de Gröbner(defthm legal-reduible-2(implies (and (q x) (not (reduible x)))(not (legal x u))))(loal (defun transform-loal-peak (x) (delare (ignore x)) nil))(defthm loal-onfluene(let ((valley (transform-loal-peak p)))(implies (and (equiv-p x y p) (loal-peak-p p))(and (steps-valley valley)(equiv-p x y valley)))))(defthm noetherian(implies (and (q x) (legal x u))(rel (redue-one-step x u) x))))Además, se de�ne externamente al enapsulado el proedimiento de deisión,r-equivalent, y que utiliza el teorema r-equivalent-omplete omo ve-remos a ontinuaión. Este proedimiento se limita a omprobar la igualdadde las formas normales de los dos elementos que reibe omo entrada.(defun r-equivalent (x y)(equal (normal-form x) (normal-form y)))donde la funión normal-form es la siguiente:(defun normal-form (x)(delare (xargs :measure (if (q x) x (q-w)):well-founded-relation rel))(if (q x)(let ((red (reduible x)))(if red(normal-form (redue-one-step x red))x))x))Por último, se muestra la funión make-proof-ommon-n-f que se utiliza enla prueba de validez.(defun make-proof-ommon-n-f (x y)(append (proof-irreduible x)(inverse-proof (proof-irreduible y))))



8.3 Bases de Gröbner 231donde proof-irreduible es omo sigue:(defun proof-irreduible (x)(delare (xargs :measure (if (q x) x (q-w)):well-founded-relation rel))(if (q x)(let ((red (reduible x)))(if red(ons (make-r-step:diret t :elt1 x :elt2 (redue-one-step x red):operator red)(proof-irreduible (redue-one-step x red)))nil))nil))Finalmente, la deidibilidad de la relaión de equivalenia asoiada se de-muestra on los teoremas r-equivalent-omplete y r-equivalent-soundque se muestran a ontinuaión.(defthm r-equivalent-omplete(implies (equiv-p x y p)(r-equivalent x y)))(defthm r-equivalent-sound(implies (and (q x) (q y) (r-equivalent x y))(equiv-p x y (make-proof-ommon-n-f x y))))En nuestro aso, ya tenemos de�nida la reduión onvergente neesaria ydemostradas todas las propiedades que se asumen en el enapsulado.Por tanto, ahora sólo debemos de�nir un algoritmo de deisión para la misma,demostrando que es orreto y ompleto. Este algoritmo se limita, igual quesu orrespondiente en la versión abstrata, a omprobar la igualdad de lasformas irreduibles de los dos elementos que se reiben omo entrada.(defun<k> fn-equivalentes (p q F)(equal (fn-F p F) (fn-F q F)))Por último hay que de�nir la funión prueba-omun que es utilizada en laprueba de validez. Esta funión se implementa, siguiendo el mismo esquemaque su orrespondiente abstrata, utilizando prueba-forma-normal presen-tada en la seión 7.6 del apítulo anterior.



232 Bases de Gröbner(defun<k> prueba-omun (p q F)(append (prueba-forma-normal p F)(prueba-inversa (prueba-forma-normal q F))))En este momento, omo ya se ha omentado, los resultados probados parareduiones abstratas se pueden trasladar a nuestra reduión onreta depolinomios. Hemos representado nuestra reduión polinómia mediante ope-radores, hemos de�nido espeí�amente las orrespondientes funiones quede�nen el dominio (k-polinomiop), un paso de reduión (reduion) y laapliabilidad (valido), y hemos probado que tiene las propiedades asumi-das en el teorema de deidibilidad de la relaión de equivalenia asoiada areduiones abstratas. Por tanto, el meanismo de instaniaión funionalpermitirá haer uso del teorema para deduir un resultado análogo para lareduión onreta de polinomios.Veamos ómo quedan enuniados �nalmente los dos teoremas Al2 que sequieren demostrar mediante este meanismo. Nótese omo hay que indiaral sistema que las demostraiones se harán por instaniaión funional delos teoremas, r-equivalent-omplete y r-equivalent-sound, junto on laorrespondenia entre las funiones abstratas y las onretas de polinomios:(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q)|(implies (and (k-polinomiop-k p (k)) (k-polinomiop-k q (k))(<->*-k p q prueba (F) (k)))(fn-equivalentes-k p q (F) (k))):hints (("Goal":use (:funtional-instane(:instane CNV::r-equivalent-omplete(CNV::x p) (CNV::y q) (CNV::p prueba))(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))(CNV::q-w (lambda () (nulo)))(CNV::redue-one-step reduion)(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))(CNV::proof-step-p(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))(CNV::equiv-p(lambda (p q prueba) (<->*-k p q prueba (F) (k))))(CNV::transform-loal-peak transforma-pio-loal-F)(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->e0-ordinal)(CNV::rel <)(CNV::reduible (lambda (p) (reduible-F p (F))))(CNV::normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))



8.3 Bases de Gröbner 233(CNV::r-equivalent(lambda (p q)(fn-equivalentes-k p q (F) (k))))))))(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F q|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(<->*-k p q (prueba-omun-k p q (F) (k)) (F) (k))):hints (("Goal":use (:funtional-instane(:instane CNV::r-equivalent-sound(CNV::x p) (CNV::y q))(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))(CNV::q-w (lambda () (nulo)))(CNV::redue-one-step reduion)(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))(CNV::proof-step-p(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))(CNV::equiv-p(lambda (p q prueba) (<->*-k p q prueba (F) (k))))(CNV::transform-loal-peak transforma-pio-loal-F)(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->e0-ordinal)(CNV::rel <)(CNV::reduible (lambda (p) (reduible-F p (F))))(CNV::normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))(CNV::r-equivalent(lambda (p q) (fn-equivalentes-k p q (F) (k))))(CNV::proof-irreduible(lambda (p) (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))(CNV::make-proof-ommon-n-f(lambda (p q) (prueba-omun-k p q (F) (k))))))))La demostraión de estos dos teoremas es inmediata, ya que en las seionesanteriores se han demostrado las obligaiones de prueba generadas.8.3.3. La propiedad Φ y las bases de GröbnerUna vez que se tiene de�nida la relaión de reduión polinómia y se handemostrado las propiedades anteriores, estamos en ondiiones de poder de-mostrar el siguiente teorema.



234 Bases de GröbnerTeorema 8.14. Si I es un ideal y F una base de I tal que Φ(F ), entones
F es una base de Gröbner de I. Es deir,

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗
F 0Demostraión. Demostremos primero que p ∈ 〈F 〉 =⇒ p→∗

F 0.
p ∈ 〈F 〉 =⇒ p ≡F 0 (def. de ≡F )

=⇒ p↔∗
F 0 (ya que p ≡F q =⇒ p↔∗

F q)Por el teorema 8.12
p↔∗

F 0 =⇒ fnF (p) = fnF (0) (ya que p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))

=⇒ red ∗
F (p) = red∗

F (0) (ya que fnF (p) = red∗
F (p))

=⇒ red ∗
F (p) = 0 (def. red ∗

F )
=⇒ p→∗

F 0 (ya que p→∗
F red∗

F (p))A ontinuaión, demostremos que p→∗
F 0 =⇒ p ∈ 〈F 〉.

p→∗
F 0 =⇒ p↔∗

F 0 (ya que →∗ ⊆ ↔∗)
=⇒ fnF (p) = fnF (0) (ya que p↔∗

F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))
=⇒ red ∗

F (p) = red∗
F (0) (ya que fnF (p) = red∗

F (p))
=⇒ red ∗

F (p) = 0 (def. de red ∗
F )

=⇒ red ∗
F (p) ∈ 〈F 〉 (ya que 0 ∈ 〈F 〉)

=⇒ p ∈ 〈F 〉 (ya que p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (p) ∈ 〈F 〉)Los teoremas Al2 orrespondientes se presentan a ontinuaión, dondeprueba-forma-normal es la funión que onstruye una prueba que onduedesde un polinomio hasta su forma normal y que se expuso en el apítuloanterior.Nótese que seguimos onsiderando (F) y (k) de la subseión anterior.La primera parte queda desrita de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) & p en <F> => p ->*F 0|(let* ((prueba (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(en-ideal-k p (F) (k)))(->*-k p (nulo) prueba (F) (k)))))



8.4 Resumen 235Este teorema se demuestra apliando el teorema 7.41 y, el siguiente teoremaque demuestra que si p pertenee a 〈F 〉, p se redue a 0 respeto a F .(defthm |Phi(F) & p en <F> => red*(p, F) = 0|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(en-ideal-k p (F) (k)))(equal (red-F*-k p (F) (k)) (nulo))))Este teorema se demuestra utilizando los teoremas 7.40, 7.18 y 8.13.La segunda parte es bastante más senilla y se puede puede expresar en Al2de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(<->*-k p (nulo) prueba (F) (k)))(en-ideal-k p (F) (k))))Este teorema se demuestra apliando los teoremas 7.40 y 8.13 y, el siguienteteorema que demuestra que si p se redue a 0 respeto a F , p pertenee a
〈F 〉,(defthm |red*(p, F) = 0 => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(equal (red-F* p F) (nulo)))(en-ideal p F)))Finalmente, este teorema se demuestra apliando estabilidad del ideal res-peto de las funiones de reduión.8.4. ResumenEn este apítulo:Hemos presentado el onepto de base de Gröbner.Hemos formalizado el onepto de s-polinomio en Al2 y demostradosus propiedades fundamentales.



236 Bases de GröbnerHemos demostrado la on�uenia loal de la relaión de reduión in-duida por un onjunto de polinomios que veri�a la propiedad Φ.Hemos demostrado que la lausura de equivalenia induida por unonjunto de polinomios que veri�a la propiedad Φ se puede deidiromprobando la igualdad de formas normales.Finalmente, hemos demostrado que si I es un ideal y F una base de Ital que Φ(F ) entones F es una base de Gröbner de I.



Capítulo 9Algoritmo de Buhberger
9.1. IntroduiónYa se ha visto la importania de las bases de Gröbner para deidir la perte-nenia al ideal. En este apítulo veremos ómo obtener una base de Gröbnerde un ideal dado.Para ver si una base de un ideal es de Gröbner, lo que se hae es omprobarsi los s-polinomios se reduen a ero. Si no es el aso, existe una soluióntrivial para que el s-polinomio se reduza a ero, y es añadirlo a la base.Este nuevo polinomio generará nuevos s-polinomios, uya reduión a erodebe ser omprobada, y así suesivamente. Es posible demostrar que esteproeso termina, obteniendo omo resultado una base de Gröbner del idealde partida. Este algoritmo se onoe omo algoritmo de Buhberger.El algoritmo tiene apliaiones en el álgebra, el razonamiento automátio, larobótia y otras áreas. Se emplea fundamentalmente para resolver el proble-ma de la pertenenia al ideal en un anillo de polinomios.Nuestro objetivo en este apítulo es la implementaión y veri�aión de estealgoritmo que Buhberger diseñó para alular bases de Gröbner en Al2.9.2. Algoritmo de BuhbergerSeguidamente se de�ne la funión prinipal que lleva a abo todo el proeso deálulo de una base de Gröbner a partir de una base iniial F = {f1, . . . , fn}



238 Algoritmo de Buhbergerompuesta por una seuenia �nita de polinomios.El algoritmo de Buhberger puede expresarse esquemátiamente de la formadesrita en la �gura 9.1, donde :: representa la onstruión de seuenias y
++ la onatenaión.Buhberger : F → G

G← F
C ← [(fi, fj) : 1 ≤ i < j ≤ n]mientras C 6= ∅

(p, q)← primero(C)
C ← resto(C)
h← red∗

F (s-polinomio(p, q))si h 6= 0
C ← [(h, fi) : fi ∈ G] ++C
G← h :: GFigura 9.1: Algoritmo de BuhbergerLa implementaión en Al2 presentada en buhberger.lisp usa dos funio-nes. La primera funión atúa omo punto de entrada, alulando el onjuntoiniial de parejas on el que omenzará a trabajar la segunda y llamando aesta segunda funión sobre tales parejas. La segunda funión, que es la querealiza todo el trabajo, proede reursivamente implementando el uerpo delbule que aparee en la �gura.(defmaro Buhberger (F)`(Buhberger-aux ,F (parejas-iniiales ,F)))(defun<k> Buhberger-aux (F C)(delare (xargs :mode :program))(if (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(if (endp C)F(let* ((p (first (first C)))(q (seond (first C)))(h (red-F* (s-polinomio p q) F)))(if (equal h (nulo))(Buhberger-aux F (rest C))(Buhberger-aux (ons h F)



9.3 Terminaión 239(append (parejas h F) (rest C))))))F))Para ompletar en Al2 el algoritmo preedente es neesario previamentede�nir varias funiones. La funión parejas-iniiales devuelve todas lasparejas que se pueden formar on los elementos de un onjunto.(defun parejas-iniiales (F)(if (endp F)nil(append (parejas (first F) (rest F))(parejas-iniiales (rest F)))))La funión parejas alula las parejas formadas por un elemento y todos losde otro onjunto.(defun parejas (p F)(if (endp F)nil(ons (list p (first F))(parejas p (rest F)))))La funión Buhberger-aux se ha de�nido en modo programa, on lo queaún no ha sido admitida bajo el prinipio de de�niión. Obsérvese que seha de suministrar una medida y una relaión bien fundamentada, para po-der demostrar la parada del algoritmo, probando que diha medida deree(respeto de la relaión bien fundamentada) en ada llamada reursiva. Estauestión será estudiada a ontinuaión.9.3. TerminaiónLos argumentos sobre la terminaión de las funiones en Al2 se basan en lanoión de estruturas bien fundamentadas. Una estrutura bien fundamen-tada es un par 〈A, <〉 onsistente en un onjunto A y una relaión <, tal queno hay una suesión in�nita {ai} de elementos de A tal que ai+1 < ai. Esdeir, no se pueden formar seuenias estritamente dereientes de longitudin�nita on los elementos de A.



240 Algoritmo de BuhbergerLos ordinales de Al2, reonoidos por el prediado e0-ordinalp, on surelaión de orden, e0-ord-<, onstituyen una estrutura bien fundamentada 1y son utilizados para demostrar la terminaión de las funiones de�nidas enel sistema.Para abordar la terminaión del algoritmo de Buhberger emplearemos unproduto lexiográ�o de dos relaiones bien fundamentadas. La razón es queen el algoritmo, en la primera rama reursiva, el primer parámetro perma-nee inalterado mientras el segundo deree estruturalmente �se eliminaun elemento de la seuenia� y, por otro lado, en la segunda rama, el pri-mer parámetro deree en un ierto sentido pese a que se le añade un nuevopolinomio. Este dereimiento es onseuenia del lema de Dikson.Lema 9.1 (de Dikson). Dada una suesión {sn} en Nk, existen i y j talesque i < j y si ≤k sj donde [a1, . . . , ak] ≤k [b1, . . . , bk] si ai ≤ bi para todo
1 ≤ i ≤ k.Las demostraiones lásias de este teorema [79℄ no son onstrutivas y portanto no podemos utilizarlas tal ual en Al2.Los términos pueden verse omo elementos de Nk donde la relaión de divisi-bilidad juega el papel de ≤k. Por tanto, el lema anterior establee que a unaseuenia de términos no se le puede añadir inde�nidamente términos que nosean divisibles por ninguno de los términos que ya estuvieran en ella.Consideremos, ahora, la seuenia de términos prinipales de los polinomiosdel primer parámetro de la funión Buhberger-aux. En este aso, el lemaanterior establee que a una seuenia de polinomios no se le puede añadir sin�n polinomios uyos términos prinipales no sean divisibles por ninguno de lostérminos prinipales de los polinomios que ya estuvieran en la seuenia. Estoes justamente lo que ourre en la segunda rama del algoritmo: el polinomio,
h, que se añade a la base no es nulo y es irreduible por F . En onseuenia,su término prinipal no es divisible por ninguno de los términos prinipalesde los polinomios que ya estuvieran en la base.Ejemplo 9.2. Si los términos se representan mediante k-uplas de sus expo-nentes, (esto es, el término x3y2z5 se representaría por [3, 2, 5]) entones sepuede onsiderar un orden < sobre seuenias de términos donde aparezansituaiones omo la siguiente, en la que ada k-upla añadida no es divisible1Esto se asume en la meta-teoría.



9.3 Terminaión 241por las anteriores:
[[3, 2, 5]] >

[[2, 6, 8], [3, 2, 5]] >

[[20, 50, 4], [2, 6, 8], [3, 2, 5]] >

[[15, 1, 80], [20, 50, 4], [2, 6, 8], [3, 2, 5]]Por el lema de Dikson sabemos que no podemos mantenernos ontinuamenteinsertando términos que no sean divisibles por los demás términos de laseuenia. Por tanto, < es bien fundamentado.El problema está en de�nir ese orden para el primer parámetro y demostrar enAl2, mediante inmersión en los ǫ0-ordinales, que está bien fundamentado.Una vez demostrado, es fáil ombinarlo on el orden estrutural del otroparámetro mediante un produto lexiográ�o.Esto es, dada una seuenia de términos que tiene la propiedad que ningúntérmino divide a otro más allá en la seuenia, hay que onstruir una inmer-sión de la seuenia de términos en los ordinales, de manera que la seueniade ordinales sea estritamente dereiente.Ésta es una reformulaión ��nita� del lema de Dikson, pero es justo loque se neesita si un determinado argumento de terminaión onfía en estapropiedad de las seuenias de términos. Y éste es preisamente el aso delalgoritmo de Buhberger.Siguiendo estas líneas se ha de�nido una medida para demostrar la termi-naión del algoritmo de Buhberger a partir de la formalizaión que se haedel lema de Dikson en [64℄ y ontenida en el diretorio dikson. En [78℄también se desarrolla prátiamente la misma idea matemátia.Otra formalizaión del lema de Dikson en Al2 pueden enontrarse en[97℄. Esta formalizaión se realiza mediante una inmersión direta en los
ǫ0-ordinales y hae un uso freuente de diversas propiedades de la aritmétiaordinal [59℄. También existen formalizaiones en Mizar y Coq [56, 80℄.9.3.1. Formalizaión del lema de DiksonEn la formalizaión del lema de Dikson presentada en [64℄, la representaiónde términos de k variables oinide on la nuestra. Los términos son repre-sentados por k-uplas de números naturales formadas por los exponentes.



242 Algoritmo de BuhbergerLa relaión de divisibilidad entre términos oinide on la siguiente relaiónentre tuplas: dada las k-uplas A = [a1, . . . , ak] y B = [b1, . . . , bk], A ≤k B si,y sólo, si ai ≤ bi para todo 1 ≤ i ≤ k. La funión tuple-< implementa estarelaión.Los siguientes teoremas Al2 permiten formalizar el lema de Dikson.(defthm get-dikson-indies-1(implies (naturalp n)(let ((n1 (first (get-dikson-indies n)))(n2 (seond (get-dikson-indies n))))(< n1 n2))))(defthm get-dikson-indies-2(implies (naturalp n)(let ((n1 (first (get-dikson-indies n)))(n2 (seond (get-dikson-indies n))))(tuple-< (f n1) (f n2)))))donde la funión get-dikson-indies y, las funiones get-tuple-<-f ytuple-< neesarias para su de�niión son omo sigue.(defun get-dikson-indies (n)(delare (xargs :measure (pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list(initial-segment-f n)(list (initial-pattern (K))))):well-founded-relation mul-e0-ord-<))(if (naturalp n)(let ((m (get-tuple-<-f (+ n 1) (f (+ n 1)))))(if m (list m (+ n 1))(get-dikson-indies (+ n 1))))nil))(defun get-tuple-<-f (m TT)(if (naturalp m)(ond ((= m 0)nil)((tuple-< (f (- m 1)) TT)(- m 1))(t(get-tuple-<-f (- m 1) TT)))



9.3 Terminaión 243nil))(defun tuple-< (Tn Tm)(ond ((endp Tn) (endp Tm))((endp Tm) (endp Tn))((and (naturalp (ar Tn))(naturalp (ar Tm)))(and (<= (ar Tn) (ar Tm))(tuple-< (dr Tn) (dr Tm))))(t nil)))Los teoremas anteriormente presentados haen uso, además de la funiónget-dikson-indies, de un enapsulado en el ual se de�ne una funiónonstante k, que representa el número de variables 2, y una funión unaria
f que suministra una seuenia in�nita de k-uplas de números naturales. Deesta forma, las propiedades que se demuestren sobre esa seuenia in�nitaserán válidas para ualquier otra seuenia in�nita de k-uplas de númerosnaturales.Nótese que estos teoremas aseguran que para ualquier seuenia in�ni-ta de k-uplas {fk}, existen i < j tales que fi divide a fj, y la funiónget-dikson-indies suministra estos valores.La prinipal di�ultad de la demostraión se enuentra en la prueba de termi-naión de la funión get-dikson-indies. Para ello se de�ne una medidasobre los parámetros de la funión que deree en ada llamada reursivaon respeto a una relaión bien fundamentada. La de�niión de esa medida,y la prueba de que deree, onstituyen la lave prinipal de la formaliza-ión del lema de Dikson en [64℄. Esa medida será la que reutilizaremos paraonstruir una medida que permita demostrar la terminaión del algoritmo deBuhberger.La idea es la siguiente: para ada número natural n, se onstruye un onjuntode patrones asoiados on las n primeras k-uplas, f1, . . . , fn, suministradaspor f . Estos patrones representan los onjuntos de tuplas que no veri�anla ondiión de terminaión de get-dikson-indies (es deir, que no sondivisibles por ninguna de las tuplas anteriores). Cada patrón tiene un númeronatural asoiado (su dimensión). Un onjunto �nito de patrones tiene aso-iado, por tanto, un multionjunto de números naturales, y se demuestra queestos multionjuntos dereen on respeto a la extensión a multionjuntosde e0-ord-<, presentada en [88, 63℄. La medida viene dada por la siguiente2O lo que es lo mismo, la longitud de las tuplas.



244 Algoritmo de Buhbergerfunión.(defun dikson-indies-measure (n)(pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list (initial-segment-f n)(list (initial-pattern (K))))))donde1. pattern-list-measure reibe un multionjunto de patrones y devuel-ve el multionjunto de las dimensiones de los patrones.2. pattern-list-tuple-list devuelve el multionjunto de patrones aso-iado on una seuenia de tuplas, representando el onjunto de tuplasque no son divisibles por ninguna de las tuplas de la seuenia.3. initial-segment-f reibe un número natural n y devuelve las n pri-meras tuplas suministradas por f .4. initial-pattern reibe un número natural k y devuelve el patrónasoiado a una lista vaía de k-uplas (es deir, el patrón que representaa todo N∗).9.3.2. Uso del lema de Dikson para probar terminaiónLa adaptaión del lema de Dikson para la prueba del algoritmo de Buh-berger se enuentra en buhberger.lisp.En nuestro aso la medida orrespondiente reibiría dos parámetros queorresponderían a lista iniial de términos, LT , y al número de variablesde esos términos, k. De esta forma, en lugar de la llamada a la funión(initial-segment-f n) se emplearía LT , y en lugar de la onstante (k),la variable k.(defun medida-terminos (LT k)(map-e0-ord-<-fn-e0-ord(pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list LT (list (initial-pattern k))))))



9.3 Terminaión 245Además se añade la llamada a la funión map-e0-ord-<-fn-e0-ord. Es-ta funión devuelve un ǫ0-ordinal asoiado a un multionjunto de ordina-les, tal y omo se desribe en [63℄. Por tanto, el resultado de la funiónmedida-terminos es un ordinal. Esto nos permite trabajar diretamente onla relaión de orden e0-ord-< en vez de on su extensión a multionjuntos.Con todo esto, estamos en disposiión de de�nir una nueva medida a la quellamaremos medida-Buhbeger y demostrar la terminaión del algoritmo deBuhberger.(verify-termination Buhberger-aux-k(delare (xargs :measure (medida-Buhberger F C))))Si nos �jamos en la segunda llamada reursiva del algoritmo, se ve que elpolinomio que se añade a la base, h, no es ero y es irreduible por F . Enpartiular esto signi�a que su término prinipal no es divisible por ningunode los términos prinipales de los polinomios de F . Con lo ual, el primerparámetro deree utilizando la medida proporiona en la demostraión dellema de Dikson, omo se aaba de ver.Como en la primera llamada reursiva el tamaño del segundo parámetroderee en su longitud, un produto lexiográ�o nos proporiona la termi-naión de la funión. El ǫ0-ordinal resultante, que permite omparar lexio-grá�amente ambas medidas, viene dado por la siguiente expresión:
wα + len(C)donde

α esinrementa-entero(medida-k-terminos(terminos-lideres(F)))len devuelve la longitud de la lista C.inrementa-entero inrementa su parámetro en uno si el parámetroes un entero. Esto es neesario, por uestiones ténias, para poderhaer el produto lexiográ�o.terminos-lideres reibe una lista de polinomios y devuelve una listaon los términos prinipales de ada uno de los polinomios de la lista.



246 Algoritmo de Buhbergermedida-k-terminos reibe una lista de términos de k variables y de-vuelve el ǫ0-ordinal asoiado. Este ordinal se obtiene mediante la apli-aión de la funión medida-terminos �jando el número de variablesa k, omo se puede ver a ontinuaión.La implementaión en Al2 de la medida es la siguiente.(defun<k> medida-Buhberger (F C)(if (and (k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(ons (inrementa-entero(medida-k-terminos (terminos-lideres F)))(len C))0))A ontinuaión, se presentan las de�niiones del resto de las funiones queemplea.(defun inrementa-entero (x)(if (integerp x)(1+ x)x))(defun terminos-lideres (F)(ond ((endp F)nil)((equal (first F) (nulo))(terminos-lideres (rest F)))(t(ons (termino (primero (first F)))(terminos-lideres (rest F))))))(defmaro medida-k-terminos (LT)`(medida-terminos ,LT k))Ahora es neesario omprobar que se satisfaen las ondiiones neesariaspara la apliaión de la medida.En primer lugar hemos de demostrar una propiedad sobre los polinomios quese están añadiendo a la base en ada llamada reursiva. Hay que demostrarque el término prinipal del polinomio que se está añadiendo a la base no



9.3 Terminaión 247es divisible por ninguno de los términos prinipales de los polinomios que yaestán en la base.Claramente, esto es ierto, ya que el polinomio que se está añadiendo esun polinomio irreduible on respeto a la base. Para esto se ha tenido quede�nir este onepto de divisibilidad de una lista de términos respeto deotro término dado.(defun divisibilidad (LT te)(ond ((endp LT)nil)(t(or (dividep (first LT) te)(divisibilidad (rest LT) te)))))(defthm |~div(terminos-lideres(F), tp(red*(p, F)))|(implies (and (k-polinomiosp F)(k-polinomiop (red-F* p F))(not (equal (red-F* p F) (nulo))))(not (divisibilidad (terminos-lideres F)(termino (primero (red-F* p F)))))))El siguiente teorema establee la onexión on la funión get-tuple-<, quese emplea en la demostraión del lema de Dikson, estableiendo una de lashipótesis exigidas para utilizar la medida propuesta.(defthm |~div(LT, te) => ~get-tuple-<(LT, te)|(implies (and (k-terminop te)(k-terminosp LT)(not (divisibilidad LT te)))(not (get-tuple-< LT te))))En onreto, la funión get-tuple-< es equivalente en este ontexto a lafunión divisibilidad.(defun get-tuple-< (T-lst TT)(ond ((endp T-lst)nil)(t(or (tuple-< (ar T-lst) TT)(get-tuple-< (dr T-lst) TT)))))



248 Algoritmo de BuhbergerNótese que las funiones get-tuple-< y divisibilidad no son exatamenteiguales ya que tuple-< y dividep son sutilmente diferentes.Por otro lado, la funión k-terminosp reonoe listas de términos uniformesde k variables.(defun<k> k-terminosp (L)(ond ((atom L)(equal L nil))((not (k-terminop (first L)))nil)(t(k-terminosp (rest L)))))Nótese que la formalizaión en la que nos apoyamos para de�nir nuestramedida trabaja on seuenias de términos uniformes, esto es, seueniasde términos on el mismo número de variables. Esto ha oasionado que seaneesario introduir el onepto de polinomio uniforme y demostrar que adauna de las operaiones sobre polinomios preservan la uniformidad (véase elapítulo 4).9.4. Correión parialUna vez demostrado que nuestra implementaión en Al2 del algoritmo deBuhberger siempre termina su ejeuión, nos disponemos a razonar sobre suorreión parial. El resultado prinipal que debemos alanzar es la garantíade que siempre se obtiene una base de Gröbner del ideal generado por la baseiniial.Por el amino irán apareiendo muhos resultados interesantes que organiza-remos en torno a un plan de prueba detallado. Esto nos onduirá hasta elresultado �nal.9.4.1. Esquema generalVarias de las ideas neesarias para llevar a abo la demostraión de orreióndel algoritmo de Buhberger apareen en [1, 26, 102℄, pero dado que una de-mostraión ompletamente formal requiere un nivel de detalle muho mayordel que aparee en un texto estándar, hemos estableido una serie de etapas



9.4 Correión parial 249que nos onduirán a la prueba �nal. Estas etapas se presentan en el siguienteesquema. En primer lugar, se expondrán las propiedades fundamentales yademostradas en apítulos anteriores.1. Se ha demostrado que la funión fnF alula una forma normal, esdeir, p→∗
F fnF (p) y fnF (p) es irreduible (teorema 7.29).2. Se ha demostrado que fnF (p) = red∗

F (p) (teorema 7.40), y por lo tantoque p→∗
F red∗

F (p) (teorema 7.41), donde red∗
F es la funión de reduiónque se utiliza en el algoritmo de Buhberger.3. Se ha demostrado que Φ(F ) implia que la relaión de reduión esloalmente on�uente (teorema 8.12).

Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)4. Se ha demostrado que la lausura de equivalenia de la reduión poli-nómia induida por un onjunto de polinomios que veri�a la propie-dad Φ se puede deidir omprobando la igualdad de formas normales(teorema 8.13).
Φ(F ) =⇒ (p↔∗

F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))5. Se ha demostrado que ualquier base (formada por un onjunto depolinomios) que satisfaga la propiedad Φ es una base de Gröbner (teo-rema 8.14).
Φ(F ) =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

F 0)A ontinuaión se exponen las etapas que aún restan para obtener �nalmentela demostraión de orreión parial del algoritmo:1. Se demostrará que se umple Φ(Buhberger(F )).2. Se demostrará la estabilidad del ideal respeto al algoritmo de Buh-berger.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger(F )〉3. Se demostrará que la base devuelta por el algoritmo de Buhberger esuna base de Gröbner. Sea G = Buhberger(F ), entones

p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗
G 0Esto se llevará a abo utilizando el resultado anterior y mediante instan-iaión funional del teorema del punto 5 de la enumeraión anterior.



250 Algoritmo de Buhberger4. Se demostrará, utilizando los puntos anteriores 2 y 3, que la base de-vuelta por el algoritmo de Buhberger es una base de Gröbner de labase original. Es deir, si G = Buhberger(F ), entones
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Los teoremas orrespondientes en Al2, que demuestran la orreiónparial del algoritmo de Buhberger, son los siguientes. Estos dos teo-remas son los resultados prinipales de la memoria.(defthm |G = Buhberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|(let* ((G (Buhberger F))(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p F))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Buhberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|(let ((G (Buhberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p F))))5. Se veri�ará y onstruirá un proedimiento de deisión para el problemade la pertenenia al ideal, ya que, si G = Buchberger(F ) se tiene que
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗

G(p) = 0Es deir, no nos limitamos a demostrar que el algoritmo de Buhbergerdevuelve una base de Gröbner sino que proporionamos un proedi-miento de deisión veri�ado para el problema de la pertenenia alideal.El proedimiento en Al2 se expresaría de la siguiente forma.(defun<k> deide (p F)(equal (red-F* p (buhberger F))(nulo)))



9.4 Correión parial 251El teorema Al2 que demuestra la orreión de ese proedimiento esel siguiente.(defthm |p en <F> <=> deide(p, F)|(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal p F) (deide p F))))Nótese la relevania de este resultado: en-ideal no es ejeutable y está de-�nida omo una funión de Skolem. Por el ontrario, deide es ejeutable.La formalizaión de todas las distintas etapas se enuentra en el �herobases-groebner.lisp.9.4.2. Satisfaión de la propiedad ΦTeorema 9.3. Sea F una seuenia �nita de polinomios. Entones, todoslos s-polinomios formados a partir de los polinomios de la base onstruidapor el algoritmo de Buhberger a partir de F se reduen a 0. Es deir,
Φ(Buhberger(F ))donde:

Φ(G) ≡ ∀p, q ∈ G s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostraión. Sea G = Buhberger(F ).Si p, q ∈ G entones en algún paso j del algoritmo uno de los s-polinomioss-polinomio(p, q) o s-polinomio(q, p) fue proesado. Supongamos, sin pérdidade generalidad, que fue s-polinomio(p, q).Si s-polinomio(p, q)→∗

Gj
0, entones s-polinomio(p, q)→∗

G 0 ya que Gj ⊆ G.En aso ontrario, s-polinomio(p, q) →∗
Gj

h y h ∈ Gj+1. Entones, omo esevidente que h se puede utilizar para reduir h a 0 en un paso, esto implias-polinomio(p, q)→∗
Gj+1

0 y, por tanto, s-polinomio(p, q)→∗
G 0.El teorema Al2 orrespondiente se expresa a ontinuaión. El prinipalproblema está en expresar en Al2 el heho de que en algún paso j delalgoritmo uno de los s-polinomios, s-polinomio(p, q) o s-polinomio(q, p), fueproesado.



252 Algoritmo de Buhberger(defthm |Phi(Buhberger(F))|(let* ((G (Buhberger F))(prueba (prueba-s-polinomio p q F)))(implies (and (k-polinomiosp F) (naturalp k)(en p G) (en q G))(->* (s-polinomio p q) (nulo) prueba G))))Nótese que la demostraión Al2 es diferente a la prueba matemátia pre-sentada. Por tanto, lo que viene a ontinuaión (y en partiular todos loslemas) están enaminados a mostrar on detalle la prueba Al2.Nuevamente omo en todos los asos (aunque aquí es diferente en ierto sen-tido, ya que la prueba se obtiene a partir de los pasos seguidos por el algorit-mo), debemos en primer lugar de�nir una funión que onstruya la seueniade pasos de reduión que hay que haer para que s-polinomio(p, q) →∗
F 0.Esta funión se denomina prueba-s-polinomio y viene dada por la siguientede�niión.(defun<k> prueba-s-polinomio (p q F)(let* ((prueba(prueba-Buhberger F (parejas-iniiales F) nil nil)))(prueba-par p q (pares prueba) (pruebas prueba))))La funión prueba-Buhberger onstruye una prueba que demuestra la re-duión a 0 de los s-polinomios. La demostraión de la parada de esta funiónes igual que la del algoritmo de Buhberger, por tanto se utiliza la mismamedida (omitida aquí) que se onstruyó para demostrar la parada de Buh-berger, así omo los mismos lemas neesarios.(defun<k> prueba-Buhberger (F C Cp pruebas)(if (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(if (endp C)(list F Cp pruebas)(let* ((p (first (first C)))(q (seond (first C)))(h (red-F* (s-polinomio p q) F))(prueba (prueba-forma-normal (s-polinomio p q) F)))(if (equal h (nulo))(prueba-Buhberger F



9.4 Correión parial 253(rest C)(ons (first C) Cp)(ons prueba pruebas))(prueba-Buhberger (ons h F)(append (parejas h F) (rest C))(ons (first C) Cp)(ons (prueba-h prueba h) pruebas)))))(list F Cp pruebas)))donde prueba-h se de�ne de la siguiente forma,(defun prueba-h (prueba h)(let* (( (polinomio(RAC-MON::- (RAC-MON::/ (first h) (first h)))))(paso (list (make-r-step:diret t :elt1 h :elt2 (nulo):operator (operador (first h)  h)))))(if (endp prueba)paso(append prueba paso))))La funión prueba-Buhberger sigue el mismo esquema que Buhberger-aux.Reibe la base iniial, el onjunto de las parejas iniiales de esa base, elonjunto de las parejas proesadas (iniialmente, vaío) y las pruebas quedemuestran que los s-polinomios de las parejas proesadas se reduen a 0respeto de la base que se va alulando (iniialmente, también vaío). Suresultado onsiste en una tupla de tres omponentes (al primer omponentelo identi�aremos omo base, al segundo omo pares y al terero pruebas):La base de Gröbner orrespondiente a la base iniial (se demostrará quela base devuelta oinide on la que devuelve la funión Buhberger).El onjunto de parejas proesadas. Al �nal, tendrá que tener todas lasparejas posibles que se puedan formar on la base devuelta (exeptolas de un polinomio onsigo mismo, y salvo el orden).El onjunto de pruebas orrespondientes al onjunto de parejas proe-sadas y que demuestran que los s-polinomios de esas parejas se reduena 0 respeto de la base devuelta.A ontinuaión, se presenta la funión prueba-par. Esta funión reibe unpar de polinomios, p y q, una lista de pares, Cp y una lista de pruebas, prueba,



254 Algoritmo de Buhbergerorrespondiente a la lista de pares. Devuelve la prueba que le orresponde alpar, (p, q).(defun prueba-par (p q Cp prueba)(ond ((endp Cp)nil)((equal (list p q) (first Cp))(first prueba))((equal (list q p) (first Cp))(prueba-negada (first prueba)))(t(prueba-par p q (rest Cp) (rest prueba)))))Puede ourrir que el par que se enuentre en la lista de pares sea el inversoy que, por tanto, el s-polinomio esté negado. En ese aso, debe obtener laprueba opuesta.La funión prueba-negada es la enargada de onstruir la opuesta de unaprueba. Para ello se de�ne la funión paso-negado que devuelve el opuestodel paso de prueba que reibe omo entrada.(defun prueba-negada (prueba)(ond ((endp prueba)nil)(t (ons (paso-negado (first prueba))(prueba-negada (rest prueba))))))(defun paso-negado (paso)(let* ((nm (RAC-MON::- (o-monomio (operator paso))))(np (o-polinomio (operator paso)))(n (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ nm (first np))))))(make-r-step :diret (diret paso):elt1 (- (elt1 paso)):elt2 (- (elt2 paso)):operator (operador nm n np))))Antes de llevar a abo la demostraión del teorema 9.3 en Al2 es neesarioprobar los siguientes lemas.Lema 9.4 (monotonía de la lausura de equivalenia). Sean p unpolinomio y, F y G seuenias �nitas de polinomios. Si F ⊆ G entones
p↔∗

F q =⇒ p↔∗
G q



9.4 Correión parial 255En Al2,(defthm |F suf G & p <->F* q => p <->G* q|(implies (and (subsetp F G)(k-polinomiosp G)(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(<->* p q prueba F))(<->* p q prueba G)))Demostraión. Por induión sobre la longitud de la prueba.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = q, resultando p ↔∗
G qtrivialmente.Paso de induión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe

fi ∈ F tal que:
p↔fi

r ↔∗
F qPor hipótesis de induión:

r ↔∗
F q =⇒ r ↔∗

G qDe esta forma, sólo resta demostrar que:
p↔fi

r =⇒ p↔G rComo p↔fi
r, fi ∈ F y F ⊆ G entones fi ∈ G y, por tanto, p↔G r.Lema 9.5. Sean p, h polinomios y F una seuenia �nita de polinomios.

p↔∗
F h =⇒ p↔∗

h :: F 0En Al2,



256 Algoritmo de Buhberger(defthm |h != 0 & p <->F* h => p <->{h,F}* 0|(implies (and (not (equal h (nulo)))(k-polinomiosp F)(k-polinomiop p)(k-polinomiop h)(<->* p h prueba F))(<->* p (nulo) (prueba-h prueba h) (ons h F))))Demostraión. Por induión sobre la longitud de la prueba, p↔∗
F h.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = h, resultando p ↔∗

h :: F 0 yaque h↔h :: F 0, por de�niión.Paso de induión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe
fi ∈ F tal que:

p↔fi
r ↔∗

F hPor hipótesis de induión:
r ↔∗

F h =⇒ r ↔∗
h :: F 0De esta forma, sólo resta demostrar que:

p↔F r =⇒ p↔∗
h :: F rComo p↔fi

r, fi ∈ F y fi ∈ h ::F y, por tanto, p↔∗
h :: F r.Lema 9.6. Sea p un polinomio y F una seuenia �nita de polinomios.

p→∗
F 0 =⇒ −p→∗

F 0En Al2,(defthm |p ->F* 0 => -p ->F* 0|(implies (->* p (nulo) prueba F)(->* (- p) (nulo) (prueba-negada prueba) F)))



9.4 Correión parial 257Demostraión. Por induión sobre la longitud de la prueba.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = 0, resultando −p→∗
F 0.Paso de induión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe

fi ∈ F tal que:
p→fi

r →∗
F 0Por hipótesis de induión:

r →∗
F 0 =⇒ −r →∗

F 0De esta forma, sólo resta demostrar que:
p→F r =⇒ −p→F −rSea m el monomio de p por el que se produe la reduión. Como p →fi

rentones r = p−m/mp(fi) · fi.Como m ∈ p entones −m ∈ −p y, por tanto, el polinomio resultantede reduir −p por fi en el monomio −m será −p + m/mp(fi) · fi que esjustamente −r. Por tanto, −p→F −r.
Para la demostraión en Al2 se omprueba, primero, que si una pruebaes desendente (es deir, está ompuesta solamente por pasos diretos deprueba) entones su negaión también.(defthm |desendentep(prueba-negada(prueba))|(implies (desendentep prueba)(desendentep (prueba-negada prueba))))Y a ontinuaión se establee que si un paso es válido su negado también,para obtener la demostraión del lema original.(defthm |paso-valido(paso) => paso-valido(paso-negado(paso))|(implies (paso-valido paso F)(paso-valido (paso-negado paso) F)))



258 Algoritmo de BuhbergerAdemás, nótese que la funión Buhberger no genera todos los posibles s-polinomios sino sólo un onjunto reduido. Los dos lemas siguientes asegu-ran que la reduión a ero del onjunto reduido implian la reduión delonjunto ompleto.Lema 9.7. Sea p un polinomio.s-polinomio(p, p) = 0En Al2,(defthm |s-polinomio(p, p) = 0|(implies (polinomiop p)(equal (s-polinomio p p) (nulo))))Demostraión. Inmediata por propiedades de polinomios.Lema 9.8. Sean p y q polinomios.s-polinomio(p, q) = −s-polinomio(q, p)En Al2,(defthm |s-polinomio(p, q) = - s-polinomio(q, p)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(equal (- (s-polinomio q p)) (s-polinomio p q))))Demostraión. Inmediata por propiedades de polinomios.Falta ahora, probar que la base devuelta por la funión prueba-Buhbergeroinide on la que devuelve la funión Buhberger (lema 9.10).Ya que la funión Buhbeger no es reursiva, no sugiere esquema de indutivoalguno, y, por tanto, no es posible realizar una prueba indutiva del lema 9.10sobre la funión Buhberger . Esto es muy omún en este tipo de demostra-iones donde se tiene una funión auxiliar, en nuestro aso Buhberger-aux ,y una funión prinipal, Buhberger , que delega en ella. La funión auxiliarorresponde en realidad a una generalizaión de la funión prinipal, on pa-rámetros adiionales. Cuando los parámetros toman los valores apropiados,la funión auxiliar realiza el trabajo enomendado a la prinipal. Por tanto,



9.4 Correión parial 259las propiedades de la prinipal son asos partiulares de propiedades másgenerales de la auxiliar.Por esta razón, demostramos primero el siguiente teorema, más general, ob-teniendo el resultado deseado a partir de él.Lema 9.9. Sean F una seuenia �nita de polinomios y C, Cp seuenias�nitas de pares de polinomios. Entones,Buhberger-aux(F, C) = base(prueba-Buhberger(F, C, Cp, pruebas))En Al2,(defthm |Buhberger-aux(F,C) = prueba-Buhberger(F,C,Cp,pruebas)|(equal (Buhberger-aux F C)(base (prueba-Buhberger F C Cp pruebas)))))Demostraión. Por induión, siguiendo el esquema sugerido por la funiónBuhberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, ya que F = F .Paso de induión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de induión se tiene queBuhberger-aux(F, resto(C)) =base(prueba-Buhberger(F, resto(C), (p, q) ::Cp, ps :: pruebas))donde ps = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ).Por tanto, omo en este aso, por de�niión Buhberger-aux(F, C) =Buhberger-aux(F, resto(C)), el resultado se sigue diretamente.Si h 6= 0, por hipótesis de induión se tiene queBuhberger-aux(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C))) =base(prueba-Buhberger(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C)),

(p, q) ::Cp, ph :: pruebas))



260 Algoritmo de Buhbergerdonde ph = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ), h).El resultado se sigue de la de�niión de la funión.Lema 9.10. Sea F una seuenia �nita de polinomios. Entones,Buhberger(F ) = base(prueba-Buhberger(F, parejas-iniiales(F ), nil , nil))En Al2,(defthm |Buhberger(F) = prueba-Buhberger(F, C, nil, nil)|(let ((C (parejas-iniiales F)))(equal (Buhberger F)(base (prueba-Buhberger F C nil nil)))))Demostraión. Inmediata utilizando el lema 9.9.Además, también hay que demostrar que el onjunto de parejas proesadasque devuelve prueba-Buhberger tiene todas las parejas posibles que sepuedan formar on la base devuelta (lema 9.12). Este lema se demostraráutilizando el siguiente.Lema 9.11. Sean c un par de polinomios, F una seuenia �nita de polino-mios y, C, Cp seuenias de pares de polinomios.Si c ∈ parejas-iniiales(base(prueba-Buhberger(F, C, Cp, pruebas)) y, ade-más se umple que c ∈ parejas-iniiales(F ) =⇒ c ∈ C, entones
c ∈ pares(prueba-Buhberger(F, C, Cp, pruebas))(defthm|par en parejas-iniiales(base(prueba)) => par en pares(prueba)|(let* ((prueba (prueba-Buhberger F C Cp pruebas)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C)(implies (en par (parejas-iniiales F))(en par C))(en par (parejas-iniiales (base prueba))))(en par (pares prueba)))))



9.4 Correión parial 261Demostraión. Por induión, siguiendo el esquema sugerido por la funiónprueba-Buhberger .Caso base: C = [].Inmediato, ya que c ∈ parejas-iniiales(F ) =⇒ c ∈ C.Paso de induión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de induión se tiene que

c ∈ pares(prueba-Buhberger(F, resto(C), (p, q) ::Cp, ps :: pruebas))donde ps = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ).El resultado se sigue por de�niión y propiedades de polinomios.Si h 6= 0, por hipótesis de induión se tiene que
c ∈ pares(prueba-Buhberger(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)),

(p, q) ::Cp, ph :: pruebas))donde ph = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ), h).El resultado se sigue de la de�niión de la funión y propiedades depolinomios.Lema 9.12. Sean c un par de polinomios y F una seuenia �nita de poli-nomios. Si c ∈ parejas-iniiales(Buhberger(F )), entones
c ∈ pares(prueba-Buhberger(F, parejas-iniiales(F ), nil , nil))(defthm|(par en parejas-iniiales(Buhberger(F)) => par en pares(prueba)|(let* ((C (parejas-iniiales F))(prueba (prueba-Buhberger F C nil nil)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(en par (parejas-iniiales (Buhberger F))))(en par (pares prueba)))))



262 Algoritmo de BuhbergerDemostraión. Inmediata por los lemas 9.10 y 9.11.A ontinuaión, se tiene que probar que realmente los s-polinomios obtenidosde la lista de parejas proesadas que devuelve la funión prueba-Buhbergeromo segundo parámetro se reduen a 0, utilizando las pruebas orrespon-dientes del onjunto de pruebas devuelto en terer lugar, respeto de la baseque devuelve la funión omo primer parámetro (lema 9.14). Todo esto sehae respeto a un onjunto iniial de parejas proesadas y pruebas (am-bos vaíos), y on el onjunto de parejas iniiales de la base (que es lo quejustamente se tiene en la funión Buhberger).Su demostraión se obtiene a partir del lema siguiente que es una generaliza-ión que en ierta manera expresa un invariante en todo el proeso. En esteaso, el onjunto iniial de parejas proesadas y pruebas no tiene que ser va-ío pero tiene que satisfaer la propiedad Φ. Es deir, omo hipótesis se tieneque umplir Φ para lo que ya hubiera en el onjunto de parejas proesadas,Cp.Lema 9.13. Sean F una seuenia �nita de polinomios, C y Cp seuenias �-nitas de pares de polinomios, G = base(prueba-Buhberger(F, C, Cp, pruebas))y donde los pares de Cp satisfaen la propiedad Φ. Entones para todo (p, q) ∈pares(prueba-Buhberger(F, C, Cp, pruebas))s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostraión. Por induión siguiendo el esquema sugerido por la funiónprueba-Buhberger y usando los lemas 9.4 y 9.5, que p →∗

F red∗
F (p) y quered-F* (p, F ) = 0 =⇒ p→∗

F 0.En Al2,(defthm |Phi(prueba-Buhberger(F, C))|(let* ((prueba (prueba-Buhberger F C Cp pruebas)))(implies (and (Phi Cp pruebas F)(k-polinomiosp F))(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))donde la funión Phi nos va a servir para expresar en Al2 la propiedad Φ.Esta funión reibe tres parámetros, todas las parejas de polinomios uyos s-polinomios se tienen que reduir a 0, las pruebas orrespondientes y la base,y omprueba si realmente los s-polinomios se reduen a 0 on las pruebasorrespondientes respeto de la base.



9.4 Correión parial 263(defun<k> Phi (parejas pruebas F)(ond ((or (endp parejas) (endp pruebas))t)((let* ((par (first parejas))(p (first par))(q (seond par)))(<->* (s-polinomio p q) (nulo) (first pruebas) F))(Phi (rest parejas) (rest pruebas) F))(tnil)))Lema 9.14. Sea F una seuenia de polinomios, C = parejas-iniiales(F )y G = base(prueba-Buhberger(F, C, nil , nil)). Entones para todo (p, q) ∈pares(prueba-Buhberger(F, C, nil , nil))s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostraión. Inmediata por el lema 9.13.En Al2,(defthm |Phi(prueba-Buhberger(F, parejas-iniiales(F)))|(let* ((prueba(prueba-Buhberger F (parejas-iniiales F) nil nil)))(implies (k-polinomiosp F)(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))Por último, se demuestra el lema que relaiona prueba-par on la funiónPhi.Lema 9.15. Sean p, q polinomios, F una seuenia �nita de polinomios y

Cp una seuenia �nita de pares de polinomios. Si Phi(Cp, pruebas, F ) y,
(p, q) ∈ Cp o (q, p) ∈ Cp, entones s-polinomio(p, q)→∗

F 0.(defthm |(p, q) en Cp & Phi(Cp, pruebas, F) => s-pol(p, q) ->F* 0|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(equal (len Cp) (len pruebas))(or (en (list p q) Cp)(en (list q p) Cp))(Phi Cp pruebas F)(desendentesp pruebas))(->* (s-polinomio p q)



264 Algoritmo de Buhberger(nulo)(prueba-par p q Cp pruebas)F)))Demostraión. Por induión, siguiendo el esquema sugerido por la funiónprueba-par .Caso base 1: Cp = []Inmediato, por de�niión de ∈.Caso base 2: Cp 6= [] ∧ (p, q) = primero(Cp).Inmediato, por de�niión de las funiones.Caso base 3: Cp 6= [] ∧ (p, q) 6= primero(Cp) ∧ (q, p) = primero(Cp).Por de�niión y por los teoremas 9.6 y 9.8.Paso de induión: Cp 6= [].Por hipótesis de induión:Phi(resto(Cp), resto(pruebas), F ) ∧ ((p, q) ∨ (q, p)) ∈ resto(Cp) =⇒s-polinomio(p, q)→∗
F 0El resultado se sigue por de�niión de las funiones.Lema 9.16. Sean F una seuenia �nita de polinomios y G = Buhberger(F ).Entones para todo par (p, q) tal que (p = q ∨ (p, q) ∈ parejas-iniiales(G) ∨

(q, p) ∈ parejas-iniiales(G)) se tiene ques-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostraión. Por los lemas 9.7, 9.10, 9.12, 9.14 y 9.15.En Al2,(defthm |Phi(prueba-Buhberger(F))|(let ((G (Buhberger F)))(implies (and (or (en (list p q) (parejas-iniiales G))(en (list q p) (parejas-iniiales G))(equal p q))



9.4 Correión parial 265(k-polinomiosp F) (naturalp k)(polinomiop p) (polinomiop q))(<->* (s-polinomio p q) (nulo)(prueba-s-polinomio p q F) G))))Finalmente, la demostraión Al2 del teorema 9.3 se lleva a abo apliandoel lema anterior y que la funión prueba-s-polinomio devuelve una pruebadesendente.9.4.3. Estabilidad del idealPresentamos la formalizaión realizada en estabilidad-buhberger.lispde que el ideal permanee estable respeto al algoritmo de Buhberger, estoes, que los ideales generados por la base iniial y la �nal oiniden.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger(F )〉En Al2,(defthm |p en <Buhberger(F)> <=> p en <F>|(implies (k-polinomiosp F)(iff (en-ideal p (Buhberger F)) (en-ideal p F))))Reuérdese que ya se demostró previamente que los ideales son erradosbajo las operaiones elementales, así omo el heho de que las funiones dereduión y de álulo de s-polinomios son operaiones internas al ideal. Estoquiere deir que un polinomio pertenee a un ideal si, y sólo si, su reduióntambién pertenee al ideal, y por otro lado, que el s-polinomio obtenido apartir de dos polinomios de la base, también pertenee al ideal.Observemos también que el algoritmo manipula la base iniial tratándolaomo una seuenia �nita de polinomios que siempre se extiende por el prin-ipio. Esto provoa que la base iniial sea un su�jo de la base �nal, vistasambas omo seuenias. Resulta neesario estableer este heho, así omolas propiedades elementales de la relaión �ser su�jo de�. Notaremos estarelaión por ⊑.A ontinuaión proederemos a desribir las propiedades neesarias para ob-tener la estabilidad del ideal bajo el algoritmo de Buhberger. Nótese que lafunión Buhberger lo únio que hae es una llamada, on los parámetros



266 Algoritmo de Buhbergeradeuados, a la funión Buhberger-aux, que es la que en realidad hae to-do el trabajo. Por tanto, son neesarias propiedades sobre la funión auxiliaromo es el aso de la siguiente.Proposiión 9.17. Sea F una seuenia �nita de polinomios. Entones
F ⊑ Buhberger-aux(F, C)Demostraión. El algoritmo ompleta la base iniial tratándola omo unaseuenia �nita de polinomios que siempre se extiende insertando polinomiospor el prinipio. Esto provoa que la base iniial sea un su�jo de la �nal.Por induión sobre la estrutura de la funión Buhberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, ya que F ⊑ F .Paso de induión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗

F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de induión se tiene que
F ⊑ Buhberger-aux(F, resto(C))Por tanto, omo en este aso, por de�niión Buhberger-aux(F, C) =Buhberger-aux(F, resto(C)), el resultado se sigue diretamente.Si h 6= 0, por hipótesis de induión se tiene que

h :: F ⊑ Buhberger-aux(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C))El resultado se sigue de la de�niión de la funión, ya que F ⊑ h ::F yBuhberger(F, C) = Buhberger-aux(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)).
El teorema en Al2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |F suf Buhberger-aux(F, C)|(sufijop F (Buhberger-aux F C)))



9.4 Correión parial 267Donde la funión sufijop representa ⊑. Su de�niión en Al2 es omo sigue.(defun sufijop (F G)(if (endp G)(endp F)(or (equal F G) (sufijop F (rest G)))))Algunas de las propiedades elementales de la funión anterior se resumen enla �gura 9.2. Estas propiedades las emplea automátiamente Al2 en lasdemostraiones de varios de los teoremas que presentaremos más adelante.Las itamos sin demostraión, ya que se intuyen sin una di�ultad espeial.Proposiión 9.18. Sean p un polinomio y, F y G dos seuenias �nitas depolinomios.
p ∈ 〈F 〉 ∧ F ⊑ G =⇒ p ∈ 〈G〉En Al2,(defthm |p en <F> & F suf G => p en <G>)|(implies (and (en-ideal p F) (sufijop F G))(en-ideal p G)))Demostraión. G es una extensión su�ja de F : tiene los mismos elementosde F y, quizás, algunos nuevos. Para los elementos omunes a F y G, bastatomar los mismos testigos de la pertenenia de p a 〈F 〉. Para ada nuevoelemento basta tomar omo testigo el polinomio nulo. Con estos testigos seasegura la pertenenia de p a 〈G〉.Lema 9.19. Sean p y q polinomios, y F una seuenia �nita de polinomios.

p ∈ 〈q :: F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p ∈ 〈F 〉En Al2,(defthm |p en <ons(q, F)> & q en <F> => p en <F>|(implies (and (en-ideal p (ons q F)) (en-ideal q F))(en-ideal p F)))
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(defthm |F suf F|(sufijop F F))(defthm |F suf G & G suf H => F suf H|(implies (and (sufijop F G) (sufijop G H))(sufijop F H)))(defthm |F suf ons(p, F)|(sufijop F (ons p F)))(defthm |F suf G => F suf ons(p, G)|(implies (sufijop F G)(sufijop F (ons p G))))(defthm |ons(p, F) suf G => F suf G|(implies (sufijop (ons p F) G)(sufijop F G)))(defthm |resto(F) suf F|(sufijop (rest F) F))(defthm |F suf resto(G) => F suf G|(implies (sufijop F (rest G))(sufijop F G)))(defthm |F suf G => resto(F) suf G|(implies (sufijop F G)(sufijop (rest F) G)))Figura 9.2: Otras propiedades elementales de los su�jos



9.4 Correión parial 269Demostraión. Sea F = 〈f1, . . . , fn〉.
p ∈ 〈q :: F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p = c · q +

n∑

i=1

cifi ∧ q =
n∑

i=1

difi

=⇒ p =

n∑

i=1

(c · di)fi +

n∑

i=1

cifi

=⇒ p =
n∑

i=1

(c · di + ci)fi

=⇒ p ∈ 〈F 〉.A ontinuaión, y abusando del lenguaje, ampliaremos el onepto de perte-nenia de un polinomio a un ideal a objetos más omplejos omo las seuen-ias de polinomios y de pares de polinomios.De�niión 9.20. Sea P una seuenia �nita de polinomios y F una base.Deimos que P pertenee a 〈F 〉, que notamos por P ∈ 〈F 〉 (extendiéndosela relaión de pertenenia), si todos los polinomios de P perteneen a 〈F 〉.De�niión 9.21. Sea C una seuenia �nita de pares de polinomios y F unabase. Deimos que C está en 〈F 〉, que notamos por C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉, si todoslos pares de C perteneen a 〈F 〉 × 〈F 〉.Teorema 9.22. Sean p un polinomio, F una seuenia �nita de polinomiosy C una seuenia �nita de pares de polinomios tal que C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉.Entones,
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger-aux(F, C)〉En Al2,(defthm |C en <<F>> => (p en <Buhberger-aux(F, C)> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C)(pares-en-ideal C F))(iff (en-ideal p (Buhberger-aux F C)) (en-ideal p F))))Demostraión. Sea G = Buhberger-aux(F, C). Dividimos la demostraiónen las dos impliaiones.
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⇒:

p ∈ 〈F 〉

=⇒ p ∈ 〈F 〉 ∧ F ⊑ G (prop. 9.17)
=⇒ p ∈ 〈G〉 (prop. 9.18)

⇐: Supongamos que p ∈ 〈G〉 y C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉 y probemos que p ∈ 〈F 〉 porinduión sobre la estrutura de la funión Buhberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, por la de�niión de la funión.Paso de induión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de induión se tiene queresto(C) ⊆ 〈F 〉×〈F 〉∧p ∈ Buhberger-aux(F, resto(C)) =⇒ p ∈ 〈F 〉Como C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉, entones resto(C) ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉. Además

G = Buhberger-aux(F, resto(C)), por de�niión de la funión, luegopodemos apliar la hipótesis de induión para onluir que p ∈ 〈F 〉.Si h 6= 0, por hipótesis de induión se tiene queparejas(h, F ) ++ resto(C) ⊆ 〈h :: F 〉 × 〈h ::F 〉 ∧

p ∈ Buhberger-aux(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)) =⇒ p ∈ 〈h :: F 〉Nótese que:1. parejas(h, F ) ++ resto(C) ⊆ 〈h ::F 〉 × 〈h ::F 〉, ya que se veri�anparejas(h, F ) ⊆ 〈h ::F 〉 × 〈h ::F 〉 y resto(C) ⊆ 〈h :: F 〉 × 〈h ::F 〉(por hipótesis, C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉).2. h ∈ 〈F 〉, porque h es el s-polinomio reduido de dos polinomiosde la base. Los polinomios de la base perteneen al ideal, por lotanto, el s-polinomio de dos polinomios de la base también (porel teorema 8.9) y reduirlo no altera este heho (véase el teorema7.44).3. p ∈ 〈h ::F 〉 por hipótesis de induión.4. Por el lema 9.19, omo h ∈ 〈F 〉 y p ∈ 〈h ::F 〉, se obtiene que
p ∈ 〈F 〉.



9.4 Correión parial 271Teorema 9.23. El algoritmo de Buhberger no altera el ideal generado.Sean p un polinomio y F una seuenia �nita de polinomios.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger(F )〉En Al2,(defthm |p en <Buhberger(F)> <=> p en <F>|(implies (k-polinomiosp F)(iff (en-ideal p (Buhberger F)) (en-ideal p F))))Demostraión. Sea G = Buhberger(F ) y C = parejas-iniiales(F ).

p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ p ∈ 〈F 〉 ∧ C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉 (C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉)
⇐⇒ p ∈ 〈Buhberger-aux(F, C)〉 (teorema 9.22)
⇐⇒ p ∈ 〈G〉 (def. de Buhberger)

9.4.4. Relaión on las bases de GröbnerUna vez que se han demostrado las propiedades anteriores, estamos en on-diiones de poder demostrar que el algoritmo de Buhberger devuelve unabase de Gröbner.Teorema 9.24. El algoritmo de Buhberger devuelve una base de Gröbner.Es deir, sea p un polinomio, F = {f1, . . . , fk} una seuenia �nita de poli-nomios y G = Buhberger(F ) entones:
p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Demostraión. Por el teorema 9.3 se tiene que Φ(G), entones apliando elteorema 8.14 se tiene el resultado.El teorema anterior en Al2 se expresa de la siguiente forma. Reuérdese queprueba-forma-normal es la funión que onstruye una prueba que onduedesde un polinomio hasta su forma normal.



272 Algoritmo de Buhberger(defthm |G = Buhberger(F) & p en <G> => p ->*G 0|(let* ((G (Buhberger F))(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p G))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Buhberger(F) & p ->*G 0 => p en <G>|(let ((G (Buhberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p G))))Estos dos teoremas se demuestran en Al2 utilizando instaniaión funio-nal de los teoremas ya presentados |Phi(F) & p en <F> => p ->*F 0| y|Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>| y, porque se ha probado que el algorit-mo satisfae la propiedad Φ, |Phi(Buhberger(F))|.A partir del resultado anterior y el del teorema 9.23 se puede demostrar quela base devuelta por el algoritmo de Buhberger es una base de Gröbner delideal generado por la base original.Teorema 9.25. El algoritmo de Buhberger devuelve una base de Gröbner dela base original. Es deir, sea p un polinomio, F = {f1, . . . , fk} una seuenia�nita de polinomios y G = Buhberger(F ) entones:
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Demostraión.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈G〉 (teorema 9.23)

⇐⇒ p→∗
G 0 (teorema 9.24)Los teoremas Al2 orrespondientes se presentan a ontinuaión.(defthm |G = Buhberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|(let* ((G (Buhberger F))



9.5 Proedimiento de deisión de la pertenenia a ideales 273(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p F))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Buhberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|(let ((G (Buhberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p F))))9.5. Proedimiento de deisión de la pertenen-ia a idealesEn esta seión se onstruye y veri�a un proedimiento de deisión para elproblema de la pertenenia al ideal. Diho proedimiento onsiste en reduirel polinomio utilizando la funión red∗ sobre la base devuelta por el algoritmode Buhberger y omprobar si es 0.De�niión 9.26. Dado p un polinomio y F una seuenia �nita de poli-nomios de�nimos el prediado de pertenenia de p al ideal generado por F ,deide(p, F ), de la siguiente forma:deide(p, F ) ≡ red∗
G(p) = 0, donde G = Buhberger(F ).En Al2,(defun<k> deide (p F)(equal (red-F* p (Buhberger F)) (nulo)))La orreión de este proedimiento de deisión para el problema de la per-tenenia al ideal viene dado por el siguiente teorema.Teorema 9.27. Sea p un polinomio y F una seuenia �nita de polinomios,entones

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ deide(p, F )



274 Algoritmo de BuhbergerEn Al2,(defthm |p en <F> <=> deide(p, F)|(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal p F) (deide p F))))Demostraión.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0 (teorema 9.25)
⇐⇒ fnG(p) = fnG(0) (teoremas 8.13 y 9.3)
⇐⇒ red∗

G(p) = red∗
G(0) (teorema 7.40)

⇐⇒ red∗
G(p) = 0 (def. de red∗)

⇐⇒ deide(p, F ) (def. de deide)
Nótese que todas las funiones que intervienen en el proedimiento son om-putables y, por tanto, también lo es el proedimiento. Además, obsérveseomo ni en su de�niión ni en el teorema que demuestra su orreión in-tervienen en ningún sentido los operadores ni las pruebas que interveníanen las relaiones de reduión. Esto es, los operadores y todos los oneptosasoiados se han utilizado omo meanismo de demostraión. Una vez todaslas propiedades están demostradas, los operadores desapareen del proedi-miento de deisión y de su teorema de orreión.Con estos teoremas quedan onseguidos los objetivos propuestos en esta me-moria.9.6. ResumenEn este apítulo:Hemos presentado una implementaión Al2 del algoritmo de Buh-berger.Hemos demostrado su terminaión mediante inmersión ordinal.



9.6 Resumen 275Hemos demostrado su orreión parial probando que las bases iniialy �nal generan el mismo ideal, y que la base �nal es de Gröbner.Hemos onstruido y veri�ado un proedimiento de deisión para elproblema de la pertenenia a un ideal.Los s-polinomios no son más que una forma onisa de representar los paresrítios que se produen al poder reduir un mismo elemento de dos for-mas distintas. En este sentido, la idea es similar a la que aparee en otrosalgoritmos de ompletaión para obtener sistemas de reesritura de térmi-nos que ayuden a deidir una teoría euaional dada, notablemente, el deKnuth-Bendix.Las bases de Gröbner, que son preisamente las que devuelve el algoritmo,permiten deidir efetivamente el problema de la pertenenia al ideal y, porlo tanto, la ongruenia del ideal.Dada la ejeutabilidad del algoritmo desarrollado hemos obtenido tambiénun proedimiento de deisión veri�ado para el problema de la perteneniaal ideal.





Parte VConlusiones





Capítulo 10Ejeutabilidad: algunos ejemplos
Una posibilidad que presenta Al2 y que no aparee en otros sistemas esla de ejeutar diretamente las funiones de�nidas en la lógia. De heho,el propio sistema puede emplear sus apaidades de ejeuión durante elurso de una demostraión, a modo de ejeuión simbólia. Por ejemplo,si de�nimos la funión fatorial y pedimos a Al2 que demuestre que elfatorial de 5 es 120, el sistema nos responderá a�rmativamente y justi�arála �demostraión� diiéndonos que basta on ejeutar la funión.Sin embargo, el aspeto más interesante de la ejeuión es que es un proesoindependiente del de demostraión que puede ser empleado por una personapara validar el modelo que está onstruyendo frente a ejemplos onretos.Evidentemente, estos ejemplos se eligen de manera que el omportamientodel sistema que se está modelando se onoe de antemano o bien porque sonlo su�ientemente senillos o porque presentan alguna estrutura omún, ohan sido estudiados on anterioridad por otras personas.Expliaremos a ontinuaión, muy brevemente, ómo funiona este mea-nismo en Al2 y resolveremos algunos problemas on nuestros algoritmosveri�ados. Los problemas que propondremos estarán prinipalmente basadosen ejemplos extraídos de la bibliografía.10.1. Proteiones, ompilaión y ejeuiónTodas las funiones Al2 suseptibles de ejeuión que apareen en estetrabajo han sido etiquetadas on un aserto, denominado proteión o guar-da, que permite espei�ar el onjunto de entradas que la funión es apaz



280 Ejeutabilidad: algunos ejemplosde proesar orretamente. De heho, se ha demostrado para ada una deestas funiones que siempre que al evaluarla se satisfae su proteión, tam-bién se satisfaen las orrespondientes a todas las evaluaiones de funiónque produe subsidiariamente. A este proeso se le denomina veri�aión deproteiones.Aunque una proteión bien puede entenderse omo una preondiión, evita-mos referirnos a ellas omo tales puesto que uriosamente no perteneen a lalógia: no forman parte de la de�niión de la funión, ni tienen in�uenia al-guna sobre las propiedades que puedan demostrarse sobre ellas. Dado que lasproteiones son un meanismo extralógio y su veri�aión no ha supuestoen nuestro aso un esfuerzo espeial, no hemos onsiderado neesario inluiren la memoria los detalles de dihas demostraiones, en general irrelevantes.No obstante, sí reemos importante expliar qué papel juegan en la ejeuiónde las funiones en Al2.A primera vista esto puede pareer inneesario, ya que hemos expliado quelas funiones Al2 son totales, por lo que produen un resultado para ual-quier entrada (y siempre el mismo para la misma entrada) y, en este sentido,pueden proesar �orretamente� lo que se desee. Pero, omo expliaremos aontinuaión, esto es sólo ierto desde un punto de vista estritamente lógio.Como lenguaje de programaión, Al2 está basado en Lisp, del que intentamodelar un subonjunto. Como la mayoría de los lenguajes de programaiónreales, Lisp posee primitivas que se orresponden on funiones pariales. Laespei�aión de Common Lisp está llena de expresiones del tipo: �y paraualquier otra entrada, el resultado de la ejeuión depende del sistema�. Este�depende del sistema� no signi�a neesariamente que ada implementador�jará a su riterio un resultado razonable a devolver en dihas irunstanias:el sistema podría produir un error de ejeuión, devolver ada vez algodistinto o entrar en ilo.Ahora bien, existe una importante relaión entre una misma evaluaión defunión en Al2 y en Common Lisp: ambas deben produir exatamente elmismo resultado, en tanto en uanto no se viole ninguna proteión. Por lotanto, uando una funión Al2 tiene su proteión veri�ada se die que�umple� on Common Lisp, haiendo referenia a este heho.Al2 mantiene en memoria dos versiones de ada de�niión de funión. Porun lado se enuentra la versión lógia que se orresponde on la regla de de�-niión que se emplea habitualmente para razonar en las demostraiones. Estaversión oinide básiamente on lo que el usuario introdue en el sistema en



10.1 Proteiones, ompilaión y ejeuión 281modo lógio.1 Por otro lado, tenemos una versión de ejeuión o ontrapartidaejeutable que se emplea uando se requiere ejeutar la funión.Así, por ada funión de�nida se introduen en el sistema Lisp subyaente dosversiones que poseen el mismo nombre, pero que se enuentran en paquetesdistintos. Ninguna de ellas se ompila iniialmente. La primera de ellas esla versión �ruda� que se obtiene al introduir diretamente la de�niiónproporionada por el usuario en Lisp. Ésta sólo se emplea para evaluar unallamada a funión si su proteión ha sido veri�ada y sus parámetros realessatisfaen la proteión. En aso ontrario, se emplea un �evaluador espeial�implementado por la segunda versión, denominada versión �*1*�, que seenarga de omprobar la proteión en tiempo de ejeuión y, si ésta ha sidoviolada, presenta un mensaje de error indiando la proteión y la llamadaque la infringe.Por lo tanto, al evaluar una funión que tiene su proteión veri�ada sólose omprueba la proteión en la llamada más externa, on el onsiguienteahorro. Esto es válido, ya que preisamente, el proeso de veri�aión deguardas nos asegura que en tal aso es imposible violar la proteión deninguna de las funiones que pueda ser evaluada internamente omo resultadode la llamada iniial.Con la erti�aión de los libros que omponen el trabajo se produen nosólo las demostraiones orrespondientes, sino también los �heros de ódigoobjeto que resultan del proeso de ompilaión de las funiones de�nidas enAl2. Sólo se ompila la versión ruda de ada funión y la ompilaión serealiza a través del sistema Lisp subyaente que normalmente produe ódigoC y posteriormente emplea el ompilador estándar disponible en el sistemaoperativo para produir el ódigo objeto.Esto permite utilizar durante la ejeuión instruiones de la máquina di-retamente en lugar de interpretar el ódigo Lisp original, que es bastantemás ine�iente. De heho, salvo indiaión en ontra, al inluir un libro enAl2 se arga en memoria el ódigo objeto orrespondiente. Si éste no estádisponible, se arga el ódigo Lisp original.No obstante, para que Al2 emplee la versión ruda, ompilada, de unafunión su proteión debe haberse veri�ado previamente.21En realidad, Al2 emplea internamente una versión �normalizada� de la funión,lógiamente equivalente pero más adeuada a los proesos internos que habitualmenterealiza on ella.2Existe la posibilidad de forzar la ompilaión de ambas versiones de una funión onomp aunque su proteión no haya sido veri�ada. Así siempre se ejeutará una versión



282 Ejeutabilidad: algunos ejemplos10.2. EjemplosHemos diseñado una serie de utilidades basadas en maros y funiones deAl2 que nos failitan la tarea de rear problemas de prueba para el ódigoAl2 que hemos desarrollado en la memoria y de imprimir los resultadosque se obtienen de su ejeuión.Los siguientes datos de entrada, que expliaremos en breve, orresponden aun problema que hemos inluido en el �hero ejemplos-winkler.lisp. Esteproblema en onreto se basa en un ejemplo que aparee en [102℄.(problema(imprime "~%*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)~%");;; Estableemos las variables y su orden:(vars z y x);;; Estableemos la base iniial:(<- f1 '((4 1 0 0) (-4 0 2 1) (-16 0 0 2) (-1 0 0 0)))(<- f2 '((2 1 2 0) (4 0 0 1) (1 0 0 0)))(<- f3 '((2 1 0 2) (2 0 2 0) (1 0 0 1)))(<- F (base f1 f2 f3))(imprime "~%Base iniial:~%")(imprime-base F :nombre "f");;; Apliamos el algoritmo de Buhberger:(<- F (base f1 f2 f3))(imprime "~%Base de Gröbner:~%")(imprime-tiempo (<- G (buhberger F)))(imprime-base G :nombre "g")(imprime "~%Esalado:~%")ompilada, pero se pierde toda garantía sobre el resultado de una ejeuión. Si apareedurante ella un valor imprevisto omo entrada de alguna funión, al no tener ésta laproteión veri�ada, la funión aeptaría diho valor extraño produiendo un resultadodependiente del sistema.



10.2 Ejemplos 283(imprime-base G :nombre "g" :fmt esalada)(imprime "~%Esalado e interreduión:~%")(imprime-base G :nombre "g" :fmt esalada-reduida);;; Mostramos la reduión a 0 de un polinomio respeto de la base:(<- h '((4 0 4 1) (16 0 2 2) (1 0 2 0) (8 0 0 1) (2 0 0 0)))(<- r (red* h G))(imprime "~%")(imprime-polinomio h :pre "h = " :nl t)(imprime-polinomio r :pre "\\red^*_G(h) = " :nl t))La maro problema rea un entorno de evaluaión Al2 en el que sólo sepueden mostrar los efetos olaterales de las instruiones que lo omponen.Dentro del entorno podemos manejar objetos que se asignan mediante la ma-ro <-. Estos objetos se omportan internamente omo variables globales, porlo que pueden ser ompartidos por distintos problemas. También se puedenejeutar funiones omo red, red* y buhberger que pueden reibir dihosvariables y que devuelven valores asignables a ellos.El onjunto de variables on las que se forman los términos y su orden relati-vo se �jan mediante la maro vars, en la que las variables apareen en ordendereiente de importania. Esto se hae habitualmente al prinipio del pro-blema, aunque puede ambiarse posteriormente tantas vees omo se desee.Así, (vars z y x) india que se onsiderará X = {x, y, z} on x < y < z.Los polinomios se representan por listas de k+1-uplas, ada una de las ualestiene omo primer elemento un oe�iente al que siguen los exponentes de a-da una de las k variables sobre las que se de�ne el polinomio. Por ejemplo, alejeutar (<- p '((4 1 0 0) (-4 0 2 1) (-16 0 0 2) (-1 0 0 0))) seobtiene 4z− 4y2x− 16x2− 1, si se ha empleado previamente (vars z y x),mientras que si se emplea (vars x y z) se obtiene 4x − 4y2z − 16z2 − 1.Las bases se pueden forman on la maro base, a partir de los objetos queontienen sus polinomios, y asignarse a otro objeto para su empleo posterior.Se puede imprimir un resultado a través de alguna de las maros imprimedisponibles. Estas maros efetúan la salida a través de una �ventana deomentarios� de Al2, es deir, emplean internamente w para mostrar textode manera no apliativa. Esto es ómodo, ya que puede haerse sin neesidad



284 Ejeutabilidad: algunos ejemplosde manipular diretamente el estado ni los �ujos de salida.3Como se observa, las maros admiten parámetros opionales que afetan a laforma de imprimir los resultados. Por ejemplo, imprime-base ontiene unalave :fmt que permite indiar el formato en el que se desea imprimir:1. Si es nil o no aparee, se imprime tal ual.2. Si es esalada, se esala ada uno de los elementos de la base de maneraque no aparezan oe�ientes fraionarios.3. Si es esalada-reduida se interreduen los polinomios entre sí, eli-minando los nulos y esalando los restantes.Nótese que los proesos de impresión, esalado e interreduión no estánveri�ados y se inluyen aquí omo una mera herramienta que failita lainterpretaión de los resultados.La salida de las funiones imprime-polinomio y imprime-base ontiene ó-digo LATEX que puede ser inluido en un doumento on poa o nula ediión.Por ejemplo, utilizamos fragmentos de la salida en la desripión de los ejem-plos que expondremos más adelante. Lo que sigue es un fragmento de la salidaproduida al resolver el problema anterior:*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)Base iniial:\begin{align*}f_1 &= 4z-4y^2x-16x^2-1 \\f_2 &= 2zy^2+4x+1 \\f_3 &= 2zx^2+2y^2+x\end{align*}Base de Gröbner:Tiempo: 205.32 s...Esalado e interreduión:3Desde un punto de vista lógio, w siempre devuelve nil, on lo que estas maros a-reen de interés en la lógia. Su únio propósito es ayudarnos a visualizar la representaióninterna de los polinomios y failitar la inlusión de los resultados en esta memoria.



10.2 Ejemplos 285\begin{align*}g_1 &= 32x^7-216x^6+34x^4-12x^3-x^2+30x+8 \\g_2 &= 2745y^2-112x^6-812x^5+10592x^4-61x^3-812x^2+988x+2 \\g_3 &= 10980z-6272x^6+42368x^5+232x^4-3416x^3-39982x^2+428x-2633\end{align*}h = 4y^4x+16y^2x^2+y^2+8x+2\red^*_G(h) = 0Hay que tener en uenta que todas las operaiones de impresión sobre po-linomios son relativas al onjunto atual de variables y al orden estableidoentre ellas.En adelante, omitiremos el ódigo interno y mostraremos las poriones rele-vantes de los resultados generados en LATEX para mayor legibilidad.Comenzamos on una prueba intensiva de las funiones sobre polinomios.Calulamos (x + 1)n para diversos valores de n. Los tiempos en segundos semuestran en la siguiente tabla:
n 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250Tiempo 0.0 0.2 1.5 4.1 10.3 19.1 36.6 61.9 98.1 150.4En la última potenia generada se emplea bastante tiempo. El polinomioresultante tiene 251 monomios y el oe�iente máximo es el siguiente númerode 74 ifras:

(
250

125

)

= 91208366928185711600087718663295946582847985411225264672245111235434562752Continuamos on unos ejemplos extraídos del popular libro de Geddes, Cza-por y Labahn [26℄.En el ejemplo 10.4, pág. 434, se presentan los siguientes polinomios.Tienen una únia variable y ambos son de distinto grado. El de mayorgrado puede reduirse por el de menor grado hasta anularse, de hehoes divisible por él.
p = 6x4 + 13x3 − 6x + 1

q = 3x2 + 5x− 1



286 Ejeutabilidad: algunos ejemplosEn efeto, podemos observar que al realizar dos pasos de reduión de
p por q se obtiene el polinomio nulo.

s1 = red(p, q) = 3x3 + 2x2 − 6x + 1

s2 = red(s1, q) = −3x2 − 5x + 1

s3 = red(s2, q) = 0Esto se puede omprobar diretamente alulando la lausura de lareduión o, lo que es lo mismo, su forma normal o irreduible respetoa {q}.
r = red∗

{q}(p) = 0Consideremos ahora la base formada por los polinomios p y q. Estamosante una base que ya es de Gröbner y, de heho, podemos omprobarque el algoritmo de Buhberger no añade ningún polinomio a la base.El algoritmo devuelve G = {g1, g2} omo base de Gröbner:
g1 = 6x4 + 13x3 − 6x + 1

g2 = 3x2 + 5x− 1En el ejemplo 10.5, pág. 434�435, se presenta la siguiente base.
f1 = −xz2 + 2y2z

f2 = 7y2 + yz − 4

f3 = −3x + 2yz + 1Podemos alular una base de Gröbner on orden lexiográ�o x > y >
z (tarda 2 s).

g1 = −
7

72
z5 −

1

24
z4 +

49

1296
z3 −

7

27
z2 +

4

9
z

g2 = −
648

49
yz +

9

7
z4 +

243

49
z3 −

1

2
z2 +

12

7
z

g3 =
1

2
yz2 −

12

7
yz +

9

14
z3

g4 =
2

3
yz3 +

2

7
yz2 +

1

3
z2 −

8

7
z

g5 = −xz2 + 2y2z

g6 = 7y2 + yz − 4

g7 = −3x + 2yz + 1



10.2 Ejemplos 287Esalando la base adeuadamente podemos eliminar los oe�ientesraionales. En este aso, obtenemos:
g1 = 126z5 + 54z4 − 49z3 + 336z2 − 576z

g2 = 1296yz − 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z

g3 = 7yz2 − 24yz + 9z3

g4 = 14yz3 + 6yz2 + 7z2 − 24z

g5 = xz2 − 2y2z

g6 = 7y2 + yz − 4

g7 = 3x− 2yz − 1Si además se interreduen los polinomios que la omponen y se eliminanlos que se reduen a 0 resulta la siguiente base.
g1 = 126z5 + 54z4 − 49z3 + 336z2 − 576z

g2 = 1296yz − 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z

g3 = 9072y2 + 126z4 + 486z3 − 49z2 + 168z − 5184

g4 = 1944x− 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z − 648En el ejemplo 10.6, pág. 437, se onsideran los siguientes polinomios enorden lexiográ�o x > y.
p1 = x2y + 5x2 + y2

p2 = 7xy2 − 2y3 + 1

q = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xPodemos llevar a abo la siguiente seuenia de reduiones, que repre-senta 3 pasos de reduión de q por p1:
s1 = red(q, p1) = −15x3 + 2x2y2 − 3xy2 − 3xy + 5x

s2 = red(s1, p1) = −15x3 − 10x2y − 3xy2 − 3xy + 5x− 2y3

s3 = red(s2, p1) = −15x3 + 50x2 − 3xy2 − 3xy + 5x− 2y3 + 10y2y, si reduimos el resultado por p2, obtenemos el irreduible de q res-peto de {p1, p2}.
s4 = red(s3, p2) = −15x3 + 50x2 − 3xy + 5x−

20

7
y3 + 10y2 +

3

7



288 Ejeutabilidad: algunos ejemplosCalulemos una base de Gröbner de F = {p1, p2, q}. La base ontiene
16 polinomios (tarda 19 s). Se observa un gran reimiento en los oe�-ientes fraionarios; mostramos algunos de los polinomios resultantes:

g1 = −
1

7

g2 =
13094326044856861224890276

490165562235497422092752025
y2

g3 = −
15551933257441359960583241925

1047877856242811461178847376
y3 + · · ·...

g14 = x2y + 5x2 + y2

g15 = 7xy2 − 2y3 + 1

g16 = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xSi esalamos la base se obtienen los siguientes resultados.



10.2 Ejemplos 289
g1 = 1

g2 = y2

g3 = 22139682975045y3 − 562023154678y2

g4 = 32370941540876y4 − 121823193288521y3 + 2206901437070y2

g5 = 140489213643853y5 + 15845831250081y4 + 45274160744736y3

− 15804397095055y2

g6 = 2012574073853y6 − 628607499626y5 + 226555829773y4

+ 722888054490y3 + 74059817115y2

g7 = 11594545037y7 − 15276539911y6 + 282755738y5 + 2326660652y4

− 5262320751y3 + 95652820y2

g8 = 111788263y8 + 268128y7 − 4604236y6 − 32403020y5 − 66444y4

+ 1150079y3 + 8101735y2

g9 = 4y9 + 69y8 − 4y6 − 20y5 + y3 + 5y2

g10 = 16y10 + 552y9 + 4761y8 − 16y7 − 356y6 − 1380y5 + 4y4 + 89y3

+ 345y2

g11 = 214375x + 16y9 + 472y8 + 2401y7 − 12021y6 + 59749y5 − 422625y4

+ 4y3 + 69y2 + 61250y

g12 = 7xy + 35x− 4y5 − 69y4 + 2y2 + 10y

g13 = 1225x2 + 7x− 4y4 − 49y3 + 245y2 + 2y

g14 = x2y + 5x2 + y2

g15 = 7xy2 − 2y3 + 1

g16 = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xInterreduiendo los polinomios se queda sólo {1}.En el ejemplo 10.8, pág. 439�440, aparee la siguiente base:
f1 = x3yz − xz2

f2 = xy2z − xyz

f3 = x2y2 − z2

f4 = x2y2z − z3

f5 = −x2y2z + x2yz



290 Ejeutabilidad: algunos ejemplosLa base de Gröbner esalada que devuelve el algoritmo on orden lexi-ográ�o x > y > z se ompone de una veintena de polinomios que sealulan instantáneamente.
g1 = yz3 − z3 g11 = z7 − z6

g2 = x2yz − z3 g12 = x2z3 − z6

g3 = z5 − z4 g13 = xz4 − xz3

g4 = xz3 − xz2 g14 = x3z2 − xz3

g5 = yz4 − z4 g15 = xyz2 − xz2

g6 = x2z2 − z4 g16 = x3yz − xz2

g7 = yz5 − z5 g17 = xy2z − xyz

g8 = z6 − z5 g18 = x2y2 − z2

g9 = yz6 − z6 g19 = x2y2z − z3

g10 = y2z6 − z6 g20 = x2y2z − x2yzAl reduirla desapareen 12 de ellos.
g1 = yz3 − z3

g2 = x2yz − z3

g3 = z5 − z4

g4 = xz3 − xz2

g5 = x2z2 − z4

g6 = xyz2 − xz2

g7 = xy2z − xyz

g8 = x2y2 − z2El ejemplo 10.10, pág. 445�446, presenta el siguiente sistema.
f1 = x2 + yz − 2

f2 = xz + y2 − 3

f3 = xy + z2 − 5Los autores del libro indian que éste es un ejemplo omplejo a pesar desu aspeto. Al alular una base de Gröbner on x > y > z observamosque se emplean 388 s y que se onsume una gran antidad de memoria.



10.2 Ejemplos 291Se observa también un gran reimiento de los oe�ientes fraionariosimpliados. Mostramos úniamente una porión de la base resultante,que ontiene 22 polinomios.
g1 = −

68283

242
z8 +

1707075

484
z6 −

14953977

968
z4 +

6486885

242
z2 −

24650163

1936

g2 = −
1830125

12791682
z10 +

127942375

25583364
z8 −

2455528625

51166728
z6 +

9695170375

51166728
z4 + · · ·

g3 =
13488

166375
z12 −

193352

99825
z10 +

9343204

499125
z8 −

9230828

99825
z6 + · · ·...

g20 = xy + z2 − 5

g21 = xz + y2 − 3

g22 = x2 + yz − 2Mostramos a ontinuaión el resultado esalado en el que desapareenlos oe�ientes fraionarios.



292 Ejeutabilidad: algunos ejemplos
g1 = 8z8 − 100z6 + 438z4 − 760z2 + 361

g2 = 88z10 − 3076z8 + 29518z6 − 116546z4 + 191691z2 − 89167

g3 = 40464z12 − 966760z10 + 9343204z8 − 46154140z6 + 120394688z4

− 150551820z2 + 61631725

g4 = 540552375x + 6655504z13 − 175635360z11 + 1879326144z9

− 10317939790z7 + 30066113368z5 − 42344055145z3 + 19774993850z

g5 = 8z14 − 220z12 + 2538z10 − 15830z8 + 57111z6 − 117165z4 + 122075z2

− 45125

g6 = 8z15 − 220z13 + 2538z11 − 15830z9 + 57111z7 − 117165z5 + 122075z3

− 45125z

g7 = 8z16 − 220z14 + 2538z12 − 15830z10 + 57111z8

− 117165z6 + 122075z4 − 45125z2

g8 = 27387987y − 32552z15 + 848668z13 − 8559970z11

+ 40898478z9 − 85622161z7 + 29485715z5 + 84451504z3 + 14414730z

g9 = 1441473yz − 2448z14 + 93008z12 − 1237568z10

+ 7724342z8 − 23539930z6 + 30588141z4 − 8905205z2

g10 = 231933yz2 − 331398y + 4696z13 − 95548z11 + 747970z9 − 2751536z7

+ 4564851z5 − 2454721z3 − 174420z

g11 = 918yz3 + 9633yz + 328z12 − 6436z10 + 47758z8 − 160664z6 + 222531z4

− 68305z2

g12 = 587yz4 − 4199yz2 + 14801y + 152z11 − 2868z9 + 20156z7 − 61583z5

+ 65957z3 + 7790z

g13 = 41yz5 − 323yz3 + 722yz + 8z10 − 138z8 + 899z6 − 2596z4 + 2755z2

g14 = 19yz6 − 164yz4 + 437yz2 − 361y + 6z9 − 75z7 + 299z5 − 332z3 − 190z

g15 = 4yz7 − 41yz5 + 143yz3 − 190yz + 6z8 − 79z6 + 340z4 − 475z2

g16 = 4yz8 − 60yz6 + 307yz4 − 627yz2 + 361y − 4z7 + 41z5 − 143z3 + 190z

g17 = 57y2 − 4yz7 + 60yz5 − 269yz3 + 342yz + 4z6 − 41z4 + 105z2

g18 = 3y2z + 2yz4 − 15yz2 + 19y − 2z3 + 10z

g19 = y3 − 3y − z3 + 5z

g20 = xy + z2 − 5

g21 = xz + y2 − 3

g22 = x2 + yz − 2



10.2 Ejemplos 293En realidad, la base se puede simpli�ar para obtener:
g1 = 8z8 − 100z6 + 438z4 − 760z2 + 361

g2 = 361x− 88z7 + 872z5 − 2690z3 + 2375z

g3 = 361y + 8z7 + 52z5 − 740z3 + 1425zEl ejemplo 10.16, pág. 455, ontiene el siguiente sistema:
f1 = xy + xz − x + z2 − 2

f2 = xy2 + 2xz − 3x + y + z − 1

f3 = y3 + y2z + 2yz − 3y + 2z2 − 3zPodemos alular una base de Gröbner empleando el orden lexiográ�oon x > y > z en 77 s. Presentamos la base onvenientemente esalada:
g1 = z6 + 2z5 − 7z4 − 8z3 + 15z2 + 8z − 10

g2 = 3z7 + 11z6 − 11z5 − 59z4 + 5z3 + 99z2 + 10z − 50

g3 = z8 + 2z7 − 10z6 − 14z5 + 36z4 + 32z3 − 55z2 − 24z + 30

g4 = 2z9 + 7z8 − 14z7 − 58z6 + 30z5 + 172z4 − 14z3 − 213z2 − 12z + 90

g5 = z10 + 2z9 − 12z8 − 18z7 + 56z6 + 60z5 − 127z4 − 88z3 + 140z2 + 48z

− 60

g6 = 4y − 11z9 − 25z8 + 103z7 + 177z6 − 357z5 − 413z4 + 542z3 + 326z2

− 300z − 20

g7 = 22yz − 6y − 122z8 − 270z7 + 1159z6 + 1894z5 − 4083z4 − 4344z3

+ 6331z2 + 3244z − 3600

g8 = 122yz2 − 26yz − 248y + 3z7 − 59z5 − 38z4 + 337z3 + 32z2 − 440z + 40

g9 = 4yz3 + 8yz2 − 10yz − 18y − z6 − 4z5 + 5z4 + 22z3 − 7z2 − 28z

g10 = 3yz4 − 6yz3 − yz2 + 10yz − 8y + z5 − 8z4 + 13z3 + 8z2 − 26z + 10

g11 = 4y2 + 3yz3 − 3yz2 + 2yz + z4 − 7z3 + 8z2 + 8z − 10

g12 = 2y2z − 2y2 + 3yz2 − 6yz + 4y + z3 − 4z2 + 4z

g13 = y2z2 − 3y2 − 2yz + 2y + 2z3 − 4z2 − 2z + 5

g14 = xz2 − 2x− yz2 + 3y + z3 − z2 − z + 1

g15 = xy + xz − x + z2 − 2

g16 = xy2 + 2xz − 3x + y + z − 1

g17 = y3 + y2z + 2yz − 3y + 2z2 − 3z



294 Ejeutabilidad: algunos ejemplosLa interreduión produe la siguiente base:
g1 = z6 + 2z5 − 7z4 − 8z3 + 15z2 + 8z − 10

g2 = y + z4 + 2z3 − 5z2 − 3z + 5

g3 = xz2 − 2x− z4 + 4z2 − 4Finalmente, el ejeriio 10.20, pág. 464, plantea un problema de geo-metría en el plano que puede resolverse a través del álulo de una basede Gröbner del ideal generado por el siguiente sistema:
f1 = y1 − 2y3

f2 = y2 − 2y4

f3 = y1y3 − y2y4

f4 = y2
1z − y2

2z − 1Calulamos una base on orden lexiográ�o y1 > y2 > y3 > y4 > z.El problema se resuelve instantáneamente obteniéndose los siguientespolinomios:
g1 = 1

g2 = y2
4

g3 = −2y2
3 + 2y2

4

g4 = y1 − 2y3

g5 = y2 − 2y4

g6 = y1y3 − y2y4

g7 = y2
1z − y2

2z − 1De heho, simpli�ando la base se obtiene que el ideal está generadoúniamente por {1}. Esto india que el sistema es inonsistente y, omoel método que se emplea está basado en la refutaión, se onluye queel enuniado geométrio es válido.



10.2 Ejemplos 295Seguidamente presentamos la soluión de algunos problemas inspirados enonjuntos de polinomios que apareen en los ejemplos del libro de Winkler[102℄. En el ejemplo 8.3.1, pág. 186-87, aparee el siguiente onjunto de poli-nomios:
f1 = yx2 + x

f2 = y2x2 + y − 1Se desea obtener una base de Gröbner del ideal generado por f1 y f2Este problema es senillo y una soluión, on orden lexiográ�o y > x,se obtiene instantáneamente:
g1 = −x

g2 = −y + 1

g3 = yx− y + 1

g4 = yx2 + x

g5 = y2x2 + y − 1Podemos simpli�ar la base, en uyo aso se obtiene:
g1 = x

g2 = y − 1El ejemplo 8.3.2, pág. 188�89, trata del ideal generado por los siguientespolinomios:
f1 = x3y − 2y2 − 1

f2 = x2y2 + x + yPodemos alular una base de Gröbner on orden lexiográ�o x > y(tarda 25 s) que en forma esalada queda:
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g1 = 4y9 + 4y7 − 5y5 + y4 − 3y3 + 2y2 + 1

g2 = 8y11 + 12y9 − 6y7 + 2y6 − 11y5 + 5y4 − 3y3 + 4y2 + 1

g3 = 14x− 216y10 − 40y9 − 236y8 − 52y7 + 254y6 − 36y5 + 169y4 − 84y3

− 17y2 − 37y − 11

g4 = 27xy − 5x + 184y9 − 16y8 + 196y7 − 56y6 − 234y5 + 38y4 − 159y3

+ 143y2 − 8y + 56

g5 = 23xy2 + 2xy + 9x− 8y8 − 40y7 − 28y6 − 48y5 − 4y4 + 24y3 + 14y2

+ 19y + 5

g6 = xy3 − 5xy2 − 2x + 8y7 + 4y6 + 10y5 + 2y4 − 5y3 − 2y2 − 4y − 1

g7 = 2xy4 − xy3 + xy2 − 2y5 − y3 + 2y2 + 1

g8 = x2 + xy + 2y3 + y

g9 = x3y − 2y2 − 1

g10 = x2y2 + x + yA ontinuaión mostramos el resultado en forma reduida:
g1 = 4y9 + 4y7 − 5y5 + y4 − 3y3 + 2y2 + 1

g2 = 14x− 20y8 − 12y7 − 16y6 − 32y5 + 17y4 − 6y3 + 3y2 + 17y − 1En el ejemplo 8.4.1, pág. 190, se presenta el siguiente sistema y se quiereomprobar si un ierto polinomio h = 4y4x + 16y2x2 + y2 + 8x + 2 seenuentra en el ideal generado por él.
f1 = 4z − 4y2x− 16x2 − 1

f2 = 2zy2 + 4x + 1

f3 = 2zx2 + 2y2 + xPara ello, alulamos primero una base de Gröbner (tarda 205 s). Elresultado esalado es:
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g1 = 32x7 − 216x6 + 34x4 − 12x3 − x2 + 30x + 8

g2 = 32x8 − 216x7 + 34x5 − 12x4 − x3 + 30x2 + 8x

g3 = 10496x9 − 68704x8 − 14472x7 + 11152x6 − 1658x5 − 1132x4

+ 9773x3 + 4634x2 + 536x

g4 = 512x10 − 3200x9 − 1696x8 + 328x7 + 80x6 − 78x5 + 460x4

+ 367x3 + 94x2 + 8x

g5 = 512x11 − 3200x10 − 1696x9 + 328x8 + 80x7 − 78x6 + 460x5

+ 367x4 + 94x3 + 8x2

g6 = 1976400y2 − 3085904384x10 + 20179639936x9 + 4386125088x8

− 3259718248x7 + 466319312x6 + 336680038x5 − 2864037092x4

− 1381005851x3 − 165785474x2

g7 = 30135785y2x + 8718140y2 + 29598464x9 − 212333760x8

+ 83417872x7 + 22349676x6 + 89277032x5 + 36722685x4 + 19041872x3

+ 3908059x2

g8 = 231238y2x2 + 213620y2x + 42592y2 − 70912x8 + 337728x7

+ 828176x6 + 741228x5 + 114120x4 + 21059x3 + 6826x2

g9 = 554y2x3 − 824y2x2 − 959y2x− 196y2 + 512x7 − 2880x6 − 3496x5

− 398x4 + 4x3 − 17x2

g10 = 16y2x4 − 10y2x3 + 15y2x + 4y2 + 56x5 + 14x4 + 4x3 + x2

g11 = 2y4 + y2x− 4x3 − x2

g12 = 2zx2 + 2y2 + x

g13 = 2zy2 + 4x + 1

g14 = 4z − 4y2x− 16x2 − 1Efetivamente, al reduir h respeto de G se obtiene que red∗
G(h) = 0.En realidad, los elementos de G pueden simpli�arse, produiendo lasiguiente base de Gröbner:

g1 = 32x7 − 216x6 + 34x4 − 12x3 − x2 + 30x + 8

g2 = 2745y2 − 112x6 − 812x5 + 10592x4 − 61x3 − 812x2 + 988x + 2

g3 = 10980z − 6272x6 + 42368x5 + 232x4 − 3416x3 − 39982x2 + 428x

− 2633



298 Ejeutabilidad: algunos ejemplosEn el ejemplo 8.4.2, pág. 193, se alula la base de Gröbner del siguientesistema, on orden lexiográ�o x < y < z.
f1 = 2zx2 + 2y2 + x

f2 = 2zy2 + 4x + 1

f3 = 4zx− 4y2x− 16x2 − 1El resultado esalado (tarda 60 s) que proporiona el algoritmo es elsiguiente:
g1 = 65z + 64x4 − 432x3 + 168x2 − 354x + 104

g2 = 32x5 − 216x4 + 64x3 − 42x2 + 32x + 5

g3 = 47360x6 − 306336x5 + 4648x4 − 35472x3 + 29846x2 + 20744x + 2085

g4 = 799232x7 − 5816448x6 + 4267360x5 − 696696x4 + 998384x3

− 64282x2 − 243000x − 27675

g5 = 217088x8 − 1419776x7 + 125056x6 − 181984x5 + 144488x4

+ 84384x3 + 3694x2 + 1200x + 225

g6 = 1950y2 − 591872x8 + 3803648x7 + 106880x6 + 406816x5

− 345584x4 − 273348x3 − 33040x2 + 975x

g7 = 512x9 − 3200x8 − 672x7 − 376x6 + 240x5 + 294x4 + 72x3 + 5x2

g8 = 512x10 − 3200x9 − 672x8 − 376x7 + 240x6 + 294x5 + 72x4 + 5x3

g9 = 975y2x− 312576x9 + 2005824x8 + 75280x7 + 215628x6 − 180592x5

− 146229x4 − 18860x3 + 325x2

g10 = 31746y2x2 + 5304y2x + 4864x8 − 43712x7 + 63632x6 + 100460x5

+ 21640x4 + 7373x3 + 1768x2

g11 = 342y2x3 + 936y2x2 + 147y2x− 512x7 + 2880x6 + 2984x5

+ 654x4 + 220x3 + 49x2

g12 = 16y2x4 − 10y2x3 + 16y2x2 + 3y2x + 56x5 + 14x4 + 4x3 + x2

g13 = 2y4 + y2x− 4x3 − x2

g14 = 2zx2 + 2y2 + x

g15 = 2zy2 + 4x + 1

g16 = 4zx− 4y2x− 16x2 − 1



10.2 Ejemplos 299Y una vez reduido el resultado, queda así:
g1 = 65z + 64x4 − 432x3 + 168x2 − 354x + 104

g2 = 32x5 − 216x4 + 64x3 − 42x2 + 32x + 5

g3 = 26y2 − 16x4 + 108x3 − 16x2 + 17x





Capítulo 11Conlusiones
En esta memoria se ha presentado una teoría omputaional aera del algo-ritmo de Buhberger para el álulo de bases de Gröbner de ideales polinó-mios.Se han formalizado los anillos de polinomios de múltiples variables enAl2. Esta formalizaión es abstrata, en el sentido de que enapsu-la un anillo de oe�ientes que sirve de base para la onstruión delos polinomios y para la veri�aión de sus propiedades fundamenta-les. Aparte de las propiedades de anillo se han inluido muhas otraspropiedades que han resultado útiles a la hora de razonar sobre lospolinomios.Se ha inorporado a estos anillos polinómios una relaión de ordeninduida a partir de sus propios términos, a los que se ha dotado deun orden lexiográ�o. Se ha demostrado que esta relaión está bienfundamentada y omo subproduto de ello se ha obtenido una inmersiónde los polinomios en los ǫ0-ordinales.Se ha obtenido, omo aso partiular, una implementaión ejeutabley veri�ada de los polinomios de oe�ientes raionales que se ha em-pleado omo base para la onstruión del algoritmo de Buhberger.Se ha formalizado el onepto de ideal polinómio en Al2 de ma-nera que se pueda plantear el problema de la pertenenia a ideales.Se ha de�nido la ongruenia induida por un ideal y demostrado suspropiedades más importantes.



302 ConlusionesSe han formalizado las relaiones de reduión sobre polinomios en elmaro suministrado por las relaiones abstratas. Se ha demostrado quela relaión de equivalenia oinide on la ongruenia induida por elideal y que la reduión es noetheriana respeto al orden de polinomiossubyaente. También se han presentado algoritmos para el álulo delas formas normales y se ha demostrado que los ideales son erradosbajo ellos.Se han formalizado los oneptos neesarios relaionados on las basesde Gröbner. Hemos formalizado el onepto de s-polinomio en Al2y demostrado que, bajo iertas ondiiones relaionadas on la redu-ibilidad de los s-polinomios, la relaión de reduión induida por unonjunto de polinomios es loalmente on�uente y su lausura de equi-valenia se puede deidir omprobando la igualdad de formas normales.Se ha onstruido una implementaión Al2 del algoritmo de Buhber-ger que umple on Common Lisp y para la que se ha demostrado suterminaión y orreión parial. Finalmente, esto ha dado lugar a laobtenión de un proedimiento de deisión veri�ado para el problemade la pertenenia a un ideal.Se ha obtenido una implementaión ompletamente evaluable o ejeu-table, no sólo del proedimiento de deisión, sino de todas las funionesque han intervenido en el algoritmo de Buhberger: operaiones poli-nómias, álulo de s-polinomios, reduiones, et.A lo largo de la memoria se ha demostrado ómo es posible reutilizarformalizaiones Al2 realizadas por otros autores para evitar tenerque partir de ero en nuestro esfuerzo. Del mismo modo, el resultadode este trabajo es una bibliotea Al2, algunos de uyos libros sonpotenialmente reutilizables para desarrollos posteriores. Creemos queesta forma de trabajar es muy bene�iosa para la omunidad del ra-zonamiento automátio y esperamos que se introduzan mejoras en losmeanismos de reutilizaión disponibles atualmente en el sistema, asíomo nuevas biblioteas que failiten la labor en un onjunto extensode dominios de onoimiento.Es difíil estimar el esfuerzo de desarrollo invertido en este trabajo, máximeuando se onsidera que se ombina en sus etapas iniiales on el aprendi-zaje del sistema. Hoy por hoy, los sistemas de razonamiento presentan unaurva de aprendizaje pronuniada y Al2 no es una exepión. No es desa-bellado onluir que si hubiera que volver a rehaer este trabajo ahora, los



303onoimientos adquiridos permitirían umplir la tarea en un tiempo menor.En la siguiente seión proporionaremos algunos datos uantitativos sobreel esfuerzo realizado.Creemos, que a la vista de estos datos, puede deduirse que una gran partedel esfuerzo ha sido dediada a la formalizaión de los polinomios y de suspropiedades. En un informe ténio realizado por Théry a propósito de laformalizaión del algoritmo de Buhberger en Coq, éste india:When we started, we thought the proof ould be arried out inthree months. Our �rst mistake was to understimate the amountof work needed to formalize polynomials and the usual operations.Sin embargo, el autor no alara del todo las posibles ausas, ni en dihoinforme, ni en sus trabajos posteriores [100, 101℄. Creemos que el problemaradia en que en la mayoría de los textos no se presta la debida atenióna la demostraión de las propiedades de los polinomios. De heho, los poli-nomios son tratados en muhos textos de manera axiomátia, omo objetosprimitivos on una serie de propiedades que se asumen sin más.Este enfoque es inapropiado para un desarrollo ompletamente formal en unsistema de razonamiento automátio (al menos, si se pretende poder realizarálulos on ellos) ya que las propiedades y la forma de demostrarlas depen-den de la representaión interna; diho de otro modo, hay que poner espeialuidado en que las operaiones de�nidas sobre la representaión interna um-plan las propiedades deseadas.En este sentido, el omentario que realizan Rudniky, Shwarzweller y Trybu-le en [84℄, pág. 151, resulta de lo más eslareedor. Los autores se sorprendende las di�ultades enontradas al demostrar la asoiatividad del produto depolinomios de múltiples variables en Mizar, un sistema diseñado espeí�a-mente para la formalizaión del onoimiento matemátio:We would like to mention that proving the assoiativity of thisonvolution produt presented a tehnial hallenge as it turnedout to be extremely tedious... It is a bit surprinsing that evenin a thorough algebra text (Beker and Weispfenning, 1993) theproof is left as an exerise. In MaLane and Birkho� (1967) theorresponding proof of the univariate ase oupies a quarter ofa page with half of it relegated to reasoning by analogy.



304 Conlusiones11.1. Datos uantitativosEn las tablas 11.1 y 11.2 se presentan algunas ifras sobre la teoría desa-rrollada. La primera olumna ontiene el nombre de ada uno de los librosAl2, tal y omo se desribe en el apítulo 1. Las tres olumnas siguientespretenden proporionar una idea de las dimensiones de ada libro. Por adauno de ellos aparee, en primer lugar, el número de líneas1 que lo omponen,seguido del número de de�niiones y de teoremas. La última olumna mereeespeial atenión, ya que sus valores representan el número de de�niiones yteoremas en los que hemos de suministrar alguna pista o onsejo para que elsistema omplete su demostraión2 on éxito.Resulta notable que la mayoría de los onsejos suministrados sean para de-sativar o ativar reglas. Esto ourre en determinadas demostraiones onlas reglas de de�niión. La desativaión de una regla de de�niión impide alsistema expandir la de�niión de la funión asoiada, on lo que sugerimosal demostrador que no emplee diha de�niión, bien porque no es relevante,bien porque no es el momento adeuado en el urso de la demostraión oporque existen propiedades importantes que podrían apliarse de no ser pordiha expansión.Después de la ativaión y desativaión de reglas, el onsejo más omún hasido sugerir al demostrador introduir omo hipótesis en una demostraiónuna instaniaión de variables de un teorema previamente demostrado. Cadauno de estos onsejos suele ir aompañado de otro que desativa la regla enuestión, para evitar que la hipótesis sea eliminada prematuramente por suapliaión.Otra ontribuión signi�ativa la representan los onsejos de instaniaiónfunional. Con más de 80 sugerenias de este tipo a lo largo de todo eltrabajo, esto no debe entenderse omo algo negativo, sino todo lo ontrario:ada instaniaión funional representa la reutilizaión de propiedades másgenerales demostradas on anterioridad.En no más de una veintena de oasiones, se ha sugerido explíitamente aldemostrador emplear un esquema de induión determinado. No en todasellas ha sido por la imposibilidad de enontrar una demostraión siguiendo elesquema sugerido por el demostrador, sino que algunas vees la razón ha sido1Se exluyen aquí los omentarios y las líneas en blano, que no aportan nada desde elpunto de vista lógio pero que tan neesarios son para dotar de legibilidad al ódigo.2En el aso de las funiones, nos referimos por �demostraión� a la de su terminaióny, uando proeda, a la veri�aión de su proteión.



11.2 Experienia on el sistema 305simpli�ar una demostraión exesivamente enrevesada. Comparado on el,aproximadamente, medio millar de demostraiones realizadas por induión,esto da una idea del éxito de las heurístias de induión que emplea Al2.Menos de una deena de vees hemos tenido que suministrar una medida parala terminaión de una funión. La demostraión de terminaión más omplejaha sido, sin duda, la del propio algoritmo de Buhberger. En el álulo dela lausura de la reduión polinómia y de la forma normal respeto de unonjunto, la terminaión depende de la buena fundamentaión del orden depolinomios, algo que tampoo es trivial y que hemos tenido que indiar alsistema.11.2. Experienia on el sistemaA ontinuaión haremos algunos omentarios generales sobre la experieniaque ha supuesto desarrollar el trabajo desrito en esta memoria y la impresiónque hemos obtenido a lo largo de él sobre uáles son atualmente los puntosfuertes y débiles del razonamiento automátio y, en partiular, del propiosistema de razonamiento Al2.Existen diferenias muy importantes entre las demostraiones informa-les o semiformales que apareen en la mayoría de la literatura ientí�ay una demostraión desrita a través de un lenguaje formal que la hagasuseptible de ser entendida y analizada por una máquina que, a dife-renia de un humano, no es subjetiva, no deja asos sin analizar, nadada por supuesto, nada le paree trivial, et.Estas diferenias son aún más ausadas en el aso de las demostraio-nes de orreión, terminaión y orreión parial de los algoritmos.Estimamos que esto se debe a varias ausas:
• No se suele emplear un lenguaje o pseudoódigo ompletamenteespei�ado y dotado de una semántia formal a la hora de desri-bir los algoritmos. Abundan, inluso, las desripiones en lenguajenatural insertas omo �instruiones� de los algoritmos.
• No es extraño enontrar autores para los que la sola exhibiiónde un algoritmo basta omo demostraión o justi�aión de unteorema de existenia. A menudo se hae referenia a lo �obvia�que resulta su orreión, probablemente por la forma en que seha onstruido o presentado.



306 ConlusionesLibro Líneas Def. Teoremas PistasDiretorio polinomiosoefiiente.lisp 185 7 36 12termino.lisp 115 7 16 2monomio.lisp 135 14 24 8polinomio.lisp 17 5 1 0forma-normal.lisp 145 8 23 4suma.lisp 46 1 11 3ongruenias-suma.lisp 22 0 5 2opuesto.lisp 81 1 13 8produto.lisp 105 5 19 9ongruenias-produto.lisp 120 1 18 4Subtotal 971 49 166 52Diretorio polinomios-normalizadospolinomio-normalizado.lisp 167 9 26 16orden.lisp 35 2 6 0Subtotal 202 11 32 16Diretorio polinomios-raionalesraional.lisp 281 9 61 27termino.lisp 137 9 20 3termino-division.lisp 125 3 27 0monomio.lisp 176 16 38 7polinomio.lisp 46 5 1 1forma-normal.lisp 147 7 10 7suma.lisp 63 2 5 5ongruenias-suma.lisp 26 0 10 10opuesto.lisp 52 2 3 2produto.lisp 82 5 9 7ongruenias-produto.lisp 11 0 4 4polinomio-normalizado.lisp 267 12 44 22orden.lisp 95 3 5 5defun-k.lisp 81 15 0 0pertenenia.lisp 312 3 57 25k-polinomio.lisp 410 18 68 47Subtotal 2311 109 362 172Total 3484 169 560 240Tabla 11.1: Datos uantitativos: polinomios
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Libro Líneas Def. Teoremas PistasDiretorio Buhbergerreduion-polinomia.lisp 123 17 7 3noetherianidad.lisp 278 2 35 25ongruenia-ideal.lisp 602 18 51 31forma-normal.lisp 88 4 9 4alulo-forma-normal.lisp 188 8 37 18ideal.lisp 152 8 26 8s-polinomio.lisp 54 2 7 5buhberger.lisp 183 12 19 8estabilidad-reduion.lisp 64 0 10 2estabilidad-s-polinomio.lisp 18 0 1 1estabilidad-sufija.lisp 67 2 14 2estabilidad-buhberger.lisp 95 3 20 2onfluenia.lisp 687 15 57 25bases-groebner.lisp 560 17 51 31deision.lisp 26 1 2 2Total 3185 109 346 167Tabla 11.2: Datos uantitativos: algoritmo de Buhberger
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• La programaión de los algoritmos introdue detalles que, a menu-do, se pasan por alto en la desripión del algoritmo. No es extrañoque estos detalles sean importantes desde el punto de vista de laorreión. Programar es senillo; programar orretamente, no.En todo aso, el razonamiento asistido por omputador aumenta enor-memente nuestra on�anza en los algoritmos desarrollados y en susimplementaiones. En gran parte, pensamos que esto es así porque nosobliga a onsiderar detalles que normalmente no tenemos en uenta enuna demostraión informal.Sin embargo, el razonamiento automátio no garantiza en términosabsolutos que no exista posibilidad de error y reemos que éste es unmito del empleo de métodos formales que hay que desterrar en bene�iode la propia disiplina. Hay varias razones para esta a�rmaión:
• Los propios sistemas de razonamiento automátio pueden ontenererrores en su lógia interna. No es del todo extraño que los usuariosde un sistema enuentren errores en él que afeten a la validez desus resultados. Estos errores suelen ser orregidos ontinuamenteentre versiones. La veri�aión formal de sistemas de razonamientoompletos es aún una asignatura pendiente.
• Los ompiladores e intérpretes de los lenguajes en los que estánesritos, los sistemas operativos en los que se ejeutan, et., noestán veri�ados.
• Las propias máquinas pueden ontener errores o sufrirlos por suondiión de dispositivo físio, aunque es ierto que ada vez sonmás �ables.De estas tres ausas, la primera es para nosotros la más preoupante.Afortunadamente, los otros tipos de fallos suelen provoar disfunionesque se re�ejan en un ámbito más amplio que el del sistema de razo-namiento que podamos estar ejeutando. Es harto improbable que unfallo aleatorio en una máquina provoque exlusivamente que nuestrosistema nos diga que una onjetura es orreta uando no lo es. Laontinua revisión de los resultados obtenidos propia del proeso de de-sarrollo que se sigue en proyetos grandes de veri�aión hae esto aúnmás improbable.Aunque se suela emplear el término �razonamiento automátio� enel ontexto de la veri�aión de sistemas informátios omplejos, larealidad es que ésta dista aún muho de ser automátia. Proponer la



11.2 Experienia on el sistema 309seuenia de propiedades adeuada para llegar al resultado deseado esla lave del éxito en estos asos, pero suministrar puntualmente suge-renias al sistema de razonamiento resulta impresindible inluso en losmás automatizados. La situaión aquí es muy distinta a la que se ob-serva en las lógias lásias, donde sí existen sistemas de razonamientoompletamente automátios.A diferenia de lo que suele ourrir on la programaión onvenional,aquí es neesario preouparse por otros aspetos de la abstraión. Nosólo se trata de realizar una adeuada abstraión operaional, sinotambién una abstraión de propiedades y de reglas de razonamiento.Resulta importante disponer de biblioteas reutilizables, donde aquí, eltérmino �bibliotea� es de nuevo más amplio que su homónimo en pro-gramaión. Hay que tener en uenta que las interfaes de la biblioteasno sólo están ompuestas por las funiones que se desarrollan, sino porlas propiedades que se demuestran sobre ellas.En uanto a la urva de aprendizaje iniial de un sistema tipo, omoAl2, reemos que es pronuniada. En nuestra experienia, onsidera-mos que se debe dediar al menos un año a adquirir la destreza neesariapara su manejo. Lejos de onsiderarse una pérdida de tiempo, el estudiodetallado del sistema omenzando on ejemplos senillos debe entender-se omo una inversión que produirá sus réditos al abordar problemasmás omplejos. En nuestro aso partiular, la simpliidad de la lógiasubyaente presenta, en este sentido, ventajas e inonvenientes:
• Ventajas a la hora de razonar, ya que no existen reglas de inferen-ia de espeial omplejidad.
• Inonvenientes a la hora de espei�ar, ya que existe una falta deexpresividad intrínsea.Al2, a diferenia de otros demostradores, formaliza un subonjun-to de un lenguaje de programaión real. Valoramos esto muy positi-vamente, ya que nos permite ejeutar diretamente en el sistema losalgoritmos desarrollados. Otros sistemas permiten extraer automátia-mente ódigo esrito en un lenguaje de programaión real a partir delas espei�aiones desarrolladas en su propia lógia. Puesto que los sis-temas de extraión no están veri�ados formalmente, esto añade unainertidumbre extra sobre la validez de las ejeuiones.Al2 posee unas heurístias magní�as para la automatizaión de lainduión. Es apaz de enontrar esquemas de induión apropiados



310 Conlusionesen un porentaje muy elevado de las demostraiones por induión.Creemos que ésta es una araterístia intrínsea del sistema y que nosólo se aplia a nuestro aso partiular.Sin embargo, hemos observado varias vees ómo la demostraión in-dutiva de un teorema puede fraasar por ser éste demasiado partiu-lar. Al2 no es responsable de este problema, que es onsustanial almétodo de induión. Mientras que en la veri�aión de programas im-perativos la invenión del invariante es el paso más reativo, en la veri�-aión de programas reursivos la neesidad de generalizar una funióno una propiedad para, posteriormente, obtener otra más partiular esprobablemente la labor más reativa a la que podemos enfrentarnos.Al2 es razonablemente bueno a la hora de demostrar la terminaiónde funiones senillas.Al2 no es tan inteligente a la hora de deidir qué funiones expandir yuándo. No obstante, reemos que esto es disulpable por uanto es unaatividad que también es difíil para un humano. La diferenia estribaen que un humano emplea �prueba y error� guiado por su onoimientoheurístio del problema, mientras que el sistema toma una deisiónbasada en heurístias generales y no reti�a su deisión. Es tarea delusuario tener una buena �polítia� de ativaiones y desativaiones.Los meanismos de abstraión y modularidad en Al2 son bastanteprimitivos, lo que se omienza a notar uando se aumulan unos ientosde teoremas. En partiular, no existe una forma ómoda de instaniarfunionalmente propiedades generales. Hemos paliado esta de�ieniaon el empleo de maros para el álulo de los onsejos neesarios du-rante la instaniaión funional.El proeso interno de inlusión de libros para su reutilizaión en Al2es bastante lento, sobre todo uando existe una adena larga de inlu-siones: los libros ya argados en las etapas anteriores de la adena, sevuelven a argar en la etapa siguiente. Nuestro trabajo se enuentramuy estruturado, lo que orresponde on una buena prátia de lasténias de onstruión de sistemas informátios, sin embargo, estohae que ontenga adenas muy largas de inlusiones (algunas de másde una veintena de libros) lo que hae que la reerti�aión de un libroque se enuentre erano al �nal de la adena sea muy lenta.La legibilidad de las demostraiones produidas on ayuda de Al2 re-sulta normalmente aeptable. Con el sistema se obtiene un doumento



11.2 Experienia on el sistema 311en lenguaje natural por ada libro erti�ado. La diferenia en uanto ala failidad de omprensión de una demostraión entre Al2 y muhosde los sistemas que emplean tátias es muy aentuada. Las tátiasrepresentan un enfoque proedimental, más omprensible para la má-quina que para el humano, por lo que es difíil imaginarse la evoluiónde una demostraión sin repetirla paso a paso en el demostrador. Porontra, Al2 es más delarativo failitándonos el que nos onentremosen los detalles importantes de las demostraiones y podamos entenderla idea general de una demostraión: qué esquema de induión se usa,en qué asos se divide, qué teoremas se aplian, et.Sin embargo, los pasos de demostraión pueden ser grandes pudiendodi�ultar la omprensión de los detalles onretos. Esto se debe funda-mentalmente a dos razones:
• Los proedimientos de deisión pueden eliminar onjeturas om-plejas o simpli�arlas de manera no trivial para un humano. Estose nota en la simpli�aión proposiional, la aritmétia lineal y elrazonamiento on equivalenias.
• El empleo reiterado de la reesritura durante la búsqueda de tér-minos estables bajo simpli�aión, puede eliminar onjeturas om-pletas o simpli�arlas notablemente mediante la mera indiaiónde la lista de reglas empleadas, sin pista alguna de uáles fueronsus instanias por variables.Las dos ausas anteriores pueden inluso on�uir en un mismo paso dedemostraión, on lo que la onfusión está prátiamente asegurada.Ya que un exesivo nivel de detalle puede resultar igualmente onfu-so, onsideramos que sería interesante que el sistema ontara on másmeanismos que permitieran estableer el nivel de detalle deseado paradesribir una demostraión.La ausenia de uanti�adores en la lógia de Al2 nos obliga a serreativos a la hora de formalizar iertas noiones que, lásiamente, sede�nen en términos de uanti�adores. En este sentido, Al2 tiene de-�ienias importantes respeto de otros sistemas. Inluso on el empleode funiones de Skolem para paliar la ausenia de uanti�adores, lafalta de apoyo por parte del sistema a la hora de razonar sobre ellasnos obliga a realizar demostraiones guiadas, disminuyendo el gradode automatizaión. Esto se nota en nuestro trabajo, sobre todo en laformalizaión de oneptos relaionados on los ideales.



312 ConlusionesLa ausenia de un sistema de tipos y el aráter total de las funionesen Al2, se ombinan para produir un efeto muy desagradable: hayvees que es neesario ompletar las de�niiones de las funiones paraque omprueben a ada paso si los parámetros son del tipo esperado.Esto puede deberse a dos ausas:
• Conviene evitar la proliferaión de hipótesis en el enuniado delos teoremas a demostrar, ya que esto simpli�a el razonamiento,sobre todo si es indutivo. Además, Al2 no permite que las reglasde ongruenia posean hipótesis, ya que el sistema de reesriturapor ongruenias es inondiional; esto nos obliga a omprobar lashipótesis en las propias de�niiones de las funiones impliadas.
• A vees es neesario asegurar que los parámetros permaneen enun ierto dominio en el que podemos garantizar la terminaión dela funión. Esto nos ha ourrido al de�nir la propia funión queimplementa el algoritmo de Buhberger.Puede pensarse que las omprobaiones adiionales de las de�niionesson evitables on tal de invertir un mayor esfuerzo de demostraión,pero lo ierto es que no siempre es así.11.3. Trabajo futuroLa investigaión presentada en esta memoria puede ontinuarse siguiendodistintas líneas. Disutimos a ontinuaión algunas de las que onsideramosde mayor interés.Mejoras en la e�ienia.El algoritmo formalizado en esta memoria no es espeialmente e�ientey, en este sentido, es suseptible de diversas mejoras. Consideramos quesería interesante estudiar las siguientes posibilidades:
• Eliminar las omprobaiones sobre los tipos de los objetos en lasde�niiones, ya que éstas, aunque útiles para razonar en la lógia,suponen una degradaión de la e�ienia de la ejeuión.3 Trashaber estudiado el problema detenidamente no pensamos que seaposible haerlo en nuestro aso, al menos on la versión atual del3Reuérdese que estas omprobaiones se inluyen debido prinipalmente a las limita-iones de la lógia, que sólo permite de�nir primitivamente funiones totales y sin tipos.



11.3 Trabajo futuro 313demostrador. No obstante, está plani�ada una futura versión deAl2 que promete inorporar meanismos que permitirían re�narlas ontrapartidas ejeutables de las funiones a partir de informa-ión suministrada en las proteiones. Sería así posible mantenerlas de�niiones atuales mejorando su rendimiento en ejeuión.
• Mejorar omputaionalmente los distintos algoritmos impliados.Aunque la veri�aión de los algoritmos sobre polinomios ha su-puesto un esfuerzo importante, podrían emplearse algoritmos máse�ientes, a osta, por supuesto, de un esfuerzo de veri�aiónaún mayor. Inluir en el algoritmo de Buhberger riterios veri�-ados de eliminaión de s-polinomios ayudaría también a reduirsus requisitos espaio-temporales.De todos modos, las mejoras desritas tienen sus límites omputaio-nales. En realidad, el problema es de una gran omplejidad. Aunque noparee haberse ompletado todavía el análisis general de la e�ieniadel algoritmo de Buhberger, existen numerosos resultados parialesque indian que este algoritmo (inluso una vez apliados los riteriosde eliminaión de s-polinomios) puede onsumir una antidad desorbi-tada de espaio y de tiempo inluso a partir de unos poos polinomioson poas variables. De heho se ha demostrado que el problema de laongruenia para ideales polinómios es exponenialmente ompleto enespaio, por lo que el problema de onstruir una base de Gröbner es in-trínseamente difíil. Véanse al respeto las notas sobre la omplejidaddel algoritmo que apareen en [26℄.Generalizaiones.Tras los trabajos seminales de Gröbner, Buhberger e Hironaka, otrosautores se han afanado en generalizar la noión de base de Gröbnery el propio algoritmo de Buhberger a dominios distintos del de lospolinomios on oe�ientes en un uerpo. Existen dos líneas bien dife-reniadas:
• Los trabajos de Kandri-Rody y Kapur, que amplían la teoría pa-ra inluir distintos tipos de oe�ientes. En [38℄ se presenta unaextensión que permite alular la base de Gröbner de un idealpolinómio sobre los enteros. En [39℄ estos resultados se amplíanpara inluir a los enteros de Gauss y a los polinomios de una so-la variable sobre un uerpo; por último, en [40℄ se engloban losanteriores resultados en dominios eulídeos.
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• Los trabajos en Álgebra no onmutativa, que generalizan la teoríade las bases de Gröbner a álgebras no onmutativas sobre diferen-tes dominios. Aquí se generalizan todos los elementos de la teoríapara inluir versiones por la izquierda y por la dereha. Destaanlos trabajos de Kandri-Rodi, Weipsfenning y Kredel sobre anillosde polinomios resolubles [41, 53℄ y el de Mora sobre uerpos [74℄.Sería interesante estudiar la posibilidad de veri�ar en Al2 algunasde estas generalizaiones.Apliaiones.Existen numerosas apliaiones del algoritmo de Buhberger. Dos deellas nos mereen espeial interés:
• Las apliaiones a la Lógia en diversos formalismos. Conreta-mente, los problemas de satisfaibilidad y deduión en lógiasproposiionales multivalentes �nitas han sido resueltos en [13, 105℄donde además se disuten las apliaiones del método a distintaslógias modales. Este método tiene apliaiones a la veri�aiónde bases de onoimiento, omo se desribe en [55℄.
• Las bases de Gröbner han sido apliadas on bastante éxito ala automatizaión del razonamiento geométrio. Basándose en sutrabajo previo sobre la demostraión de teoremas en el álulode prediados de primer orden [42℄, Kapur desribe el empleo dediho método a la Geometría [43, 44℄. Partiendo de estas ideas,Cyrluk, Harris y Kapur desarrollaron el demostrador de teoremasGEOMETER [17℄, que permite resolver problemas de geometríaalgebraia. Existe también una formulaión equivalente del pro-blema debida a Wu [106℄.Estas apliaiones se basan en disponer una teoría omputaional aer-a de la resolubilidad de los sistemas de euaiones polinómias. Seríainteresante estudiar la posibilidad de llevar a abo este desarrollo enAl2. Esto permitiría disponer de apliaiones veri�adas del algorit-mo de Buhberger.
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