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Capítulo 1Introdu

ión
El término métodos formales se re�ere al empleo de té
ni
as matemáti
asen el desarrollo de sistemas informáti
os. Los métodos formales agrupan un
onjunto de té
ni
as muy diversas que son sus
eptibles de apli
arse en la es-pe
i�
a
ión, análisis, diseño, implementa
ión y mantenimiento de un sistemainformáti
o, ya sea físi
o o lógi
o. Bien apli
adas, estas té
ni
as pueden pro-du
ir produ
tos de gran 
alidad, bien do
umentados y fá
iles de mantener.Uno de los problemas prin
ipales a los que se han apli
ado métodos formaleses el problema de la 
orre

ión [5℄. Parti
ularmente, en el 
aso de un algoritmoo de un programa, se trata de de
idir si éste 
umple su espe
i�
a
ión, unpro
eso que se 
ono
e 
omo análisis de la 
orre

ión o más 
omúnmente
omo veri�
a
ión. Como argumentaremos a 
ontinua
ión, este problema estan antiguo 
omo los propios programas.En 1946, H. H. Goldstine y J. von Neumann introdujeron los diagramas de�ujo 
omo un medio de representar los algoritmos que se iban a implemen-tar en las primeras 
omputadoras ele
tróni
as. Ambos autores adquirieronrápidamente la �rme 
onvi

ión de que la programa
ión era algo más que latradu

ión de unas instru

iones expresadas en un lenguaje matemáti
o allenguaje de la máquina y que no era, en absoluto, una a
tividad trivial [99℄.De he
ho, re
lamaron su 
ará
ter lógi
o e independiente:Sin
e 
oding is not a stati
 pro
ess of translation, . . . it has to beviewed as a logi
al problem and one that represents a new bran
hof formal logi
s.Fue enton
es 
uando apare
ió, de manera embrionaria, el 
on
epto de aserto



4 Introdu

iónen el 
ontexto del problema de la 
orre

ión. Los diagramas 
ontenían untipo parti
ular de 
aja, denominada �
aja de aserto�, que permitía etiquetarel programa 
on asertos que do
umentaban las propiedades que se esperaba
umpliera en un 
ierto punto.El primer programa al que se apli
ó este método fue una rutina para el
ál
ulo del fa
torial que fue presentada por A. Turing en un informe de1949, véase [75℄. Esta rutina empleaba sumas en lugar de multipli
a
iones y,durante su presenta
ión, Turing expresó abiertamente la preo
upa
ión que lehabía llevado a desarrollar, al pare
er de manera independiente, esta idea:How 
an one 
he
k a routine in the sense of making sure thatit is right? In order that the man who 
he
ks may not have toodi�
ult a task the programmer should make a number of de�niteassertions whi
h 
an be 
he
ked individually, and from whi
h the
orre
tness of the whole programme easily follows.Nótese 
ómo Turing separa la tarea de análisis de la de diseño emplazándolasen dos agentes, en prin
ipio, separados: el 
omprobador (responsable de ana-lizar la 
orre

ión) y el programador (responsable de diseñar el programa).A
ertadamente, Turing in
luye 
omo parte de las responsabilidades del pro-gramador propor
ionar los asertos ne
esarios para demostrar la 
orre

ióndel programa. Ambas a
tividades son 
onsideradas 
omo humanas.Turing también se da 
uenta de que una parte importante del problemageneral de la 
orre

ión es la termina
ión. La siguiente 
ita 
onserva hoytoda su vigen
ia:Finally, the 
he
ker has to verify that the pro
ess 
omes to anend. Here again he should be assisted by the programmer givinga further de�nite assertion to be veri�ed. This may take the formof a quantity whi
h is asserted to de
rease 
ontinually and vanishwhen the ma
hine stops. To the pure mathemati
ian it is naturalto give an ordinal number.Sin embargo, los trabajos seminales de los tres pioneros fueron en su mayoríades
ono
idos para las personas que pre
isamente iban a tener más in�uen
iaen el desarrollo de la veri�
a
ión de programas. Habría que esperar a 1967para disponer de una formula
ión rigurosa de las demostra
iones de 
orre
-
ión en términos de asertos e indu

ión, logro que se debe esen
ialmente aR. W. Floyd quien estable
ió que el signi�
ado de 
ada opera
ión de un len-guaje de programa
ión puede formularse 
omo una regla lógi
a que expresa



5exa
tamente qué asertos pueden demostrarse tras la opera
ión a partir de losasertos que eran 
iertos antes de ella [24℄. Floyd eligió el 
ál
ulo de predi
adosde primer orden 
omo lenguaje para la espe
i�
a
ión de los asertos, pro
lamóla ne
esidad de propor
ionar paralelamente los argumentos de termina
ión eintrodujo explí
itamente los 
on
eptos de invariante de bu
le y 
ondi
ión deveri�
a
ión.Casi simultáneamente, P. Naur había desarrollado ideas similares, aunqueél llamaba a los asertos �instantáneas generales� [76℄ para indi
ar que re-presentaban una fotografía del estado del programa en un instante 
on
retode una de sus eje
u
iones, llevada a 
abo 
on datos generales. Sin embargo,el enfoque de Naur para abordar este problema era menos formal y tuvomenos impa
to en los trabajos posteriores: las instantáneas generales eran
omentarios pre
isos que a
ompañaban a los programas, pero no se exigía suexpresión en una lógi
a formal.Fue C. A. R. Hoare quien en 1969 propor
ionó una base axiomáti
a a laprograma
ión [34℄ introdu
iendo la terminología de pre
ondi
ión, post
ondi-
ión e invariante, las tripletas de Hoare y la lógi
a de Floyd-Hoare, que hoydía son tan habituales. Corresponde a E. W. Dijkstra y a otros el mérito deextender las ideas previas des
ubriendo la interesante posibilidad de invertirel sentido de razonamiento para 
al
ular a partir de una post
ondi
ión la�pre
ondi
ión más débil� que ha de ser 
ierta antes de ella. Esta idea ha
eposible 
onstruir programas, 
uya 
orre

ión está garantizada, 
omenzando
on la espe
i�
a
ión de la salida deseada y trabajando ha
ia atrás [20, 21℄.Hemos postpuesto deliberadamente una 
ontribu
ión muy importante y dis-tinta de las realizadas por los anteriores autores. En 1961, John M
Carthypresenta su �teoría matemáti
a de la 
omputa
ión� que, a diferen
ia de losesfuerzos de la épo
a que estaban 
entrados en la veri�
a
ión de programasimperativos, toma 
omo fundamento la idea de razonar sobre fun
iones re-
ursivas. Posteriormente, M
Carthy expondrá los vín
ulos entre las fun
ionesre
ursivas y los programas iterativos. Sus trabajos fomentarán el estudio 
on-junto de la indu

ión y la re
ursión, y darán lugar a la apari
ión del lenguajede programa
ión Lisp.El amplio desarrollo que han experimentado los métodos formales en diferen-tes áreas unido a la 
omplejidad 
re
iente de los problemas de interés ha dadolugar a una dis
iplina denominada razonamiento automáti
o [104℄, que tieneentre sus objetivos el desarrollo de herramientas informáti
as para la auto-matiza
ión del razonamiento lógi
o. Estas herramientas suelen denominarsegenéri
amente �sistemas de razonamiento automáti
o� e in
luso �demostra-



6 Introdu

ióndores automáti
os de teoremas�, por ser la demostra
ión de teoremas una delas primeras labores en las que tuvieron éxito.Independientemente del problema de la 
orre

ión, y debido prin
ipalmentea los éxitos obtenidos tras los trabajos de Robinson [82℄, se han 
on
entradograndes esfuerzos en el desarrollo de sistemas de razonamiento basados enresolu
ión para la lógi
a de primer orden, uno de 
uyos máximos exponenteses Otter [65℄. Estos sistemas son automáti
os en el sentido de que una vezplanteado el problema no existe intera

ión entre el usuario y el sistema enla búsqueda de la solu
ión.Sin embargo, el 
re
iente interés en la veri�
a
ión de sistemas informáti
os hapuesto de mani�esto la ne
esidad de 
ontar 
on otras lógi
as, más potentes oexpresivas en algunos aspe
tos que la de primer orden. Esta mayor poten
iaha sido la responsable, en 
ontrapartida, de una pérdida de automatiza
ión.De tal modo esto es así, que el 
ali�
ativo de �automáti
o� resulta en laa
tualidad demasiado optimista, 
uando no del todo inade
uado, siendo eltérmino �automatizado� más representativo de la verdadera naturaleza delos sistemas disponibles en la a
tualidad.En parti
ular, uno de los aspe
tos 
lave para la espe
i�
a
ión y veri�
a
iónde la mayor parte de los sistemas informáti
os de interés es la indu

ión. Laindu

ión apare
e de uno u otro modo en todos los sistemas de razonamientoque se emplean a
tualmente en este 
ampo y suele venir a
ompañada dealgún prin
ipio de de�ni
ión indu
tiva o re
ursiva para los objetos de la lógi
asubya
ente. Otros aspe
tos que apare
en en algunos sistemas son el empleode lógi
as de orden superior y de lógi
as 
on tipos, ambos no ex
luyentes.En [98℄ apare
e un 
ompendio de sistemas de razonamiento. Entre los siste-mas 
uya prin
ipal 
ara
terísti
a es el empleo de lógi
as de orden superiordesta
an HOL [30℄ y PVS [77, 89℄. Entre los que utilizan una lógi
a de tipos
onstru
tiva se en
uentran Nuprl [14℄, Coq [22℄ y Lego [58℄. El grado deautomatiza
ión es variable, pero estos sistemas generalmente abogan por unestilo intera
tivo en el que el usuario ha de propor
ionar 
onstantemente alsistema indi
a
iones sobre qué inferen
ias debe apli
ar. Este estilo intera
ti-vo es originario de los sistemas inspirados en LCF [29℄, en los que existe un
onjunto de reglas de inferen
ia que se pueden agrupar en �tá
ti
as� paramayor 
omodidad de apli
a
ión.También existen sistemas 
on
ebidos para la demostra
ión matemáti
a pura,exentos de todo 
ontenido 
omputa
ional. A
tualmente, uno de sus mejoresrepresentantes es Mizar [83℄. Este sistema presenta un nivel muy bajo de



1.1 Objetivos 7automatiza
ión: tanto es así que no es usual referirse a él 
omo un �demostra-dor� sino 
omo un �
omprobador�, ya que se limita a 
omprobar si la pruebapresentada por el usuario, en el lenguaje formal de Mizar, es 
orre
ta.1.1. ObjetivosEl objetivo de esta memoria ha sido desarrollar la teoría ne
esaria para po-der implementar, espe
i�
ar y veri�
ar el algoritmo de Bu
hberger para el
ál
ulo de bases de Gröbner en un sistema de razonamiento automatizado.Con
retamente:1. Desarrollar una teoría 
omputa
ional sobre los anillos de polinomios demúltiples variables.2. Propor
ionar un orden natural a los polinomios de múltiples variablesy demostrar su buena fundamenta
ión.3. Representar los 
on
eptos aso
iados a los ideales polinómi
os de maneraque sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.4. Desarrollar una teoría 
omputa
ional sobre las redu

iones polinómi
asestable
iendo su rela
ión 
on las redu

iones abstra
tas.5. Representar los 
on
eptos aso
iados a las bases de Gröbner de maneraque sea posible razonar sobre ellos de manera automatizada.6. Implementar el algoritmo de Bu
hberger, espe
i�
ar sus propiedades ydemostrar su 
orre

ión.7. Propor
ionar un pro
edimiento de de
isión veri�
ado para el problemade la pertenen
ia al ideal.Como se observa, nuestro énfasis se sitúa en la automatiza
ión del razona-miento. Dentro de los sistemas de razonamiento ade
uados para este tipode tarea hemos elegido a A
l2 [46, 47, 48, 49℄. Este sistema mere
e espe-
ial aten
ión, ya que formaliza un sub
onjunto de Common Lisp [96℄, unlenguaje de programa
ión real.11No es de extrañar que las siglas A
l2 signi�quen A Computational Logi
 for Appli-
ative Common Lisp.
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iónDe he
ho, Lisp y sus diale
tos se han usado tradi
ionalmente en la es
riturade sistemas de Álgebra Computa
ional. Por otro lado, A
l2 es espe
ialmentebueno razonando por indu

ión. En este sentido, estamos ante un demostra-dor heurísti
o que in
orpora no sólo potentes pro
edimientos de de
isión, sinotambién estrategias sobre 
ómo abordar diferentes tipos de pruebas, 
uándoexpandir la de�ni
ión de una fun
ión o generalizar un término, et
.La mayor parte de las ideas presentes en A
l2 provienen de un sistemaanterior, Nqthm, también llamado, el demostrador de teoremas de Boyer yMoore [4, 8, 9℄. A
l2 
omienza a ser desarrollado en 1989 por Boyer, Moore yKaufmann 
omo una mejora sustan
ial de Nqthm [45, 7℄, estando las últimasversiones desarrolladas fundamentalmente por los dos últimos autores [51℄.Hemos demostrado todos los teoremas (del orden de un millar) que apare
endurante la 
onse
u
ión de los objetivos men
ionados en este sistema. Desdeel punto de vista lógi
o, A
l2 es una lógi
a de primer orden 
on igualdadsin 
uanti�
adores ni tipos y 
on fun
iones re
ursivas totales. La lógi
a in-
luye dos prin
ipios de extensión importantes, de�ni
ión y en
apsulado, y unprin
ipio de indu

ión que permite razonar sobre las fun
iones de�nidas porre
ursión.Como se observa, la lógi
a en sí es muy débil; en parti
ular, la ausen
iade 
uanti�
adores supone una restri

ión importante de la lógi
a de primerorden. El he
ho de que las fun
iones hayan de ser totales y la ausen
ia detipos también tienen su impa
to en la expresividad. Éste es el pre
io que hayque pagar por una mayor automatiza
ión: generalmente, nos 
on
entramosen es
ribir las proposi
iones y lemas intermedios que permiten al sistemademostrar un teorema 
omplejo, propor
ionándole de vez en 
uando indi
a-
iones 
uando se desvía de nuestro plan pre
on
ebido.Dis
utamos brevemente la importan
ia del algoritmo de Bu
hberger 
omojusti�
a
ión de su ele

ión para nuestro trabajo.El gran desarrollo sufrido en la última dé
ada por el Álgebra Computa
ionalha dado 
omo resultado la prolifera
ión de numerosos sistemas de propósitogeneral 
omo Mathemati
a [103℄. Éstos son la 
ulmina
ión de los resulta-dos teóri
os obtenidos en el último medio siglo, uno de 
uyos des
ubrimientos
entrales fue debido a B. Bu
hberger 
uando en 1965 propor
ionó un algorit-mo para 
onstruir bases de Gröbner [11℄, que se emplean fundamentalmentepara resolver el problema de la pertenen
ia en ideales polinómi
os [57℄.H. Hironaka ya había demostrado po
o antes la existen
ia de este tipo debases, a las que llamó bases estándar [33℄, pero su demostra
ión no era 
ons-
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tiva y no arrojaba ninguna luz sobre el problema de 
ómo 
al
ularlas. Elalgoritmo de Bu
hberger, aunque al prin
ipio no tuvo demasiada difusión,
ausó �nalmente un gran impa
to en áreas muy diversas. Originalmente, seempleó para resolver problemas en Geometría Algebrai
a, pero ha sido apli-
ado 
on éxito en 
ampos tan diversos 
omo la Teoría de la Codi�
a
ión,Estadísti
a, Investiga
ión Operativa y Teoría de Invariantes; éstas y otrasapli
a
iones se des
riben en [12℄. También se ha empleado para automatizarel razonamiento en lógi
as modales [13, 55℄.Hoy día está implementado en la mayoría de los sistemas 
omoMuPAD [27℄,Maple [19℄ y Mathemati
a [103℄, por 
itar sólo algunos. También existenunos po
os sistemas espe
ialmente diseñados para propor
ionar implemen-ta
iones parti
ularmente e�
ientes del algoritmo de Bu
hberger 
omo Co-CoA [81℄, Singular [32℄ y Ma
aulay [31℄.Es por esto que 
onsideramos que disponer de implementa
iones veri�
adasdel algoritmo de Bu
hberger es importante.No obstante, esta tarea no resulta sen
illa y lo primero que puede sorprender-nos es la riqueza de estru
turas algebrai
as subya
entes a la propia de�ni
ióndel algoritmo de Bu
hberger y el esfuerzo que hay que dedi
ar a su formali-za
ión. Hay que emplear un 
uerpo 
onmutativo de 
oe�
ientes para de�nirlos monomios 
on los que 
onstruir polinomios de múltiples variables, losmonomios deben poseer un orden admisible 
on el que indu
ir otro sobrelos polinomios. Luego, hay que 
onstruir fun
iones de redu

ión apropiadasentre los polinomios.Pero asegurar la 
orre

ión del algoritmo y propor
ionar un pro
edimientode de
isión veri�
ado para el problema de la pertenen
ia al ideal aumentala variedad de estru
turas impli
adas y el esfuerzo ne
esario. En primer lu-gar, hay que de�nir el 
on
epto de ideal polinómi
o �nitamente generado ysu 
ongruen
ia indu
ida. Por otro lado, las fun
iones de redu

ión 
onvieneestudiarlas en el mar
o, más general, de las rela
iones de redu

ión abstra
-tas. Sólo enton
es, podemos obtener los resultados ne
esarios sobre las basesde Gröbner. Es en este esfuerzo adi
ional donde radi
a la diferen
ia entreprogramar el algoritmo y demostrar que es 
orre
to.1.2. Trabajos rela
ionadosExisten hasta la fe
ha po
os trabajos sobre la 
onstru

ión veri�
ada de basesde Gröbner. Prin
ipalmente, se podría de
ir que existen tres proye
tos que
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iónson representativos de enfoques y sistemas diferentes.En 1986, Girard [28℄ introdujo la distin
ión entre lógi
as externas e integra-das. Esta distin
ión ha sido re
ogida por otros autores, notablemente Dyb-jer [23℄. En un enfoque externo, primero se 
onstruye el programa y luego seutiliza una lógi
a apropiada para demostrar su termina
ión y su 
orre

iónpar
ial. Por el 
ontrario, un enfoque integrado impli
a utilizar una lógi
a enla que sea posible des
ribir una demostra
ión 
onstru
tiva a
er
a de la exis-ten
ia de los objetos 
uyo 
ál
ulo nos interesa; posteriormente, se extraeríael algoritmo de la propia demostra
ión, de manera más o menos automáti
a.En 1998, Théry [100, 101℄ presentó una formaliza
ión 
ompleta del algoritmode Bu
hberger siguiendo un desarrollo externo en Coq.En 1999, Coquand y Persson [16℄ presentaron un desarrollo integrado delalgoritmo de Bu
hberger en la teoría de tipos de Martin-Löf [60, 61℄. Aunqueesta línea es muy prometedora, la formaliza
ión presentada está in
ompleta,si bien se han realizado algunas pruebas formales en el sistema Agda [15℄.Por último, existe un ter
er enfoque que podríamos 
lasi�
ar también de ex-terno, pero que en 
ierto modo lo es más que el primero que se ha 
omentado.En 2001, Rudni
ki, S
hwarzweller y Trybule
 [84℄ presentaron una propuestapara formalizar una parte importante del Álgebra Conmutativa en Mizar.Aunque Mizar no es un sistema en el que se puedan es
ribir dire
tamen-te algoritmos, los autores proponen diseñar un generador de 
ondi
iones deveri�
a
ión para obtener éstas a partir de 
ódigo es
rito en un lenguaje deprograma
ión. Las 
ondi
iones se expresarían en el lenguaje de Mizar yposteriormente se podría abordar su veri�
a
ión en el propio sistema.Como veremos, nuestro trabajo se en
uadra en la primera de estas aproxima-
iones. La diferen
ia más notable radi
a en que utilizaremos una lógi
a muysen
illa para razonar, demostrando así que es posible formalizar el algoritmoy sus propiedades sin apelar a lógi
as tan elaboradas. Esta simpli
idad seráa la vez amiga y enemiga: por un lado, nos permitirá elevar notablemente elgrado de automatiza
ión de las demostra
iones y, por otro, nos obligará eno
asiones a tratar argumentos 
lási
os de manera po
o 
onven
ional. Final-mente, nuestros algoritmos son sus
eptibles de eje
utarse dire
tamente en elsistema en el que son 
onstruidos, 
osa que no o
urre en ninguno de los otros
asos.



1.3 Estru
tura general 111.3. Estru
tura generalA 
ontinua
ión des
ribiremos 
ada uno de las partes que 
omponen estetrabajo dando una visión general de los aspe
tos más importantes que lointegran.El sistema A
l2En el 
apítulo 2 se expone una breve des
rip
ión deA
l2. Esta des
rip
ión noes, en ningún modo, exhaustiva, sino que se 
entra en presentar las no
ionesbási
as y los diferentes puntos de vista desde los que puede abordarse suestudio.Con esta introdu

ión a A
l2 úni
amente se pretende fa
ilitar la 
ompren-sión de esta memoria. Se re
omienda espe
ialmente la le
tura de este 
apítulo,así 
omo de sus referen
ias prin
ipales, a aquellas personas sin experien
iaprevia en la lógi
a de A
l2.Anillos polinómi
os y su ordena
iónConsidérese un anillo A = C[x1, . . . , xk] de polinomios de k ∈ N∗ variablessobre un 
uerpo 
onmutativo arbitrario C. Los elementos de A son poli-nomios en las indeterminadas x1, . . . , xk 
on 
oe�
ientes en C. Éstos están
onstituidos por monomios de A, que son produ
tos de poten
ias de la forma
c · xa1

1 · · ·x
ak
n , donde c ∈ C es el 
oe�
iente y xa1

1 · · ·x
ak
n es el término, 
on

a1, . . . , ak ∈ N.Esta des
rip
ión sirve de punto de partida para la formaliza
ión en A
l2 delos anillos polinómi
os de múltiples variables, que se presenta en el 
apítulo 3.Se aborda pues el problema de la representa
ión. Rápidamente se des
artala posibilidad de emplear una representa
ión densa (donde apare
en explí-
itamente los monomios nulos), ya que en el 
aso de múltiples variables estremendamente ine�
iente. A 
ontinua
ión se dis
ute la 
onvenien
ia de em-plear una representa
ión normalizada frente a una desnormalizada. En unarepresenta
ión dispersa (es de
ir, no densa) y normalizada, una vez �jado elnúmero de variables, se puede aso
iar una forma 
anóni
a a 
ada polinomioen la que los monomios están en orden estri
tamente de
re
iente y no existeninguno que sea nulo. Una de las ventajas de esta representa
ión se en
uentraa la hora de de
idir la igualdad de polinomios.
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iónNo obstante, pare
e más sen
illo 
omenzar por demostrar las propiedades dela representa
ión desnormalizada aunque posteriormente resulte más 
onve-niente emplear la normalizada para razonar, debido prin
ipalmente a la uni-
idad de di
ha representa
ión. Para 
onjugar estos dos aspe
tos, se 
omienzapor desarrollar opera
iones de anillo desnormalizadas y luego se de�ne unafun
ión de normaliza
ión 
on la que se 
rean sus 
ontrapartidas normali-zadas. La fun
ión de normaliza
ión permite de�nir una igualdad semánti
asobre los polinomios.Se demuestra en A
l2 que las opera
iones de anillo 
umplen las propiedadesque 
abe esperar de ellas, así 
omo la 
orre

ión de la fun
ión de norma-liza
ión y la 
ongruen
ia de la igualdad semánti
a 
on las opera
iones deanillo.La formaliza
ión es abstra
ta, en el sentido de que el 
onjunto de 
oe�
ientesy sus propiedades apare
en en
apsulados en A
l2. Un en
apsulado es una
onstru

ión en A
l2 que agrupa las no
iones 
lási
as de teoría y mode-lo, permitiendo extender la lógi
a de A
l2 
onservativamente. Esto permiteabstraer las propiedades ne
esarias de los 
oe�
ientes de manera que éstospuedan sustituirse posteriormente por otros que 
umplan idénti
as propieda-des.A 
ontinua
ión, en el 
apítulo 4, se desarrolla un orden entre polinomios queviene indu
ido por el orden de monomios subya
ente que apare
e junto ala normaliza
ión. Se ha es
ogido aquí un orden lexi
ográ�
o para los mono-mios, por ser uno de los más 
omúnmente usados. Son impres
indibles aquílas propiedades de buena fundamenta
ión de tales órdenes que, por razonesté
ni
as de la lógi
a de A
l2, se demuestran mediante inmersión ordinal.A
l2 permite ordinales hasta ǫ0, lo que en prin
ipio supone una limita
iónteóri
a de la lógi
a, pero que en la prá
ti
a no afe
ta a nuestro trabajo.El anillo de polinomios desarrollado, que es abstra
to y des
ansa sobre unos
oe�
ientes arbitrarios, se parti
ulariza en el 
apítulo 5 para obtener un ani-llo de polinomios de múltiples variables sobre el 
uerpo de 
oe�
ientes delos números ra
ionales. Esto nos propor
iona una implementa
ión eje
uta-ble y veri�
ada de los polinomios ra
ionales que serán los que emplearemosposteriormente en el resto de la memoria.Por último, se introdu
en nuevas opera
iones para in
luir 
on
eptos rela-
ionados 
on la división de términos y también para poder 
omprobar lapertenen
ia a polinomios de términos y monomios parti
ulares.Aquí se observa 
ómo se aprove
ha el poten
ial de reutiliza
ión que presenta
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l2: demostramos las propiedades más importantes en un mar
o abstra
toy luego las parti
ularizamos y extendemos 
onforme nos interesa. El mayortrabajo ini
ial queda 
ompensado por la mayor generalidad de los resulta-dos obtenidos y la posibilidad de obtener distintas instan
ias veri�
adas 
onmenor esfuerzo.Ideales polinómi
os: el problema de la pertenen
iaEl 
apítulo 6 se dedi
a a la formaliza
ión en A
l2 de la no
ión de ideal po-linómi
o. Sea un anillo 
onmutativo A y B ⊆ A. Re
ordemos que se de�ne
〈B〉, el ideal generado por B, 
omo el menor de los ideales de A que 
ontienea B. Es posible demostrar que 〈B〉 
oin
ide 
on el 
onjunto de las 
ombina-
iones lineales de los elementos de B 
on 
oe�
ientes en A. Al 
onjunto B sele denomina base de 〈B〉.Estamos interesados fundamentalmente en los ideales de anillos polinómi
os
uyos 
oe�
ientes forman un 
uerpo. Como 
onse
uen
ia del teorema de labase de Hilbert, estos ideales están �nitamente generados. Re
ordemos queun ideal I está �nitamente generado si existe F �nito tal que I = 〈F 〉.Como 
onse
uen
ia de lo anterior, podemos 
onsiderar úni
amente bases�nitas sin pérdida de generalidad y la pertenen
ia de p al ideal genera-do por F = {f1, . . . , fn} se puede expresar 
on un predi
ado de la forma
∃c1, . . . , cn p =

∑n

i=1 ci · fi. Esto nos permite representar ideales de maneraimplí
ita a través de un predi
ado que re
ibe p y F , y nos permite expresarla pertenen
ia del polinomio al ideal generado por la base en 
uestión, quees �nita.No obstante, surge inmediatamente un problema rela
ionado 
on la falta depoten
ia expresiva de la lógi
a que empleamos. En A
l2 no existen 
uan-ti�
adores existen
iales por lo que, en prin
ipio, no resulta posible de�nirun predi
ado tal. Una alternativa que hemos 
onsiderado útil para solventareste problema de expresividad es la de o
ultar el 
uanti�
ador introdu
iendouna fun
ión de Skolem. Esta fun
ión se de�ne junto a unos axiomas que larestringen de manera que esté obligada a devolver una lista de 
oe�
ientesque atestigüen la pertenen
ia del polinomio al ideal. Afortunadamente, A
l2dispone de un me
anismo que simpli�
a este tipo de 
onstru

iones, aunqueel sistema no propor
iona prá
ti
amente ningún soporte para la automatiza-
ión de las demostra
iones en las que se emplea este me
anismo.Una vez de�nido el predi
ado de pertenen
ia al ideal, se demuestran laspropiedades fundamentales que debe satisfa
er un ideal, obteniéndose prin-
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ipalmente que un ideal es 
errado bajo las opera
iones de anillo.A 
ontinua
ión, se de�ne un 
on
epto estre
hamente rela
ionado 
on el depertenen
ia al ideal: el de 
ongruen
ia indu
ida. La 
ongruen
ia indu
ida porun ideal I, que representaremos por ≡I , se de�ne de la siguiente forma:
p ≡I q ⇐⇒ p− q ∈ ISe obtiene dire
tamente que el problema de la pertenen
ia a un ideal esresoluble si, y sólo si, su 
ongruen
ia indu
ida es de
idible. Posteriormente,en el 
apítulo 9, se propor
iona un pro
edimiento de de
isión veri�
ado parala pertenen
ia al ideal.Rela
iones de redu

ión entre polinomiosEl algoritmo de Bu
hberger des
ansa sobre la no
ión de redu

ión polinómi
a.Dado un polinomio f 6= 0, la rela
ión de redu

ión →f sobre polinomiosindu
ida por f se de�ne de manera que p →f q si p 
ontiene un monomio

m 6= 0 tal que existe otro monomio c que veri�
a que m = −c · mp(f) y
q = p + c · f , siendo mp(f) el monomio prin
ipal de f respe
to del ordenpolinómi
o estable
ido en el 
apítulo 4.A m, c y f los llamamos respe
tivamente monomio, fa
tor y polinomio deredu

ión. De
imos también que p se redu
e a q mediante f en un paso deredu

ión.A 
ontinua
ión, esta de�ni
ión puede extenderse a 
onjuntos de manera na-tural. Si F = {f1, . . . , fk} es un 
onjunto �nito de polinomios no nulos, larela
ión de redu

ión →F indu
ida por F se de�ne 
omo →F =

⋃k

i=1 →fi
.Es interesante, y útil para nuestros �nes, emplear 
on
eptos y resultadosgenerales de las redu

iones abstra
tas [1℄ para razonar sobre estas no
ionesparti
ulares de redu

ión. En el 
apítulo 7 se presenta la formaliza
ión delas redu

iones sobre polinomios dentro del mar
o suministrado por [86℄.En di
ho trabajo, se formalizan las redu

iones abstra
tas en A
l2 
omofun
iones binarias de�nidas sobre un 
ierto dominio que a partir de un objetoy de un operador, 
al
ulan otro objeto del mismo dominio llevando a 
aboun paso de redu

ión. Un operador no puede ser apli
ado a 
ualquier objeto,por lo que se introdu
e también un predi
ado binario que permitirá de
idir
uándo di
ha apli
a
ión es válida.Posteriormente, esto nos permitirá traspasar mediante instan
ia
ión fun
io-nal propiedades bien 
ono
idas de las redu

iones abstra
tas al 
aso par-
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ular de las redu

iones polinómi
as, evitando la ne
esidad de volver ademostrarlas partiendo de 
ero.Así, adaptar las redu

iones polinómi
as al mar
o abstra
to de [86℄ requierede�nir tres fun
iones.2 En primer lugar, el predi
ado unario que espe
i�
a el
onjunto sobre el 
ual pretendemos que esté de�nida la redu

ión; en nuestro
aso parti
ular, el de los polinomios. En segundo lugar, una fun
ión binariaque representa la apli
a
ión de un operador a un objeto, donde 
ada opera-dor se representa por una estru
tura 〈m, c, f〉 que 
onsta de tres 
ampos: elmonomio de redu

ión, m, el fa
tor de redu

ión, c, y el polinomio de redu
-
ión, f . Por último, de�nimos también un predi
ado binario que 
omprobarási es válido apli
ar un operador a un objeto.Para que sea válido apli
ar un operador 〈m, c, f〉 a un polinomio p respe
to aun 
onjunto de polinomios F , p debe 
ontener el monomio m, f debe ser unpolinomio pertene
iente a F y c = −m/mp(f). Como se observa, la última
ondi
ión impli
a que se debe 
omprobar también que f 6= 0 y que mp(f)divida a m.El siguiente paso es de�nir la rela
ión ↔∗
F indu
ida por →F en términos delas tres fun
iones anteriormente des
ritas.3 Debido a las limita
iones de lalógi
a de A
l2, y siguiendo a [86℄, se añade un parámetro extra a la fun
iónpara evitar la apari
ión del 
uanti�
ador existen
ial. Este nuevo parámetrotiene 
omo 
ometido alma
enar la se
uen
ia de pasos de redu

ión que serealizan. Esta se
uen
ia de pasos tiene una interpreta
ión natural: represen-ta la justi�
a
ión (o prueba) de la rela
ión existente entre los polinomiosimpli
ados.Cada paso de prueba se representa mediante una estru
tura 
on 
uatro 
am-pos: un booleano que indi
a su dire

ión (dire
ta o inversa), el operador quese apli
a y los polinomios que intervienen, es de
ir, los que quedan 
one
tadosen di
ho paso.Una vez que se de�ne la fun
ión que 
omprueba la validez de un paso de prue-ba, pasamos a de�nir qué entendemos por equivalen
ia entre dos polinomiosrespe
to de la redu

ión polinómi
a que se ha de�nido.A 
ontinua
ión, se demuestra que ↔∗

F 
oin
ide 
on la 
ongruen
ia indu
idapor el ideal generado por F , 
on lo que se pone también de mani�esto la2En realidad, abusaremos del lenguaje y llamaremos predi
ados a las fun
iones boolea-nas, ya que ésta es la terminología que emplea la lógi
a de A
l2. Té
ni
amente, A
l2 notiene predi
ados.3Por ↔∗ representamos la 
lausura de equivalen
ia de una rela
ión →, es de
ir, lamenor rela
ión que la extiende y es re�exiva, simétri
a y transitiva.
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onexión existente entre la equivalen
ia y la pertenen
ia al ideal.
p↔∗

F q ⇐⇒ p ≡〈F 〉 q ⇐⇒ p− q ∈ 〈F 〉Enton
es se aborda la importante 
uestión de la noetherianidad de →F . Lainexisten
ia de 
adenas in�nitas de elementos rela
ionados se estable
e de-mostrando que 
on 
ada paso de redu

ión se obtiene un polinomio máspequeño en el orden de polinomios de�nido en el 
apítulo 4. Re
ordemos queen él se demuestra que di
ho orden está bien fundamentado, 
on lo que seobtiene inmediatamente la noetherianidad de la rela
ión de redu

ión.Por otro lado, se de�ne el 
ál
ulo de formas normales, introdu
iendo unafun
ión de normaliza
ión fnF que a partir de un polinomio p y de un 
on-junto de polinomios F 
al
ula una forma normal de p 
on respe
to de F .Posteriormente, en el 
apítulo 8 se demuestra que, bajo 
iertas 
ondi
ionespara F , la forma normal es úni
a.Para terminar el 
apítulo, se de�ne la fun
ión de redu

ión sobre polinomiosred∗
F que se emplea en el algoritmo de Bu
hberger. Primero se 
rea la fun
iónque redu
e un polinomio por otro dado y luego se extiende a 
onjuntos. Se de-muestra la equivalen
ia de esta fun
ión 
on la que se ha de�nido previamentepara 
al
ular formas normales. Por último, se demuestra la estabilidad delideal respe
to a la fun
ión de redu

ión; esto es muy importante para asegu-rar posteriormente que el ideal permane
e invariante durante la 
omputa
iónde una base de Gröbner.Bases de Gröbner: el algoritmo de Bu
hbergerSe di
e que G es una base de Gröbner de un ideal I si I = 〈G〉 y

p ∈ I ⇐⇒ p→∗
G 0En esta 
ara
teriza
ión se apre
ia inmediatamente la importan
ia de la no-
ión de base de Gröbner: di
has bases nos permiten resolver fá
ilmente elproblema de la pertenen
ia al ideal. Si en
ontramos una base de Gröbner deun ideal, dispondremos de un pro
edimiento de de
isión para su problemade pertenen
ia.Bu
hberger demostró que, para determinar si una base es de Gröbner, basta
omprobar que se redu
en a 0 unos 
iertos polinomios 
onstruidos a partirde la base, llamados s-polinomios, en lugar de tener que ha
erlo 
on todos
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tura general 17los polinomios del ideal. El número de tales s-polinomios puede ser muyelevado, pero es siempre �nito. Esto permite redu
ir una 
omproba
ión que,en prin
ipio, era in�nita por otra �nita.Para ver si una base de un ideal es de Gröbner, lo que se ha
e es 
omprobarsi los s-polinomios se redu
en a 
ero. Si no es el 
aso, existe una solu
ióntrivial para que el s-polinomio se reduz
a a 
ero, y es añadirlo a la base.Este nuevo polinomio generará nuevos s-polinomios, 
uya redu

ión a 
erodebe ser 
omprobada, y así su
esivamente. Es posible demostrar que estepro
eso termina, obteniendo 
omo resultado una base de Gröbner del idealde partida. Este algoritmo es justamente el de Bu
hberger.La teoría ne
esaria sobre bases de Gröbner se desarrolla en el 
apítulo 8,mientras que la implementa
ión veri�
ada del algoritmo de Bu
hberger enA
l2 se en
uentra en el 
apítulo 9. La demostra
ión de 
orre

ión del algo-ritmo se divide de manera natural en termina
ión y 
orre

ión par
ial.Para estable
er la 
orre

ión hay que 
onsiderar que la termina
ión de lasfun
iones en A
l2 ha de estar fundamentada en la existen
ia de una inmer-sión ordinal ade
uada de sus parámetros. Éste es un requisito ineludible paraque A
l2 admita la fun
ión bajo su prin
ipio de de�ni
ión y extienda lalógi
a 
on el axioma 
orrespondiente. A
l2 dispone de una úni
a estru
turabien fundamentada: los ǫ0-ordinales 
on su rela
ión de orden habitual. Labuena fundamenta
ión de esta estru
tura es un he
ho metateóri
o que losautores de A
l2 demuestran fuera de la lógi
a.A partir de esta estru
tura, y siempre por inmersión ordinal, introdu
imosnuevas estru
turas bien fundamentadas. En parti
ular, para abordar la ter-mina
ión del algoritmo de Bu
hberger empleamos un produ
to lexi
ográ�
ode dos rela
iones bien fundamentadas.La razón para esto es que en el algoritmo existen dos llamadas re
ursivas. Enla primera, el primer parámetro permane
e inalterado mientras el segundode
re
e estru
turalmente. En la segunda, el primer parámetro de
re
e en un
ierto sentido bien fundamentado pese a que se le añade un nuevo polinomio.Este de
re
imiento es 
onse
uen
ia del lema de Di
kson.Siguiendo estas líneas se de�ne la medida ordinal que permite demostrar latermina
ión del algoritmo de Bu
hberger a partir de la que se utiliza en [64℄para demostrar el lema de Di
kson en A
l2.En 
uanto a la 
orre

ión par
ial, ésta se puede dividir en una serie de etapasque nos 
ondu
en al resultado �nal y que se presentan esquemáti
amente a
ontinua
ión. Estas etapas se expanden a lo largo de tres 
apítulos. Partimos
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iónde dos resultados importantes sobre las redu

iones y las formas normalesque se demuestran en el 
apítulo 7, seguimos 
on los resultados prin
ipalessobre bases de Gröbner del 
apítulo 8 y terminamos 
on los resultados queaseguran la 
orre

ión par
ial del algoritmo de Bu
hberger des
ritos en el
apítulo 9.1. Se demuestra que la fun
ión fnF 
al
ula una forma normal, es de
ir,que p→∗
F fnF (p) y fnF (p) es irredu
ible (teorema 7.29).2. Se demuestra que fnF (p) = red∗

F (p) (teorema 7.40), y por lo tanto que
p →∗

F red∗
F (p) (teorema 7.41), donde red∗

F es la fun
ión de redu

iónque se utiliza en el algoritmo de Bu
hberger.3. Consideramos la siguiente propiedad Φ(F ) que expresa el he
ho de quelos s-polinomios formados a partir de polinomios de una base F seredu
en a 0.
Φ(F ) ≡ ∀p, q ∈ F s-polinomio(p, q)→∗

F 0Se demuestra que Φ(F ) impli
a que la rela
ión de redu

ión es lo
al-mente 
on�uente (teorema 8.12).
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)4. Se demuestra que la 
lausura de equivalen
ia indu
ida por un 
onjuntode polinomios que veri�
a la propiedad Φ se puede de
idir 
omprobandola igualdad de formas normales (teorema 8.13).

Φ(F ) =⇒ (p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))5. Se demuestra que 
ualquier 
onjunto de polinomios que satisfaga lapropiedad Φ es una base de Gröbner (teorema 8.14).

Φ(F ) =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗
F 0)6. Sea Bu
hberger(F ) el resultado de apli
ar el algoritmo de Bu
hbergera la base F . Se demuestra que se 
umple Φ(Bu
hberger(F )) (teore-ma 9.3).7. Se demuestra la estabilidad del ideal respe
to al algoritmo de Bu
hber-ger (teorema 9.23).

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger(F )〉



1.4 Contenido del CD 198. Se demuestra que la base devuelta por el algoritmo de Bu
hberger esuna base de Gröbner (teorema 9.24). Si G = Bu
hberger(F ):
p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗

G 09. Se demuestra, utilizando los resultados anteriores, que la base devueltapor el algoritmo de Bu
hberger es una base de Gröbner de la baseoriginal. Es de
ir, si G = Bu
hberger(F ), se tiene que G es una basede Gröbner de 〈F 〉 (teorema 9.25):
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Para terminar el 
apítulo 9, 
onstruimos un pro
edimiento de de
isión veri-�
ado para el problema de la pertenen
ia al ideal (teorema 9.27). Para ello,sólo hay que observar que si G = Buchberger(F ) se tiene que:
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗

G(p) = 0Como se puede 
omprobar, no nos limitamos a demostrar que el algoritmode Bu
hberger devuelve una base de Gröbner sino que propor
ionamos unpro
edimiento de de
isión veri�
ado para el problema de la pertenen
ia alideal.1.4. Contenido del CDJunto a esta memoria se suministra un CD que 
ontiene los �
heros A
l2,(llamados libros en la terminologíaA
l2), que se han desarrollado para llevara 
abo la formaliza
ión presentada. Además se in
luye un �
hero LÉAME enel que se des
riben los pasos ne
esarios para la instala
ión del sistema A
l2y para evaluar en él la formaliza
ión.Pueden en
ontrarse todos los libros en el dire
torio Código. Estos libros, queposeen todos extensión .lisp, ya han sido 
erti�
ados. Esto quiere de
ir, queel sistema ha admitido todas las de�ni
iones presentadas y logrado demostrartodos los teoremas que se han enun
iado. La salida que produ
e el sistema
on el resultado del pro
eso de 
erti�
a
ión se en
uentra en los �
heros 
onextensión .out 
orrespondientes. Advertimos que estos �
heros pueden sermuy largos, ya que 
ontienen las demostra
iones generadas 
on todo el detalleque pre
isa un sistema automatizado 
omo es A
l2.El dire
torio Código se organiza en los subdire
torios y �
heros que se des-
riben a 
ontinua
ión:
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iónSubdire
torio polinomiosEste subdire
torio desarrolla los anillos de polinomios desnormalizados des-
ritos en el 
apítulo 3.
oefi
iente: un anillo abeliano de 
oe�
ientes. El 
onjunto de los 
oe-�
ientes se representa 
omo un anillo abeliano abstra
to mediante unen
apsulado. El 
onjunto de los números de A
l2 
on su interpreta
iónhabitual sirve 
omo modelo de la teoría generada.termino: un monoide 
onmutativo de términos 
on un orden bien fun-damentado 
uya representa
ión se abstrae mediante un en
apsulado.Las listas propias de números naturales de A
l2 
on la suma elementoa elemento y el orden lexi
ográ�
o sirven 
omo modelo de la teoría ge-nerada. La buena fundamenta
ión del orden se estable
e por inmersiónen los ǫ0-ordinales.monomio: pares 
oe�
iente-término. Se de�ne una igualdad semánti
a,ya que dos monomios 
on 
oe�
iente nulo han de ser interpretados 
omoel mismo, aunque tengan distinto término. También se implementa elorden de monomios que es heredado de los términos.polinomio: representa
ión abstra
ta de los polinomios mediante listaspropias de A
l2 formadas por monomios que 
ontienen 
oe�
ientes ytérminos abstra
tos.forma-normal: desarrollo de la fun
ión de normaliza
ión que permiteredu
ir la 
omproba
ión de la igualdad semánti
a de dos polinomios ala de una igualdad sintá
ti
a de sus formas normales. Se de�ne primerouna suma externa de un monomio 
on un polinomio ordenado, teniendoen 
uenta una posible 
an
ela
ión. A partir de aquí se de�ne la formanormal y su rela
ión de equivalen
ia indu
ida. Se demuestran algunaspropiedades importantes 
omo la idempoten
ia de la normaliza
ión.suma: desarrollo de la suma de polinomios de�nida simplemente 
omola 
on
atena
ión de las listas de monomios que los integran. Las pro-piedades de la 
on
atena
ión de listas permiten estable
er la base pararealizar demostra
iones de propiedades sobre los polinomios más 
om-pli
adas que in
orporan la igualdad semánti
a. Se demuestra que lospolinomios 
on la opera
ión de suma forman un monoide 
onmutativo.
ongruen
ias-suma: demostra
ión de las 
ongruen
ias de la igualdadde polinomios 
on la suma.



1.4 Contenido del CD 21opuesto: desarrollo del opuesto de un polinomio, que se de�ne monomioa monomio. Su 
orre

ión se prueba demostrando que la fun
ión que lo
al
ula produ
e el inverso aditivo. Para que éstas y otras propiedadessean in
ondi
ionales (
arez
an de hipótesis) se 
ompleta 
uidadosamen-te la de�ni
ión de la fun
ión. Se demuestra que los polinomios 
on lasopera
iones de suma y opuesto forman un grupo 
onmutativo.produ
to: desarrollo del produ
to externo de un monomio por un po-linomio y del produ
to de polinomios. Las fun
iones se 
ompletan 
ui-dadosamente, de lo 
ontrario, no es posible estable
er las 
ongruen
ias,ya que éstas no pueden 
ontener hipótesis. Se demuestra que los polino-mios 
on el produ
to forman un monoide 
onmutativo y que el produ
todistribuye respe
to de la suma, 
ompletándose 
on esto la demostra
iónde las propiedades del anillo de polinomios.
ongruen
ias-produ
to: demostra
ión de las 
ongruen
ias de la igual-dad de polinomios 
on el produ
to de un monomio y un polinomio, yel produ
to de polinomios.Subdire
torio polinomios-normalizadosEste subdire
torio desarrolla los anillos de polinomios normalizados des
ritosen el 
apítulo 3. Además se introdu
e el orden bien fundamentado sobre lospolinomios des
rito en el 
apítulo 4.polinomio-normalizado: polinomios normalizados de�nidos a partirde los polinomios desnormalizados y de la opera
ión de normaliza
ión.As
enso de las propiedades de anillo de la representa
ión desnormali-zada a la normalizada.orden: extensión del orden de monomios a los polinomios y demos-tra
ión de su buena fundamenta
ión mediante una inmersión de lospolinomios en los ǫ0-ordinales.En la �gura 1.1 apare
en las dependen
ias entre los libros desarrollados parael anillo de polinomios 
on 
oe�
ientes arbitrarios. Una �e
ha de un libro aotro indi
a que el primero se in
luye en el segundo.
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Figura 1.1: Dependen
ias entre libros: anillo de polinomios normalizados
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torio polinomios-ra
ionalesEste subdire
torio desarrolla un anillo de polinomios 
on
reto: el anillo de lospolinomios ra
ionales des
rito en el 
apítulo 5. Gran parte de este desarrollo
onsiste en instan
iar fun
ionalmente los teoremas que apare
en en
apsuladosen los libros de los subdire
torios polinomios y polinomios-normalizados.Por otra parte, se in
luyen nuevas de�ni
iones y propiedades. En primerlugar, se introdu
e la opera
ión de división en los 
oe�
ientes (interesa esta-ble
er propiedades de 
uerpo sobre ellos). En segundo lugar, apare
en 
on-
eptos rela
ionados 
on la divisibilidad en los términos (divisibilidad, divisióny mínimo 
omún múltiplo). En ter
er lugar, se introdu
e la pertenen
ia demonomios a polinomios y de polinomios a 
onjuntos de polinomios. Por úl-timo, se de�ne el 
on
epto de polinomio uniforme para uni�
ar el 
onjuntode variables empleado.ra
ional: instan
ia
ión de los 
oe�
ientes abstra
tos 
on los númerosra
ionales de A
l2. Extensión 
on la opera
ión de división y algunasde sus propiedades más importantes.termino: instan
ia
ión de los términos abstra
tos 
on las listas propiasde números naturales de A
l2.termino-division: desarrollo de la divisibilidad, la división y el míni-mo 
omún múltiplo sobre términos. Demostra
ión de sus propiedadesfundamentales.monomio: instan
ia
ión de los monomios abstra
tos para 
onseguir pa-res ra
ional-término, empleando los términos 
on
retos.polinomio: instan
ia
ión de los polinomios abstra
tos para 
onseguirpolinomios de 
oe�
ientes ra
ionales que se representan 
omo listaspropias de A
l2 
uyos 
omponentes son ya monomios 
on
retos.forma-normal: instan
ia
ión de la fun
ión de normaliza
ión para podertrabajar 
on polinomios de 
oe�
ientes ra
ionales.suma: instan
ia
ión de la suma de polinomios para poder trabajar 
onpolinomios de 
oe�
ientes ra
ionales.
ongruen
ias-suma: demostra
ión de las 
ongruen
ias de la igualdadde polinomios 
on la suma por instan
ia
ión fun
ional de las demos-tradas para polinomios abstra
tos.
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iónopuesto: instan
ia
ión del opuesto de polinomios para poder trabajar
on polinomios de 
oe�
ientes ra
ionales.produ
to: instan
ia
ión del produ
to de polinomios (externo e interno)para poder trabajar 
on polinomios de 
oe�
ientes ra
ionales.
ongruen
ias-produ
to: demostra
ión de las 
ongruen
ias de la igual-dad de polinomios 
on el produ
to externo y el produ
to por instan-
ia
ión fun
ional de las demostradas para polinomios abstra
tos.polinomio-normalizado: instan
ia
ión de los polinomios normaliza-dos abstra
tos para 
onseguir polinomios normalizados de 
oe�
ientesra
ionales.orden: instan
ia
ión del orden de polinomios para poder trabajar 
onpolinomios de 
oe�
ientes ra
ionales.pertenen
ia: desarrollo de las fun
iones que 
omprueban la pertenen-
ia de un monomio a un polinomio y de un polinomio a una lista depolinomios. Demostra
ión de sus propiedades fundamentales.defun-k: ma
ros defun<k> y defun-sk<k> para de�nir fun
iones 
onun parámetro k implí
ito.k-polinomio: 
on
epto de uniformidad, polinomios de k variables y suspropiedades bási
as. Se demuestra que las opera
iones anteriormentede�nidas sobre los polinomios preservan la uniformidad.En la �gura 1.2 apare
en las dependen
ias entre los libros desarrollados parael anillo de polinomios ra
ionales. Omitimos las dependen
ias 
on los librosde los que se instan
ian los resultados genéri
os, que son los 
orrespondientesde la �gura 1.1.Subdire
torio Bu
hbergerEste subdire
torio desarrolla los ideales polinómi
os �nitamente generados,las redu

iones polinómi
as y el algoritmo de Bu
hberger para el 
ál
ulode bases de Gröbner. El resultado �nal es una implementa
ión veri�
ada dedi
ho algoritmo, esto 
ondu
e a la obten
ión de un pro
edimiento de de
isiónveri�
ado para el problema de la pertenen
ia al ideal.
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iónideal: ideales polinómi
os, rela
ión de pertenen
ia y propiedades fun-damentales des
ritas en el 
apítulo 6.redu

ion-polinomi
a: rela
iones de redu

ión sobre polinomios y suspropiedades prin
ipales des
ritas en el 
apítulo 7.
ongruen
ia-ideal: 
ongruen
ia indu
ida por un ideal y demostra
iónde que 
oin
ide 
on la rela
ión de equivalen
ia de�nida en el 
apítulo 7.noetherianidad: noetherianidad de la rela
ión de redu

ión sobre po-linomios presentada en el 
apítulo 7.forma-normal: desarrollo del 
on
epto de forma normal respe
to de larela
ión de redu

ión a través de operadores, tal y 
omo se des
ribe enel 
apítulo 7.
al
ulo-forma-normal: fun
iones de redu

ión sobre polinomios utili-zadas en la implementa
ión del algoritmo de Bu
hberger. Se demuestrasu equivalen
ia 
on las formas normales de�nidas 
on operadores. Estose des
ribe en el 
apítulo 7.estabilidad-redu

ion: estabilidad del ideal bajo la redu

ión exten-dida a 
onjuntos y bajo su 
lausura. Esto se des
ribe en el 
apítulo 7.
onfluen
ia: se demuestra que si todos los s-polinomios de una base seredu
en a 0 respe
to de ella, enton
es la rela
ión de redu

ión indu
idaes lo
almente 
on�uente. Esto se des
ribe en el 
apítulo 8.bu
hberger: implementa
ión del algoritmo de Bu
hberger y demostra-
ión de termina
ión. Se des
ribe en el 
apítulo 9.s-polinomio: de�ni
ión del 
on
epto de s-polinomio y demostra
iónde sus propiedades fundamentales 
omo se des
ribe en el 
apítulo 9.estabilidad-s-polinomio: estabilidad del ideal bajo el 
ál
ulo de s-polinomios. Esto se des
ribe en el 
apítulo 9.estabilidad-sufija: su�jo de una se
uen
ia de polinomios y sus pro-piedades bási
as. Se demuestra que la pertenen
ia al ideal se preservabajo 
ualquier extensión su�ja de la base. Este resultado se utiliza en lademostra
ión de que el algoritmo de Bu
hberger preserva la estabilidaddel ideal. Esto se des
ribe en el 
apítulo 9.
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hberger: estabilidad del ideal bajo el algoritmo deBu
hberger. Durante la demostra
ión se emplean diversas propiedadesque demuestran que el ideal permane
e invariante bajo las opera
ionesque 
omponen el algoritmo (redu

ión, 
ál
ulo de s-polinomios, et
.).Se des
ribe en el 
apítulo 9.bases-grobner: se demuestra que si todos los s-polinomios de una basese redu
en a 0 respe
to de ella, enton
es ésta es una base de Gröbneren el sentido des
rito en el 
apítulo 8. También se demuestra que todoslos s-polinomios de la base 
al
ulada por el algoritmo de Bu
hbergerse redu
en a 0. A partir de estos dos resultados se 
on
luye que elalgoritmo de Bu
hberger 
al
ula una base de Gröbner. Esto se des
ribeen el 
apítulo 9.de
ision: desarrollo del pro
edimiento de de
isión veri�
ado para elproblema de la pertenen
ia al ideal. Se des
ribe en el 
apítulo 9.En la �gura 1.3 apare
en las dependen
ias entre los libros desarrollados parael algoritmo de Bu
hberger.Subdire
torio rela
ionesEste subdire
torio desarrolla la formaliza
ión de las redu

iones abstra
tasen la lógi
a de A
l2 presentada en [86℄. Entre otros resultados, se presentala demostra
ión del lema de Newman, que nos permite dedu
ir la 
on�uen
iade toda rela
ión noetheriana y lo
almente 
on�uente, y la de
idibilidad de larela
ión de equivalen
ia des
rita por una redu

ión 
onvergente. Este últimoresultado se utiliza en este trabajo para obtener la de
idibilidad de nuestraredu

ión polinómi
a 
on
reta, 
omo se des
ribe en el 
apítulo 9. Por otrolado, la apli
a
ión de esos resultados sólo es posible si nuestras redu

ionespolinómi
as se representan dentro del mar
o suministrado en [86℄. Esto seexpli
a en el 
apítulo 7.En 
on
reto, se in
luirán los �
heros abstra
t-proofs y 
onvergent en los�
heros bases-groebner y redu

ion-polinomi
a, respe
tivamente.Subdire
torio di
ksonEste subdire
torio in
luye la demostra
ión del lema de Di
kson en A
l2desarrollada en [64℄. Esta formaliza
ión se utiliza en este trabajo para llevar
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abo la 
onstru

ión de la medida ordinal que se emplea en la demostra
iónde termina
ión del algoritmo de Bu
hberger, 
omo se verá en el 
apítulo 9.En 
on
reto, será el �
hero di
kson el que se utilizará, in
luyéndose en el�
hero bu
hberger.





Capítulo 2La lógi
a 
omputa
ional A
l2
2.1. Introdu

iónDentro del amplio espe
tro de sistemas de razonamiento automáti
o, existenvarios espe
ialmente ade
uados para la espe
i�
a
ión y veri�
a
ión formalde sistemas informáti
os, siendo A
l2 uno de ellos.A
l2 formaliza un sub
onjunto de un lenguaje de programa
ión real y 
on élse han obtenido grandes éxitos en la veri�
a
ión formal automatizada tantode sistemas de hardware 
omo de software, además de en la demostra
iónpor 
omputador de 
ono
idos teoremas de la Lógi
a y de las Matemáti
as.Se expondrá a 
ontinua
ión una des
rip
ión de A
l2 atendiendo a los dife-rentes puntos de vista desde los que puede observarse. Esta des
rip
ión noes de ningún modo exhaustiva y tiene 
omo prin
ipal objetivo fa
ilitar la
omprensión del 
ódigo implementado para formalizar los 
on
eptos y pro-piedades desarrollados en esta memoria. Una des
rip
ión detallada puedeen
ontrarse en [48℄.2.2. Las tres visiones de A
l2A
l2 (A Computational Logi
 for Appli
ative Common Lisp) [48℄ es el su-
esor de Nqthm, el demostrador de teoremas de Boyer y Moore [4, 9℄. Hasido desarrollado durante la última dé
ada en la universidad de Texas enAustin, prin
ipalmente por Moore y Kaufmann, y 
ontinúa en evolu
ión. In-tenta ha
er realidad, 
on bastante éxito, el deseo de M
Carthy de disponer
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omputa
ional A
l2de un sistema 
apaz de demostrar teoremas sobre programas es
ritos en Lisppuro [73℄:Instead of debugging a program, one should prove that it meetsits spe
i�
ation and this proof should be 
he
ked by a 
omputerprogram.� John M
Carthy, �A Basis for a Mathemati
al Theory of Computation� (1961)Tanto Nqthm 
omo A
l2 se han utilizado en áreas muy diversas. Algunosejemplos son los siguientes:La inde
idibilidad del problema de parada [6℄.El teorema de Chur
h-Rosser para el λ-
ál
ulo [93℄.La ley de 
uadrados re
ípro
os de Gauss [90℄.El teorema de in
ompletitud de Gödel [94℄.El teorema de Ramsey [54℄.El teorema fundamental del Cál
ulo [50℄.La 
orre

ión de un algoritmo para el 
ál
ulo de la transformada rápidade Fourier [25℄.El mi
ro
ódigo del algoritmo de división de 
oma �otante y de 
ál
ulode la raíz 
uadrada del pro
esador AMD K5 [72, 92℄.El 
ódigo RTL que implementa las opera
iones elementales sobre nú-meros de 
oma �otante del pro
esador AMD Athlon [91℄.Puede en
ontrarse una des
rip
ión 
on
isa de A
l2 en [46℄. En realidad, parade�nir qué es A
l2 hay que enfo
arlo desde tres puntos de vista distintos:1. Desde la perspe
tiva de los lenguajes de programa
ión.2. Desde un punto de vista lógi
o.3. Desde el enfoque de los sistemas de razonamiento automáti
o.
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l2 332.2.1. A
l2 es un lenguaje de programa
ión apli
ativoToda fun
ión admitida bajo el prin
ipio de de�ni
ión de A
l2 es una fun
iónde Common Lisp. El re
ípro
o no es 
ierto, ya que para razonar en la lógi
aA
l2 sobre una fun
ión su eje
u
ión debe sólo depender de sus parámetrosreales:1 a iguales parámetros, igual resultado. Por otro lado, los lenguajes deprograma
ión 
onven
ionales, y Common Lisp no es una ex
ep
ión, permi-ten de�nir �fun
iones� 
uya termina
ión no está garantizada.Esto ha
e que sea posible pensar en A
l2 
omo en un lenguaje de progra-ma
ión apli
ativo o fun
ional puro. Más explí
itamente, puede 
onsiderarseque es un sub
onjunto de Common Lisp libre de efe
tos 
olaterales, esto es,no se permiten variables globales ni modi�
a
ión destru
tiva de datos.Por tanto, se utiliza la sintaxis de Common Lisp para expresar 
ualquier
on
epto enA
l2. Por ejemplo, 1+1 se des
ribe enA
l2 empleando nota
iónpre�ja, mediante la expresión (+ 1 1).Al igual que en la mayoría de los diale
tos de Lisp, A
l2 se presenta alusuario 
omo un bu
le de le
tura, evalua
ión e impresión, llamado bu
leread-eval-print. Es de
ir, A
l2 a
túa 
omo un intérprete que lee la expresiónintrodu
ida por el usuario, la evalúa, e imprime el resultado. Este pro
esoprosigue inde�nidamente a menos que la evalua
ión aborte.Tipos de datosA
l2 posee 
in
o tipos de datos bási
os: números (naturales, enteros, ra
io-nales y ra
ionales 
omplejos), 
ara
teres, 
adenas, símbolos y pares ordenados(
onses). Todos los objetos de estos tipos bási
os, a ex
ep
ión de los pares or-denados, se 
onsideran atómi
os en A
l2 y son re
ono
idos por el predi
adoatom.Los números se representan de la manera habitual en Lisp. Los enteros sonre
ono
idos por el predi
ado integerp y están in
luidos en los ra
ionales,que se re
ono
en mediante rationalp. Todos los números son re
ono
idospor el predi
ado a
l2-numberp. No existen números en 
oma �otante.Dos símbolos que se emplean 
on profusión son las 
onstantes nil y t, re
o-no
idas por el predi
ado booleanp. Estos símbolos lógi
os ha
en referen
ia alos valores booleanos �falso� y �verdadero�, respe
tivamente. Sin embargo,en 
ualquier 
ontexto en el que aparez
a una expresión lógi
a, A
l2 inter-1O su de�ni
ión no bastaría y sería ne
esario introdu
ir el 
on
epto de �estado global�.
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a 
omputa
ional A
l2preta nil 
omo �falso� y 
ualquier otro valor 
omo �verdadero�, de formaque en tales expresiones 
ualquier 
osa que no sea nil a
túa 
omo si fuera t.Es importante re
ordar que todo símbolo pertene
e a un paquete. Cada pa-quete representa un espa
io de nombres separado. En 
ada momento existeun paquete a
tivo o �paquete de trabajo� de manera que al ha
er referen
iaa un símbolo de di
ho paquete, el nombre del paquete pueda omitirse. Elpaquete por defe
to es ACL2.Para nombrar explí
itamente a un símbolo de un determinado paquete seresuelve el ámbito 
olo
ando :: entre el nombre del paquete y el del símbolo
omo en ACL2::if.Los pares ordenados o 
onses se 
onstruyen 
on la fun
ión binaria 
onsy son re
ono
idos por el predi
ado 
onsp. Son, sin duda, los objetos másutilizados en A
l2, ya que no son atómi
os y permiten 
onstruir objetos
omplejos. Las listas se pueden representar mediante pares ordenados. Laprimera 
omponente se denomina �primero� y a ella se a

ede 
on la fun
ión
ar. La segunda 
omponente se denomina �resto� y a ella se a

ede 
on lafun
ión 
dr.Tanto 
ar 
omo 
dr son nombres históri
os que po
o re�ejan su verdaderosigni�
ado, por lo que pueden ser preferibles sus sinónimos first y rest,respe
tivamente.Es importante saber que al pre
eder a un objeto 
on el 
ará
ter ' se le trans-forma en una 
onstante. Lo mismo o
urre si se le apli
a la fun
ión espe
ialquote. A estas 
onstantes espe
iales se las denomina 
onstantes apostrofadas.Aunque nil, no sea un 
ons, sino un símbolo, es 
onsiderado una lista: lalista va
ía, que es re
ono
ida por el predi
ado null. El 
onjunto formado porlos pares y la lista va
ía es re
ono
ido por el predi
ado listp.Un detalle importante es que, al igual que en Common Lisp, tanto el first
omo el rest de nil valen, pre
isamente, nil.ExpresionesLas expresiones de A
l2 se 
lasi�
an en las siguientes 
ategorías:1. Símbolos de 
onstante: nil, t, una 
lave (un símbolo del paquete es-pe
ial KEYWORD), o símbolos de�nidos 
on def
onst que 
omenzarán yterminarán 
on el 
ará
ter *.
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l2 352. Expresiones 
onstantes: un número, un 
ará
ter, una 
adena o una
onstante apostrofada.3. Símbolos de variable: todo aquél que no es un símbolo de 
onstante. Elvalor de una variable respe
to de una asigna
ión es el valor que di
hosímbolo tiene asignado.4. Expresiones fun
ionales: la apli
a
ión de una fun
ión de�nida 
on defun,o de una λ-expresión, a un número de parámetros reales que 
oin
ide
on su número de parámetros formales. Los parámetros reales son ex-presiones y los formales, variables.Fun
iones y ma
rosA
l2 in
orpora una gran 
antidad de fun
iones y ma
ros primitivas. Aun-que la mayoría de estas fun
iones existen en Common Lisp, hay que teneren 
uenta que pueden existir algunas diferen
ias sutiles. Por ejemplo, unaexpresión 
ondi
ional if siempre posee en A
l2 una 
ondi
ión, una ramaenton
es y una rama si no. Sin embargo, la rama si no puede omitirse enCommon Lisp.Se puede emplear 
ond en lugar de if anidados, aunque esto es una me-ra 
uestión estéti
a. También se puede emplear 
ase alternativamente endeterminadas o
asiones.El usuario puede de�nir nuevas fun
iones mediante defun y nuevas ma
rosmediante defma
ro (o defabbrev que previamente liga los parámetros realeslo
almente, forzando su evalua
ión). La apli
a
ión de una ma
ro provo
auna mera sustitu
ión textual de los parámetros formales por los reales en su
uerpo previa a la evalua
ión de éste.En o
asiones es útil ligar variables lo
almente (
on ámbito léxi
o). Esto puedelograrse 
on let y let*. En realidad, let existe sólo por 
omodidad, ya quees equivalente a la apli
a
ión de una λ-expresión que liga sus parámetrosreales a los formales en paralelo.A ve
es puede ser útil realizar la ligadura se
uen
ialmente, en lugar de enparalelo, para emplear un valor previamente ligado. En este 
aso se sueleemplear let*, que equivale a un let anidado.En A
l2 todas las fun
iones tienen un número �jo de parámetros, sin embar-go, el empleo de ma
ros permite simular fun
iones 
on un número variable
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a 
omputa
ional A
l2de parámetros. Las ma
ros realizan transforma
iones meramente sintá
ti
assobre sus parámetros.Por ejemplo, + es una ma
ro que re
ibe un número arbitrario de parámetrosy que, 
uando re
ibe más de un parámetro, equivale a la apli
a
ión reiteradade la fun
ión primitiva binary-+ que, 
omo su nombre indi
a, es binaria.Algo similar o
urre 
on *, or, and y list.Otras ma
ros 
omo - y / trabajan sólo unaria y binariamente. También lashay que han de re
ibir al menos un parámetro, 
omo list* y append.A
l2 posee dos modos bási
os de fun
ionamiento: modo lógi
o y modo pro-grama. La diferen
ia fundamental entre ambos modos es que en modo lógi
oes obligatorio demostrar la termina
ión de las fun
iones introdu
idas.Ini
ialmente A
l2 se en
uentra en modo lógi
o y puede pasar a modo pro-grama mediante la fun
ión program. El paso 
ontrario se realiza mediantelogi
.Es absolutamente ne
esario que introduz
amos nuestras fun
iones en modológi
o si queremos razonar sobre ellas. Al demostrar su termina
ión asegura-mos que la fun
ión está matemáti
amente bien de�nida.2.2.2. A
l2 es una lógi
a 
omputa
ionalPara razonar formalmente sobre las fun
iones en A
l2 se ne
esita de al-gún modo poder des
ribir propiedades sobre ellas. Podría pensarse que estotalmente ne
esario de�nir un nuevo formalismo. Sin embargo, no es así.Por ejemplo, supóngase que se ha programado una fun
ión ordena que re
ibeuna lista de números enteros y, supuestamente, devuelve di
ha lista ordena-da as
endentemente. Deseamos demostrar que di
ha fun
ión es 
orre
ta. Elproblema de la 
orre

ión se divide de manera natural en parada y 
orre

iónpar
ial. Olvidemos por un momento el problema de la parada y 
entrémonosen el de la 
orre

ión par
ial.Un aspe
to obvio de su 
orre

ión par
ial es que su resultado es una listahomogénea de números enteros ordenada as
endentemente. Pero esto no essu�
iente. Otro aspe
to, quizás menos evidente, es que el resultado no debe
ontener nuevos elementos ni obviar ninguno de los existentes.Consideremos la primera propiedad; se podría 
omenzar por 
omprobar di
ha
onjetura eje
utando la fun
ión ordena sobre algunos ejemplares y observan-
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l2 37do que se 
umple. Tras algunas pruebas, podríamos de�nir un predi
ado querealizara di
has 
omproba
iones por nosotros.Este predi
ado podría llamarse ordenadap y 
omprobaría si su parámetro esuna lista homogénea de números enteros ordenados 
re
ientemente. De estaforma, se podrían evaluar automáti
amente expresiones que 
omprobasen sila salida de ordena veri�
a el predi
ado ordenadap.Pero aunque repitiéramos estos experimentos durante toda nuestra vida, nun-
a podríamos estar seguros de que nuestra 
onjetura es un teorema, ya quehay un número in�nito de posibilidades. Por el 
ontrario, un sólo 
aso enel que el experimento fallase demostraría lo falaz de nuestra 
onjetura. Aúnmás, ¾estamos seguros de que la fun
ión auxiliar que hemos de�nido ha
ebien su trabajo?Así que, después de realizar un número su�
iente de pruebas para 
onven-
ernos de que la 
onjetura es plausible y de que no hemos 
ometido errores
rasos, se podría intentar demostrar la propiedad deseada. Muy probable-mente quedemos sorprendidos: el teorema bien puede ser falso si no exigimosque ordena re
iba una lista homogénea de números enteros.Esto puede pare
er trivial a las personas a
ostumbradas a trabajar 
on tipos.Pero A
l2 no posee tipos, al menos en el sentido estri
to de la palabra, y nose puede expresar lógi
amente el he
ho de que ordena debe re
ibir un objetodel tipo apropiado durante su de�ni
ión: debe 
onstar explí
itamente 
omouna hipótesis del teorema que pretendemos demostrar.Otro aspe
to importante es que la de�ni
ión de una fun
ión introdu
e unnuevo axioma y, por 
onsiguiente, A
l2 impone 
iertas restri

iones paraasegurar que no se introdu
en in
onsisten
ias en la lógi
a. Como se observa,la lógi
a de A
l2 es en 
ierto modo dinámi
a: depende de la �historia� de lasesión. Al de�nir una fun
ión, las restri

iones impuestas por A
l2 aseguranque se obtenga una extensión 
onservativa de su 
onjunto de axiomas.La prin
ipal restri

ión es que las fun
iones deben ser totales, es de
ir, todafun
ión debe terminar su eje
u
ión en un tiempo �nito 
uando se apli
a a
ualquier objeto de A
l2, supuesto que haya su�
ientes re
ursos 
omputa-
ionales para ello. Más aún, esto debe ser demostrado o la fun
ión no seráa
eptada.Los argumentos de termina
ión se 
onstruyen mediante el 
on
epto de �bue-na fundamenta
ión�. Una estru
tura bien fundamentada es un 
onjunto do-tado de una rela
ión de orden noetheriana. Es de
ir, de
imos que un 
onjunto
A 
on una rela
ión < está bien fundamentado si, y sólo si, no existe una se-
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l2
uen
ia in�nita de elementos de A estri
tamente de
re
iente 
on respe
to a
<. Abusando del lenguaje, obviaremos el 
onjunto o la rela
ión 
uando el
ontexto lo permita.El 
onjunto de los ǫ0-ordinales (los ordinales menores que ǫ0) 
on su rela
iónde orden natural 
onstituyen la úni
a estru
tura bien fundamentada 
ono
idameta-teóri
amente por A
l2. Son por tanto el úni
o modo de demostrar latermina
ión de fun
iones en A
l2.Esto 
onstituye 
iertamente una limita
ión teóri
a, pero, en la prá
ti
a, los
ǫ0-ordinales son su�
ientes para demostrar la termina
ión de multitud defun
iones.Lógi
a de primer orden sin 
uanti�
adoresA
l2 es una lógi
a de primer orden sin 
uanti�
adores y 
on igualdad. Susintaxis 
oin
ide 
on la del lenguaje de programa
ión Common Lisp.Una 
onstante puede ser un símbolo de 
onstante o una expresión 
onstan-te. Un símbolo de variable es 
ualquier símbolo que no sea un símbolo de
onstante. Un símbolo de fun
ión es un símbolo de fun
ión primitivo o unode�nido por el usuario. Nótese que, en A
l2, un símbolo puede ser a la vezde variable y fun
ión.Un término es una 
onstante, una variable o la apli
a
ión de una fun
ión (ode una λ-expresión) n-aria a n términos. Más pre
isamente, si f es un símbolode fun
ión n-aria, x1, . . . , xn son símbolos de variable distintos, τ, τ1, . . . , τnson términos y x1, . . . , xn son las úni
as variables libres de τ , enton
es:

f(τ1, . . . , τn)

(λx1, . . . , xn.τ)(τ1, . . . , τn)son también términos.Formalmente, en A
l2 no existen símbolos de predi
ado, aunque a las fun
io-nes booleanas se las denomine informalmente �predi
ados�. Siendo estri
tos,las úni
as fórmulas atómi
as existentes son las igualdades entre términos.Una fórmula es una fórmula atómi
a o la apli
a
ión de un operador lógi
oa otras fórmulas. Los operadores lógi
os son la igualdad = y las 
one
tivasproposi
ionales habituales: ¬, ∨, ∧, → y ↔.Aunque, nil 
orresponde a ⊥ y t a ⊤, semánti
amente se interpreta nil
omo �falso� y 
ualquier otro término 
omo �verdadero�. Se equiparan así,semánti
amente, los términos a las fórmulas.
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l2 39Debido a esto existe una fuerte rela
ión entre fórmulas y términos. El término
τ es semánti
amente equivalente a la fórmula ¬(τ = ⊥). Este abuso dellenguaje permite emplear términos 
on la sintaxis 
on
reta de A
l2 
omosustitutos de las fórmulas. Toda fórmula se puede expresar 
omo un término
uyo símbolo de fun
ión más externo es not, or, and, implies, iff o equal.Por ejemplo, a la fórmula lógi
a:

¬(¬(f(x, y) = ⊥) ∨ (f(y, x) = ⊤) = ⊥)le 
orresponden los siguientes términos en la sintaxis de A
l2:(not (equal (or (not (equal (f x y) nil)) (equal (f y x) t)) nil))(not (equal (or (f x y) (equal (f y x) t)) nil))(or (f x y) (equal (f y x) t))Obsérvese que la sintaxis de la lógi
a A
l2 es igual a la sintaxis del lenguajede programa
ión A
l2. De he
ho, los términos también re
iben el nombrede �expresiones�. Del mismo modo, la semánti
a de la lógi
a se de�ne para
orresponder también a la del lenguaje de programa
ión.Axiomas y reglas de inferen
iaLos axiomas in
luyen a los de la lógi
a proposi
ional más los de la igualdady una serie de axiomas sobre sus fun
iones primitivas que permiten trabajar
on números (enteros, ra
ionales y 
omplejos ra
ionales), 
ara
teres, 
adenasde 
ara
teres, símbolos y listas.2Las reglas de inferen
ia son las del 
ál
ulo proposi
ional 
on igualdad junto
on instan
ia
ión de variables e indu

ión. Todas permiten dedu
ir nuevosteoremas a partir de otros ya 
ono
idos.La regla de instan
ia
ión de variables permite sustituir variables en un teo-rema por términos para obtener otro teorema. La regla de indu

ión permiteredu
ir la demostra
ión de un teorema a un 
onjunto �nito de 
asos em-pleando indu

ión sobre los ǫ0-ordinales. La regla de instan
ia
ión fun
ionalpermite sustituir fun
iones en un teorema por otras para obtener un nuevoteorema.Los axiomas y reglas de inferen
ias de la lógi
a de A
l2 que tratan la par-te proposi
ional pertene
en, en esen
ia, a Shoen�eld [95℄. Se estable
e un2Una extensión de A
l2, denominada A
l2(r), in
luye a los números reales.
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a 
omputa
ional A
l2esquema de axiomas y 
uatro reglas de inferen
ia, 
onsiderándose 
omo pri-mitivos los operadores lógi
os de nega
ión (¬) y disyun
ión (∨) y de�niendolos restantes (∧, → y ↔).Una demostra
ión formal puede representarse mediante un árbol �nito defórmulas, 
ada una de las 
uales es un axioma o se dedu
e mediante unaregla de inferen
ia de las anteriores. Un teorema es 
ualquier fórmula en unademostra
ión.Prin
ipios de extensión y de indu

iónLa lógi
a in
luye también dos prin
ipios de extensión: de�ni
ión y en
ap-sulado. Ambos permiten añadir nuevos símbolos de fun
ión y axiomas a lalógi
a preservando su 
onsisten
ia.Además, se in
luye un prin
ipio de indu

ión. Este prin
ipio junto 
on el dede�ni
ión dependen de una estru
tura bien fundamentada: los ordinales deA
l2.Estos ordinales 
orresponden a los ordinales menores que ǫ0, ya que se de-muestra que existe un isomor�smo entre ambos 
onjuntos. Algunos valores
on
retos apare
en en la tabla 2.1. Los ǫ0-ordinales forman un 
onjunto bienfundamentado bajo una rela
ión de orden apropiada.A
l2 axiomatiza el re
ono
edor e0-ordinalp para los ǫ0-ordinales, así 
omoun orden e0-ord-< sobre ellos que 
orresponde 
on el orden usual de losordinales de la teoría de 
onjuntos.El prin
ipio de de�ni
iónEl prin
ipio de de�ni
ión es esen
ial, ya que permite introdu
ir nuevossímbolos de fun
ión y aso
iarles (axiomáti
amente) una de�ni
ión.Un aspe
to importante es que la de�ni
ión de una fun
ión introdu
eun nuevo axioma y, por 
onsiguiente, A
l2 impone 
iertas restri

ionesa las de�ni
iones de las fun
iones para asegurar que no se introdu
enin
onsisten
ias en la lógi
a. Para preservar la 
onsisten
ia, el sistemaúni
amente admite una de�ni
ión de una fun
ión bajo este prin
ipio si
umple lo siguiente:1. Su nombre es un nuevo símbolo de fun
ión.2. Sus parámetros formales son símbolos de variable distintos.
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0 0
1 1
ω (1 . 0)

ω + 1 (1 . 1)
ω + 2 (1 . 2)
ω · 2 (1 1 . 0)

ω · 3 + 1 (1 1 1 . 1)
ω2 (2 . 0)
ω3 (3 . 0)
ωω ((1 . 0) . 0)

ωω + ω5 + ω · 2 + 3 ((1 . 0) 5 1 1 . 3)
ωω2 ((2 . 0) . 0)
ωωω (((1 . 0) . 0) . 0)

ǫ0 No existeTabla 2.1: Ordinales y su representa
ión3. Su 
uerpo es un término 
uyas úni
as variables libres son los pa-rámetros formales.4. Una 
ierta medida ordinal de sus parámetros formales de
re
e es-tri
tamente en 
ada llamada re
ursiva que aparez
a en su 
uerpo.De todas las restri

iones anteriores la más importante es la última:demostrar la termina
ión de la fun
ión 
uando se apli
a sobre 
ualquierobjeto de A
l2; ya que, o esto se prueba o la fun
ión no será admitida.SiA
l2 logra demostrar que una fun
ión es admisible, añade un axiomade de�ni
ión que iguala la apli
a
ión de la fun
ión a su 
uerpo. Nóteseque la admisibilidad de las fun
iones no re
ursivas es trivial.En la prá
ti
a, si el usuario no suministra explí
itamente la fun
iónde medida y la rela
ión de orden bien fundamentada, el sistema em-plea a
l2-
ount y e0-ord-<, intentando averiguar un término en elque intervengan los parámetros de la fun
ión y 
uyo tamaño de
rez
aestri
tamente en 
ada llamada re
ursiva.La fun
ión a
l2-
ount 
al
ula un número natural que representa, en
ierto sentido, el tamaño de un objeto. Por ejemplo, el tamaño de un
ons es uno más que la suma de los tamaños de su 
ar y su 
dr; o eltamaño de un entero es su valor absoluto.
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omputa
ional A
l2El prin
ipio de en
apsulado y la regla de instan
ia
ión fun
ionalEl prin
ipio de en
apsulado permite introdu
ir nuevos símbolos de fun-
ión restringidos por axiomas a tener 
iertas propiedades. Para preser-var la 
onsisten
ia, el sistema exige que se propor
ionen �testigos� de laexisten
ia de tales fun
iones, es de
ir, un modelo de la teoría generada.La instan
ia
ión fun
ional es una regla de inferen
ia derivada de esteprin
ipio. El papel que juega el prin
ipio de en
apsulado en el desarrolloestru
turado de teorías se expli
a en [52℄.El prin
ipio de indu

iónEste prin
ipio está basado en el prin
ipio de indu

ión bien fundamen-tado y su 
orre

ión queda justi�
ada por la buena fundamenta
ión dee0-ord-< sobre los objetos que veri�
an e0-ordinalp.Es habitual estable
er el prin
ipio de indu

ión tomando la hipótesis deindu

ión sobre n y la tesis de indu

ión sobre f(n), siendo f una fun-
ión 
onstru
tora. Esto puede reformularse de manera que la hipótesisde indu

ión se tome sobre f−1(n), siendo f−1 una fun
ión destru
to-ra, y la tesis de indu

ión sobre n.3 Es esta última formula
ión la queemplea A
l2, ya que fa
ilita la obten
ión de esquemas de indu

ión vá-lidos a partir de la des
omposi
ión que realizan las fun
iones re
ursivasde sus parámetros.En A
l2 no existe la indu

ión fuerte, pero es posible emplear unnúmero arbitrario de hipótesis de indu

ión.Equivalen
ias y 
ongruen
iasLas rela
iones de equivalen
ia se introdu
en en A
l2 mediante fun
ionesbinarias para las que se han probado las propiedades de re�exividad, simetríay transitividad.Para ello, normalmente, se utiliza el evento defequiv que se en
arga de in-tentar demostrar que la fun
ión binaria que re
ibe 
omo parámetro satisfa
elas tres propiedades, y la in
orpora en el sistema 
omo una rela
ión de equi-valen
ia.(defequiv rela
ión)3Esta formula
ión suele exigir una nueva hipótesis sobre n.



2.2 Las tres visiones de A
l2 43Por otra parte, el evento def
ong demuestra que una rela
ión de equivalen
iapreserva otra en un determinado parámetro de una fun
ión dada. Dada unafun
ión f y dos rela
iones de equivalen
ia, equiv1 y equiv2, la siguiente ordenestable
e para f que, si se sustituye su i-ésimo parámetro por uno equivalente
on respe
to a equiv1, el resultado es equivalente al original 
on respe
to aequiv2.(def
ong equiv1 equiv2 (f x1 . . . xn) i)Otras 
ara
terísti
asLa ausen
ia de 
uanti�
a
ión ha
e que el 
ará
ter de la lógi
a sea fundamen-talmente 
onstru
tivo: más que enun
iar el he
ho de que un 
ierto objetoexiste, se ha de exponer una fun
ión 
omputable que 
onstruya un objeto
on las propiedades deseadas.Otro aspe
to interesante es la ausen
ia de tipos4 y el 
ará
ter total de lalógi
a. Las fun
iones introdu
idas bajo el prin
ipio de de�ni
ión han de serfun
iones re
ursivas totales. Aunque esto último 
onstituya una limita
iónteóri
a, en la prá
ti
a, la mayoría de las fun
iones par
iales que solemosde�nir pueden ser generalizadas 
onvenientemente para obtener fun
ionestotales equivalentes bajo sus dominios de de�ni
ión.Posteriormente se pueden emplear prote

iones para de
larar el dominio quese pretende que di
has fun
iones tengan en eje
u
ión. Las prote

iones sonun me
anismo extra-lógi
o, es de
ir, no afe
tan a las propiedades lógi
as delas fun
iones.Se puede emplear A
l2 para intentar demostrar dentro de la lógi
a que sila apli
a
ión de una fun
ión no viola su prote

ión, ninguna de las su
esivasllamadas a fun
ión de su 
uerpo violan las suyas. A esto se le llama �veri�
arla prote

ión�. La veri�
a
ión de la prote

iones de una fun
ión garantiza laobten
ión de 
ódigo Lisp eje
utable e�
ientemente, y 
on los mismos resul-tados, en 
ualquier plataforma que esté a
orde 
on Common Lisp.4Sin embargo, un sistema de dedu

ión de tipos está presente internamente en elsistema.
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a 
omputa
ional A
l22.2.3. A
l2 es un sistema de razonamiento automáti
oCuando se suministra una 
onjetura a A
l2 para que la demuestre, o se ex-tiende la lógi
a mediante uno de los prin
ipios de extensión, siendo ne
esario
omprobar que se 
umplen 
iertas 
ondi
iones, A
l2 se 
omporta 
omo undemostrador de teoremas.Como tal, emplea una serie de té
ni
as de prueba en su búsqueda de unademostra
ión de la 
onjetura. Cada té
ni
a de prueba puede verse 
omo unpro
eso que re
ibe una fórmula 
omo entrada y produ
e un 
onjunto defórmulas 
omo resultado: la fórmula de entrada es un teorema si 
ada unade las resultantes lo es.Por supuesto, puede que un pro
eso no sea apli
able a una fórmula. En tal
aso, el pro
eso no falla, sino que produ
e un 
onjunto que 
ontiene úni
a-mente a di
ha fórmula. Por otro lado, si un pro
eso es 
apaz de demostrarque una determinada fórmula es un teorema, devuelve el 
onjunto va
ío.Cuando el usuario propor
iona una 
onjetura al sistema, su fórmula se 
on-vierte en el objetivo de la demostra
ión y pasa se
uen
ialmente por 
ada unode los pro
esos hasta que uno de ellos sea apli
able. Éste produ
e un 
onjun-to de subobjetivos que reemplazan al objetivo original y todo 
omienza denuevo (manteniéndose una �bolsa� de objetivos pendientes).Esto 
ontinúa hasta que no quedan subobjetivos pendientes de demostrar ohasta que se 
umplen determinadas 
ondi
iones de termina
ión que indi
anque el sistema no puede 
ompletar la demostra
ión de la 
onjetura (in
luso, ave
es, apare
e un 
i
lo); en este último 
aso la 
onjetura ini
ial puede o no serun teorema. Como se observa, el razonamiento es regresivo. En la siguientese

ión se des
ribe, brevemente, 
ada pro
eso.Por otro lado, para llevar a 
abo todo esto, el sistema toma informa
ión tantodel usuario 
omo de una base de datos, llamada mundo lógi
o o simplemen-te mundo. El mundo in
orpora las estrategias de demostra
ión de teoremasdesarrolladas por el usuario y 
odi�
adas 
omo reglas que dirigen 
iertosaspe
tos del 
omportamiento del sistema. Cuando intenta demostrar un teo-rema, el sistema apli
a la estrategia del usuario, pudiendo utilizar tambiénlos 
onsejos que se suministren 
on el teorema, y muestra su intento de de-mostra
ión.Es importante tener en 
uenta que el usuario no tiene 
ontrol sobre el 
om-portamiento del demostrador una vez que empieza la demostra
ión, ex
eptointerrumpiéndola o abortándola. Por otro lado, en el 
aso que el demostrador
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l2 45haya tenido éxito, in
luye en el mundo nuevas reglas derivadas del teoremaque se a
aba de demostrar.Órdenes bási
as de demostra
iónSe puede intentar demostrar una 
onjetura empleando defthm. Si se tieneéxito, el teorema se añadirá en forma de reglas a la base de datos. La formageneral de defthm es la siguiente:(defthm nombrefórmula
[:rule-
lasses 
lases de regla]
[:hints 
onsejos])La orden anterior indi
a al sistema que demuestre la fórmula fórmula, leponga al teorema el nombre nombre y 
onstruya 
on él reglas de las 
lasesindi
adas.Las 
lases de regla se espe
i�
an mediante una 
lave o lista de 
laves apro-piadas. Durante la demostra
ión el sistema atenderá a los 
onsejos suminis-trados.Lo más importante a la hora de utilizar el demostrador es diseñar una estrate-gia de demostra
ión �apropiada� y expresarla en fun
ión de reglas derivadasde teoremas. Hay diversas 
lases de regla. Las reglas más 
omunes son las derees
ritura, las de de�ni
ión y las de pres
rip
ión de tipos. Por omisión, lasreglas son de rees
ritura. A
l2 emplea rees
ritura ordenada, propor
ionandoasí un me
anismo que, bien empleado, permite evitar la apari
ión de 
i
losde rees
ritura [62℄.Cada regla produ
ida tiene su propio estado: a
tivada o desa
tivada. Lasúni
as reglas que el demostrador puede emplear implí
itamente son las quese en
uentran a
tivas. La a
tiva
ión y desa
tiva
ión de reglas se realiza 
onla orden in-theory, 
uyo formato bási
o es:(in-theory (disable lista de reglas))(in-theory (enable lista de reglas))También se puede emplear deftheory para de�nir teorías 
omo 
onjuntos dereglas. Esto fa
ilita su a
tiva
ión o desa
tiva
ión en bloque.
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a 
omputa
ional A
l2(deftheory nombrelista de reglas)Té
ni
as de demostra
iónEl demostrador está organizado 
omo se muestra en la �gura 2.1. En el 
entroestá el 
onjunto de fórmulas a ser demostrado, y alrededor las seis té
ni
as dedemostra
ión o pro
esos que in
orpora el demostrador en el orden en el quese van apli
ando. Además, aunque no apare
e en la �gura, 
ada té
ni
a dedemostra
ión puede emplear las reglas a
tivas pro
edentes del mundo lógi
o.

Usuario

Uso de equivalencias 

Generalización

Eliminación de irrelevancias

Inducción

Eliminación de destructores

Simplificación

Fórmulas

Figura 2.1: Pro
esos del demostrador de teoremas
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Capítulo 3Anillos polinómi
os
3.1. Introdu

iónA lo largo de los últimos 
in
uenta años se han 
onstruido diversos sistemasde 
ál
ulo simbóli
o 
uyo objetivo es automatizar las ne
esidades 
re
ientesde resolu
ión de problemas matemáti
os en las Cien
ias y en las Ingenierías.A su vez, la popularidad de estos sistemas ha propi
iado la apari
ión denuevos algoritmos [18, 26℄.No obstante, en el nú
leo de todos y 
ada uno de estos sistemas se en
uentrauna solu
ión, a menudo diferente, al problema de representar los distintosentes matemáti
os y, muy en parti
ular, los polinomios de múltiples variablesy sus opera
iones [102℄.Algunos trabajos que tratan la formaliza
ión del 
on
epto de polinomio den-tro de los sistemas de razonamiento automáti
o se en
uentran en [2, 79℄. Porotro lado, los intentos de formaliza
ión que se han llevado a 
abo 
on máséxito, se han realizado sobre todo en el 
ontexto de herramientas donde elnivel de automatiza
ión no es alto y el razonamiento está fundamentalmentedirigido por el usuario [3, 100℄.Intentaremos 
ubrir esta 
aren
ia dotando a A
l2 de un libro reutilizableque permita estru
turar ulteriores trabajos de veri�
a
ión automáti
a de al-goritmos que manipulen polinomios. No obstante, éste no es el úni
o objetivopuesto que no sólo se trata de en
ontrar una formaliza
ión ade
uada parala demostra
ión, sino que también nos permita realizar 
ál
ulos y 
omputar
on los algoritmos que la empleen.
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osEn aras de la brevedad, no podemos in
luir todos los detalles de las de-mostra
iones presentadas. Remitimos al le
tor interesado al 
ódigo A
l2
orrespondiente en el dire
torio polinomios.3.2. Representa
ión de los polinomiosLa representa
ión de los objetos bajo estudio es una 
uestión fundamen-tal para el éxito de 
ualquier trabajo de 
erti�
a
ión. Esto es espe
ialmenteimportante 
uando se trata de polinomios, por la gran variedad de represen-ta
iones que admiten y lo distinto de los algoritmos que las operan.El grado de di�
ultad aso
iado a la demostra
ión automáti
a de una deter-minada propiedad depende en gran medida de la representa
ión es
ogida.Comentemos esto 
on algo más de detalle analizando dos esquemas prin
i-pales de representa
ión explorados durante la realiza
ión de este trabajo.3.2.1. Representa
ión normalizadaIni
ialmente se eligió para los polinomios una representa
ión dispersa (dondeno apare
en los monomios nulos) y normalizada (donde los monomios estánen orden estri
tamente de
re
iente) [18, 26, 102℄, en la que a 
ada polinomiose aso
ia una representa
ión úni
a donde no se representan los monomios de
oe�
iente nulo, ni apare
en monomios 
on idénti
o término.Con este enfoque, por otro lado habitual en la programa
ión de sistemasde 
ál
ulo simbóli
o, se pueden 
onseguir algoritmos muy e�
ientes [36, 102℄que operan 
on objetos normalizados produ
iendo 
omo resultado objetostambién normalizados. Para ello es ne
esaria la de�ni
ión de un orden totalestri
to sobre los términos que 
omponen los monomios, existiendo diversasposibilidades al respe
to ampliamente 
omentadas en la literatura.La prin
ipal ventaja de este método desde el punto de vista de la veri�
a
iónradi
a en el he
ho de que la equivalen
ia semánti
a se transforma en igual-dad sintá
ti
a, muy simple, y que viene representada en A
l2 mediante elpredi
ado equal.No es difí
il formalizar esta representa
ión de manera que sea a
eptada porel sistema. Sin embargo, apare
en problemas realmente 
uando se intentandemostrar propiedades tan elementales 
omo la aso
iatividad de la suma.



3.2 Representa
ión de los polinomios 51El análisis de las demostra
iones fallidas muestra 
ómo el in
onveniente másimportante de esta representa
ión es el de 
ompli
ar en ex
eso las de�ni-
iones de las opera
iones. Cada opera
ión ha de o
uparse del pro
eso denormaliza
ión y, en 
on
reto, de mantener ordenados los monomios del poli-nomio resultante. Esto produ
e un gran impa
to sobre la 
omplejidad de laspruebas.Desgra
iadamente, todo apunta a que pare
e existir un 
ompromiso entree�
ien
ia algorítmi
a y fa
ilidad de veri�
a
ión. Esto nos 
ondujo a emplearotra representa
ión algorítmi
amente menos e�
iente, pero en la que las pro-piedades sean más sen
illas de veri�
ar.Posteriormente, podría utilizarse re�namiento y demostrar la equivalen
iade los algoritmos empleados 
on versiones más e�
ientes. En po
as palabras,el problema se redu
e a en
ontrar una fun
ión e�
iente para 
ada fun
iónine�
iente de nuestra representa
ión y a demostrar que son equivalentes. Noobstante, no trataremos este problema en esta tesis.3.2.2. Representa
ión desnormalizadaEmplear una representa
ión desnormalizada presenta algunos in
onvenientes
omo que la igualdad es semánti
a, esto es, ha de operar 
on las 
lases deequivalen
ia indu
idas por el pro
eso de normaliza
ión, y el demostrador nola maneja dire
tamente.1No obstante, también posee grandes ventajas, ya que evita a las opera
ionesel tener que trabajar en forma normal y, por tanto, sus de�ni
iones se sim-pli�
an 
onsiderablemente. En 
onse
uen
ia, también se ha
e más sen
illa lademostra
ión automáti
a de sus propiedades.Al separar el 
ál
ulo que ha
e el algoritmo del pro
eso de normaliza
ión,se 
on
entra el problema de normaliza
ión en un úni
o lugar: el predi
adode igualdad. Por supuesto que la igualdad se ha 
ompli
ado, pero en menormedida de lo que se 
ompli
an las opera
iones 
on la representa
ión norma-lizada.1Este problema puede paliarse en A
l2 mediante el empleo de 
ongruen
ias. Otrossistemas, 
omo Nqthm [4, 9℄ y Coq [22℄, no poseen esta posibilidad y es ne
esario 
rearteoremas de 
ompatibilidad entre las opera
iones y las rela
iones de equivalen
ia paraobtener algo similar. Véase 
ómo in�uye este problema en [100℄.
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os3.2.3. Ele

ión de la representa
iónLa alternativa elegida ha sido la de emplear, ini
ialmente, una representa-
ión dispersa y desnormalizada, para posteriormente obtener, en
ima de esta
apa desnormalizada, polinomios normalizados, esto es, polinomios 
on unarepresenta
ión normalizada.Las representa
iones normalizada y desnormalizada tienen algo en 
omún:ambas utilizan el 
on
epto de orden de monomios (un orden estri
to totalsobre términos extendido a monomios). Este orden se emplea en diferenteslugares dependiendo de la representa
ión. En una representa
ión normalizadaeste orden se tiene en 
uenta en 
ada una de las opera
iones. Sin embargo,en una representa
ión desnormalizada, el orden se utilizará en el predi
adode equivalen
ia semánti
a.Esta sen
illa observa
ión nos permite 
onstruir polinomios normalizados so-bre una 
apa de polinomios desnormalizados.Nótese que una representa
ión densa (donde se apare
en también los mono-mios nulos) no sería en ningún 
aso apropiada, ya que no solu
iona ningunode los problemas planteados y es tremendamente ine�
iente en espa
io (sobretodo 
uando el número de variables es elevado).Para resolver el problema en A
l2, un polinomio se representará 
omo unalista de monomios y se de�nirá un predi
ado de igualdad semánti
a que de-mostrará ser una rela
ión de equivalen
ia. A 
ontinua
ión, se de�nirán lasopera
iones polinómi
as prin
ipales y se demostrará que existe una 
ongruen-
ia entre 
ada una de estas opera
iones (por 
ada uno de sus parámetros) ydi
ha rela
ión de equivalen
ia. Finalmente, se demostrará que los polinomios
on estas opera
iones tienen estru
tura de anillo.Cada monomio vendrá dado por un par (su 
oe�
iente y el término que loa
ompaña) y se de�nirá un predi
ado de igualdad semánti
a que permitade
idir si dos monomios son o no iguales.2 Como veremos, los términos serepresentarán mediante listas de exponentes, de�niéndose sobre ellos la ope-ra
ión de produ
to y una rela
ión de orden total.2Nótese que esto no es posible ha
erlo sintá
ti
amente: dos monomios 
on 
oe�
ientenulo se 
onsideran iguales, independientemente de 
uáles sean sus términos.



3.3 Anillos de polinomios 533.3. Anillos de polinomiosRe
ordaremos en primer lugar las de�ni
iones de algunas estru
turas alge-brai
as bási
as que ne
esitaremos antes de de�nir qué es un anillo de polino-mios.De�ni
ión 3.1. Sea C un 
onjunto y + una opera
ión binaria en C. Se di
eque 〈C, +〉 es un semigrupo si + es aso
iativa respe
to de C.De�ni
ión 3.2. Sea C un 
onjunto, + una opera
ión binaria en C y 0 ∈ C.Se di
e que 〈C, +, 0〉 es un monoide si 〈C, +〉 es un semigrupo y 0 es elementoneutro respe
to de +. El monoide se di
e 
onmutativo si + lo es.De�ni
ión 3.3. Sea C un 
onjunto, + una opera
ión binaria en C, − unaopera
ión unaria en C (a la que se llama opuesto o inverso) y 0 ∈ C. De
imosque 〈C, +,−, 0〉 es un grupo si 〈C, +, 0〉 es un monoide y para todo c ∈ C,
c + (−c) = (−c) + c = 0. El grupo se di
e 
onmutativo si + lo es.De�ni
ión 3.4. Sea C un 
onjunto, + y · opera
iones binarias en C, − unaopera
ión unaria en C y 0 ∈ C. De
imos que 〈C, +,−, ·, 0〉 es un anillo si:

〈C, +,−, 0〉 es un grupo 
onmutativo.
〈C, ·〉 es un semigrupo.
· es distributiva respe
to de +.El anillo se di
e 
onmutativo si · lo es.De�ni
ión 3.5. Sea C un 
onjunto, + y · dos opera
iones binarias en C,

− una opera
ión unaria en C y 0, 1 ∈ C. De
imos que 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es unanillo 
on identidad si:
〈C, +,−, ·, 0〉 es un anillo.
〈C, ·, 1〉 es un monoide.Si · es 
onmutativa, se di
e que 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es un anillo 
onmutativo 
onidentidad.Por último, terminemos de�niendo el 
on
epto de anillo de polinomios.
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osDe�ni
ión 3.6. Sea 〈C, +,−, ·, 0, 1〉 un anillo 
onmutativo 
on identidad.El anillo de polinomios en k indeterminadas x1, . . . , xk 
on 
oe�
ientes en Ces el 
onjunto de expresiones formales que tienen la siguiente forma:
c1 · x

e11
1 · · ·x

e1k

k + · · ·+ cm · x
em1
1 · · ·xemk

k =
m∑

i=1

ci · x
ei1
1 · · ·x

eik

kdonde ci ∈ C. Al 
onjunto C se le llama anillo de 
oe�
ientes.Como se observa existe toda una serie de estru
turas algebrai
as que es ne-
esario formalizar para llegar al 
on
epto de polinomio. En este 
apítulo seha desarrollado una teoría 
omputa
ional en A
l2 de los polinomios de múl-tiples variables sobre un anillo de 
oe�
ientes. Esta formaliza
ión in
luye susopera
iones y propiedades fundamentales que estable
en, prin
ipalmente, laexisten
ia de la estru
tura de anillo. El objetivo aquí ha sido desarrollar unabibliote
a reutilizable sobre polinomios 
on la que realizar ulteriores trabajos.Pese a lo que pueda pensarse, ni siquiera la demostra
ión de las propiedadesbási
as resulta trivial. No pare
e que esto se deba a la simpli
idad de la lógi
aA
l2. En [84℄ se re
ono
e que desarrollar la aso
iatividad del produ
to enMizar supuso un reto. Se sorprenden sus autores de que en tratados deÁlgebra se deje la demostra
ión 
omo ejer
i
io o se desarrolle sólo en el
aso univariable y de manera in
ompleta, re
urriendo a un razonamiento poranalogía. De igual forma, el autor de [101℄ vio in
rementado su esfuerzo porproblemas surgidos durante la formaliza
ión de los polinomios en Coq. Otraformaliza
ión del anillo de polinomios se en
uentra en [3℄.Idealmente, se dispondría de una serie de propiedades para trabajar 
onlos polinomios olvidándonos de su representa
ión. En nuestra experien
ia, el
onjunto de propiedades ne
esarias para veri�
ar algoritmos de 
ierta entidadsobre polinomios supera 
on mu
ho a las propiedades bási
as de anillo, lo quelleva a su 
ontinua extensión.3.3.1. Coe�
ientesPara llevar a 
abo la abstra

ión en A
l2 (que se presenta en el �
hero
oefi
iente.lisp y dentro del paquete COE) del anillo de 
oe�
ientes vamosa utilizar el prin
ipio de en
apsulado 
uya sintaxis viene pre
edida por la
abe
era en donde se indi
an el prototipo de las fun
iones, es de
ir el tipoy número de parámetros que van a re
ibir y el tipo del valor de retorno; le
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iones testigo de la existen
ia de tales fun
iones; y �nalmentelos axiomas.El prin
ipio de en
apsulado permite introdu
ir nuevos símbolos de fun
iónrestringidos por axiomas a tener 
iertas propiedades; para preservar la 
on-sisten
ia, el sistema exige que se propor
ionen �testigos� de la existen
ia detales fun
iones.Así, la siguiente de�ni
ión bajo el prin
ipio de en
apsulado introdu
e unarestri

ión llamada restri

ion sobre un nuevo símbolo de fun
ión f.(en
apsulate (((f x1 ... xn) => *))(lo
al (defun f (x1 ... xn) 
uerpo))(defthm restri

ion propiedad))El anterior en
apsulado es admisible si su de�ni
ión de f 
on defun es admi-sible y la fórmula propiedad es un teorema del mundo lógi
o extendido 
onla de�ni
ión de f.Si es admisible, el en
apsulado extiende la teoría añadiendo el axioma derestri

ión para f, propiedad .Nótese que en la extensión resultante después de introdu
ir el en
apsuladoanterior, f no está de�nida pero se sabe que satisfa
e propiedad .El problema que nos en
ontramos al ha
er este tipo de abstra

ión es que sepierde el pro
edimiento de de
isión para la aritméti
a lineal que in
orpora elsistema. Por tanto, debemos propor
ionar los teoremas su�
ientes para poderrazonar sin él. De esta forma, además, de las propiedades del anillo hemospropor
ionado un 
onjunto mínimo de teoremas que juntos van a 
ubrir elva
ío dejado por el pro
edimiento de de
isión.En primer lugar, veamos la 
abe
era del en
apsulado. Esta 
abe
era suminis-tra la informa
ión sobre el prototipo de las fun
iones que se van a emplear:un re
ono
edor, 
oefi
ientep; las opera
iones del anillo, suma (+), produ
-to (*) y opuesto (-); y los elementos neutro de la suma y el produ
to, nuloy identidad, respe
tivamente.(en
apsulate((
oefi
ientep (a) boolean)(+ (a b) 
oefi
iente)(- (a) 
oefi
iente)(* (a b) 
oefi
iente)
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os(nulo () 
oefi
iente)(identidad () 
oefi
iente))Asumiremos que 〈
oe�
ientep, +,−, ∗, nulo, identidad〉 (que de aquí en ade-lante denotaremos por 〈C, +,−, ·, 0, 1〉) forma un anillo 
onmutativo 
onidentidad.A 
ontinua
ión es ne
esario propor
ionar unos testigos de la existen
ia detales fun
iones. En este 
aso se han tomado las opera
iones análogas de losnúmeros ra
ionales de A
l2. Nótese la utiliza
ión del paquete LISP paradistinguir las opera
iones matemáti
as del sistema de las que estamos de�-niendo.(lo
al(defun 
oefi
ientep (a)(a
l2-numberp a)))(lo
al(defun + (a b)(LISP::+ a b)))(lo
al(defun * (a b)(LISP::* a b)))(lo
al(defun - (a)(LISP::- a)))(lo
al(defun nulo ()0))(lo
al(defun identidad ()1))Para la igualdad se utilizará la sintá
ti
a.(defma
ro = (a b)`(equal ,a ,b))
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tura de anillo 
onmutativoEn 
uanto a los axiomas que estable
en que los 
oe�
ientes tienen estru
turade anillo 
onmutativo, deben estar:Los que estable
en que 〈C, +,−, 0〉 es un grupo 
onmutativo (axio-mas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15 que vienen a 
ontinua
ión).Los que estable
en que 〈C, ·, 1〉 es un monoide 
onmutativo (axiomas3.16, 3.17 y 3.18 que vienen a 
ontinua
ión).La distributividad del produ
to sobre la suma que 
ompletaría las pro-piedades del anillo (axiomas 3.19, que vienen a 
ontinua
ión).Además, están los siguientes axiomas de tipo:Axioma 3.7. Sea a, b ∈ C. a + b ∈ C. En A
l2,(defthm 
oefi
ientep-+(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(
oefi
ientep (+ a b))))Axioma 3.8. Sea a, b ∈ C. a · b ∈ C. En A
l2,(defthm 
oefi
ientep-*(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(
oefi
ientep (* a b))))Axioma 3.9. Sea a ∈ C. −a ∈ C. En A
l2,(defthm 
oefi
ientep--(implies (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep (- a))))Axioma 3.10. 0 ∈ C. En A
l2,(defthm 
oefi
ientep-nulo(
oefi
ientep (nulo)))Axioma 3.11. 1 ∈ C. En A
l2,(defthm 
oefi
ientep-identidad(
oefi
ientep (identidad)))
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osContinuemos 
on los axiomas que estable
en que 〈C, +,−, 0〉 es un grupo
onmutativo.Axioma 3.12. Sea a ∈ C. 0 + a = a. En A
l2,(defthm |0 + a = a|(implies (
oefi
ientep a)(= (+ (nulo) a) a)))Axioma 3.13. Sean a, b, c ∈ C. (a + b) + c = a + (b + c). En A
l2,(defthm |(a + b) + 
 = a + (b + 
)|(implies (and (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep b)(
oefi
ientep 
))(= (+ (+ a b) 
) (+ a (+ b 
)))))Axioma 3.14. Sean a, b ∈ C. a + b = b + a. En A
l2,(defthm |a + b = b + a|(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(= (+ a b) (+ b a))))Axioma 3.15. Sea a ∈ C. a + (−a) = 0. En A
l2,(defthm |a + (- a) = 0|(implies (
oefi
ientep a)(= (+ a (- a)) (nulo))))Seguiremos 
on los axiomas que estable
en que 〈C, ·, 1〉 es un monoide 
on-mutativo.Axioma 3.16. Sea a ∈ C. 1 · a = a. En A
l2,(defthm |1 * a = a|(implies (
oefi
ientep a)(= (* (identidad) a) a)))Axioma 3.17. Sean a, b, c ∈ C. (a · b) · c = a · (b · c). En A
l2,



3.3 Anillos de polinomios 59(defthm |(a * b) * 
 = a * (b * 
)|(implies (and (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep b)(
oefi
ientep 
))(= (* (* a b) 
) (* a (* b 
)))))Axioma 3.18. Sean a, b ∈ C. a · b = b · a. En A
l2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(= (* a b) (* b a))))Por último, se tiene la distributividad del produ
to sobre la suma que 
om-pletaría las propiedades del anillo.Axioma 3.19. Sean a, b, c ∈ C. a · (b + c) = (a · b) + (a · c). En A
l2,(defthm |a * (b + 
) = (a * b) + (a * 
)|(implies (and (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep b)(
oefi
ientep 
))(= (* a (+ b 
)) (+ (* a b) (* a 
))))))Con esto terminamos el en
apsulado de 
oe�
ientes. Nótese que estos axiomasse introdu
en en A
l2 
omo teoremas ya que se demuestran dire
tamente
on la implementa
ión de los números ra
ionales que ya in
orpora el sistema.Además también son ne
esarios entre otros los siguientes teoremas.Teorema 3.20. Sean a, b, c ∈ C. a + c = b + c ⇐⇒ a = b. En A
l2,(defthm |a + 
 = b + 
 <=> a = b|(implies (and (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep b)(
oefi
ientep 
))(iff (= (+ a 
) (+ b 
)) (= a b))))Demostra
ión. Por los axiomas 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15.Teorema 3.21. Sean a, b ∈ C. a + b = b ⇐⇒ a = 0. En A
l2,
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os(defthm |a + b = b <=> a = 0|(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(iff (= (+ a b) b) (= a (nulo)))))Demostra
ión. Por el axioma 3.12 y el teorema 3.20.Teorema 3.22. Sea a, b ∈ C. a + b = 0 ⇐⇒ b = −a. En A
l2,(defthm |a + b = 0 <=> b = - a|(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(iff (= (+ a b) (nulo)) (= b (- a)))))Demostra
ión.
a + b = 0

⇐⇒ a + b = a + (−a) (axioma 3.15)
⇐⇒ b + a = −a + a (axioma 3.14)
⇐⇒ b = −a (axioma 3.20)Teorema 3.23. Sean a, b, c ∈ C. a + (b + c) = b + (a + c). En A
l2,(defthm |a + (b + 
) = b + (a + 
)|(implies (and (
oefi
ientep a)(
oefi
ientep b)(
oefi
ientep 
))(= (+ a (+ b 
)) (+ b (+ a 
)))))Demostra
ión. Por los axiomas 3.14 y 3.13.Teorema 3.24. Sea a, b ∈ C. −(a + b) = (−a) + (−b). En A
l2,(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|(implies (and (
oefi
ientep a) (
oefi
ientep b))(= (- (+ a b)) (+ (- a) (- b)))))Demostra
ión. Por a + b = 0 ⇐⇒ b = −a (teorema 3.22) basta demostrarque ((−a) + (−b)) + (a + b) = 0, que se demuestra 
omo sigue:
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(−a +−b) + (a + b)

= a + ((−a +−b) + b) (teorema 3.23)
= a + (−a + (−b + b)) (axioma 3.13)
= a + (−a + 0) (axioma 3.14 y 3.15)
= a +−a (axioma 3.12 y 3.14)
= 0 (axioma 3.15)Teorema 3.25. Sea a ∈ C. 0 · a = 0. En A
l2,(defthm |0 * a = 0|(implies (
oefi
ientep a)(= (* (nulo) a) (nulo))))Demostra
ión. Por a + b = b ⇐⇒ a = 0 (teorema 3.21) basta probar que

(0 · a) + (a · 0) = a · 0, que se demuestra 
omo sigue
(0 · a) + (a · 0)

= (a · 0) + (a · 0) (axioma 3.18)
= a · (0 + 0) (axioma 3.19)
= a · 0 (axioma 3.12)

3.3.2. TérminosEn esta se

ión se presenta la formaliza
ión de términos realizada en el �
herotermino.lisp dentro del paquete TER.Sea un 
onjunto �nito y no va
ío de variables X = {x1, . . . , xk}, 
on unarela
ión de orden <X = {(xi, xj) : 1 ≤ i < j ≤ k} entre sus elementos.En lo que sigue, 
onsideraremos �jado este 
onjunto X de variables.
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osDe�ni
ión 3.26. Un término sobre X es un produ
to �nito de poten
ias dela forma:
xe1

1 . . . xek

k =

k∏

i=1

xei

i ∀i ei ∈ N,al que, abreviadamente, denotaremos por X [e1,...,ek].El resultado prin
ipal que se obtiene en esta se

ión es que los términosforman un monoide 
onmutativo 
on la opera
ión produ
to.Siguiendo el mismo esquema que 
on los 
oe�
ientes y así obtener el monoide
onmutativo de términos abstra
tos, realizamos la implementa
ión medianteun en
apsulado. Veamos la 
abe
era del en
apsulado. Esta 
abe
era suminis-tra la informa
ión sobre el prototipo de las fun
iones que se van a emplear:un re
ono
edor, terminop; la opera
ión del monoide, el produ
to (·), y elelemento neutro del produ
to, uno.(en
apsulate((terminop (a) boolean)(* (a b) termino)(uno () termino))Demostraremos que 〈terminop, ∗, uno〉 (que de aquí en adelante denotaremospor 〈T [X], ·, 1〉) forma un monoide 
onmutativo.A 
ontinua
ión es ne
esario propor
ionar los testigos de la existen
ia de ta-les fun
iones. Un término sobre X se puede representar de manera sen
illamediante una lista de números naturales. Su re
ono
edor sería el siguientepredi
ado:(lo
al(defun terminop (a)(if (atom a)(equal a nil)(and (naturalp (first a)) (terminop (rest a))))))La fun
ión naturalp (de�nida fuera del en
apsulado) 
omprueba si su pará-metro es un número natural.(defma
ro naturalp (x)`(and (integerp ,x) (LISP::<= 0 ,x)))
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al(defun uno ()nil))Con las de�ni
iones realizadas queda 
laro que úni
amente es ne
esario de�-nir una igualdad meramente sintá
ti
a sobre los términos. No obstante, por
omodidad nota
ional, y para fa
ilitar 
ambios futuros, de�nimos el símbolode igualdad 
omo sinónimo de equal.(defma
ro = (a b)`(equal ,a ,b))Una vez �jado el 
onjunto de variables, para 
al
ular el produ
to de dostérminos basta sumar sus exponentes variable a variable.De�ni
ión 3.27. Sean X [a1,...,ak], X [b1,...,bk] ∈ T [X].
X [a1,...,ak] ·X [b1,...,bk] = X [a1+b1,...,ak+bk]La siguiente fun
ión realiza esta tarea en A
l2 y se tomará 
omo testigo delprodu
to.(lo
al(defun * (a b)(
ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) b)((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(
ons (LISP::+ (first a) (first b))(* (rest a) (rest b)))))))Como se observa, los elementos que no son términos se 
omportan 
omo sise 
orrespondieran 
on el término uno. En el 
aso de términos de distintonúmero de variables se 
ompleta el que posee menor número de variables;esto equivale a suponer que la menor de las listas se rellena de 
eros por ladere
ha.
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osEstru
tura de monoide 
onmutativoLa demostra
ión de que los términos tienen estru
tura de monoide 
onmu-tativo respe
to a la opera
ión produ
to se obtiene suministrando al sistemalos siguientes axiomas.Axioma 3.28. Sea a, b ∈ T [X]. a · b ∈ T [X]. En A
l2,(defthm terminop-*(implies (and (terminop a) (terminop b))(terminop (* a b))))Axioma 3.29. 1 ∈ T [X]. En A
l2,(defthm terminop-uno(terminop (uno)))Axioma 3.30. Sea a ∈ T [X]. 1 · a = a. En A
l2,(defthm |1 * a = a|(implies (terminop a)(= (* (uno a) a)))Axioma 3.31. Sean a, b ∈ T [X]. a · b = b · a. En A
l2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (terminop a) (terminop b))(= (* a b) (* b a))))Axioma 3.32. Sean a, b, c ∈ C. (a · b) · c = a · (b · c). En A
l2,(defthm |(a * b) * 
 = a * (b * 
)|(implies (and (terminop a) (terminop b) (terminop 
))(= (* (* a b) 
) (* a (* b 
)))))
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ión se presenta la formaliza
ión de monomios realizada en el�
hero monomio.lisp dentro del paquete MON.De�ni
ión 3.33. Un monomio sobre X es un produ
to de la forma c ·
X [e1,...,ek], donde a c se le denomina 
oe�
iente y a los ei, exponentes. Laopera
ión · se de�ne entre el 
onjunto de 
oe�
ientes y el de los valores quepueden tomar los elementos de X.Notaremos por MC [X] al 
onjunto de monomios.Claramente, para la representa
ión de un monomio basta emplear una lista
uyo primer elemento sea su 
oe�
iente y su resto el término a
ompañante.El 
onstru
tor y las opera
iones a

esoras se de�nen 
omo:(defun monomio (
 e)(
ons 
 e))(defun 
oefi
iente (a)(if (not (monomiop a))(COE::nulo)(first a)))(defun termino (a)(if (or (not (
onsp a))(not (terminop (rest a))))(TER::uno)(rest a)))Es pre
iso también de�nir un re
ono
edor que permita distinguir qué objetosde A
l2 son monomios y 
uáles no:(defun monomiop (a)(and (
onsp a)(
oefi
ientep (first a))(terminop (rest a))))El monomio unidad y el monomio nulo de término uno se de�nen mediantelas siguientes fun
iones.
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os(defun identidad ()(monomio (COE::identidad) (TER::uno)))(defun nulo ()(monomio (COE::nulo) (TER::uno)))De�ni
ión 3.34. Un monomio es nulo si su 
oe�
iente lo es. En A
l2,(defun nulop (a)(COE::= (
oefi
iente a) (COE::nulo)))La igualdad sería en este 
aso semánti
a.De�ni
ión 3.35. Dos monomios son semánti
amente iguales si ambos sonnulos, o si tienen iguales 
oe�
ientes y términos. En A
l2,(defun = (a b)(or (and (not (monomiop a)) (not (monomiop b)))(and (monomiop a) (monomiop b)(nulop a) (nulop b))(and (monomiop a) (monomiop b)(COE::= (
oefi
iente a) (
oefi
iente b))(TER::= (termino a) (termino b)))))Teorema 3.36. La igualdad de monomios es una rela
ión de equivalen
ia.En A
l2,(defequiv =)Demostra
ión. Inmediata por su de�ni
ión y porque las igualdades de 
oe�-
ientes y términos son rela
iones de equivalen
ias.Por último se de�nen las fun
iones suma y opuesto. Nótese que la suma demonomios sólo tiene sentido 
uando sus términos son iguales.De�ni
ión 3.37. Sean c1 ·X
[e1,...,ek], c2 ·X

[e1,...,ek] ∈MC [X].
c1 ·X

[e1,...,ek] + c2 ·X
[e1,...,ek] = (c1 + c2) ·X

[e1,...,ek]En A
l2,
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oefi
iente a) (
oefi
iente b))(termino a)))De�ni
ión 3.38. Sea c ·X [e1,...,ek] ∈ MC [X].
−(c1 ·X

[e1,...,ek]) = (−c1) ·X
[e1,...,ek]En A
l2,(defun - (a)(monomio (COE::- (
oefi
iente a)) (termino a)))Teorema 3.39. Sea a ∈MC [X]. a + (−a) = 0. En A
l2,(defthm |a + (- a) = 0|(implies (monomiop a)(= (+ a (- a)) (nulo))))Demostra
ión. Inmediata por las de�ni
iones de la suma y el opuesto, y porlos teoremas 3.12 y 3.15.Teorema 3.40. Sea a, b ∈MC [X]. −(a + b) = (−a) + (−b). En A
l2,(defthm |- (a + b) = (- a) + (- b)|(implies (and (monomiop a) (monomiop b))(= (- (+ a b)) (+ (- a) (- b)))))Demostra
ión. Por de�ni
ión del opuesto y el teorema 3.24.Estru
tura de monoide 
onmutativoPara 
al
ular el produ
to de dos monomios basta multipli
ar sus 
oe�
ientesy sus términos.De�ni
ión 3.41. Sean c1 ·X

[a1,...,ak], c2 ·X
[b1,...,bk] ∈MC [X].

c1 ·X
[a1,...,ak] · c2 ·X

[b1,...,bk] = (c1 · c2) ·X
[a1+b1,...,ak+bk]En A
l2,
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os(defun * (a b)(monomio (COE::* (
oefi
iente a) (
oefi
iente b))(TER::* (termino a) (termino b))))Demostraremos a 
ontinua
ión que 〈monomiop, ∗, identidad〉 (que lo notare-mos por 〈MC [X], ·, 1〉) forma un monoide 
onmutativo.Los monomios heredan dire
tamente la estru
tura de monoide 
onmutativode los términos y de las propiedades de la opera
ión produ
to del anillo de
oe�
ientes. Demostraremos a 
ontinua
ión 
ada uno de los teoremas.Teorema 3.42. Sea a ∈MC [X]. 1 · a = a. En A
l2,(defthm |1 * a = a|(implies (monomiop a)(= (* (identidad) a) a)))Demostra
ión. Por las de�ni
iones del produ
to y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.16 y 3.30.Teorema 3.43. Sean a, b ∈MC [X]. a · b = b · a. En A
l2,(defthm |a * b = b * a|(implies (and (monomiop a) (monomiop b))(= (* a b) (* b a))))Demostra
ión. Por las de�ni
iones del produ
to y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.18 y 3.31.Teorema 3.44. Sean a, b, c ∈MC [X]. (a · b) · c = a · (b · c). En A
l2,(defthm |(a * b) * 
 = a * (b * 
)|(implies (and (monomiop a) (monomiop b) (monomiop 
))(= (* (* a b) 
) (* a (* b 
)))))Demostra
ión. Por las de�ni
iones del produ
to y la igualdad de monomios,y los axiomas 3.17 y 3.32.
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iasPor último, se demuestra también que la igualdad semánti
a es 
ongruente
on la opera
ión de produ
to en ambos parámetros.Teorema 3.45. La igualdad es 
ongruente respe
to del produ
to.Sean a, a′, b, b′ ∈MC [X].
a = a′ =⇒ a · b = a′ · b

b = b′ =⇒ a · b = a · b′Demostra
ión. Por las de�ni
iones del produ
to y la igualdad de monomios,los axiomas 3.18 y 3.31, y el teorema 3.25.A
l2 también soporta rees
ritura basada en 
ongruen
ias. Esto permite sus-titu
iones de equivalentes no sólo de iguales. Para esto habrá que de�nir,primero, rela
iones de equivalen
ias y, segundo, demostrar las reglas de 
on-gruen
ias que permitan sustituir equivalentes, utilizando def
ong.Los teoremas 
orrespondientes en A
l2 serían los siguientes.(def
ong = = (* a b) 1)(def
ong = = (* a b) 2)3.3.4. PolinomiosEn esta se

ión se presenta la formaliza
ión de polinomios realizada en el�
hero polinomio.lisp dentro del paquete POL.De�ni
ión 3.46. Un polinomio sobre k indeterminadas X = {x1, . . . , xk}
on 
oe�
ientes en C es una suma �nita de monomios de la siguiente forma:
c1 ·X

[e11,...,e1k] + · · ·+ cm ·X
[em1,...,emk] =

m∑

i=1

ci ·X
[ei1,...,eik]donde ci ∈ C, y si m = 0 de
imos que se trata del polinomio nulo y lonotamos por 0. Al anillo de polinomios lo llamaremos C[X].
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osUn polinomio se representa en A
l2 simplemente mediante una lista demonomios.
[(c1, [e11, . . . , e1k]), . . . , (cm, [em1, . . . , emk])](defun polinomiop (p)(if (atom p)(equal p nil)(and (monomiop (primero p))(polinomiop (resto p)))))El polinomio nulo sin monomios se de�ne 
omo una ma
ro y es re
ono
idopor otra apropiada para su empleo en los 
asos base de la re
ursividad.(defma
ro nulo () nil)(defma
ro nulop (p)`(endp ,p))Las a

esoras al primer monomio del polinomio y al resto del polinomio sede�nen 
omo sigue. Nótese que a partir de aquí, dado un polinomio, p, nota-remos por mp(p) y resto(p) al primero y al resto de p, respe
tivamente. Tam-bién, notaremos por 
p(p) y tp(p) al 
oe�
iente y al término de mp(p), res-pe
tivamente. Además, dado un monomio m, notaremos por 
p(m) y tp(m)al 
oe�
iente y al término, respe
tivamente, aso
iados al monomio.(defma
ro primero (p)`(first ,p))(defma
ro resto (p)`(rest ,p))Obsérvese que las opera
iones que de�niremos sobre los polinomios estarángeneralizadas para manipular 
orre
tamente 
ualquier objeto de A
l2, aun-que no sea un polinomio. Un objeto no polinómi
o será tratado 
omo elpolinomio nulo. Gra
ias a esto es posible enun
iar la mayoría de los teoremasde 
ongruen
ia 
on las opera
iones, ya que def
ong no permite el estable-
imiento de ninguna hipótesis restri
tiva sobre el 
ará
ter de los objetosimpli
ados.
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onviene olvidar que esto no impide en ningún modo que se espe
i�quenlas prote

iones ade
uadas al 
ará
ter de 
ada fun
ión, puesto que éstas 
a-re
en de signi�
ado lógi
o. Las versiones eje
utables de las fun
iones podránser así más e�
ientes, ya que se les permite suponer que re
iben objetospolinómi
os3.Igualdad semánti
aPara de
idir si dos polinomios son iguales semánti
amente, debemos 
om-probar si ambos pertene
en a la misma 
lase de equivalen
ia. Esto se 
on-sigue 
al
ulando sus formas normales (es de
ir, representantes 
anóni
os desus respe
tivas 
lases de equivalen
ia) y 
omprobando si ambas son igualessintá
ti
amente. En esta se

ión se presenta la formaliza
ión de la igualdadsemánti
a realizada en el �
hero forma-normal.lisp dentro del paquete POL.De�ni
ión 3.47. Se di
e que un polinomio está ordenado o normalizado si
umple las siguientes 
ondi
iones:1. Sus monomios apare
en ordenados estri
tamente en orden de
re
ientede término.2. Entre sus monomios no apare
e ninguno nulo.Nótese que la primera 
ondi
ión impli
a la no existen
ia de monomios 
onidénti
os términos dentro de un polinomio ordenado.(defun ordenadop (p)(and (polinomiop p)(or (nulop p)(and (not (MON::nulop (primero p)))(termino-mayor-termino-prin
ipal (primero p)(resto p))(ordenadop (resto p))))))donde termino-mayor-termino-prin
ipal permite averiguar si un mono-mio debe pre
eder al monomio prin
ipal de un polinomio ordenado.3En general, si una opera
ión se eje
uta fuera de su dominio en un sistema Lisp sin
omproba
ión de prote

iones en tiempo de eje
u
ión, su 
omportamiento es dependientedel sistema.
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os(defma
ro termino-mayor-termino-prin
ipal (m p)`(or (nulop ,p)(TER::< (termino (primero ,p)) (termino ,m))))La fun
ión TER::< representa un orden total estri
to sobre términos, <t, yserá des
rito en detalle en el 
apítulo siguiente 
uando se traten los órde-nes polinómi
os y su buena fundamenta
ión. No obstante, adelantaremos sude�ni
ión matemáti
a.De�ni
ión 3.48. Sean [a1, . . . , ak] y [b1, . . . , bk] ∈ T [X], se de�ne el orden,
<T , sobre términos de la siguiente forma:

[a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk] ≡ ∃i (ai < bi ∧ ∀j < i aj = bj)A 
ontinua
ión presentamos 
ómo se puede obtener la forma normal de unpolinomio dado. Para ello se de�nen previamente dos fun
iones: una que sumaun monomio a un polinomio y otra que lo suma de forma que si el polinomioque re
ibe 
omo parámetro está en forma normal el resultado también loestará.De�ni
ión 3.49. Sea m ∈MC [X] y p ∈ C[X] donde
m = a ·X [e11,...,e1k]

p = a1 ·X
[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X

[rm1,...,rmk]enton
es
m +M p = a ·X [e11,...,e1k] + a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]La fun
ión 
orrespondiente en A
l2 es +M. Esta fun
ión se implementa dela forma más sen
illa: 
onsiste, simplemente, en añadir un monomio a unpolinomio utilizando la fun
ión 
ons, aunque se de�ne de manera que tratelos 
asos anómalos de forma razonable. Esto es esen
ial para posteriormentepoder de�nir 
ongruen
ias.(defun +M (m p)(
ond ((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))((not (polinomiop p))(list m))((not (monomiop m))p)(t(
ons m p))))
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ión 3.50. Sea m ∈MC [X] y p ∈ C[X] donde
m = a ·X [e11,...,e1k]

p = a1 ·X
[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X

[rm1,...,rmk]enton
es
m +<

M p =







p, m = 0

m, p = 0

m +M p, tp(p) <T tp(m)resto(p), tp(p) = tp(m) ∧ 
p(m) = −
p(p)

(m + mp(p)) +M resto(p), tp(p) = tp(m) ∧ 
p(m) 6= −
p(p)mp(p) +M (m +<
M resto(p)), e.o.
.Nótese que +<

M suma un monomio a un polinomio de forma que si el polino-mio que re
ibe 
omo parámetro está en forma normal el resultado tambiénlo estará.Este 
on
epto se implementará en A
l2 mediante la fun
ión +-monomio.(defun +-monomio (m p)(
ond ((and (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))((not (monomiop m))p)((and (not (polinomiop p)) (MON::nulop m))(nulo))((not (polinomiop p))(+M m (nulo)))((MON::nulop m)p)((nulop p)(+M m (nulo)))((TER::= (termino m) (termino (primero p)))(let ((
 (COE::+ (
oefi
iente m)(
oefi
iente (primero p)))))(if (COE::= 
 (COE::nulo))(resto p)(+M (MON::+ (primero p) m) (resto p)))))((TER::< (termino (primero p)) (termino m))
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os(+M m p))(t(+M (primero p) (+-monomio m (resto p))))))De�ni
ión 3.51. Dado un polinomio p, de�nimos su forma normal, fn(p),de la siguiente forma:fn(p) =

{

0, p = 0mp(p) +<
M fn(resto(p)) e.o.
.En A
l2,(defun fn (p)(
ond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))(nulo))(t(+-monomio (primero p) (fn (resto p))))))Es de
ir, si el polinomio es nulo, ya está en forma normal; basta pues norma-lizar el resto del polinomio si éste no es nulo y añadir al resultado su primermonomio mediante la fun
ión A
l2 +-monomio.El siguiente teorema demuestra que realmente la fun
ión fn devuelve unpolinomio ordenado o normalizado.(defthm ordenadop-fn(ordenadop (fn p)))De�ni
ión 3.52. Se di
e que dos polinomios, p y q son semánti
amenteiguales si sus formas normales son sintá
ti
amente iguales. En A
l2,(defun = (p q)(equal (fn p) (fn q)))Una vez he
ho esto, se demuestra que la rela
ión de igualdad de�nida entrelos polinomios es una equivalen
ia.Teorema 3.53. La igualdad de polinomios es una rela
ión de equivalen
ia.En A
l2,(defequiv =)
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ión. Inmediata por su de�ni
ión.Nótese que en lo que sigue, 
onsideraremos que el símbolo = denota igualdadsemánti
a.También se demuestran otras propiedades importantes, 
omo que el ordende las opera
iones no altera la suma de monomios a un polinomio ordenado.Esta última propiedad tiene una prueba A
l2 bastante extensa debido a la
antidad de 
asos que se generan y juega un papel fundamental en la demos-tra
ión de la propiedad 
onmutativa de la suma de polinomios. Nótese que,de he
ho, la igualdad en este 
aso no es sólo semánti
a sino también sintá
-ti
a (=e), 
omo puede verse a 
ontinua
ión. A partir de aquí se distingue laigualdad semánti
a (=) de la sintá
ti
a (=e).Lema 3.54. Sean m1, m2 ∈MC [X], p ∈ C[x] ordenado.
m1 +<

M (m2 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)En A
l2,(defthm |m1 +Mo (m2 +Mo p) =e m2 +Mo (m1 +Mo p)|(implies (ordenadop p)(equal (+-monomio m1 (+-monomio m2 p))(+-monomio m2 (+-monomio m1 p)))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión +<

M .Caso 1: m1 = 0 ∨m2 = 0Inmediato por de�ni
ión de +<
M .Caso 2: p = 0

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M m2 =e m2 +<

M m1 =e m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�ni
ión de +<
M .Caso 3: tp(m1) = tp(mp(p))Caso 3.1: tp(m1) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y y +M .
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osCaso 3.2: tp(m1) = tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M ((m2 + mp(p)) +M resto(p)) =e

(m1 + (m2 + mp(p))) +M resto(p) =e

(m2 + (m1 + mp(p))) +M resto(p) =e

m2 +<
M ((m1 + mp(p)) +M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y +M , y los teoremas 3.43 y 3.44.Caso 3.3: tp(m2) <T tp(m1)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (mp(p) +M (m2 +<

M resto(p))) =e

(m1 + mp(p)) +M (m2 +<
M resto(p))) =e

m2 +<
M ((m1 + mp(p)) +M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y +M .Caso 4: tp(mp(p)) <T tp(m1)Caso 4.1: tp(m1) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y +M .Caso 4.2: tp(m1) = tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +<
M (m2 +M p) =e

(m1 + m2) +M p =e (m2 + m1) +M p =e m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�ni
ión de +<
M y +M , y por el teorema 3.43.Caso 4.3: tp(m2) <T tp(m1)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m1 +M (m2 +<
M p) =e

m2 +<
M (m1 +M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y +M .Paso de indu

ión: tp(m1) <T tp(mp(p))Por hipótesis de indu

ión:
m1 +<

M (m2 +<
M resto(p)) =e m2 +<

M (m1 +<
M resto(p))enton
es



3.3 Anillos de polinomios 77Caso 1: tp(m2) <T tp(mp(p))

m1 +<
M (m2 +<

M p) =emp(p) +M (m1 +<
M (m2 +<

M resto(p))) =e (def. de +<
M y +M)mp(p) +M (m2 +<

M (m1 +<
M resto(p))) =e (hipótesis de indu

ión)

m2 +<
M (m1 +<

M p) (def. de +<
M y +M)Caso 2: tp(m2) = tp(mp(p))

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e

m1 +<
M ((m2 + mp(p)) +M resto(p)) =e

(m2 + mp(p)) +M (m1 +<
M resto(p)) =e

m2 +<
M (mp(p) +M (m1 +<

M resto(p))) =e

m2 +<
M (m1 +<

M p)por de�ni
ión de +<
M y +M .Caso 3: tp(mp(p)) <T tp(m2)

m1 +<
M (m2 +<

M p) =e m2 +M (m1 +<
M p) =e m2 +<

M (m1 +<
M p)por de�ni
ión de +<

M y +M .Lema 3.55. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[x] ordenado.
m1 +<

M (m2 +<
M p) = m2 +<

M (m1 +<
M p)En A
l2,(defthm |m1 +Mo (m2 +Mo p) = m2 +Mo (m1 +Mo p)|(implies (ordenadop p)(= (+-monomio m1 (+-monomio m2 p))(+-monomio m2 (+-monomio m1 p)))))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de = y por el teorema 3.54.Lema 3.56. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[x] y p está ordenado.

m1 +M (m2 +M p) = m2 +M (m1 +M p)
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osEn A
l2,(defthm |m1 +M (m2 +M p) = m2 +M (m1 +M p)|(implies (ordenadop p)(= (+M m1 (+M m2 p)) (+M m2 (+M m1 p)))))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de =, +M y por el teorema 3.54.Congruen
ias de la suma de monomio y polinomioUno de los aspe
tos más interesantes de la formaliza
ión elegida es que per-mite de�nir 
ongruen
ias entre la rela
ión de equivalen
ia dada por la igual-dad de polinomios bajo forma normal y sus opera
iones. Esta 
ara
terísti
aaumenta notablemente las posibilidades de reutiliza
ión del libro 
omo he-rramienta de demostra
ión de propiedades de más alto nivel.La primera opera
ión 
on la que podemos estable
er 
ongruen
ias es la sumade monomio y polinomio. En este 
aso intervienen dos rela
iones de equiva-len
ia: las de�nidas sobre los monomios y los polinomios.Teorema 3.57. La igualdad es 
ongruente respe
to de +M .Sean m, m′ ∈ MC [X], y p, p′ ∈ C[X].
m = m′ =⇒ m +M p = m′ +M p

p = p′ =⇒ m +M p = m +M p′En A
l2,(def
ong MON::= = (+M m p) 1)(def
ong = = (+M m p) 2)Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de +M , la igualdad de monomiosy la igualdad de polinomios.Estru
tura de anillo 
onmutativoA 
ontinua
ión se de�nirán las opera
iones que nos permitirán sumar y mul-tipli
ar polinomios y 
al
ular el opuesto de un polinomio. Para asegurarnos



3.3 Anillos de polinomios 79de que estas opera
iones 
umplen, 
on la representa
ión es
ogida para lospolinomios, las propiedades fundamentales que se espera de ellas, se debedemostrar que dotan a C[X] de una estru
tura de anillo 
onmutativo.Para esto es ne
esario 
omprobar que los polinomios 
on la suma y el opuestoforman un grupo abeliano, mientras que 
on el produ
to forman un monoide
onmutativo; además el produ
to debe distribuir sobre la suma.Grupo 
onmutativo 
on la suma y el opuestoEn esta se

ión se presenta las formaliza
iones de la suma y el opuesto rea-lizadas en los �
heros suma.lisp y opuesto.lisp dentro del paquete POL.De�ni
ión 3.58. Sean p, q ∈ C[X] donde
p = a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]

q = b1 ·X
[s11,...,s1k] + · · ·+ bm ·X

[sm1,...,smk]enton
es
p + q = a1 ·X

[r11,...,r1k] + · · ·+ am ·X
[rm1,...,rmk]+

b1 ·X
[s11,...,s1k] + · · ·+ bm ·X

[sm1,...,smk]Para sumar dos polinomios basta 
on
atenar sus listas de monomios. Enrealidad, ésta es la forma más sen
illa de de�nir esta opera
ión y presenta laventaja de simpli�
ar mu
ho la demostra
ión de la propiedad aso
iativa. Silo que se desea es obtener el resultado redu
ido, basta 
on 
al
ular su formanormal.(defun + (p q)(
ond ((and (not (polinomiop p)) (not (polinomiop q)))(nulo))((not (polinomiop p))q)((not (polinomiop q))p)(t(append p q))))De�ni
ión 3.59. Sea p = c1 · X
[e11,...,e1k] + · · · + cm · X

[em1,...,emk] ∈ C[X]enton
es
−p = (−c1) ·X

[e11,...,e1k] + · · ·+ (−cm) ·X [em1,...,emk]
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osPara 
al
ular el opuesto de un polinomio úni
amente es ne
esario sustituiren 
ada monomio el 
oe�
iente 
on su opuesto.(defun - (p)(
ond ((or (not (polinomiop p)) (nulop p))(nulo))(t(+M (MON::- (primero p)) (- (resto p))))))Los siguientes teoremas (3.60, 3.64, 3.61, 3.66 y 3.67) demuestran que lospolinomios 
on las opera
iones antedi
has tienen estru
tura de grupo 
on-mutativo.Teorema 3.60. Sea p ∈ C[X]. 0 + p = p. En A
l2,(defthm |0 + p = p|(= (+ (nulo) p) p))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de la suma y la de�ni
ión de laigualdad.Lema 3.61. Sean p ∈ C[X]. p + 0 = p. En A
l2,(defthm |p + 0 = p|(= (+ p (nulo)) p))Demostra
ión. Por indu

ión y por las de�ni
iones de la igualdad y la suma.Lema 3.62. Sean m ∈MC [X], p, q ∈ C[X]. (m +M p) + q =e m +M (p + q).En A
l2,(defthm |(m +M p) + q =e m +M (p + q)|(equal (+ (+M m p) q) (+M m (+ p q))))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
iones de + y +M .Lema 3.63. Sean p, q ∈ C[X]. p+ q =e mp(p)+M (resto(p)+ q). En A
l2,(defthm |p + q =e mp(p) +M (resto(p) + q)|(implies (and (polinomiop p) (not (nulop p)))(equal (+ p q) (+M (primero p) (+ (resto p) q)))))
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ión. Inmediata por la de�ni
iones de + y +M .Teorema 3.64. Sean p, q, r ∈ C[X]. (p + q) + r = p + (q + r). En A
l2,(defthm |(p + q) + r = p + (q + r)|(= (+ (+ p q) r) (+ p (+ q r))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡
(p + q) + r = p + (q + r):1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de + y =, y por el teorema 3.60.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:

(resto(p) + q) + r = resto(p) + (q + r)enton
es
(p + q) + r =

(mp(p) +M (resto(p) + q)) + r = (lema 3.63)mp(p) +M ((resto(p) + q) + r) = (lema 3.62)mp(p) +M (resto(p) + (q + r)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
p + (q + r) (lema 3.63)

La 
onmutatividad del grupo es más 
ompli
ada de demostrar que las res-tantes propiedades. Para ello, demostramos también el lema 3.65.Lema 3.65. Sean q, p ∈ C[X] y p 6= 0. Enton
es, q + p = mp(p) +M (q +resto(p)). En A
l2,
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os(defthm |q + p = mp(p) +M (q + resto(p))|(implies (and (polinomiop q)(polinomiop p)(not (nulop p)))(= (+ q p)(+M (primero p) (+ q (resto p))))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(q, p) ≡ q +
p = mp(p) +M (q + resto(p)):1. q = 0→ P(q, p)2. (q 6= 0 ∧ P(resto(q), p))→ P(q, p)Caso base: q = 0Inmediata por la de�ni
ión de =, +M , y por el teorema 3.60.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:resto(q) + p = mp(p) +M (resto(q) + resto(p))enton
es

q + p =mp(q) +M (resto(q) + p) = (lema 3.63)mp(q) +M (mp(p) +M (resto(q) + resto(p))) = (hip. ind. y teo 3.57)mp(p) +M (mp(q) +M (resto(q) + resto(p))) = (lema 3.56)mp(p) +M (q + resto(p)) (lema 3.63)Teorema 3.66. Sean p, q ∈ C[X]. p + q = q + p. En A
l2,(defthm |p + q = q + p|(= (+ p q) (+ q p)))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p +
q = q + p:



3.3 Anillos de polinomios 831. (p = 0 ∨ q = 0)→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Caso base: p = 0 ∨ q = 0Inmediata por la de�ni
ión de =, y por los teoremas 3.60 y 3.61.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:resto(p) + q = q + resto(p)enton
es
p + q =mp(p) +M (resto(p) + q) = (lema 3.63)mp(p) +M (q + resto(p)) = (hip. ind. y teo. 3.57)
q + p (lema 3.65)Teorema 3.67. Sea p ∈ C[X]. Enton
es, p + (−p) = 0. En A
l2,(defthm |p + (- p) = 0|(= (+ p (- p)) (nulo)))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p) ≡ p +

(−p) = 0:1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de =, − y +, y por el teorema 3.60.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:resto(p) + (−resto(p)) = 0
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osenton
es
p + (−p) =mp(p) +M (resto(p) + (−p)) = (lema 3.63)mp(p) +M (resto(p) + ((−mp(p)) +M (−resto(p))) = (def. de −)mp(p) +M (((−mp(p)) +M (−resto(p))) + resto(p)) = (teo. 3.66 y 3.57)mp(p) +M ((−mp(p)) +M (resto(p) + (−resto(p)))) = (lema 3.62)mp(p) +M ((−mp(p)) + 0) = (h.i. y teo. 3.57)mp(p) + (−mp(p)) = (df.+M y t. 3.61)
0 (teo. 3.39)

Congruen
ias de la sumaLa 
ongruen
ia de la igualdad respe
to de la suma se ha formalizado en el�
hero 
ongruen
ias-suma.lisp dentro del paquete POL.Para demostrar que la igualdad es 
ongruente respe
to de la suma se demues-tra primero el siguiente lema.Lema 3.68. Sean p, q ∈ C[X]. Enton
es, p + q = p + fn(q). En A
l2,(defthm |p + q = p + fn(q)|(implies (syntaxp (not (and (
onsp q) (eq (primero q) 'fn))))(= (+ p q) (+ p (fn q)))))Este teorema produ
e en A
l2 una rees
ritura in�nita:(+ p q) −→ (+ p (fn q)) −→ (+ p (fn (fn q))) −→ · · ·Para evitar esto, se introdu
en restri

iones sintá
ti
as a la apli
abilidad dela regla mediante syntaxp. De esta forma, un término (+ p q) sólo serárees
rito por estas reglas si el término q no es de la forma (fn x).Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p +
q = p + fn(q):



3.3 Anillos de polinomios 851. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de = y +.Paso de indu

ión:Inmediato por la hipótesis de indu

ión y las de�ni
iones de + y =.Teorema 3.69. La igualdad es 
ongruente respe
to de la suma.Sean p, p′, q, q′ ∈ C[X].
p = p′ =⇒ p + q = p′ + q

q = q′ =⇒ p + q = p + q′En A
l2,(def
ong = = (+ p q) 1)(def
ong = = (+ p q) 2)Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de = y por los teoremas 3.66y 3.68.Congruen
ia del opuesto de la sumaPara demostrar que la igualdad de polinomios es 
ongruente 
on la opera
iónopuesto es ne
esario primero demostrar el lema 3.71.Lema 3.70. Sean m ∈MC [X] y p ∈ C[X].
−(m +<

M p) =e (−m) +<
M (−p)En A
l2 queda de la siguiente forma. Como ya se ha 
omentado la igualdadsintá
ti
a en A
l2 se representa por equal.



86 Anillos polinómi
os(defthm |- (m +Mo p) = (- m) +Mo (- p)|(implies (and (monomiop m) (polinomiop p))(equal (- (+-monomio m p))(+-monomio (MON::- m) (- p)))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(m, p) ≡
−(m +<

M p) =e (−m) +<
M (−p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de +<

M , la del opuesto de monomios y la delopuesto de polinomios.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
−(m +<

M resto(p)) =e (−m) +<
M (−resto(p))enton
esCaso 1: m = 0Inmediata por la de�ni
ión de +<

M , la del opuesto de monomios y la delopuesto de polinomios.Caso 2: tp(mp(p)) <T tp(m)

− (m +<
M p) =e

− (m +M p) =e (def. de +<
M)

(−m) +M (−p) =e (def. de − y +M)
(−m) +<

M (−p) (def. de +<
M)Caso 3: tp(m) <T tp(mp(p))

− (m +<
M p) =e

− (mp(p) +M (m +<
M resto(p))) =e (def. de +<

M)
(−mp(p)) +M (−(m +<

M resto(p))) =e (def. de − y +M)
(−mp(p)) +M ((−m) +<

M (−resto(p))) =e (hip. de indu

ión)
(−m) +<

M (−p) (def. de +<
M)



3.3 Anillos de polinomios 87Caso 4: tp(m) = tp(mp(p))

− (m +<
M p) =e

− ((m + mp(p)) +M resto(p)) =e (def. de +<
M)

− (m + mp(p)) +M (−resto(p)) =e (def. de − y +M)
((−m) + (−mp(p))) +M (−resto(p)) =e (teo. 3.40)
(−m) +<

M ((−mp(p)) +M (−resto(p))) =e (def. de +<
M)

(−m) +<
M (−p) (def. de +M)Lema 3.71. Sea p ∈ C[X]. fn(−p) =e −fn(p)En A
l2,(defthm |fn(- p) = - fn(p)|(equal (fn (- p)) (- (fn p))))Demostra
ión. Por indu

ión, 
on el siguiente esquema. Sea P(p) ≡ fn(−p) =

−fn(p):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de − y fn.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:fn(−resto(p)) =e −fn(resto(p))
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osenton
es fn(−p) =e

(−mp(p) +<
M fn(−resto(p)) =e (def. de − y fn)

(−mp(p) +<
M −fn(resto(p)) =e (hip. ind.)

− (mp(p) +<
M fn(resto(p))) =e (lema 3.70)

− fn(p) (def. de fn)Teorema 3.72. La igualdad es 
ongruente respe
to del opuesto.Sean p, p′ ∈ C[X]. Enton
es, p = p′ =⇒ −p = −p′. En A
l2,(def
ong = = (- p) 1)Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de la igualdad de polinomios ypor el lema 3.71.Propiedades adi
ionales de la suma y el opuestoFinalmente, se demuestra que el opuesto de una suma es la suma de losopuestos.Lema 3.73. Sean p, q y r ∈ C[X].
p + r = q + r ⇐⇒ p = qEn A
l2,(defthm |p + r = q + r <=> p = q|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(iff (= (+ p r) (+ q r)) (= p q)))Demostra
ión.

p + r = q + r

⇐⇒ (p + r) + (−r) = (q + r) + (−r) (teo. 3.66 y 3.69)
⇐⇒ (p + (r + (−r)) = q + (r + (−r)) (teo. 3.64)
⇐⇒ p + 0 = q + 0 (teo. 3.67)
⇐⇒ p = q (teo. 3.61)



3.3 Anillos de polinomios 89Lema 3.74. Sean p, q ∈ C[X].
p + q = 0 ⇐⇒ q = −pEn A
l2,(defthm |p + q = 0 <=> q = - p|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(and (iff (= (+ p q) (nulo)) (= q (- p))))))Demostra
ión.

p + q = 0

⇐⇒ p + q = p + (−p) (teorema 3.67)
⇐⇒ q + p = (−p) + p (teorema 3.66)
⇐⇒ q = −p (teorema 3.73)Lema 3.75. Sean p, q y r ∈ C[X].

p + (q + r) = q + (p + r)En A
l2,(defthm |p + (q + r) = q + (p + r)|(= (+ p (+ q r)) (+ q (+ p r))))Demostra
ión.
p + (q + r)

= (p + q) + r (teorema 3.64)
= (q + p) + r (teorema 3.66)
= q + (p + r) (teorema 3.64)Teorema 3.76. Sean p, q ∈ C[X].

−(p + q) = (−p) + (−q)
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osEn A
l2,(defthm |- (p + q) = (- p) + (- q)|(= (- (+ p q)) (+ (- p) (- q))))Demostra
ión. Por el teorema 3.74 (p+q = 0 ⇐⇒ q = −p) basta demostrarque ((−p) + (−q)) + (p + q) = 0, que se demuestra 
omo sigue
((−p) + (−q)) + (p + q)

= p + (((−p) + (−q)) + q) (teorema 3.75)
= p + ((−p) + ((−q) + q)) (teorema 3.64)
= (p + ((−p) + 0) (teorema 3.67)
= p + (−p) (teorema 3.61)
= 0 (teorema 3.67)

Monoide 
onmutativo 
on el produ
toEn esta se

ión se presenta la formaliza
ión del produ
to de polinomios rea-lizada en el �
hero produ
to.lisp dentro del paquete POL.El polinomio unitario en forma normal en A
l2 se de�ne a 
ontinua
ión. Loselementos de su 
lase de equivalen
ia pueden ser re
ono
idos por una sen
illama
ro.(defma
ro identidad ()`(+M (MON::identidad) (nulo)))(defma
ro identidadp (p)`(= ,p (identidad)))Antes de de�nir la opera
ión de produ
to entre polinomios es fa
tible de�niruna fun
ión auxiliar que represente el produ
to entre monomios y polinomios.De�ni
ión 3.77. Sean m ∈MC [X] y p = m1 + · · ·+ mn ∈ C[K] enton
es
m ·M p = m ·m1 +M (· · ·+M m ·mn)



3.3 Anillos de polinomios 91En A
l2,(defun *-monomio (m p)(
ond ((or (nulop p) (not (monomiop m)) (not (polinomiop p)))(nulo))(t(+M (MON::* m (primero p))(*-monomio m (resto p))))))Se demuestra que esta opera
ión tiene elemento unidad (|1 *M p = p|),que |m = 0 => m *M p = 0| y que es distributiva la suma de polinomios(|m *M (p + q) = (m *M p) + (m *M q)|).A 
ontinua
ión, para 
al
ular el produ
to de dos polinomios pro
edemos dela siguiente forma.De�ni
ión 3.78. Sean p = m11 + · · ·+ m1n y q = m21 + · · ·+ m2r ∈ C[K]enton
es
p · q = m11 ·m21 + · · ·+ m11 ·m2r+

. . .

m1n ·m21 + · · ·+ m1n ·m2rLa de�ni
ión en A
l2 se haría re
ursivamente utilizando las fun
iones que
al
ulan el produ
to de dos monomios y el produ
to de un monomio por unpolinomio.(defun * (p q)(
ond ((or (nulop p) (not (polinomiop p)))(nulo))(t(+ (*-monomio (primero p) q)(* (resto p) q)))))Que los polinomios 
on esta opera
ión de produ
to tienen estru
tura de mo-noide 
onmutativo se dedu
e de los teoremas 3.80, 3.87 y 3.88.El primero que vamos a ver es el teorema 3.80 que estable
e la existen
iade elemento neutro para el produ
to de polinomios. Ya que el produ
to depolinomios se de�ne a partir del produ
to de un monomio por un polinomio,tendremos que demostrar el siguiente lema.
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osLema 3.79. Sea p ∈ C[X]. Enton
es, 1 ·M p = p. En A
l2,(defthm |1 *M p = p|(implies (polinomiop p)(= (*-monomio (MON::identidad) p) p)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión ·M y por elteorema 3.42.Teorema 3.80. Sea p ∈ C[X]. Enton
es, 1 · p = p. En A
l2,(defthm |1 * p = p|(= (* (identidad) p) p))Demostra
ión.
1 · p = 1 ·M p = ppor de�ni
ión de · y por el lema 3.79.Las propiedades de existen
ia de un elemento 
an
elador no presentan di�-
ultad para el demostrador.Teorema 3.81. Sea p ∈ C[X]. Enton
es, 0 · p = 0. En A
l2(defthm |0 * p = 0|(= (* (nulo) p) (nulo)))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión del produ
to.A 
ontinua
ión se demuestra que el produ
to de polinomios es distributivorespe
to a la suma que ha
e uso del teorema 3.83.Lema 3.82. Sean m1, m2 ∈MC [X] y, p ∈ C[X]. Enton
es,

m1 ·M (m2 +M p) =e (m1 ·m2) +M m1 ·M p.(defthm |m1 *M (m2 +M p) =e (m1 * m2) +M (m1 *M p)|(implies (and (monomiop m1) (monomiop m2))(equal (*-monomio m1 (+M m2 p))(+M (MON::* m1 m2) (*-monomio m1 p)))))



3.3 Anillos de polinomios 93Demostra
ión. Inmediata por las de�ni
iones de ·M y +M .Teorema 3.83. Sean m ∈ MC [X] y, p, q ∈ C[X]. Enton
es,
m ·M (p + q) = m ·M p + m ·M q.En A
l2,(defthm |m *M (p + q) = (m *M p) + (m *M q)|(= (*-monomio m (+ p q))(+ (*-monomio m p) (*-monomio m q))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡

m ·M (p + q) = m ·M p + m ·M q:1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·M y el teorema 3.60.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
m ·M (resto(p) + q) = m ·M resto(p) + m ·M qenton
es

m ·M (p + q) =

m ·M (mp(p) +M (resto(p) + q)) = (teo. 3.63)
m ·mp(p) +M (m ·M (resto(p) + q)) = (teo. 3.82)
m ·mp(p) +M (m ·M resto(p) + m ·M q) = (hip. ind. y teo 3.57)
(m ·mp(p) +M m ·M resto(p)) + m ·M q = (teo. 3.62)
m ·M p + m ·M q (def. de ·M)Teorema 3.84. Sea p, q, r ∈ C[X].

(p + q) · r = p · r + q · r



94 Anillos polinómi
osEn A
l2,(defthm |(p + q) * r = (p * r) + (q * r)|(= (* (+ p q) r) (+ (* p r) (* q r))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡
(p + q) · r = p · r + q · r:1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de · y por los teoremas 3.60 y 3.81.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:

(resto(p) + q) · r = resto(p) · r + q · r

(p + q) · r =

(mp(p) +M (resto(p) + q)) · r = (lema 3.63)mp(p) ·M r + (resto(p) + q) · r = (def. de +M y ·)mp(p) ·M r + (resto(p) · r + q · r) = (hip. ind. y teo 3.69)
(mp(p) ·M r + resto(p) · r) + q · r = (teo. 3.64)
p · r + q · r (def. de ·M)

A partir del teorema anterior y del lema 3.86 se demuestra la aso
iatividaddel produ
to (teorema 3.87). Para el lema 3.86 ha
e falta el siguiente.Lema 3.85. Sean m1, m2 ∈MC [X] y, p, q ∈ C[X].
m1 ·M (m2 ·M p) = (m1 ·m2) ·M pEn A
l2,



3.3 Anillos de polinomios 95(defthm |m1 *M (m2 *M p) = (m1 * m2) *M p|(implies (and (monomiop m1) (monomiop m2))(= (*-monomio m1 (*-monomio m2 p))(*-monomio (MON::* m1 m2) p))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡
m1 ·M (m2 ·M p) = (m1 ·m2) ·M p:1. p = 0→ P(m1, m2, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·M .Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:

m1 ·M (m2 ·M resto(p)) = (m1 ·m2) ·M resto(p)

m1 ·M (m2 ·M p) =

m1 ·M (m2 ·mp(p) +M m2 ·M resto(p)) = (def. de ·M)
m1 · (m2 ·mp(p)) +M m1 ·M (m2 ·M resto(p)) = (lema 3.82)
m1 · (m2 ·mp(p)) +M (m1 ·m2) ·M resto(p) = (hip. ind. y teo 3.57)
(m1 ·m2) ·mp(p) +M (m1 ·m2) ·M resto(p) = (teo. 3.44 y teo 3.57)
(m1 ·m2) ·M p (def. de ·M)Lema 3.86. Sean m ∈MC [X] y, p, q ∈ C[X].

m ·M (p · q) = (m ·M p) · qEn A
l2,(defthm |m *M (p * q) = (m *M p) * q|(implies (monomiop m)(= (*-monomio m (* p q))(* (*-monomio m p) q))))



96 Anillos polinómi
osDemostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(m, p, q) ≡
m ·M (p · q) = (m ·M p) · q:1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·M y el teorema 3.81.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:

m ·M (resto(p) · q) = (m ·M resto(p)) · qenton
es
m ·M (p · q) =

m ·M (mp(p) ·M q + resto(p) · q) = (def. de ·)
m ·M (mp(p) ·M q) + m ·M (resto(p) · q) = (teo. 3.83)
m ·M (mp(p) ·M q) + (m ·M resto(p)) · q = (h. ind. y teo 3.69)
(m ·mp(p)) ·M q + (m ·M resto(p)) · q = (lema 3.85 y 3.69)
(m ·mp(p) +M m ·M resto(p)) · q (def. de +M y ·)
(m ·M p) · q (def. de ·M)Teorema 3.87. Sean p, q, r ∈ C[X]. Enton
es, (p · q) · r = p · (q · r). EnA
l2,(defthm |(p * q) * r = p * (q * r)|(= (* (* p q) r) (* p (* q r))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, r) ≡

(p · q) · r = p · (q · r).1. p = 0→ P(p, q, r)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, r))→ P(p, q, r)



3.3 Anillos de polinomios 97Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·, porque = es una rela
ión de equivalen
iay por el teorema 3.81.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
(resto(p) · q) · r = resto(p) · (q · r)enton
es

(p · q) · r =

(mp(p) ·M q + resto(p) · q) · r = (def. de ·)
(mp(p) ·M q) · r + (resto(p) · q) · r = (teo. 3.84)
(mp(p) ·M q) · r + resto(p) · (q · r) = (h. ind. y teo. 3.69)mp(p) ·M (q · r) + resto(p) · (q · r) = (lema 3.86 y teo. 3.69)
p · (q · r) (def. de ·)

Por último, la 
onmutatividad del monoide es más 
ompli
ada de demostrar.Su demostra
ión es un ejemplo de la utilidad de las 
ongruen
ias de�nidasentre la igualdad y la opera
ión de suma. Requiere además de�nir un esquemade indu

ión apropiado.Teorema 3.88. Sean p, q ∈ C[X]. Enton
es, p · q = q · p. En A
l2,(defthm |p * q = q * p|(= (* p q) (* q p)))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q) ≡ p ·
q = q · p.1. (p = 0 ∨ q = 0)→ P(p, q)2. (p 6= 0∧q 6= 0∧P(resto(p), q)∧P(resto(p), resto(q))∧P(p, resto(q)))→P(p, q)Caso base: p = 0 ∨ q = 0Inmediata por la de�ni
ión de · y por el teorema 3.81.
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osPaso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:resto(p) · q = q · resto(p) (1)resto(p) · resto(q) = resto(q) · resto(p) (2)
p · resto(q) = resto(q) · p (3)

p · q =mp(p) ·M q + resto(p) · q = (def. de ·)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) + resto(p) · q = (def. de ·M)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) + q · resto(p) = (h.i.(1) y teo 3.69)
(mp(p) ·mp(q) +M mp(p) ·M resto(q)) +

(mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · resto(p)) = (def. de ·)mp(q) ·mp(p) +M (mp(p) ·M resto(q) +

(mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · resto(p)) = (lemas 3.43 y 3.62,mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + y teo 3.57)
(mp(p) ·M resto(q) + resto(q) · resto(p)) = (teo. 3.64, 3.66mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + y 3.57)
(mp(p) ·M resto(q) + resto(p) · resto(q)) = (h.i.(2) y teo 3.69)mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + p · resto(q)) = (def. de ·)mp(q) ·mp(p) +M (mp(q) ·M resto(p) + resto(q) · p) = (h.i.(3) y teo 3.69)
(mp(q) ·mp(p) +M mp(q) ·M resto(p)) + resto(q) · p = (lema 3.62)mp(q) ·M p + resto(q) · p = (def. de ·M)
q · p (def. de ·)Teorema 3.89. Sea p, q, r ∈ C[X].

p · (q + r) = p · q + p · r



3.3 Anillos de polinomios 99En A
l2,(defthm |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)|(= (* p (+ q r)) (+ (* p q) (* p r))))Demostra
ión. Inmediata por los teoremas 3.69, 3.84 y 3.88.Congruen
ias del produ
toEn esta se

ión demostramos que la igualdad es 
ongruente respe
to de laopera
ión de multipli
a
ión de un monomio y un polinomio (teorema 3.92, yrespe
to a la multipli
a
ión de polinomios (teorema 3.93). La formaliza
iónse en
uentra en 
ongruen
ias-produ
to.lisp dentro del paquete POL.Lema 3.90. Sean m1, m2 ∈MC [X] y p ∈ C[X].
m1 ·M (m2 +<

M p) = (m1 ·m2) +<
M (m1 ·M p)En A
l2,(defthm |m *M (n +Mo p) = (m * n) +Mo (m *M p)|(implies (and (MON::monomiop m) (MON::monomiop n) (polinomiop p))(= (*-monomio m (+-monomio n p))(+-monomio (MON::* m n) (*-monomio m p)))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡

m1 ·M (m2 +<
M p) = (m1 ·m2) +<

M (m1 ·M p).1. (p = 0 ∨ tp(p) ≤ tp(m2))→ P(m1, m2, p)2. (p 6= 0 ∧ tp(m2) < tp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)Caso base: p = 0 ∨ tp(p) ≤ tp(m2)Se tiene distinguiendo 
asos, utilizando las de�ni
iones de +<
M , ·M y = ypropiedades del produ
to y suma de monomios, y del orden de términos.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
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os
m1 ·M (m2 +<

M resto(p)) = (m1 ·m2) +<
M (m1 ·M resto(p))enton
es se tiene el resultado por los lemas 3.55 y 3.82.Lema 3.91. Sean m ∈MC [X] y p ∈ C[X]. Enton
es, m ·M p = m ·M fn(p).En A
l2,(defthm |m *M p = m *M fn(p)|(implies (syntaxp (not (and (
onsp p) (eq (primero p) 'fn))))(= (*-monomio m p) (*-monomio m (fn p))))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(m, p) ≡

m ·M p = m ·M fn(p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Caso base: p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·M y fn.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
m ·M resto(p) = m ·M fn(resto(p))enton
es se tiene el resultado por las de�ni
iones de ·M , = y fn, el lema 3.90y el teorema 3.57.Teorema 3.92. La igualdad es 
ongruente respe
to de la multipli
a
ión deun monomio y un polinomio.Sean m, m′ ∈ C[X] y p, p′ ∈ C[X].

m = m′ =⇒ m ·M p = m′ ·M p
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p = p′ =⇒ m ·M p = m ·M p′En A
l2,(def
ong MON::= = (*-monomio m p) 1)(def
ong = = (*-monomio m p) 2)Demostra
ión.
m = m′ =⇒ m ·M p = m′ ·M pInmediata por las de�ni
iones de ·M y de la igualdad de monomios.
p = p′ =⇒ m ·M p = m ·M p′Inmediata por el lema 3.91.

Por último, se extienden las 
ongruen
ias a la opera
ión de produ
to depolinomios, puesto que esta última se de�ne a partir de la opera
ión deprodu
to un monomio por un polinomio.Teorema 3.93. La igualdad es 
ongruente respe
to de la multipli
a
ión depolinomios.Sean p, p′, q, q′ ∈ C[X].
q = q′ =⇒ p · q = p · q′

p = p′ =⇒ p · q = p′ · qEn A
l2,(def
ong = = (* p q) 2)(def
ong = = (* p q) 1)Demostra
ión.
q = q′ =⇒ p · q = p · q′Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(p, q, q′) ≡ p · q = p · q′:
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os1. p = 0→ P(p, q, q′)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q, q′))→ P(p, q, q′)Caso base : p = 0Inmediata por la de�ni
ión de ·.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:resto(p) · q = resto(p) · q′

p · q =mp(p) ·M q + resto(p) · q = (def. de ·)mp(p) ·M q + resto(p) · q′ = (hip. ind. y teo. 3.69)mp(p) ·M q′ + resto(p) · q′ = (teo. 3.92)
p · q′ (def. de ·)

p = p′ =⇒ p · q = p′ · qInmediata utilizando la 
ongruen
ia del segundo parámetro y 
onmu-tatividad.
3.3.5. Polinomios normalizadosAhora, a partir del predi
ado ordenadop que 
omprueba si un objeto es unalista de monomios no nulos en un orden estri
tamente de
re
iente, la fun
iónde normaliza
ión fn y las opera
iones del anillo de polinomios, se de�nenel re
ono
edor y las opera
iones normalizadas 
orrespondientes, además delpolinomio nulo y el identidad. Nótese 
omo se 
ambia de paquete (del pa-quete POL al NPOL) para poder seguir utilizando los mismos nombres en lasopera
iones. La formaliza
ión se en
uentra en el �
hero polinomio.lisp deldire
torio polinomios-normalizados dentro del paquete NPOL.(in-pa
kage "NPOL")(defma
ro polinomiop (p)`(POL::ordenadop ,p))



3.3 Anillos de polinomios 103(defun + (p q)(POL::fn (POL::+ p q)))(defun - (p)(POL::fn (POL::- p)))(defun * (p q)(POL::fn (POL::* p q)))(defun nulo ()(POL::nulo))(defun identidad ()(POL::identidad))Nótese que las fun
iones POL::nulo y POL::identidad de los polinomiosdesnormalizados devuelven polinomios que ya están en forma normal. Elnú
leo de propiedades de anillos para estas opera
iones normalizadas son lassiguientes:(defthm polinomiop-nulo(polinomiop (nulo))(defthm polinomiop-identidad(polinomiop (identidad)))(defthm polinomiop-+(polinomiop (+ p q)))(defthm polinomiop--(polinomiop (- p)))(defthm polinomiop-*(polinomiop (* p q)))(defthm |p + q = q + p|(equal (+ p q) (+ q p)))(defthm |(p + q) + r = p + (q + r)|(equal (+ (+ p q) r) (+ p (+ q r))))
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os(defthm |p * q = q * p|(equal (* p q) (* q p)))(defthm |(p * q) * r = p * (q * r)|(equal (* (* p q) r) (* p (* q r))))(defthm |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)|(equal (* p (+ q r)) (+ (* p q) (* p r))))(defthm |p + (- p) = 0|(equal (+ p (- p)) (nulo)))(defthm |0 + p = p|(implies (polinomiop p)(equal (+ (nulo) p) p)))(defthm |1 * p = p|(implies (polinomiop p)(equal (* (identidad) p) p)))La mayoría de estos teoremas sobre las opera
iones normalizadas se de-muestran deshabilitando las opera
iones desnormalizadas 
orrespondientesy usando la 
ontrapartida del teorema 
orrespondiente a la representa
ióndesnormalizada.A partir de ahora, los polinomios están normalizados y por polinomiop en-tendemos que están en forma normal.3.4. ResumenEn este 
apítulo:Hemos presentado una formaliza
ión de los anillos de polinomios demúltiples variables en A
l2.Hemos abstraído el problema en
apsulando un anillo de 
oe�
ientes queha servido de base al desarrollo de los polinomios y a la veri�
a
ión desus propiedades fundamentales.Hemos estudiado los problemas de representa
ión.



3.4 Resumen 105Hemos 
onstruido y veri�
ado una fun
ión de normaliza
ión que per-mite de�nir una igualdad semánti
a sobre los polinomios.Hemos demostrado la 
ongruen
ia de di
ha igualdad 
on las opera
ionesde anillo.En un 
apítulo posterior emplearemos esta formaliza
ión abstra
ta para ob-tener un anillo de polinomios 
on
reto, 
on 
oe�
ientes en el 
uerpo de losra
ionales, veri�
ado y eje
utable.En realidad, lo expuesto proviene de una formaliza
ión anterior en la queempleábamos Nqthm, el demostrador de teoremas de Boyer-Moore. Es in-teresante ha
er notar algunas de las desventajas que presentaba este demos-trador respe
to a A
l2 y que in�uyeron notablemente en nuestra de
isiónde traspasar el problema a A
l2.La prin
ipal desventaja que se presentaba a la hora de formalizar los poli-nomios radi
aba en la ele

ión del 
uerpo de 
oe�
ientes. En Nqthm sóloestán los números naturales, por lo que había que formalizar e implementarun 
uerpo de 
oe�
ientes partiendo de 
ero. En 
ontra de lo que se puedapensar, esto no es tarea fá
il, sobre todo debido a un aumento en los pro-blemas para de
idir 
uestiones aparentemente sen
illas mediante aritméti
alineal.En 
ambio, A
l2 ya in
orpora una formaliza
ión apropiada de Q y prá
ti-
amente todos estos problemas desapare
ieron durante el tránsito a A
l2.Los problemas derivados de la ausen
ia de shells (un me
anismo primitivopara de�nir tipos abstra
tos de datos) se resolvieron 
on una formaliza
iónmás 
uidadosa.Por otro lado, la ausen
ia de 
ongruen
ias en Nqthm suponía una 
ontinuane
esidad de demostra
ión de lemas triviales, a simple vista 
on po
a o nin-guna rela
ión 
on los teoremas que realmente se querían demostrar. En eldesarrollo del trabajo en A
l2, las 
ongruen
ias han jugado su papel, bienredu
iendo la longitud y el tiempo de varias demostra
iones, bien eliminando
onsejos inne
esarios que disminuían su grado de automatiza
ión. Un ejem-plo patente de esto lo 
onstituye la demostra
ión de la 
onmutatividad delprodu
to de polinomios.





Capítulo 4Órdenes polinómi
os
4.1. Introdu

iónEste 
apítulo expli
a el desarrollo de un orden polinómi
o y la veri�
a
iónde sus propiedades en A
l2. El resultado prin
ipal que se obtiene es labuena fundamenta
ión del orden de polinomios de�nido, que se lleva a 
abomediante una inmersión ordinal apropiada.La motiva
ión para esto es la de servir de base para la demostra
ión de latermina
ión de la redu

ión polinómi
a des
rita en el 
apítulo 7 en A
l2.La no
ión abstra
ta de redu

ión se puede modelar utilizando una fun
iónunaria red , que intenta simpli�
ar su parámetro 
on respe
to a un ordenpar
ial estri
to dado, <. Si el elemento no se puede simpli�
ar se di
e que esirredu
ible o que está en forma normal. y red lo devuelve sin modi�
ar. Enotro 
aso, el elemento es redu
ible. La propiedad 
ara
terísti
a de tales tiposde fun
iones es: red(p) 6= p =⇒ red(p) < pEn este 
ontexto, red se di
e que es una fun
ión de redu

ión. La 
lausura dela fun
ión de redu

ión red se de�ne re
ursivamente de la siguiente forma:red∗(p) =

{

p, si red(p) = pred∗(red(p)), en otro 
aso (e.o.
.)
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osDesafortunadamente, no está garantizado que esta fun
ión termine. Sin em-bargo, se puede garantizar su termina
ión siempre que < esté bien funda-mentado, que es justamente lo que 
apa
ita a A
l2 para admitir red∗ bajosu prin
ipio de de�ni
ión.Por tanto, estamos fundamentalmente interesados en fun
iones de redu

iónrelativas a órdenes bien fundados. Fijar un orden sobre los términos es sóloel primer paso para obtener un orden sobre polinomios.A 
ontinua
ión expondremos la forma de realizar esto. En parti
ular, se partede un orden de�nido sobre términos que se extiende a monomios. Posterior-mente, éste a su vez se extiende para obtener el orden polinómi
o indu
ido.4.2. Orden de términosA 
ontinua
ión se muestra 
ómo de�nir un orden total estri
to entre lostérminos. Además, demostraremos que este orden está bien fundamenta-do. La formaliza
ión se en
uentra en termino.lisp dentro del dire
toriopolinomios-ra
ionales.Para ordenar los términos, una vez determinado el 
onjunto de variables X,úni
amente es ne
esario tener en 
uenta las listas de exponentes. La ele
-
ión obvia 
onsiste en �jar un orden lexi
ográ�
o entre di
has se
uen
ias denúmeros naturales.4.2.1. El orden lexi
ográ�
oEn el 
aso de términos de�nidos sobre el mismo 
onjunto de variables, lade�ni
ión del orden lexi
ográ�
o es dire
ta, puesto que las se
uen
ias denúmeros naturales impli
adas tienen la misma longitud.De�ni
ión 4.1. Sean [a1, . . . , ak] y [b1, . . . , bk] ∈ T [X], se de�ne el orden,
<T , sobre términos de la siguiente forma:

[a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk] ≡ ∃i (ai < bi ∧ ∀j < i aj = bj)La siguiente fun
ión booleana A
l2 de�ne la rela
ión de orden lexi
ográ-�
o estri
to sobre los términos de esta forma, pero, análogamente a lo queo
urría 
on otras opera
iones sobre términos, será algo más general. Así, sidos términos no son 
ompatibles, es de
ir, no están de�nidos sobre el mismo
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onjunto de variables, el de menor número de variables será 
onsiderado elmenor si, y sólo si, es pre�jo del otro.(defun < (a b)(
ond ((or (atom a) (atom b))(not (atom b)))((equal (first a) (first b))(< (rest a) (rest b)))(t(LISP::< (first a) (first b)))))No es difí
il demostrar, que esta de�ni
ión 
umple las propiedades funda-mentales inherentes a este tipo de rela
iones (irre�exividad, antisimetría ytransitividad).Teorema 4.2 (irre�exividad). Sea a ∈ T [X]. Enton
es, ¬(a <T a). EnA
l2,(defthm |~(a < a)|(not (< a a)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión <T .Teorema 4.3. Sean a, b ∈ T [X]. Si a <T b, enton
es ¬(b <T a). En A
l2,(defthm |a < b => ~(b < a)|(implies (< a b) (not (< b a))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión <T .Teorema 4.4 (transitividad). Sean a, b, c ∈ T [X].
a <T b ∧ b <T c =⇒ a <T cEn A
l2,(defthm |a < b & b < 
 => a < 
|(implies (and (< a b) (< b 
)) (< a 
)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión <T y por elteorema 4.3.
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osTambién es posible demostrar la tri
otomía.Teorema 4.5. Sean a, b ∈ T [X].
a <T b ∨ b <T a ∨ a = bEn A
l2,(defthm |a < b or b < a or a = b|(implies (and (terminop a) (terminop b))(or (< a b) (< b a) (= a b))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión <T .4.2.2. Inmersión de los términos en los ǫ0ǫ0ǫ0-ordinalesPara sumergir los términos en los ǫ0-ordinales adoptaremos el siguiente 
ri-terio.De�ni
ión 4.6. Sea a = [a1, . . . , ak] ∈ T [X]. El ǫ0-ordinal aso
iado 
on a,

Tǫ0(a) será el siguiente.
Tǫ0(a) =

{

0, si k = 0

ωωk+a1 + · · ·+ ωω+ak , e.o.
.Esta inmersión presenta la ventaja de propor
ionar una tradu

ión dire
ta apartir de la lista de exponentes del término, 
omo se puede observar en losejemplos que se muestran a 
ontinua
ión. Por otro lado, el tipo ordinal que seobtiene no es muy alto, lo que fa
ilita la manipula
ión en esta representa
ión.
x

︸︷︷︸(1) 7−→ ωω+1
︸︷︷︸((1 . 1) . 0)

x8 · y0

︸ ︷︷ ︸(8 0) 7−→ ωω2+8 + ωω

︸ ︷︷ ︸((2 . 8) (1 . 0) . 0)
x4 · y3 · z5

︸ ︷︷ ︸(4 3 5) 7−→ ωω3+4 + ωω2+3 + ωω+5

︸ ︷︷ ︸((3 . 4) (2 . 3) (1 . 5) . 0)



4.2 Orden de términos 111En A
l2 se pro
ede a la inmersión de los términos en los ǫ0-ordinales me-diante la siguiente fun
ión re
ursiva. La fun
ión len devuelve la longituddel término que re
ibe 
omo parámetro, o lo que es lo mismo, el número devariables del término.(defun termino->e0-ordinal (a)(if (atom a)0(
ons (
ons (len a) (first a))(termino->e0-ordinal (rest a)))))Como veremos a 
ontinua
ión, se demuestra que verdaderamente la fun
ióntermino->e0-ordinal produ
e un ǫ0-ordinal a partir de un término.4.2.3. Buena fundamenta
iónTeorema 4.7. El orden sobre términos, <T , está bien fundamentado.Sean a, b ∈ T [X], a <T b y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales enton
es Tǫ0(a)es un ordinal y Tǫ0(a) <ǫ0 Tǫ0(b). En A
l2,(defthm buena-fundamenta
ion-<(and (implies (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))(implies (and (terminop a) (terminop b)(< a b))(e0-ord-< (termino->e0-ordinal a)(termino->e0-ordinal b)))):rule-
lasses (:rewrite :well-founded-relation))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(a, b) ≡

Tǫ0(a) <ǫ0 Tǫ0(b):1. b = []→ P(a, b)2. (b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)Caso base: b = []Inmediata por la de�ni
ión de <T , <ǫ0 y y Tǫ0 .
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osPaso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
Tǫ0(resto(a)) <ǫ0 Tǫ0(resto(b))enton
es

Tǫ0(a) =

ωωlen(a)+primero(a) + Tǫ0(resto(a)) <ǫ0 (def. Tǫ0)
ωωlen(a)+primero(a) + Tǫ0(resto(b)) <ǫ0 (hip. ind. y def. <ǫ0)
ωωlen(b)+primero(b) + Tǫ0(resto(b)) = (a < b)
Tǫ0(b) (def. Tǫ0)

Para estable
er que una rela
ión está bien fundamentada en A
l2 es ne
e-sario primero disponer de una fun
ión que reali
e la inmersión de los objetosde la rela
ión en los ǫ0-ordinales. Sin embargo, es muy importante demostrarla 
orre

ión de la fun
ión inmersora, lo que no siempre es sen
illo 
uandosu tipo ordinal es elevado. En este 
aso no es difí
il, previa demostra
ión deun lema:(lo
al(defthm extension-
orre

ion(implies (and (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal (rest a))))(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))))(lo
al(defthm e0-ordinalp-termino->e0-ordinal(implies (terminop a)(e0-ordinalp (termino->e0-ordinal a)))))Una vez demostrada la 
orre

ión de la fun
ión inmersora, basta 
omprobarque preserva el orden, es de
ir, que los ǫ0-ordinales 
orrespondientes a 
adapar de elementos rela
ionados siguen estando rela
ionados.Este pro
eso nos permite en A
l2 añadir el teorema de buena fundamenta-
ión a la 
lase de reglas :well-founded-relation, 
on lo que la rela
ión de



4.3 Orden de monomios 113orden de�nida (que es noetheriana) puede ser utilizada, 
uando sea ne
esario,para demostrar la termina
ión de fun
iones de�nidas sobre términos.Desgra
iadamente, 
on la fun
ión < presentada, este teorema no puede serdemostrado, ya que es falso. En efe
to, basta pensar en términos 
on distintonúmero de variables para 
omprender el problema; 
laramente hay dos 
asossimétri
os, según el primero tenga menos variables que el segundo o vi
eversa:
x4y2z <T x6y4

7−
→

7−
→

ωω3+4 + ωω2+2 + ωω+1 ≮ǫ0 ωω2+6 + ωω+4

x8 ≮T x3y2

7−
→

7−
→

ωω+8 <ǫ0 ωω2+3 + ωω+2Cuando los términos son 
ompatibles, el problema desapare
e. Podría pensar-se que 
ompletando de algún modo ade
uado el término 
on menor númerode variables puede evitarse el problema. Sin embargo, la solu
ión no es tansimple, ya que al sumergir un término nada se sabe a
er
a de 
on 
uáles pue-de ser 
omparado. Una solu
ión fa
tible 
onsiste en tratar de manera espe
ialambos 
asos:(defun < (a b)(
ond ((or (atom a) (atom b))(not (atom b)))((LISP::< (len a) (len b))t)((LISP::> (len a) (len b))nil)((equal (first a) (first b))(< (rest a) (rest b)))(t(LISP::< (first a) (first b)))))Con esta nueva formaliza
ión sigue siendo 
ierto el teorema de buena funda-menta
ión.4.3. Orden de monomiosEn la se

ión 4.2 se ha mostrado que el orden de términos de�nido está bienfundamentado. El orden de monomios es justo la tradu

ión del orden de
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ostérminos a monomios donde los monomios se 
omparan de a
uerdo 
on sustérminos. Por tanto, el orden de monomios hereda todas la propiedades delorden de términos. Su formaliza
ión se en
uentra en monomios.lisp.De�ni
ión 4.8. Sean a = ca ·X
[a1,...,ak ], b = cb ·X

[b1,...,bk] ∈MC [X], se de�neel orden, <M , sobre monomios de la siguiente forma:
a <M b ≡ [a1, . . . , ak] <T [b1, . . . , bk]En A
l2,(defma
ro < (a b)`(TER::< (termino ,a) (termino ,b)))De�ni
ión 4.9. Sea a ∈ MC [X]. El ǫ0-ordinal aso
iado 
on a, Mǫ0(a) seráel siguiente.

Mǫ0(a) = Tǫ0(tp(a))En A
l2,(defma
ro monomio->e0-ordinal (a)`(TER::termino->e0-ordinal (termino ,a)))Teorema 4.10. El orden sobre monomios, <M , está bien fundamentado.Sean a, b ∈MC [X], a <M b y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales enton
es
Mǫ0(a) <ǫ0 Mǫ0(b)En A
l2,(defthm buena-fundamenta
ion-<-M(and (implies (monomiop a)(e0-ordinalp (monomio->e0-ordinal a)))(implies (and (monomiop a) (monomiop b)(< a b))(e0-ord-< (monomio->e0-ordinal a)(monomio->e0-ordinal b)))))Demostra
ión. Inmediata por el teorema 4.7.
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o indu
ido 1154.4. Orden polinómi
o indu
idoComo ya se ha expuesto en el 
apítulo anterior, los polinomios se 
onstruyena partir de monomios. Por tanto, el orden de monomios se puede extender apolinomios normalizados de una forma dire
ta. Su formaliza
ión se en
uentraen orden.lisp.De�ni
ión 4.11. Sean p, q dos polinomios normalizados. Se di
e que, p < q,si se 
umple alguna de las tres siguientes 
ondi
iones:
p = 0 ∧ q 6= 0

p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) = tp(q) ∧ resto(p) < resto(q)

p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧mp(p) <M mp(q)El siguiente predi
ado A
l2 implementa el orden anterior, 
omparando dospolinomios 
omo listas de monomios utilizando MON::=T (la igualdad entre lostérminos subya
entes a los dos monomios) y MON::< (el orden de monomios).(defun < (p q)(
ond ((or (nulop p) (nulop q))(not (nulop q)))((MON::=T (primero p) (primero q))(< (resto p) (resto q)))(t(MON::< (primero p) (primero q)))))Se demuestra que esta rela
ión satisfa
e las propiedades de un orden par
ial(irre�exividad y transitividad).Teorema 4.12 (irre�exividad). Sea p ∈ C[X]. Enton
es, ¬(p < p). EnA
l2,(defthm |~(p < p)|(not (< p p)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión <.Teorema 4.13. Sean p, q ∈ T [X]. Si p < q, enton
es, ¬(q < p). En A
l2,
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os(defthm |p < q => ~(q < p)|(implies (< p q)(not (< q p))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión < y por elteorema 4.3.Teorema 4.14 (transitividad). Sean p, q, r ∈ T [X].
p < q ∧ q < r =⇒ p < rEn A
l2,(defthm |p < q & q < r => p < r|(implies (and (< p q) (< q r))(< p r)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión < y por losteoremas 4.4 y 4.13.4.4.1. Inmersión de los polinomios en los ǫ0ǫ0ǫ0-ordinalesSi p = m1 + · · · + mn está normalizado, enton
es por de�ni
ión de formanormal se tiene que mn <M · · · <M m1, y por tanto que:

Mǫ0(mn) <ǫ0 · · · <ǫ0 Mǫ0(m1),Esto se sigue del teorema que estable
e que <M es una rela
ión bien funda-mentada. De esta forma, la inmersión de los polinomios en los ǫ0-ordinales selleva a 
abo de la siguiente forma.De�ni
ión 4.15. Sea p = m1 + · · ·+ mn un polinomio normalizado y mi =
ci ·X

[ai1,...,aik], 1 ≤ i ≤ n sus monomios. El ǫ0-ordinal aso
iado 
on p, Pǫ0(p),será el siguiente.
Pǫ0(p) =

n∑

i=1

ωMǫ0(mi) =

n∑

i=1

ω
Pk

j=1 ω
ωk−j+1+aij

.Una vez que se tiene (se de�nió en la se

ión anterior) la fun
ión que realizala inmersión de monomios a los ǫ0-ordinales se de�ne en A
l2 la 
orrespon-diente a polinomios mediante la fun
ión polinomio->e0-ordinal:
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o indu
ido 117(defun polinomio->e0-ordinal (p)(
ond ((nulop p)0)(t(
ons (MON::monomio->e0-ordinal (primero p))(polinomio->e0-ordinal (resto p))))))4.4.2. Buena fundamenta
iónAl intentar demostrar la buena fundamenta
ión del orden de polinomios, nosdamos 
uenta de un problema de la de�ni
ión que se ha tomado: si Mǫ0devuelve 0, la fun
ión Pǫ0 no 
onstruye un ǫ0-ordinal apropiado en formanormal de Cantor. Una posible solu
ión es in
rementar los ordinales aso
iadosa 
ada término por 1.Sea a = [a1, . . . , ak] ∈ T [X]. El ǫ0-ordinal aso
iado 
on a, Tǫ0(a) será elsiguiente.
Tǫ0(a) =

{

1, si n = 0

ωωn+a1 + · · ·+ ωω+an + 1, e.o.
.En A
l2 la de�ni
ión de términos quedaría de la siguiente forma.(defun termino->e0-ordinal (a)(if (endp a)1 ; ini
ialmente 0(
ons (
ons (len a) (first a))(termino->e0-ordinal (rest a)))))Obviamente, este 
ambio no altera la buena fundamenta
ión del orden demonomios. Con esta pequeña modi�
a
ión, los ordinales se asignan a lospolinomios 
omo sigue.Sea p = m1 + · · · + mn un polinomio normalizado y mi = ci · X
[ai1,...,aik ],

1 ≤ i ≤ n sus monomios. El ǫ0-ordinal aso
iado 
on p, Pǫ0(p), será el siguiente.
[m1, . . . , mn] 7−→

n∑

i=1

ω
Pk

j=1 ω
ωk−j+1+aij +1.
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osA 
ontinua
ión se puede ya pro
eder a demostrar la buena fundamenta
iónde este orden sobre polinomios.Teorema 4.16. El orden sobre polinomios, <, está bien fundamentado.Sean p, q ∈ C[X], p < q y <ǫ0 el orden sobre los ǫ0-ordinales enton
es
Pǫ0(p) <ǫ0 Pǫ0(q)En A
l2,(defthm buena-fundamenta
ion-<(and (implies (polinomiop p)(e0-ordinalp (polinomio->e0-ordinal p)))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (< p q))(e0-ord-< (polinomio->e0-ordinal p)(polinomio->e0-ordinal q)))):rule-
lasses :well-founded-relation)Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea S (p, q) ≡

Pǫ0(p) <ǫ0 Pǫ0(q):1. q = 0→ S (p, q)2. (q 6= 0 ∧ S (resto(p), resto(q)))→ S (p, q)Caso base: q = 0Inmediata por la de�ni
ión de <, <ǫ0 y y Pǫ0.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
Pǫ0(resto(p)) <ǫ0 Pǫ0(resto(q))enton
es

Pǫ0(p) =

Mǫ0(mp(p)) + Pǫ0(resto(p)) <ǫ0 (def. Pǫ0)
Mǫ0(mp(p)) + Pǫ0(resto(q)) <ǫ0 (hip. ind. y def. <ǫ0)
Mǫ0(mp(q)) + Pǫ0(resto(q)) = (p < q, teo. 4.10 y def. <ǫ0)
Pǫ0(q) (def. Pǫ0)
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Una alternativa a la modi�
a
ión de termino->e0-ordinal 
onsiste en 
am-biar polinomio->e0-ordinal ade
uadamente. Esta última posibilidad tienela ventaja de separar dos 
on
eptos: el desarrollo de órdenes de monomios yel desarrollo de órdenes polinómi
os indu
idos.(defun polinomio->e0-ordinal (p)(if (endp p)0(
ons (in
rementa-ordinal (monomio->e0-ordinal (primero p)))(polinomio->e0-ordinal (resto p)))))(defun in
rementa-ordinal (a)(if (
onsp a)(if (and (atom (rest a)) (integerp (rest a)))(
ons (first a) (+ (rest a) 1))(
ons (first a) (in
rementa-ordinal (rest a))))(if (and (integerp a) (<= 0 a))(+ a 1)a)))Como se puede ver, el ordinal devuelto por la fun
ión monomio->e0-ordinalse in
rementa por la fun
ión in
rementa-ordinal. Se demuestra que el in-
remento 
on esta fun
ión de un ordinal es también un ordinal y que noprodu
e 0.(defthm |e0-ordinalp(a) => e0-ordinalp(in
rementa-ordinal(a))|(implies (e0-ordinalp a)(e0-ordinalp (in
rementa-ordinal a))))(defthm |~(in
rementa-ordinal(a) = 0)|(not (equal (in
rementa-ordinal a) 0)))La propiedad fundamental demostrada sobre esta fun
ión es que si un ordinales menor que otro, enton
es seguirá siendo menor 
uando se in
rementen.(defthm |a <e0 b => a + 1 <e0 b + 1|(implies (and (e0-ordinalp a) (e0-ordinalp b)(e0-ord-< a b))(e0-ord-< (in
rementa-ordinal a)(in
rementa-ordinal b))))
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osUna vez que se demuestran estos teoremas, estamos en 
ondi
ión de estable
erla 
orre

ión de la inmersión ordinal de los polinomios y, por tanto, la buenafundamenta
ión del orden de polinomios.Por último, se demuestra que no hay ningún ordinal entre un ordinal y suin
remento.(defthm |~(a <e0 b & b <e0 a + 1)|(implies (and (e0-ordinalp a) (e0-ordinalp b))(not (and (e0-ord-< a b)(e0-ord-< b (in
rementa-ordinal a))))))4.5. ResumenEn este 
apítulo:Hemos desarrollado en A
l2 un orden sobre polinomios.Hemos demostrado que este orden está bien fundamentado.Hemos obtenido, 
omo subprodu
to de la demostra
ión de buena fun-damenta
ión, una inmersión de los polinomios en los ǫ0-ordinales.La úni
a forma de demostrar en A
l2 la buena fundamenta
ión de una re-la
ión es mediante inmersión ordinal. La buena fundamenta
ión de los ǫ0-or-dinales 
on su orden habitual es un resultado metateóri
o en A
l2.El orden sobre los polinomios se ha desarrollado de manera modular elevandolas propiedades de buena fundamenta
ión desde los términos a los monomiosy de ahí a los polinomios. Los 
oe�
ientes quedan ex
luidos del pro
eso:realmente, estamos formalizando la no
ión matemáti
a de orden lexi
ográ�
osobre polinomios. Hemos mostrado también 
ómo el desarrollo del ordensobre monomios y el de su orden polinómi
o indu
ido se pueden realizarindependientemente.La prin
ipal utilidad de este orden es la de 
onstituir una base sólida para de-mostrar la termina
ión de las redu

iones sobre polinomios que apare
en im-pli
adas en el desarrollo del algoritmo de Bu
hberger. Más adelante, veremosque estas redu

iones produ
en siempre polinomios más pequeños respe
todel orden que a
abamos de de�nir. Esto, unido a su buena fundamenta
ión,nos permitirá demostrar la existen
ia de formas normales.



Capítulo 5Polinomios ra
ionales
5.1. Introdu

iónComo ya se apuntó en el 
apítulo 3, en nuestra experien
ia, el 
onjuntode propiedades ne
esarias para veri�
ar algoritmos de 
ierta entidad sobrepolinomios (y el algoritmo de Bu
hberger es uno de ellos) supera 
on mu
hoa las propiedades bási
as de anillo. Esto nos ha llevado a su extensión endiferentes aspe
tos.Por un lado, es ne
esario instan
iar el anillo de polinomios 
on 
oe�
ientesabstra
tos implementado en el 
apítulo 3 para obtener una implementa
ióneje
utable. En 
on
reto, obtendremos el anillo de polinomios sobre el 
uer-po de los números ra
ionales. A
l2 ya posee una formaliza
ión de Q por loque emplear este 
uerpo resulta una buena ele

ión. Por ejemplo, el sistema
ontiene un pro
edimiento de de
isión para la aritméti
a lineal, esto nos des-
arga en mu
has o
asiones de la pesada tarea de demostrar un gran númerode propiedades triviales sobre los números.Estos polinomios ra
ionales serán los que empleemos en la 
onstru

ión delalgoritmo de Bu
hberger. Nótese que no bastaría 
on un anillo de 
oe�
ientes,ya que el algoritmo original ne
esita polinomios de�nidos sobre un 
uerpo de
oe�
ientes.Por otro lado, también va a ser ne
esario poder 
omprobar si un término esdivisible por otro, poder realizar la división en tal 
aso, y 
al
ular el máximo
omún divisor de dos términos. Será ne
esario extender los términos para
ontemplar di
has opera
iones.
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ionalesConviene, del mismo modo, por motivos té
ni
os que expli
aremos más ade-lante, que el 
onjunto soporte de las variables sea el mismo para todos lospolinomios. Esto nos llevará a de�nir la no
ión de polinomio uniforme.En este 
apítulo se presentan todas estas extensiones, sin las que no seríaposible demostrar la 
orre

ión del algoritmo de Bu
hberger.5.2. Anillos de polinomios ra
ionalesEl anillo de polinomios ra
ionales se obtiene dire
tamente y sin di�
ultadpor instan
ia
ión fun
ional a partir del anillo de polinomios 
on 
oe�
ien-tes arbitrarios implementado en el 
apítulo 3. Su formaliza
ión se en
uen-tra en el dire
torio polinomios-ra
ionales y se 
ompone de los siguien-tes �
heros: ra
ional.lisp en el paquete RAC; termino.lisp en el paqueteRAC-TER; monomio.lisp en RAC-MON; polinomio.lisp, forma-normal.lisp,
ongruen
ias-suma.lisp, 
ongruen
ias-produ
to.lisp, opuesto.lisp,suma.lisp y produ
to.lisp, todos ellos en el paquete RAC-POL; por último,orden.lisp y polinomio-normalizado.lisp en el paquete RAC-NPOL.Nótese que se 
ambia de paquete (del paquete POL al RAC-POL, del NPOLal RAC-NPOL, et
.) para poder seguir utilizando los mismos nombres en lasopera
iones de polinomios.Para ello sólo es ne
esario propor
ionar una de�ni
ión apropiada para las ope-ra
iones de 
oe�
ientes y términos abstra
tas presentadas en los en
apsuladosde las se

iones 3.3.1 y 3.3.2, y demostrar los axiomas 
orrespondientes.Di
has de�ni
iones se 
onstruirán justamente 
on los testigos utilizados enla formaliza
ión. Di
hos testigos utilizan pre
isamente las opera
iones de losnúmeros ra
ionales implementados en A
l2.5.2.1. Cuerpo de ra
ionalesSobre el 
onjunto de 
oe�
ientes ra
ionales son ne
esarias, además de las deanillos, las propiedades que lo estru
turan 
omo 
uerpo.De�ni
ión 5.1. Sea C un 
onjunto, + y · opera
iones binarias en C, −una opera
ión unaria en C, 0, 1 ∈ C y −1 una opera
ión unaria en C \ {0}.De
imos que 〈C, +,−, ·, −1, 0, 1〉 es un 
uerpo si:
〈C, +,−, ·, 0, 1〉 es un anillo 
onmutativo 
on identidad.
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〈C \ {0}, ·, −1, 1〉 es un grupo.Por tanto, para estru
turar a nuestros 
oe�
ientes 
omo 
uerpo, se de�nirá lafun
ión de división de dos ra
ionales utilizando la que ya está implementadaen el sistema.(defun / (a b)(LISP::/ a b))Finalmente lo úni
o que tenemos que añadir para tener el 
uerpo de ra
ionaleses la propiedad de 
an
ela
ión del produ
to respe
to de la división. Para todo

c ∈ C \ {0}, c · c−1 = 1. El teorema A
l2 
orrespondiente es el siguiente.(defthm |a * (1 / a) = 1|(implies (and (ra
ionalp a)(not (= a (nulo))))(= (* a (/ (identidad) a)) (identidad))))Algunas de las propiedades adi
ionales que se demuestran sobre la fun
ióndivisión 
on sus teoremas A
l2 
orrespondientes son las siguientes:
a 6= 0 ∈ Q, a/a = 1(defthm |a / a = 1|(implies (and (ra
ionalp a)(not (= a (nulo))))(= (/ a a) (identidad))))
a ∈ Q, a/1 = a(defthm |a / 1 = a|(implies (ra
ionalp a)(equal (/ a (identidad)) a)))
a 6= 0, b ∈ Q, (b · a)/a = b(defthm |(b * a) / a = b|(implies (and (ra
ionalp a) (ra
ionalp b)(not (= a (nulo))))(= (/ (* b a) a) b)))
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a 6= 0, b ∈ Q, (b/a) · a = (b · a)/a(defthm |(b / a) * a = (b * a) / a|(implies (and (ra
ionalp a) (ra
ionalp b)(not (= a (nulo))))(= (* (/ b a) a) (/ (* b a) a))))
a, b ∈ Q, a · (1/b) = a/b(defthm |a * (1 / b) = a / b|(implies (and (ra
ionalp a) (ra
ionalp b))(equal (* a (/ (identidad) b))(/ a b))))
a, b, c ∈ Q, a · (b/c) = (a · b)/c(defthm |a * (b / 
) = (a * b) / 
|(implies (and (ra
ionalp a) (ra
ionalp b) (ra
ionalp 
))(equal (* a (/ b 
)) (/ (* a b) 
))))Las demostra
iones de todas estas propiedades en A
l2 son inmediata apartir de las de�ni
iones de las opera
iones sobre números y sus propiedadesque están in
orporadas en el sistema.5.2.2. Anillos de polinomios ra
ionalesFinalmente, por instan
ia
ión fun
ional, se obtienen todas las propiedadesdel anillo 
onmutativo 
on identidad de polinomios ra
ionales. Los teoremasA
l2 
orrespondientes son los siguientes:
〈Q[X], +,−, 0〉 es un grupo 
onmutativo:
• Aso
iativa: |(p + q) + r = p + (q + r)| en suma.lisp.
• Conmutativa: |p + q = q + p| en suma.lisp.
• Neutro: |0 + p = p| en suma.lisp.
• Opuesto: |p + (- p) = 0| en opuesto.lisp.

〈Q[X], ·, 1〉 es un monoide 
onmutativo:
• Aso
iativa: |(p * q) * r = p * (q * r)| en produ
to.lisp.
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• Conmutativa: |p * q = q * p| en produ
to.lisp.
• Neutro: |1 * p = p| en produ
to.lisp.

· distribuye respe
to de +: |p * (q + r) = (p * q) + (p * r)| enprodu
to.lisp.Además se demuestra que la rela
ión de orden está bien fundamentada:Irre�exiva: |~(p < p)| en orden.lisp.Transitiva: |p < q & q < r => p < r| en orden.lisp.Bien fundamentada: buena-fundamenta
ion-< en orden.lisp.Por último en el �
hero polinomio-normalizado se introdu
en las 
orres-pondientes opera
iones normalizadas de los polinomios ra
ionales y se de-muestran sus propiedades de anillo por instan
ia
ión fun
ional.Estos polinomios ra
ionales normalizados obtenidos son los que 
onstituyenla base para el algoritmo de Bu
hberger. A partir de ahora 
uando se hablede polinomios nos referiremos a Q[X] representado por polinomios normali-zados.5.3. DivisibilidadAl abordar el problema de la parada del algoritmo de Bu
hberger intervie-ne, entre otros, el 
on
epto de divisibilidad entre términos. A 
ontinua
iónpro
edemos a de�nir esta rela
ión entre términos que está formalizada entermino-division.lisp.De�ni
ión 5.2. Sean a = X [a1,...,ak], b = X [b1,...,bk] ∈ T [X] enton
es se di
eque b es divisible por a o que a divide a b, y se notará por a | b, si ai ≤ bipara todo 1 ≤ i ≤ k.En A
l2,(defun dividep (a b)(
ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))t)((not (terminop a)) t)
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ionales((not (terminop b)) nil)((endp a) t)((endp b) (endp a))(t (and (LISP::<= (first a) (first b))(dividep (rest a) (rest b))))))Nótese que la fun
ión se de�ne de manera que trate los 
asos anómalos deforma razonable.La rela
ión de divisibilidad tiene las propiedades re�exiva, antisimétri
a ytransitiva.Teorema 5.3 (re�exividad). Sea a ∈ T [X]. Enton
es, a divide a a. EnA
l2,(defthm |dividep(a, a)|(dividep a a))Teorema 5.4 (antisimetría). Sean a, b ∈ T [X]. Si a divide a b y b dividea a, enton
es a = b. En A
l2,(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, a) => a = b|(implies (and (terminop a) (terminop b))(implies (and (dividep a b) (dividep b a))(= a b))))Teorema 5.5 (transitividad). Sean a, b, c ∈ T [X]. Si a divide a b y bdivide a c, enton
es a divide a c. En A
l2,(defthm |dividep(a, b) & dividep(b, 
) => dividep(a, 
)|(implies (and (dividep a b) (dividep b 
))(dividep a 
)))Otra propiedad que también será empleada en varias o
asiones es que si untérmino divide a otro, enton
es también divide al produ
to de ese término
on otro:(defthm |dividep(a, b) => dividep(a, 
 * b)|(implies (dividep a b)(dividep a (* 
 b))))
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on
epto de divisibilidad, se de�ne la fun
ión de divisiónentre dos términos y la de mínimo 
omún múltiplo.De�ni
ión 5.6. Sean a = X [a1,...,ak ], b = X [b1,...,bk] ∈ T [X] tal que a esdivisible por b. Enton
es la división entre términos, notada por /, se de�nede la siguiente manera:
a/b = X [a1,...,ak]/X [b1,...,bk] = X [a1−b1,...,ak−bk]En A
l2,(defun / (a b)(
ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) (uno))((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(
ons (LISP::- (first a) (first b))(/ (rest a) (rest b))))))Algunas de las propiedades adi
ionales que se demuestran sobre la fun
ióndivisión 
on sus teoremas A
l2 
orrespondientes son las siguientes:

a, b ∈ T [X], a | b =⇒ a · (b/a) = b(defthm |a * (b / a) = b|(implies (and (terminop a) (terminop b) (dividep a b))(equal (* a (/ b a)) b)))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b) ≡ a | b =⇒ a · (b/a) = b:1. b = []→ P(a, b)2. (b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)

a, b, c ∈ T [X], b | a =⇒ (a/b) · c = (a · c)/b(defthm |(a / b) * 
 = (a * 
) / b|(implies (and (terminop b) (terminop 
) (dividep b a))(equal (* (/ a b) 
)(/ (* a 
) b))))
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ionalesLa demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ b | a =⇒ (a/b) · c = (a · c)/b:1. (c = [] ∨ a/b = [])→ P(a, b, c)2. (c 6= [] ∧ a/b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)

a, b, c ∈ T [X], c | b =⇒ a · (b/c) = (a · b)/c(defthm |a * (b / 
) = (a * b) / 
|(implies (and (terminop a) (terminop b)(terminop 
) (dividep 
 b))(equal (* a (/ b 
))(/ (* a b) 
))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ c | b =⇒ a · (b/c) = (a · b)/c:1. (b = [] ∨ c = [])→ P(a, b, c)2. (b 6= [] ∧ c 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)De�ni
ión 5.7. Sean X [a1,...,ak], X [b1,...,bk] ∈ T [X]. El mínimo 
omún múltiplode ambos términos se de�ne por:m
m(X [a1,...,ak], X [b1,...,bk]) = X [max(a1,b1),...,max(ak ,bk)]donde la fun
ión max 
al
ula el máximo de dos números naturales. En A
l2,(defun m
m (a b)(
ond ((and (not (terminop a)) (not (terminop b)))(uno))((not (terminop a)) b)((not (terminop b)) a)((endp a) b)((endp b) a)(t(
ons (max (first a) (first b))(m
m (rest a) (rest b))))))Algunas de las propiedades ne
esarias sobre esta fun
ión son las siguientes:
a, b ∈MQ[X], m
m(a, b) = m
m(b, a)
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ia 129(defthm |m
m(a, b) = m
m(b, a)|(equal (m
m a b) (m
m b a)))La demostra
ión de esta propiedad se realiza por indu

ión siguiendoel siguiente esquema. Sea P(a, b) ≡ m
m(a, b) = m
m(b, a):1. (a = [] ∨ b = [])→ P(a, b)2. (a 6= [] ∧ b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b)))→ P(a, b)

a, b ∈MQ[X], a | m
m(a, b)(defthm |dividep(a, m
m(a, b))|(implies (and (terminop a) (terminop b))(dividep a (m
m a b))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b) ≡ a | m
m(a, b):1. a = []→ P(a, b)2. (a 6= [] ∧ primero(m
m(a, b)) < primero(a))→ P(a, b)3. (a 6= []∧primero(a) ≤ primero(m
m(a, b))∧P(resto(a), resto(b)))→P(a, b)

a, b, c ∈MQ[X], a | c ∧ b | c =⇒ m
m(a, b) | c(defthm |dividep(a, 
) & dividep(b, 
) => dividep(m
m(a, b),
)|(implies (and (terminop 
) (dividep a 
) (dividep b 
))(dividep (m
m a b) 
)))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(a, b, c) ≡ a | c ∧ b | c =⇒ m
m(a, b) | c:1. (a = [] ∨ b = [])→ P(a, b, c)2. (a 6= [] ∧ b 6= [] ∧ P(resto(a), resto(b), resto(c)))→ P(a, b, c)5.4. Pertenen
iaAdemás será también ne
esario de�nir opera
iones de pertenen
ia de mono-mios y términos a polinomios.
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ionalesDe�ni
ión 5.8. Sean m un monomio y p = m1 + . . . + mn un polinomio,enton
es m ∈ p si, y sólo si, existe un i (1 ≤ i ≤ n) tal que m = mi. EnA
l2,(defun en-monomio (m p)(
ond ((nulop p)nil)((equal m (primero p))t)(t(en m (resto p)))))Algunas de las propiedades ne
esarias sobre la fun
ión anterior son las si-guientes:
p ∈ Q[X] ∧ tp(m1) 6= tp(m2) =⇒ (m1 ∈ p ⇐⇒ m1 ∈ (m2 +<

M p))(defthm |m1 en p & tp(m1) != tp(m2) => m1 en m2 +M p|(implies (and (polinomiop p) (en-monomio m1 p)(not (equal (termino m2) (termino m1))))(en-monomio m1 (RAC-POL::+-monomio m2 p))))(defthm |tp(m1) != tp(m2) & m1 en (m2 +M p) => m1 en p|(implies (and (not (equal (termino m1) (termino m2)))(en-monomio m1 (RAC-POL::+-monomio m2 p)))(en-monomio m1 p)))El primer teorema A
l2 (
orrespondiente a la impli
a
ión a la dere
ha)se demuestra siguiendo el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡ m1 ∈
p ∧ tp(m1) 6= tp(m2) =⇒ m1 ∈ (m2 +<

M p)):1. (m2 = 0 ∨ p = 0)→ P(m1, m2, p)2. (m2 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p) ≤ tp(m2))→ P(m1, m2, p)3. (m2 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(m2) < tp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p))) →P(m1, m2, p)El segundo teorema (
orrespondiente a la impli
a
ión a la izquierda) sedemuestra siguiente el siguiente esquema. Sea P(m1, m2, p) ≡ tp(m1) 6=tp(m2) ∧m1 ∈ (m2 +<
M p) =⇒ m1 ∈ p:1. m1 = mp(p)→ P(m1, m2, p)



5.4 Pertenen
ia 1312. (m1 6= mp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p)))→ P(m1, m2, p)

m ∈ p =⇒ (−m) ∈ (−p)(defthm |m en p => (- m) en (- p)|(implies (and (polinomiop p) (en-monomio m p))(en-monomio (RAC-MON::- m) (- p))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ m ∈ p =⇒ (−m) ∈ (−p):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p, q ∈ Q[X]∧m1 ∈ p∧m2 ∈ q∧ tp(m1) = tp(m2)∧ 
p(m1)+ 
p(m2) 6=
0 =⇒ (m1 + m2) ∈ (p + q)(defthm |m1 en p & m2 en q & m1 + m2 != 0 => (m1+m2) en (p+q)|(let ((
 (RAC::+ (
oefi
iente m1) (
oefi
iente m2))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(en-monomio m1 p) (en-monomio m2 q)(equal (termino m1) (termino m2))(monomiop m1) (monomiop m2)(not (equal 
 (RAC::nulo))))(en-monomio (RAC-MON::+ m1 m2) (+ p q)))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m1, m2, p, q) ≡ m1 ∈ p ∧ m2 ∈ q ∧ tp(m1) = tp(m2) ∧
p(m1) + 
p(m2) 6= 0 =⇒ (m1 + m2) ∈ (p + q):1. p = 0→ P(m1, m2, p, q)2. (p 6= 0 ∧m1 = mp(p))→ P(m1, m2, p, q)3. (p 6= 0 ∧m1 6= mp(p) ∧ P(m1, m2, resto(p), q))→ P(m1, m2, p, q)Nótese que, en general, para demostrar estos teoremas ha
en falta diversoslemas. En 
on
reto, en el 
aso del último teorema (que se utiliza en la de-mostra
ión del 
aso 3 del teorema 7.16) es ne
esario apli
ar propiedades tales
omo:Sean m ∈MQ[X] y p ∈ Q[X]; si tp(m) /∈ p enton
es m /∈ p.Sean m ∈MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m ∈ q y m es mayor que los monomiosde p enton
es m ∈ (p + q)
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ionalesSean m1, m2 ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m1 ∈ p y tp(m1) 6= tp(m2)enton
es m1 ∈ (m2 +<
M p).Sean m1, m2 ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si m1 ∈ p, tp(m1) = tp(m2) y
p(m1) + 
p(m2) 6= 0 enton
es (m1 + m2) ∈ (m2 +<

M p).Sean m ∈ MQ[X] y p ∈ Q[X]; si tp(p) < tp(m) enton
es m es unmonomio mayor a todos los monomios de p.Para la formula
ión de algunas de esas propiedades es ne
esario el 
on
eptode pertenen
ia de un término a un polinomio.De�ni
ión 5.9. Sean t un término y p = m1 + . . . + mn un polinomio,enton
es t ∈ p si, y sólo si, existe i (1 ≤ i ≤ n) tal que t = tp(mi). En A
l2,(defun en-termino (te p)(
ond ((nulop p)nil)((equal te (termino (primero p)))(primero p))(t (en-termino te (resto p)))))Nótese que en-termino devuelve falso si el término que re
ibe 
omo primerparámetro no está en el polinomio que re
ibe 
omo segundo parámetro. En
aso de que esté enton
es devuelve el monomio 
orrespondiente del polinomio.De la misma forma que 
on la fun
ión en-monomio presentaremos sólo algu-nos de las propiedades que se ne
esitan demostrar sobre esta fun
ión.
p ∈ Q[X], m ∈ MQ[X] y p no tiene ningún término igual a tp(m)enton
es m /∈ p.(defthm |!(tp(m) en p) => !(m en p)|(implies (and (polinomiop p)(not (en-termino (termino m) p)))(not (en-monomio m p))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) /∈ p =⇒ m /∈ p:1. p = 0→ P(m, p)



5.4 Pertenen
ia 1332. (p 6= 0 ∧m = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧m 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p, q ∈ Q[X] ∧m ∈ p ∧ tp(m) /∈ q =⇒ m ∈ (p + q)(defthm |m en p & !(tp(m) en q) => m en (p + q)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (en-monomio m p)(not (en-termino (termino m) q)))(en-monomio m (+ p q))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ m ∈ p ∧ tp(m) /∈ q =⇒ m ∈ (p + q):1. p = 0→ P(m, p, q)2. (p 6= 0 ∧m = mp(p))→ P(m, p, q)3. (p 6= 0 ∧m 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p), q))→ P(m, p, q)tp(m) ∈ p =⇒ tp(mp) = tp(m), donde mp es el monomio de p 
on elmismo término que el monomio m.(defthm |tp(m(p) en p) => tp(m)|(implies (en-termino (termino m) p)(equal (termino (en-termino (termino m) p))(termino m))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) ∈ p =⇒ tp(mp) = tp(m):1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧mp = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧mp 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)tp(m) ∈ p =⇒ mp ∈ p, donde mp es el monomio de p 
on el mismotérmino que el monomio m.(defthm |tp(m) en p => m(p) en p|(implies (en-termino (termino m) p)(en-monomio (en-termino (termino m) p) p)))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ tp(m) ∈ p =⇒ mp ∈ p:
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ionales1. p = 0→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧mp = mp(p))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧mp 6= mp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)

p ∈ Q[X] ∧ −m ∈ p =⇒ tp(m) /∈ m +<
M p(defthm |- m en p => !(tp(m) en (m +M p)|(implies (and (monomiop m) (polinomiop p)(en-monomio (RAC-MON::- m) p))(not (en-termino (termino m)(RAC-POL::+-monomio m p))))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(m, p) ≡ −m ∈ p =⇒ tp(m) /∈ m +<

M p:1. (p = 0 ∨m = 0)→ P(m, p)2. (p 6= 0 ∧m 6= 0 ∧ tp(p) ≤ tp(m))→ P(m, p)3. (p 6= 0 ∧ ∧m 6= 0 ∧ tp(m) < tp(p) ∧ P(m, resto(p)))→ P(m, p)Por último, también de�nimos la pertenen
ia de un polinomio a un 
onjunto�nito de polinomios.De�ni
ión 5.10. Sean p un polinomio y F = {f1, . . . , fn} un 
onjunto depolinomios, enton
es p ∈ F si, y sólo si, existe un i (1 ≤ i ≤ n) tal que
p = fi. En A
l2,(defun en (p F)(
ond ((atom F)nil)((equal p (first F))t)(t(en p (rest F)))))Hay que resaltar la 
antidad de lemas auxiliares ne
esarios sobre las opera-
iones de términos, monomios y polinomios. Entre ellos están los teoremasde tipos que también son ne
esarios sobre la mayoría de las opera
iones.En 
on
reto, y por poner un ejemplo de este tipo de teoremas, nótese quesobre la fun
ión anterior se tiene que:



5.5 Uniformidad 135Si F es un 
onjunto �nito de polinomios y p ∈ F , enton
es p ∈ Q[X](defthm |polinomiosp(F) & en(p, F) => polinomiop(p)|(implies (and (polinomiosp F) (en p F))(polinomiop p)))donde polinomiosp se de�ne de la siguiente forma:(defun polinomiosp (F)(if (atom F)(equal F nil)(and (polinomiop (first F))(polinomiosp (rest F)))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, F ) ≡ F ⊂ Q[X] ∧ p ∈ F =⇒ p ∈ Q[X]:1. F = []→ P(p, F )2. (F 6= [] ∧ p = primero(F ))→ P(m, p)3. (F 6= [] ∧ p 6= primero(F ) ∧ P(p, resto(F )))→ P(p, F )Si F es un 
onjunto �nito de polinomios y p 6= 0 ∈ F , enton
es mp(p) ∈
MQ[X](defthm |polinomiosp(F) & p en F & p != 0 => monomiop(mp(p))|(implies (and (polinomiosp F) (en p F) (not (nulop p)))(monomiop (primero p))))La demostra
ión A
l2 de este teorema es inmediata utilizando la pro-piedad anterior y que el monomio prin
ipal de un polinomio no nulo esun monomio.5.5. UniformidadOtro problema se presenta en el he
ho de que la formaliza
ión en la que nosapoyamos para demostrar la parada del algoritmo de Bu
hberger (véase el
apítulo 8) trabaja 
on se
uen
ias de términos uniformes, esto es, se
uen
iasde términos 
on el mismo número de variables. Esto ha
e que haya que in-trodu
ir el 
on
epto de polinomio uniforme y demostrar que 
ada una de lasopera
iones sobre polinomios preservan la uniformidad. Su formaliza
ión seen
uentra en el �
hero k-polinomio.lisp.
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ionalesNótese que la implementa
ión he
ha en el 
apítulo 3 de los polinomios esmás �exible y permite que los términos, y 
onse
uentemente los monomios,que formen un determinado polinomio puedan tener un número diferentede variables. Es en la implementa
ión de las opera
iones que trabajan 
onpolinomios donde se tiene en 
uenta esta posibilidad, extendiéndose sus 
om-portamientos de manera ade
uada para que mantengan las propiedades deanillo.La uniformidad de la representa
ión y el he
ho de que el lenguaje sea apli-
ativo (es de
ir, no hay variables globales) introdu
en la ne
esidad de unparámetro adi
ional en 
ada fun
ión que opere 
on polinomios. Este pará-metro puede obviarse a
ordando de antemano un número �jo de variables.De aquí en adelante, notaremos por k ese número �jo de variables.5.5.1. Polinomios uniformesEl 
on
epto de polinomio uniforme de k variables se implementa en A
l2
on la fun
ión k-uniformep y el de polinomio normalizado uniforme de kvariables 
on la ma
ro k-polinomiop. Re
uérdese que polinomiop es el re-
ono
edor de polinomios normalizados que lo que ha
e es 
omprobar si elobjeto que se le pasa es una lista de monomios no nulos en un orden estri
-tamente de
re
iente.(defun<k> k-uniformep (p)(if (nulop p)(equal p (nulo))(and (k-monomiop (primero p))(k-uniformep (resto p)))))(defma
ro k-polinomiop (p)`(and (polinomiop ,p)(k-uniformep ,p)))En estas de�ni
iones se exige que explí
itamente aparez
an k variables enlos monomios de los polinomios. Para ello se ha 
reado un nuevo evento enel sistema, defun<k>, 
on el que se introdu
en nuevos nombres de fun
ión�jando el número de variables a k. En 
on
reto, el evento defun<k> anteriorse transforma en los dos siguientes, permitiendo no tener que estar pasandola variable extra k 
ada vez que se haga referen
ia a estas fun
iones. Con estose 
onsigue una mayor 
laridad en la exposi
ión de los teoremas y legibilidaddel 
ódigo resultante.



5.5 Uniformidad 137(defma
ro k-uniformep (p)`(k-uniformep-k ,p k))(defun k-uniformep-k (p k)(if (nulop p)(equal p (nulo))(and (k-monomiop (primero p))(k-uniformep-k (resto p) k))))Por otro lado, un monomio es uniforme de k variables si es un monomio 
uyotérmino es uniforme de k variables.(defma
ro k-monomiop (m)`(and (monomiop ,m)(k-terminop (termino ,m))))Por último, k-terminop 
omprueba si el objeto que se le pasa es un términode k variables. Este re
ono
edor se implementa en A
l2 mediante la ma
rosiguiente.(defma
ro k-terminop (te)`(k-terminop-k ,te k))(defun k-terminop-k (te k)(
ond ((zp k) (null te))((not (naturalp (first te))) nil)(T (k-terminop-k (rest te) (1- k)))))Nótese que aquí no podemos emplear el evento defun<k> ya que la fun
iónk-terminop-k modi�
a k en 
ada llamada re
ursiva y, por tanto, no sigue elpatrón para poder emplear defun<k>.Lo mismo o
urre 
uando se de�ne el término nulo de de k variables:(defma
ro k-termino-nulo ()`(k-termino-nulo-k k))(defun k-termino-nulo-k (k)(
ond ((not (naturalp k)) nil)((zp k) nil)(t (
ons 0 (k-termino-nulo-k (ACL2::- k 1))))))



138 Polinomios ra
ionalesEsta ma
ro se utiliza para de�nir el monomio identidad de k variables que,a su vez, se usa para de�nir el polinomio identidad de k variables.(defun<k> k-monomio-identidad ()(monomio (RAC::identidad) (k-termino-nulo)))(defun<k> k-identidad ()(polinomio (k-monomio-identidad)))Además 
omo habitualmente trabajamos 
on se
uen
ias de polinomios, de-�nimos también la se
uen
ia de polinomios uniformes de k variables de lasiguiente forma.(defun<k> k-uniformesp (F)(if (endp F)(equal F nil)(and (k-uniformep (first F))(k-uniformesp (rest F)))))(defma
ro k-polinomiosp (F)`(and (polinomiosp ,F)(k-uniformesp ,F)))Nótese que a partir de ahora trabajaremos 
on polinomios normalizados yuniformes de k variables sobre el 
uerpo de 
oe�
ientes de los números ra
io-nales.Por tanto, mp(p) hará referen
ia al monomio prin
ipal de p 
on respe
to a
<M y resto(p) hará referen
ia al resto del polinomio.5.5.2. PropiedadesDemostraremos ahora que 
ada una de las opera
iones sobre polinomios pre-servan la uniformidad. Los teoremas fundamentales sobre las opera
iones delanillo de polinomios se exponen a 
ontinua
ión:Uniformidad de la forma normal de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(fn(p))|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (fn p))))



5.5 Uniformidad 139La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p) ≡ k-uniformep(p) =⇒ k-uniformep(fn(p)):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Uniformidad de la suma desnormalizada de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p +D q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (RAC-POL::+ p q))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, q) ≡ k-uniformep(p)∧k-uniformep(q)⇒ k-uniformep(p+d

q):1. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Uniformidad de la suma de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q)=> k-uniformep(p + q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (+ p q))))La demostra
ión en A
l2 de esta propiedad es inmediata utilizandolas dos propiedades anteriores.Uniformidad del produ
to desnormalizado de dos polinomios uniformes.(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p *D q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (RAC-POL::* p q))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p, q) ≡ k-uniformep(p)∧k-uniformep(q)⇒ k-uniformep(p ·d
q):1. p = 0→ P(p, q)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p), q))→ P(p, q)Uniformidad del produ
to de dos polinomios uniformes.
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ionales(defthm |k-uniformep(p) & k-uniformep(q) => k-uniformep(p * q)|(implies (and (k-uniformep p) (k-uniformep q))(k-uniformep (* p q))))La demostra
ión en A
l2 de esta propiedad es inmediata utilizando lapropiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomiouniforme.Uniformidad del opuesto sin normaliza
ión de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(-D p)|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (RAC-POL::- p))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(p) ≡ k-uniformep(p) =⇒ k-uniformep(−d p):1. p = 0→ P(p)2. (p 6= 0 ∧ P(resto(p)))→ P(p)Uniformidad del opuesto de un polinomio uniforme.(defthm |k-uniformep(p) => k-uniformep(- p)|(implies (k-uniformep p)(k-uniformep (- p))))La demostra
ión en A
l2 de esta propiedad es inmediata utilizando lapropiedad anterior y la uniformidad de la forma normal de un polinomiouniforme.Estos teoremas se demuestran por indu

ión sobre la estru
tura de las ope-ra
iones y ayudados por algunos lemas.Como adi
ionalmente utilizaremos las opera
iones de produ
to, división ymínimo 
omún múltiplo de términos, así 
omo el opuesto y la división demonomios será ne
esario demostrar también que estas fun
iones preservan launiformidad:Uniformidad de la división de dos términos uniformes y divisibles.(defthm |k-termsp(t1 & t2) & divp(t2, t1) => k-termp(t1 / t2)|(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2)(dividep t2 t1))(k-terminop (/ t1 t2))))



5.6 Resumen 141La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(t1, t2) ≡ k-terminop(t1) ∧ k-terminop(t2) ∧ t2 | t1 =⇒k-terminop(t1/t2):1. (t1 = [] ∨ t2 = [])→ P(t1, t2)2. (t1 6= [] ∧ t2 6= [] ∧ P(resto(t1), resto(t2)))→ P(t1, t2)Uniformidad del mínimo 
omún múltiplo de dos términos uniformes.(defthm |k-terminop(m
m(t1, t2))|(implies (and (k-terminop t1) (k-terminop t2))(k-terminop (m
m t1 t2))))La demostra
ión se realiza por indu

ión siguiendo el siguiente esque-ma. Sea P(t1, t2) ≡ k-terminop(t1) ∧ k-terminop(t2) ∧ t2 | t1 =⇒k-terminop(m
m(t1, t2)):1. (t1 = [] ∨ t2 = [])→ P(t1, t2)2. (t1 6= [] ∧ t2 6= [] ∧ P(resto(t1), resto(t2)))→ P(t1, t2)Uniformidad del opuesto de la división de dos monomios uniformes ydivisibles.(defthm |k-monsp(m1 & m2) & divp(tm2, tm1) => k-monp(-m1/m2))|(implies (and (k-monomiop m1) (k-monomiop m2)(dividep (termino m2) (termino m1)))(k-monomiop (- (/ m1 m2)))))La demostra
ión en A
l2 de esta última propiedad es inmediata utili-zando la propiedad anterior y que el término de un monomio es igualal de su opuesto.5.6. ResumenEn este 
apítulo:Hemos instan
iado el anillo de polinomios 
on 
oe�
ientes abstra
tospara obtener una implementa
ión eje
utable y veri�
ada de los polino-mios ra
ionales.



142 Polinomios ra
ionalesHemos extendido los términos para in
luir 
on
eptos rela
ionados 
onla división.Hemos desarrollado el 
on
epto de polinomio uniforme 
omo una formade asegurar que se emplean siempre las mismas variables.Hemos desarrollado fun
iones para 
omprobar la pertenen
ia de térmi-nos y monomios a polinomios y de polinomios a listas de polinomios,demostrando algunas de sus propiedades más importantes.Hemos demostrado que la uniformidad se preserva por todas las ope-ra
iones polinómi
as desarrolladas.Por otro lado, nótese que los polinomios abstra
tos 
onstruidos y que, eneste 
apítulo, se han instan
iados para obtener los polinomios ra
ionales sepueden utilizar para desarrollar 
ualquier otro anillo de polinomios.En 
on
reto, esta formaliza
ión se ha instan
iado también para obtener po-linomios booleanos [35, 67℄, que se han utilizado 
on éxito para veri�
arun pro
edimiento de de
isión para la lógi
a proposi
ional basado en polino-mios [68℄.
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as





Capítulo 6Ideales polinómi
os
6.1. Introdu

iónLa siguiente estru
tura algebrai
a a formalizar en nuestro 
amino ha
ia laimplementa
ión y veri�
a
ión del algoritmo de Bu
hberger es la de idealpolinómi
o. Esta estru
tura juega un papel muy importante en la veri�
a
iónde este algoritmo, ya que una propiedad que ha de permane
er invariante alo largo de su eje
u
ión es que no se altere el ideal de la base ini
ial.Nótese que los polinomios ra
ionales normalizados obtenidos en el 
apítuloanterior son los que 
onstituyen la base para formalizar estos ideales polinó-mi
os.En primer lugar, se presentará el problema más importante que resuelven lasbases de Gröbner: el de la pertenen
ia al ideal.A 
ontinua
ión se de�ne en A
l2 el 
on
epto de ideal polinómi
o y se de-muestra que 
umple sus propiedades fundamentales. La formaliza
ión se en-
uentra en el �
hero ideal.lisp.6.2. Pertenen
ia a ideales polinómi
osDe�ni
ión 6.1. Sea 〈R, +, ·, 0, 1〉 un anillo e I ⊆ R. Se di
e que I es un idealde R si permane
e 
errado bajo la suma y bajo el produ
to por elementos de
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R. Es de
ir:

a, b ∈ I =⇒ a + b ∈ I

a ∈ I ∧ b ∈ R =⇒ a · b ∈ IDe�ni
ión 6.2. Sea a ∈ R y B, C ⊆ R. Se di
e que a es 
ombina
iónlineal de los elementos de B 
on 
oe�
ientes en C, si existen b1, . . . , bn ∈ By c1, . . . , cn ∈ C tales que
a =

n∑

i=1

ci · biDe�ni
ión 6.3. Sea B ⊆ R. El ideal generado por B (notado por 〈B〉), es el
onjunto de las 
ombina
iones lineales de los elementos de B 
on 
oe�
ientesen R.De�ni
ión 6.4. Sea I ⊆ R un ideal. De
imos que B ⊆ R es una base de Isi I = 〈B〉.De�ni
ión 6.5. Se di
e que el ideal I está �nitamente generado si tiene unabase �nita.En lo su
esivo, sea p un polinomio y C y F se
uen
ias de polinomios.De�ni
ión 6.6 (
ombina
ión lineal). Se de�ne la 
ombina
ión linealde los elementos de F = 〈f1, . . . , fn〉 
on 
oe�
ientes en C = 〈c1, . . . , cn〉,
l(C, F ), 
omo sigue.
l(C, F ) = c1 · f1 + . . . + cn · fn =

n∑

i=1

ci · fiEn A
l2,(defun 
ombina
ion-lineal (C F)(if (or (atom C) (atom F))(nulo)(+ (* (first C) (first F))(
ombina
ion-lineal (rest C) (rest F)))))De�ni
ión 6.7 (pertenen
ia a un ideal). Se de�ne la pertenen
ia de pal ideal engendrado por F , 〈F 〉, mediante el siguiente predi
ado, ∈:
p ∈ 〈F 〉 ≡ ∃C p = 
l(C, F )
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to a las opera
iones 147Nótese que se podría haber o
ultado la apari
ión del 
uanti�
ador existen
ialempleando en lugar de ∈ el siguiente predi
ado, ∈C :
p ∈C 〈F 〉 ≡ p = cl(C, F )De
imos que C en la de�ni
ión anterior es un �testigo� de la pertenen
ia de

p a 〈F 〉. Ciertamente, se 
umple que:
p ∈ 〈F 〉 ≡ ∃C p ∈C 〈F 〉.Para la formaliza
ión en A
l2 introdu
imos una fun
ión de Skolem, restrin-gida por axiomas a devolver una lista de 
oe�
ientes testigo de la pertenen
iaal ideal.(defun-sk<k> en-ideal (p F)(exists (C) (and (k-polinomiosp C)(equal p (
ombina
ion-lineal C F)))))En esta de�ni
ión se exige que explí
itamente aparez
an k variables en losmonomios de los polinomios. Para ello se ha 
reado un nuevo evento en elsistema, defun-sk<k>, 
on el que se pueden introdu
ir fun
iones de Sko-lem análogamente a 
omo lo ha
e defun-sk pero añadiendo un parámetroadi
ional, k.Más pre
isamente, el evento defun-sk<k> anterior equivale a un en
apsuladoen el que se de�ne mediante def
hoose una fun
ión de ele

ión restringidapor axiomas a devolver un testigo de la existen
ia de los polinomios en C.Esta fun
ión se emplea a través de una ma
ro, en-ideal-witness, que re
ibep y F 
omo parámetros y que emplea la fun
ión de ele

ión para obtener eltestigo de la pertenen
ia al ideal. Es de
ir, a�rmar que p ∈ 〈F 〉 equivale ade
ir que p = 
l(C, F ) donde C = en-ideal-witness(p, F ).6.3. Estabilidad del ideal respe
to a las opera-
ionesEn esta se

ión se demuestra la estabilidad del ideal respe
to a las opera-
iones del anillo de polinomios. Esta propiedad nos será de utilidad en los
apítulos su
esivos. Empezaremos, en primer lugar, por la opera
ión suma.Se demuestra que la suma de polinomios preserva la pertenen
ia al ideal 
onla ayuda del lema 6.9.
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osDe�ni
ión 6.8. Sean Cp = 〈p1, . . . , pn〉 y Cq = 〈q1, . . . , qn〉 se
uen
ias depolinomios de la misma longitud n. Se de�ne la suma de se
uen
ias de poli-nomios, notada por C+, de la siguiente forma.
C+(Cp, Cq) = 〈p1 + q1, . . . , pn + qn〉En A
l2,(defun C+ (Cp Cq)(de
lare (xargs :measure (LISP::+ (len Cp) (len Cq))))(if (and (atom Cp) (atom Cq))nil(
ons (+ (if (atom Cp) (nulo) (first Cp))(if (atom Cq) (nulo) (first Cq)))(C+ (rest Cp) (rest Cq)))))Nótese que para que esta fun
ión sea admitida por el sistema ha sido ne
e-sario propor
ionarle explí
itamente la medida que de
re
e en 
ada llamadare
ursiva de la fun
ión. Con la medida suministrada, A
l2 demuestra laparada de la fun
ión sin ningún problema.Lema 6.9. Sean Cp, Cq y F se
uen
ias de polinomios de la misma longitud.Enton
es, 
l(C+(Cp, Cq), F ) = 
l(Cp, F ) + 
l(Cq, F )En A
l2,(defthm |
l(C+(Cp, Cq), F) = 
l(Cp, F) + 
l(Cq, F)|(equal (
ombina
ion-lineal (C+ Cp Cq) F)(+ (
ombina
ion-lineal Cp F) (
ombina
ion-lineal Cq F))))Demostra
ión. Por indu

ión según el siguiente esquema. Sea P(Cp, Cq, F ) ≡
l(C+(Cp, Cq), F ) = 
l(Cp, F ) + 
l(Cq, F ):1. (Cp = [] ∨ Cq = [])→ P (Cp, Cq, F )2. (Cp 6= [] ∧ Cq 6= [] ∧ P(resto(Cp), resto(Cq), resto(F )))→ P(Cp, Cq, F )
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to a las opera
iones 149Caso base: Cp = [] ∨ Cq = []Inmediata por la de�ni
ión de C+ y 
l y porque 0 + p = p.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
l(C+(resto(Cp), resto(Cq)), resto(F )) =
l(resto(Cp), resto(F )) + 
l(resto(Cq), resto(F ))Sean Cp = 〈p1, . . . , pn〉, Cq = 〈q1, . . . , qn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 enton
es
l(C+(Cp, Cq), F ) =

(p1 + q1) · f1 + 
l(C+(resto(Cp), resto(Cq)), resto(F )) =

(p1 + q1) · f1 + 
l(resto(Cp), resto(F )) + 
l(resto(Cq), resto(F )) =

p1 · f1 + q1 · f1 + 
l(resto(Cp), resto(F )) + 
l(resto(Cq), resto(F )) =

p1 · f1 + 
l(resto(Cp), resto(F )) + q1 · f1 + 
l(resto(Cq), resto(F )) =
l(Cp, F ) + 
l(Cq, F )por de�ni
ión de C+ y 
l , por hipótesis de indu

ión y por propiedades depolinomios.
Para demostrar este teorema en A
l2 es ne
esario suministrarle el esquemade indu

ión que debe utilizar.(defun indu

ion (Cp Cq F)(if (and (atom Cp) (atom Cq))F(indu

ion (rest Cp) (rest Cq) (rest F))))La suma de polinomios preserva la pertenen
ia al ideal.Teorema 6.10 (
lausura del ideal respe
to a la suma). Sean p y qpolinomios, y F una se
uen
ia de polinomios. Enton
es,

p ∈ 〈F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p + q ∈ 〈F 〉
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osEn A
l2,(defthm |p en <F> & q en <F> => p + q en <F>|(implies (and (en-ideal p F) (en-ideal q F))(en-ideal (+ p q) F)))Demostra
ión.
p ∈ 〈F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉

=⇒ ∃Cp p = 
l(Cp, F ) ∧ ∃Cq q = 
l(Cq, F ) (def. pertenen
ia a ideal)
=⇒ p + q = 
l(C+(Cp, Cq), F ) (lema 6.9)
=⇒ p + q ∈ 〈F 〉 (def. pertenen
ia a ideal)Nótese que C+(Cp, Cq) es el testigo de la pertenen
ia de p+q al ideal generadopor F .A 
ontinua
ión se demuestra que el produ
to de un polinomio del ideal porotro polinomio preserva la pertenen
ia al ideal. Para la opera
ión produ
tose sigue el mismo esquema que para la suma. En primer lugar se de�ne unafun
ión que 
al
ula el testigo 
orrespondiente de la pertenen
ia al ideal, sedemuestra el lema 6.12 y �nalmente se demuestra el teorema deseado.De�ni
ión 6.11. Sean p un polinomio y C = 〈c1, . . . , cn〉 una se
uen
iade polinomios. Se de�ne el produ
to de un polinomio por una se
uen
ia depolinomios de la siguiente forma.

C∗(p, C) = 〈p · c1, . . . , p · cn〉En A
l2,(defun C* (p C)(de
lare (xargs :verify-guards nil))(if (atom C)nil(
ons (* p (first C)) (C* p (rest C)))))Lema 6.12. Sean p un polinomio y C y F se
uen
ias de polinomios de lamisma longitud. Enton
es,
l(C ∗(p, C), F ) = p · 
l(C, F )
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to a las opera
iones 151En A
l2,(defthm |
l(C*(p, C)) = p * 
l(C, F)|(equal (
ombina
ion-lineal (C* p C) F)(* p (
ombina
ion-lineal C F))))Demostra
ión. Por indu

ión según el esquema siguiente. Sea P (C, F, p) ≡
l(C ∗(p, C), F ) = p · 
l(C, F ):1. (C = [] ∨ F = [])→ P(C, F, p)2. (C 6= [] ∧ F 6= [] ∧ P(resto(C), resto(F ), p))→ P (C, F, p)Caso base: C = [] ∨ F = []Inmediata por la de�ni
ión de C∗ y 
l y porque 0 · p = 0 y p · q = q · p.Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
l(C ∗(p, resto(C)), resto(F )) = p · 
l(resto(C), resto(F ))Sean C = 〈c1, . . . , cn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 enton
es
l(C ∗(p, C), F ) =

(p · c1) · f1 + 
l(C ∗(p, resto(C)), resto(F )) = (def. C∗ y 
l)
(p · c1) · f1 + p · 
l(resto(C), resto(F )) = (hip. indu

ión)
p · (c1 · f1) + p · 
l(resto(C), resto(F )) = (prop. aso
iativa de ·)
p · (c1 · f1 + 
l(resto(C), resto(F ))) = (prop. distributiva)
p · 
l(C, F ) (def. cl)El produ
to de un polinomio del ideal por otro polinomio preserva la perte-nen
ia al ideal.Teorema 6.13 (
lausura del ideal respe
to al produ
to). Sean p y qpolinomios y F una se
uen
ia de polinomios. Enton
es,

q ∈ 〈F 〉 =⇒ p · q ∈ 〈F 〉
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osEn A
l2,(defthm |q en <F> => p * q en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(en-ideal q F))(en-ideal (* p q) F)))Demostra
ión.
q ∈ 〈F 〉

=⇒ ∃C q = 
l(C, F ) (def. pertenen
ia a ideal)
=⇒ p · q = p · 
l(C, F ) = 
l(C ∗(p, C), F ) (lema 6.12)
=⇒ p · q ∈ 〈F 〉 (def. pertenen
ia a ideal)Nótese que C ∗(p, C) es el testigo de la pertenen
ia de p · q al ideal generadopor F .6.4. In
lusión de la baseA 
ontinua
ión se prueba que 〈F 〉 
ontiene a F .De�ni
ión 6.14. Sean F = 〈f1, . . . , fn〉 una se
uen
ia de polinomios y p ∈

F . Enton
es, ∃i p = fi, 1 ≤ i ≤ n.Los 
oe�
ientes testigos de la pertenen
ia de p al ideal generado por F ,
Cb(p, F ) = 〈c1, . . . , cn〉, vienen dados 
omo sigue:

ci = 1 ∧ cj = 0, ∀j 6= i, 1 ≤ j ≤ nEn A
l2,(defun<k> Cb (p F)(
ond ((atom F)nil)((equal p (first F))(
ons (k-identidad) (C0 (rest F))))(t(
ons (nulo) (Cb p (rest F))))))



6.4 In
lusión de la base 153donde la fun
ión C0 se de�ne de la siguiente forma:(defun C0 (F)(if (atom F)nil(
ons (nulo) (C0 (rest F)))))Lema 6.15. Sea F una se
uen
ia de polinomios. La 
ombina
ión lineal deuna lista de polinomios 
on 
oe�
ientes nulos es siempre el polinomio nulo.Es de
ir: 
l(C 0(F ), F ) = 0donde C 0(F ) es una se
uen
ia de la misma longitud que F de polinomiosnulo.En A
l2,(defthm |
l(C0(F), F) = 0|(equal (
ombina
ion-lineal (C0 F) F) (nulo)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de de�ni
ión de C0.Caso base: F = []Inmediata por la de�ni
ión de C0 y 
l .Paso de indu

ión:Por hipótesis de indu

ión:
l(C 0(resto(F )), resto(F )) = 0Sean C = 〈c1, . . . , cn〉 y F = 〈f1, . . . , fn〉 enton
es
l(C 0(F ), F ) =

0 · f1 + 
l(C 0(resto(F )), resto(F )) = (def. 
l)
0 · f1 + 0 = (hip. indu

ión)
0 (0 + p = p y 0 · p = 0)
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osLema 6.16. Sean p un polinomio, F una se
uen
ia de polinomios y p ∈ F .Enton
es, 
l(Cb(p, F ), F ) = pEn A
l2,(defthm |p en F => 
l(Cb(p, F), F) = p|(implies (and (k-polinomiop p)(en p F))(equal (
ombina
ion-lineal (Cb p F) F) p)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la estru
tura de la de�ni
ión de Cb.Caso base 1: F = []Imposible porque p ∈ F .Caso base 2: p = f1
l(Cb(p, F ), F )

= 1 · f1 + 
l(C0(resto(F )), resto(F )) (def. Cb y 
l)
= 1 · f1 + 0 (lema 6.15)
= f1 (prop. polinomios)
= p (p = f1)Paso de indu

ión:

F 6= [], p 6= f1 y por hipótesis de indu

ión:
l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) = pSea F = 〈f1, . . . , fn〉 enton
es
l(Cb(p, F ), F )

= 0 · f1 + 
l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) (def. Cb y 
l)
= 0 + 
l(Cb(p, resto(F )), resto(F )) (0 · p = 0)
= 0 + p (hip. indu

ión)
= p (0 + p = p)



6.5 Congruen
ia indu
ida por el ideal 155Teorema 6.17. Cualquier elemento de la base pertene
e al ideal.Sean p un polinomio y F una se
uen
ia de polinomios.
p ∈ F =⇒ p ∈ 〈F 〉En A
l2,(defthm |p en F => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(en p F))(en-ideal p F))Demostra
ión. Inmediata por la de�ni
ión de pertenen
ia a ideal y por ellema 6.16.6.5. Congruen
ia indu
ida por el idealEn el �
hero 
ongruen
ia-ideal.lisp se formaliza la 
ongruen
ia indu
idapor un ideal.De�ni
ión 6.18. Dado un anillo de polinomios 
onmutativo R, la 
ongruen-
ia ≡〈F 〉 indu
ida por el ideal 〈F 〉 se de�ne por,

p ≡〈F 〉 q ⇐⇒ p− q ∈ 〈F 〉En A
l2,(defun<k> =<> (p q F)(en-ideal (+ p (- q)) F))6.6. ResumenEn este 
apítulo:Hemos introdu
ido la no
ión de ideal y formalizado la pertenen
ia deun polinomio a un ideal.
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osHemos presentado la formaliza
ión en A
l2 del 
on
epto de ideal ge-nerado por un 
onjunto �nito de polinomios.Hemos de�nido la 
ongruen
ia indu
ida por un ideal.Hemos 
omprobado que nuestra de�ni
ión de ideal en A
l2 
umple
on la habitual al demostrar que es 
errado bajo las opera
iones deanillo.



Capítulo 7Redu

iones polinómi
as
7.1. Introdu

iónEn este 
apítulo presentamos un tipo parti
ular de redu

ión sobre polino-mios y su formaliza
ión en A
l2.El objetivo es de�nir 
iertas 
ondi
iones bajo las 
uales se de
ide ≡〈F 〉. Dare-mos una visión alternativa de ≡〈F 〉 basada en redu

iones que nos permitiráapli
arle resultados generales de redu

iones abstra
tas y, en parti
ular, per-mite reutilizar los resultados de [85, 86, 87℄.Prin
ipalmente, se demuestra que la redu

ión de�nida es noetheriana res-pe
to al orden de polinomios subya
ente y que la rela
ión de equivalen
iaindu
ida 
oin
ide 
on la 
ongruen
ia indu
ida por el ideal. Además, se llevaa 
abo el 
ál
ulo de formas normales y la demostra
ión de propiedades tales
omo que los ideales permane
en 
errados bajo ese 
ál
ulo.7.2. Redu

iones abstra
tasPara �jar la nota
ión, de�niremos, en primer lugar, algunos 
on
eptos bási-
os, sobre redu

iones abstra
tas. Consúltese [1℄ para una des
rip
ión deta-llada.De�ni
ión 7.1. Una rela
ión de redu

ión sobre un 
onjunto A es una re-la
ión binaria sobre A.Las rela
iones de redu

ión suelen representarse en nota
ión de �e
ha, de-
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iones polinómi
asjando el 
onjunto implí
ito. En parti
ular, es
ribiremos a→ b para expresarque (a, b) ∈ → ⊆ A×A, para un 
ierto 
onjunto A dedu
ible por el 
ontexto.De
imos enton
es que a se redu
e a b (a través de →).Nota. Dadas dos rela
iones de redu

ión, →1 y →2, es
ribimos a→1 b→2 cpara indi
ar que a→1 b y b→2 c.De�ni
ión 7.2. Dadas dos rela
iones de redu

ión, →1 y →2 sobre un 
on-junto A, se de�ne su 
omposi
ión, →1 ◦ →2, 
omo:
→1 ◦ →2 = {(a, b) ∈ A×A | ∃c ∈ A a→1 c→2 b}De�ni
ión 7.3. Dada una rela
ión de redu

ión → de�nimos su n-ésimapoten
ia, 
on n ∈ N , 
omo:

→n=

{

{(a, a) ∈ A×A}, si n = 0

→ ◦ →n−1, si n > 0De�ni
ión 7.4. Dada una rela
ión de redu

ión → de�nimos las siguientesrela
iones de redu

ión derivadas:
→+ =

⋃

n>0

→n (
lausura transitiva)
→∗ =

⋃

n≥0

→n =→0 ∪→+ (
lausura re�exiva y transitiva)
← = {(a, b) ∈ A× A | b→ a} (inversa)
↔ =←∪→ (
lausura simétri
a)
↔∗ = (↔)∗ (
lausura de equivalen
ia)Cuando a → b, de
imos que a se redu
e a b en un paso de redu

ión. In-tuitivamente, 
uando a →n b, o
urre que a se redu
e a b a través de n − 1elementos intermedios mediante pasos unitarios de redu

ión: de
imos en-ton
es que a se redu
e a b en n pasos de redu

ión. Por otro lado, 
uando

a→∗ b, a se redu
e a b en 
ero o más pasos de redu

ión.La 
lausura de equivalen
ia juega un papel muy importante en este trabajo.Intuitivamente, 
uando a ↔∗ b, ambos elementos están 
one
tados por 
eroo más pasos de redu

ión, 
ada uno de los 
uales puede ser dire
to (→) oinverso (←).De�ni
ión 7.5. Sean a y b tales que a ↔∗ b. Una se
uen
ia 〈a0, . . . , an〉 esuna prueba de la equivalen
ia de a y b (respe
to de →) si a = a0 ↔ a1 ↔
· · · ↔ an = b.
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iones polinómi
as 159De�ni
ión 7.6. Diremos que una prueba es un pi
o lo
al si es de la forma
a ← c → b. Diremos que es un valle si es de la forma a →∗ c ←∗ b, y lonotamos por a ↓∗ b.Nota. Por el 
ontexto, se distinguirá la �prueba� obtenida 
on A
l2 de estaspruebas.7.3. Redu

iones polinómi
asEstudiaremos a 
ontinua
ión un tipo parti
ular de redu

ión de�nida sobre
onjuntos de polinomios, así 
omo su formaliza
ión en la lógi
a de A
l2.De�ni
ión 7.7. Sea f un polinomio no nulo. La rela
ión de redu

ión →fsobre polinomios indu
ida por f se de�ne de manera que p →f q si existe
m ∈M [X] no nulo tal que:1. m ∈ p2. ∃c ∈M [X] m = −c ·mp(f).3. q = p + c · f .Al monomio m se le llamará monomio de redu

ión y al monomio c, fa
torde redu

ión.De�ni
ión 7.8. Sea F = {f1, . . . , fk} un 
onjunto �nito de polinomios nonulos. La rela
ión de redu

ión →F indu
ida por F se de�ne 
omo sigue:

→F =
k⋃

i=1

→fiEste pro
eso de redu

ión se puede ver 
omo un paso en una división generali-zada, la 
ual se estable
e 
omo sigue. Sean p un polinomio y F = {f1, . . . , fk}un 
onjunto �nito de polinomios, enton
es existen c1, . . . , cn y r polinomiostales que
p = c1f1 + . . . + cnfn + rdonde r = 0 o r está 
ompletamente redu
ido 
on respe
to a F .Con el algoritmo de división generalizada se pueden 
al
ular estos ci y r(nótese que éstos no son úni
os, si se reorganizan los fi se obtienen unos ci
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asy r diferentes). Este algoritmo es una forma generalizada del algoritmo dedivisión tradi
ional de una variable.Nótese, también, que 
on este algoritmo no se resuelve 
ompletamente elproblema de la pertenen
ia al ideal. De he
ho, si después de la división de ppor F se obtiene r = 0 enton
es p = c1f1 + . . . + cnfn y, por tanto, pertene
eal ideal generado por F . Así, r = 0 es 
ondi
ión su�
iente para la pertenen
iaal ideal. Sin embargo, no es ne
esaria.En este punto, surge la pregunta de si dado un ideal habría alguna base deese ideal para la 
ual la 
ondi
ión de r = 0 es equivalente a la pertenen
ia alideal. La respuesta es sí: las bases de Gröbner. Estas bases se estudiarán enel 
apítulo siguiente.A 
ontinua
ión se presenta la formaliza
ión de esta redu

ión polinómi
a
omo una instan
ia 
on
reta del mar
o suministrado por [87℄ para las rela-
iones de redu

ión abstra
tas en A
l2. La idea es que, posteriormente, estonos permitirá traspasar mediante instan
ia
ión fun
ional propiedades bien
ono
idas de las redu

iones abstra
tas al 
aso parti
ular de las redu

ionespolinómi
as, sin ne
esidad de demostrarlas partiendo de 
ero. El prin
ipalresultado que usaremos será el he
ho de que una rela
ión de redu

ión 
on-vergente tiene 
lausura de equivalen
ia de
idible.En [87℄ se formalizan las redu

iones abstra
tas en la lógi
a de A
l2 
omofun
iones binarias que a partir de un objeto de un 
ierto dominio y de unoperador devuelven otro objeto del mismo dominio, llevando a 
abo un pasode redu

ión. Un operador no puede ser apli
ado a 
ualquier objeto, por loque se introdu
e también un predi
ado binario que indi
a 
uándo es válidadi
ha apli
a
ión.Por lo tanto, este enfoque requiere de�nir tres fun
iones: un predi
ado unarioque espe
i�
a el dominio sobre el 
ual pretendemos que esté de�nida la redu
-
ión, un predi
ado binario que 
omprueba si es válido apli
ar un operador aun objeto y, por último, una fun
ión binaria que permite apli
ar un operadora un objeto. Y además, una representa
ión 
on
reta de los operadores.En el 
aso que nos o
upa, el dominio de los objetos es el de los anillos depolinomios ra
ionales de k variables, Q[x1, . . . , xk]. Por tanto, el predi
adounario que espe
i�
a el dominio es polinomiop. A 
ontinua
ión, pro
edere-mos a de�nir la no
ión 
on
reta de redu

ión sobre polinomios siguiendo elesquema anterior.De�namos a 
ontinua
ión qué entendemos por operador en nuestro 
aso.
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iones polinómi
as 161De�ni
ión 7.9. Un operador es una tripleta 〈m, c, f〉 donde:1. m es el monomio de redu

ión,2. c es el fa
tor de redu

ión y3. f es el polinomio por el que se va a redu
ir.Nótese que el valor 
on
reto de c es dedu
ible de m y de f , que es de loque disponemos. Sin embargo, 
onviene no obviarlo para que el desarrolloposterior sea más 
laro. Esto ha
e también que no sea ne
esario 
al
ular suvalor 
ada vez que se reali
e un paso de redu

ión.La fun
ión A
l2 que 
onstruye un operador re
ibe m, c y f y 
rea una listaque 
ontiene los tres valores.(defun operador (m 
 f)(list m 
 f)))Las fun
iones a

esoras permiten extraer 
ada uno de los valores que 
onsti-tuyen el operador.(defma
ro o-monomio (o)`(first ,o))(defma
ro o-fa
tor (o)`(se
ond ,o))(defma
ro o-polinomio (o)`(third ,o))De�ni
ión 7.10. De
imos que es válido apli
ar un operador, 〈m, c, f〉, a unpolinomio p respe
to de un 
onjunto �nito de polinomios F , si m es un mo-nomio que pertene
e al polinomio p, f es un polinomio no nulo pertene
ientea F , mp(f) divide a m y c = −m/mp(f).De�namos ahora este 
on
epto en el sistema. Como A
l2 no distingue entremayús
ulas y minús
ulas, de aquí en adelante, utilizaremos fi para denotaral polinomio f y F para el 
onjunto de polinomios F en los 
asos en los quehaga falta esta distin
ión.
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as(defun valido (p o F)(let ((m (o-monomio o))(
 (o-fa
tor o))(fi (o-polinomio o)))(and (polinomiop p)(monomiop m) (en-monomio m p)(polinomiop fi)(not (nulop fi)) (en fi F)(dividep (termino (primero fi)) (termino m))(equal (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero fi))))
))))Nótese que, en la formaliza
ión, el fa
tor de redu

ión se interpreta 
omo unpolinomio (que 
onsta de un úni
o monomio). Esto nos va a permitir utilizarel produ
to de polinomios durante el 
ál
ulo de la redu

ión y evitará lane
esidad de utilizar una opera
ión distinta (el produ
to de monomio porpolinomio) en el resto del trabajo.Ejemplo 7.11. Si el polinomio x+1 pertene
e al 
onjunto de polinomios F ,enton
es sería válido apli
ar al polinomio x2 + xy el operador 〈x2,−x, x + 1〉respe
to de F .En A
l2, se 
omprobaría la validez 
omo sigue. Nótese que en este 
aso tra-tamos 
on monomios y polinomios de dos variables, {x, y}. Por tanto, el mo-nomio x2 es 1x2y0, (1 2 0) en A
l2; de esta forma, el polinomio x2+xy seríaen A
l2, ((1 2 0) (1 1 1)), y el polinomio x + 1, ((1 1 0) (1 0 0)).Consideremos también que se ha de�nido en A
l2 una variable F 
on almenos el polinomio x + 1.(valido '((1 2 0) (1 1 1))(operador '(1 2 0) '((-1 1 0)) '((1 1 0) (1 0 0)))F)El polinomio que se obtiene tras un paso de redu

ión se 
al
ula de la si-guiente forma.De�ni
ión 7.12. Sea o = 〈m, c, f〉 un operador. Enton
es:redu

ión(p, o) = p + c · fEn A
l2,
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as 163(defun redu

ion (p o)(let* ((
 (o-fa
tor o))(f (o-polinomio o)))(+ p (* 
 f))))Ejemplo 7.13. Siguiendo 
on el ejemplo anterior, el polinomio resultantede apli
ar a x2 + xy el operador 〈x2,−x, x + 1〉 respe
to de F sería xy − x.En A
l2, se 
al
ula por(redu

ion '((1 2 0) (1 1 1))(operador '(1 2 0) '((-1 1 0)) '((1 1 0) (1 0 0))))A 
ontinua
ión pro
ederemos, en primer lugar, a 
onstruir la 
lausura deequivalen
ia, ↔∗
F , y luego parti
ularizaremos ésta para obtener →∗

F , →F yotras rela
iones derivadas de →F de uso 
omún.En prin
ipio, la fun
ión A
l2 que formaliza la rela
ión ↔∗
F tiene tres pará-metros, que representan a p, q (los polinomios rela
ionados) y a F , respe
-tivamente. Siguiendo a [87℄ añadimos 
omo un parámetro extra la pruebade la rela
ión entre p y q a través de F y evita la apari
ión de un 
uanti�-
ador existen
ial. Este nuevo parámetro tiene 
omo 
ometido alma
enar lase
uen
ia de pasos de redu

ión que se realizan.Formalizaremos en A
l2 el 
on
epto de prueba 
omo una lista de pasos deprueba (posiblemente va
ía), 
ada uno de los 
uales representa un paso deredu

ión.Un paso de prueba será una estru
tura que 
onstará de 
uatro 
ampos: loselementos que se 
one
tan, el operador que se apli
a y un mar
ador queindi
a si el paso es del primer elemento ha
ia el segundo (paso dire
to) o al
ontrario (paso inverso).Cada paso de prueba se representa en A
l2 mediante una estru
tura [10℄r-step 1 que 
onsta de 
uatro 
ampos: elt1 y elt2 (los elementos que se
one
tan), operator (el operador que se apli
a) y dire
t (un booleano queindi
a si el paso es del primer elemento ha
ia el segundo o al 
ontrario).Diremos que un paso de prueba es inverso si su 
ampo dire
t es nil, ydire
to en 
aso 
ontrario.Para que un paso de prueba sea válido, la apli
a
ión (en el sentido indi
ado)del operador a uno de los elementos de la estru
tura debe produ
ir 
omoresultado el otro elemento. Pero esto no basta, además hay que 
omprobar1De�nida en abstra
t-proofs.lisp del dire
torio rela
iones.
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iones polinómi
asque realmente di
ho operador es apli
able al elemento sobre el que se lleva a
abo la redu

ión.(defun paso-valido (paso F)(let ((p (elt1 paso))(q (elt2 paso))(operador (operator paso))(dire
to (dire
t paso)))(and (r-step-p paso)(implies dire
to(and (valido p operador F)(equal (redu

ion p operador) q)))(implies (not dire
to)(and (valido q operador F)(equal (redu

ion q operador) p))))))Esto es, un paso de prueba es un paso válido respe
to de un 
onjunto �nitode polinomios, F, si es válido apli
ar a su primer elemento (elt1) su operador(operator) respe
to de F, en 
aso de que sea un paso dire
to, o si es válidoapli
ar a su segundo elemento (elt2) su operador respe
to de F, en 
aso
ontrario. Y además la apli
a
ión de ese operador válido produ
e el otroelemento.Ejemplo 7.14. La estru
tura 
ompuesta por x2 + xy (
omo primer elemen-to), xy − x (
omo segundo elemento), 〈x2,−x, x + 1〉 (
omo operador) y elbooleano t (indi
ando que el paso es dire
to) sería un paso de prueba válido.Una vez que tenemos la fun
ión que 
omprueba la validez de un paso de prue-ba, podemos de�nir qué entendemos por equivalen
ia entre dos polinomiosrespe
to a la redu

ión polinómi
a que hemos de�nido (es de
ir, ↔∗
F ).(defun<k> <->* (p q prueba F)(let ((r (elt2 (first prueba))))(and (k-polinomiop p)(if (endp prueba)(equal p q)(and (<-> p r (first prueba) F)(<->* r q (rest prueba) F))))))donde <-> se de�ne por.
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as 165(defma
ro <-> (p q paso F)`(and (paso-valido ,paso ,F)(equal ,p (elt1 ,paso))(equal ,q (elt2 ,paso))))Como se observa, el parámetro prueba es una lista que 
ontiene la 
on
ate-na
ión de pasos de prueba que atestiguan que p↔∗
F q.Veamos a 
ontinua
ión 
ómo esta formaliza
ión de ↔∗

F nos permite de�niren A
l2 algunos 
asos parti
ulares de rela
iones.Así, por ejemplo, si tenemos que p →f q, la prueba estaría 
ompuesta porun úni
o paso de prueba.prueba = (list paso)Este paso de prueba sería una estru
tura r-step 
on dire
t igual a t, elt1igual a p, elt2 igual a q y operator igual a (operador m c f). Aquí, msería el monomio de p por el que se realiza la redu

ión y c sería el fa
tor deredu

ión 
orrespondiente.paso = (make-r-step:dire
t t:elt1 p:elt2 q:operator (operador m c f))donde make-r-step es la fun
ión 
onstru
tora la estru
tura r-step.En el 
aso de tener p→f1 r ←f2 q, la prueba estaría 
ompuesta por dos pasosde prueba.prueba = (list paso1 paso2)Considerando que en el primer paso, m1 es el monomio de p por el que seha
e la redu

ión y c1 el fa
tor de redu

ión, y que en el segundo paso, m2es el monomio de q por el que se ha
e la redu

ión (ya que la redu

ión esde q a r, en vez de r a q) y c2 el fa
tor de redu

ión, se tiene que
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iones polinómi
aspaso1= (make-r-step:dire
t t:elt1 p:elt2 r:operator (operador m1 c1 f1))paso2= (make-r-step:dire
t nil:elt1 r:elt2 q:operator (operador m2 c2 f2))Nótese 
ómo en el segundo paso el 
ampo dire
t está a nil, indi
ando quela redu

ión se produ
e de q a r.Una vez 
onstruida la fun
ión <->* se de�nen ->* y ->. Para la primera deellas basta exigir que la prueba sea des
endente. Para la segunda, debe existirun úni
o paso de prueba dire
to.(defma
ro ->* (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(des
endentep ,prueba)))(defma
ro -> (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(dire
t (first ,prueba))(not (
onsp (rest ,prueba)))))El predi
ado des
endentep expresa el he
ho de que una prueba está formadaúni
amente por pasos de prueba dire
tos. Se de�ne 
omo una ma
ro utilizan-do la de�ni
ión de steps-down de la formaliza
ión de redu

iones abstra
tasde en abstra
t-proofs.lisp.(defma
ro des
endentep (prueba)`(steps-down ,prueba))(defun steps-down (p)(if (endp p)t(and(dire
t (
ar p))(steps-down (
dr p)))))
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as 167También se pueden de�nir las 
lausuras positivas <->+ y ->+ exigiendo queexista, al menos, un paso de prueba.(defma
ro <->+ (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(
onsp ,prueba)))(defma
ro ->+ (p q prueba F)`(and (->* ,p ,q ,prueba ,F)(
onsp ,prueba)))Al igual que las pruebas des
endentes, existen pruebas 
on formas espe
ialesque son útiles en la formaliza
ión de propiedades de 
on�uen
ia sobre lasrela
iones de redu

ión. Veamos el 
aso de las pruebas 
on forma de pi
o lo
aly de valle, que apare
en de manera natural al de�nir la no
ión de 
on�uen
ialo
al (en el 
apítulo siguiente).Una prueba 
on forma de pi
o lo
al se 
ompone úni
amente de dos pasosde prueba: uno inverso seguido de otro dire
to. Por ejemplo, si tenemos que
p←F r →F q, existe una prueba de que p↔∗

F q 
on forma de pi
o lo
al. Elpredi
ado <-x-> 
omprueba este tipo de rela
ión.(defma
ro <-x-> (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(pi
o-lo
alp ,prueba)))El predi
ado pi
o-lo
alp se de�ne 
omo una ma
ro utilizando la de�ni
iónde lo
al-peak-p de la formaliza
ión de redu

iones abstra
tas.(defma
ro pi
o-lo
alp (prueba)`(lo
al-peak-p ,prueba))(defun lo
al-peak-p (p)(and (
onsp p)(
onsp (
dr p))(atom (
ddr p))(not (dire
t (
ar p)))(dire
t (
adr p))))Una prueba 
on forma de valle se 
ompone de una se
uen
ia de pasos deprueba dire
tos seguida de una se
uen
ia de pasos de prueba inversos (ambas
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asse
uen
ias pueden estar va
ías). Si entre p y q existe una prueba en forma devalle, lo notamos por p ↓∗F q. Por ejemplo, si tenemos que p→F r →F s←F q,existe una prueba de que p ↔∗
F q 
on forma de valle. El predi
ado ->*<-implementa esta rela
ión.(defma
ro ->*<- (p q prueba F)`(and (<->* ,p ,q ,prueba ,F)(vallep ,prueba)))El predi
ado vallep se de�ne 
omo una ma
ro utilizando la de�ni
ión desteps-valley de la formaliza
ión de redu

iones abstra
tas.(defma
ro vallep (prueba)`(steps-valley ,prueba))(defun steps-valley (p)(
ond ((endp p) t)((dire
t (
ar p)) (steps-valley (
dr p)))(t (steps-up (
dr p)))))(defun steps-up (p)(if (endp p)t(and(not (dire
t (
ar p)))(steps-up (
dr p)))))7.4. Equivalen
ia y 
ongruen
ia indu
idaA 
ontinua
ión, se demuestra que la rela
ión de equivalen
ia 
oin
ide 
on la
ongruen
ia indu
ida por el ideal (teorema 7.18).Este resultado es importante ya que uni�
a dos visiones sobre una mismano
ión de equivalen
ia polinómi
a. De un lado, la visión propor
ionada porla 
lausura de equivalen
ia de una rela
ión de redu

ión 
onstruida a partirde la base de un ideal. Del otro, la visión dada por la pertenen
ia de ladiferen
ia de polinomios al ideal generado.La formaliza
ión de los resultados de esta se

ión se en
uentra en el �
hero
ongruen
ia-ideal.lisp del dire
torio Bu
hberger.
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ia y 
ongruen
ia indu
ida 169Los tres lemas siguientes son fundamentales para la demostra
ión del teoremaprin
ipal.Lema 7.15. Sean F un 
onjunto �nito de polinomios, p un polinomio y mun monomio no nulo. Enton
es:
p ∈ F =⇒ m · p→F 0Demostra
ión. La 
lave está en 
onsiderar que 
ualquier polinomio se puederedu
ir por su monomio líder o prin
ipal. Sea m1 el monomio líder de p,enton
es el polinomio m · p tendrá 
omo monomio líder m · m1. Sea c =

−(m · m1)/m1 = −m. Por de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión, m · p →p

m · p + (−m) · p = 0. Por tanto, 
omo p ∈ F se tiene que m · p→F 0.El teorema se puede formalizar en A
l2 de la siguiente forma. Sean m unmonomio no nulo, p un polinomio y F una lista de polinomios, y supongamosque p pertene
e a F. Se ha de demostrar que m * p se redu
e a 0 respe
to aF. Para ello, hay que en
ontrar una prueba de di
ha rela
ión.Como ya se 
omentó en la se

ión anterior, el parámetro extra del predi
ado-> representa la prueba de la rela
ión entre p y q 
omo un paso de redu

ión.(defthm |p en F => m * p ->F 0|(let ((prueba (prueba-|m * p ->p 0| m p)))(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en p F))(-> (* (polinomio m) p) (nulo) prueba F))))Nótese que la prueba que justi�
a el paso de redu

ión se 
onstruye mediantela fun
ión prueba-|m * p ->p 0| que la obtiene a partir de m y p.Por tanto, debemos en primer lugar de�nir esa fun
ión, que devuelve la se-
uen
ia de pasos de redu

ión que hay que realizar para redu
ir m · p a 0.Puede verse 
ómo es su�
iente 
on un úni
o paso de redu

ión. El monomiode redu

ión será el produ
to de m por el monomio prin
ipal de p, el fa
torde redu

ión será −m y el polinomio de redu

ión, p.(defun prueba-|m * p ->p 0| (m p)(if (nulop p)
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asnil(list (make-r-step:dire
t t:elt1 (* (polinomio m) p):elt2 (nulo):operator (operador (RAC-MON::* m (primero p))(polinomio (RAC-MON::- m))p)))))Para la demostra
ión del teorema anterior, basta probar que si p pertene
ea F enton
es el úni
o paso de la prueba que devuelve la fun
ión anterior esrealmente un paso válido de redu

ión respe
to de F .(defthm |p en F => paso-valido(first(prueba-m * p ->p 0))|(implies (and (k-monomiop m) (not (RAC-MON::nulop m))(k-polinomiop p) (not (nulop p))(en p F))(paso-valido (first (prueba-|m * p ->p 0| m p)) F)))Lema 7.16. Sean F un 
onjunto �nito de polinomios y p, q y r polinomios.Enton
es:
p→F q =⇒ p + r ↓∗F q + rDemostra
ión. Supongamos que f ∈ F es el polinomio que se utiliza pararedu
ir p a q, es de
ir, p →f q. Sea m = cm · tm el monomio de p sobre elque se apli
a la redu

ión, donde cm y tm son, respe
tivamente, el 
oe�
ientey el término de m. De a
uerdo 
on la de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión,

q = p−m/mp(f) · f .Sea cr el 
oe�
iente del monomio de r 
uyo término es tm. Distinguimos tres
asos según cr y cm + cr sean o no nulos.Caso 1: cr = 0.El monomio 
on término tm en p + r es, pre
isamente, m. Por lo tanto, sepuede emplear 
omo monomio de redu

ión para redu
ir, en un paso, p + r
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ia y 
ongruen
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ida 171a q + r mediante f , 
on lo que p + r ↓∗F q + r. En efe
to:
cr = 0

=⇒ p + r →f p + r −
mmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ p + r →f q + r (q = p−

mmp(f)
· f)

=⇒ p + r →F q + r (ya que f ∈ F )
=⇒ p + r ↓∗F q + r (def. de ↓∗F )Caso 2: cr 6= 0 ∧ cm + cr = 0.El monomio 
on término tm en q + r es cr · tm, ya que el 
oe�
iente de tmen q es 0. Por lo tanto, se puede emplear 
omo monomio de redu

ión pararedu
ir, en un paso, q + r a p + r mediante f , 
on lo que p + r ↓∗F q + r. Enefe
to:

cr 6= 0 ∧ cm + cr = 0

=⇒ q + r →f q + r −
cr · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ q + r →f p−

cm · tmmp(f)
· f + r −

cr · tmmp(f)
· f (q = p−

cm · tmmp(f)
· f)

=⇒ q + r →f p + r (ya que cm + cr = 0)
=⇒ q + r →F p + r (ya que f ∈ F )
=⇒ q + r ↓∗F p + r (def. de ↓∗F )Caso 3: cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0.El monomio 
on término tm en p + r es (cm + cr) · tm, ya que cm + cr 6= 0.Por lo tanto, se puede emplear 
omo monomio de redu

ión para redu
ir,en un paso, p + r a p + r− [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f mediante f . En efe
to:

cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0

=⇒ p + r →f p + r −
(cm + cr) · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ p + r →F p + r −

(cm + cr) · tmmp(f)
· f (ya que f ∈ F )El monomio 
on término tm en q + r es cr · tm, ya que el 
oe�
iente de tmen q es 0. Por lo tanto, se puede emplear 
omo monomio de redu

ión para
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asredu
ir, en un paso, q + r a p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f mediante f .En efe
to:
cr 6= 0 ∧ cm + cr 6= 0

=⇒ q + r →f q + r −
cr · tmmp(f)

· f (def. de →)
=⇒ q + r →f p−

cm · tmmp(f)
· f + r −

cr · tmmp(f)
· f (q = p−

cm · tmmp(f)
· f)

=⇒ q + r →f p + r −
(cm + cr) · tmmp(f)

· f (arit. polinómi
a)
=⇒ q + r →F p + r −

(cm + cr) · tmmp(f)
· f (ya que f ∈ F )Uniendo ambos resultados, se obtiene que p + r ↓∗F q + r.

El teorema puede expresarse en A
l2 de la siguiente forma.(defthm |p ->F q => p + r ->*<-F q + r|(let ((valle (prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r|p q prueba r)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)(-> p q prueba F))(->*<- (+ p r) (+ q r) valle F))))Des
ribamos a 
ontinua
ión los pasos fundamentales de la demostra
iónA
l2.Nuevamente, al igual que o
urría en el lema anterior, debemos en primerlugar de�nir una fun
ión que 
onstruya la se
uen
ia de pasos de redu

iónque justi�
a que p + r ↓∗F q + r. Esta se
uen
ia se halla a partir de la pruebade la redu

ión de p a q siguiendo la idea propor
ionada por la demostra
iónanterior. Nótese que se están 
onstruyendo pruebas a partir de otras.(defun prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| (p q prueba r)(let* ((o (operator (first prueba)))
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ia y 
ongruen
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ida 173(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr))))(
ond ((equal p q)nil)((equal mr nil)(prueba-
aso-1 p q prueba r))(t(if (RAC::= 
rm (RAC::nulo))(prueba-
aso-2 p q prueba r)(prueba-
aso-3 p q prueba r))))))Re
ordemos que la fun
ión en-termino re
ibe un término y un polinomio, ydevuelve, si existe, el monomio aso
iado 
on ese término. Si no existe devuelvefalso.En 
onsonan
ia 
on la demostra
ión anterior, la fun
ión que 
onstruye laprueba bus
ada se divide en tres 
asos:Caso 1: No existe ningún monomio 
on término tm en r, es de
ir, cr = 0.En este 
aso, la prueba que 
one
ta p 
on q es una se
uen
ia que, porhipótesis, 
onsta de un úni
o paso de redu

ión. Sólo habría que 
ambiaren di
ho paso los dos elementos que se 
one
tan, dejando inalterado eloperador y la dire

ión. Esto es lo que ha
e la siguiente fun
ión.(defun prueba-
aso-1 (p q prueba r)(list (make-r-step:dire
t (dire
t (first prueba)):elt1 (+ p r):elt2 (+ q r):operator (operator (first prueba)))))A 
ontinua
ión, se demuestra que si p→F q enton
es la prueba que 
al
ulala fun
ión anterior es valle y 
one
ta p + r 
on q + r.(defthm |
r = 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let ((m (o-monomio (operator (first prueba)))))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop r)(not (en-termino (termino m) r)))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-
aso-1 p q prueba r)F))))
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asCaso 2: Existe un monomio 
on término tm en r y se anula 
on el monomiode redu

ión, es de
ir, cr 6= 0 y cm + cr = 0.En este 
aso, el fa
tor de redu

ión es −cr · tm/mp(f), ya que al anularse elmonomio de q 
on término tm, el 
oe�
iente del monomio 
on término tmen q + r es cr.La fun
ión prueba-
aso-2 devuelve la prueba aso
iada, partiendo de laprueba que 
one
ta p 
on q, que 
onsiste en un úni
o paso de redu

ión. Elpaso se modi�
a de la siguiente forma:Los dos elementos 
one
tados p y q deberán ser ahora p + r y q + r.La dire

ión será nil indi
ando que el paso es inverso.El operador tendrá 
omo monomio de redu

ión el monomio de r 
ontérmino tm (llamémosle mr, es de
ir, mr = cr · tm), 
omo fa
tor deredu

ión −mr/mp(f) (
al
ulado por la fun
ión f-redu

ion) y 
omopolinomio de redu

ión, f .(defun f-redu

ion (mr mfi)(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ mr mfi))))(defun prueba-
aso-2 (p q prueba r)(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(fi (o-polinomio o)))(list (make-r-step:dire
t nil:elt1 (+ p r):elt2 (+ q r):operator(operador mr (f-redu

ion mr (primero fi)) fi)))))El teorema siguiente estable
e que si p→F q enton
es la prueba que 
al
ulala fun
ión anterior es valle y 
one
ta p + r 
on q + r.(defthm |
r + 
m = 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)
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ida 175mr(equal 
rm (RAC::nulo)))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-
aso-2 p q prueba r)F))))Para su demostra
ión, es ne
esario 
omprobar que mr está en la suma de qy r, dado que p→F q y que cr 6= 0:(defthm |p ->F q => mr en (q + r)|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r)))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(polinomiop r)(k-polinomiosp F)mr)(en-monomio mr (+ q r)))))Caso 3: Existe un monomio 
on término tm en r y no se anula 
on el monomiode redu

ión: cm + cr 6= 0 y cr 6= 0. En este 
aso, hay dos fa
tores deredu

ión. Uno es −(cm + cr) · tm/mp(f) (para p + r) y el otro es −cr ·
tm/mp(f) (para q + r).

p + r →F p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f . Nótese que el 
oe�
ientede tm en p + r es cm + cr.
q + r →F p + r − [(cm + cr) · tm/mp(f)] · f . Nótese que el 
oe�
ientede tm en q + r es cr.Por lo tanto, en este 
aso son ne
esarios dos pasos de prueba, uno dire
to yotro inverso. La fun
ión paso-1-
aso-3 
al
ula el paso de prueba dire
to.(defun paso-1-
aso-3 (p paso r)(let* ((o (operator paso))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(mrm (RAC-MON::+ m mr))(fi (o-polinomio o)))(make-r-step:dire
t t:elt1 (+ p r):elt2 (+ r (+ p (* (f-redu

ion mrm (primero fi)) fi))):operator(operador mrm (f-redu

ion mrm (primero fi)) fi))))
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asEs ne
esario demostrar que lo que devuelve esta fun
ión es un paso deprueba válido y dire
to.(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-1-
aso-3)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr)))(paso (paso-1-
aso-3 p (first prueba) r)))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop r)(not (equal p q))(en-termino (termino m) r)(not (equal 
rm (RAC::nulo))))(and (paso-valido paso F)(dire
t paso)))))Para esto, también se ne
esita saber que (cm + cr) · tm está en p + r.(defthm |(
m + 
r)tm en p + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(polinomiop r)(en-termino (termino m) r)(not (equal 
rm (RAC::nulo))))(en-monomio (RAC-MON::+ m mr) (+ p r)))))La siguiente fun
ión paso-2-
aso-3 
al
ula el paso de prueba inverso.(defun paso-2-
aso-3 (p q paso r)(let* ((o (operator paso))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(mrm (RAC-MON::+ m mr))(fi (o-polinomio o)))(make-r-step:dire
t nil:elt1 (+ r (+ p (* (f-redu

ion mrm (primero fi)) fi))):elt2 (+ q r):operator(operador mr (f-redu

ion mr (primero fi)) fi))))
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ida 177En este 
aso, también es ne
esario demostrar que lo que devuelve esta fun-
ión es un paso de prueba válido.(defthm |p ->F q => paso-valido(paso-2-
aso-3)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr)))(paso (paso-2-
aso-3 p q (first prueba) r)))(implies (and (-> p q prueba F)(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)(not (equal p q))(en-termino (termino m) r)(not (equal 
rm (RAC::nulo))))(paso-valido paso F))))Seguidamente, antes de poder unir los dos pasos de redu

ión previamenteobtenidos, ne
esitamos 
omprobar que el primer elemento del paso inverso
oin
ide 
on el segundo elemento del paso dire
to.(defthm |elt1(paso-2-
aso-3) = elt2(paso-1-
aso-3)|(equal (elt1 (paso-2-
aso-3 p q paso r))(elt2 (paso-1-
aso-3 p paso r))))Por último, se 
onstruye la prueba del último 
aso.(defun prueba-
aso-3 (p q prueba r)(list (paso-1-
aso-3 p (first prueba) r)(paso-2-
aso-3 p q (first prueba) r)))Finalmente, se estable
e que si p →F q enton
es la prueba que 
al
ula lafun
ión anterior es valle y 
one
ta p + r 
on q + r.(defthm |
r + 
m != 0 & p ->F q => p + r ->*<- q + r|(let* ((m (o-monomio (operator (first prueba))))(mr (en-termino (termino m) r))(
rm (RAC::+ (
oefi
iente m) (
oefi
iente mr))))(implies (and (-> p q prueba F) (not (equal p q))(k-polinomiop r)(k-polinomiosp F)
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as(en-termino (termino m) r)(not (equal 
rm (RAC::nulo))))(->*<- (+ p r) (+ q r) (prueba-
aso-3 p q prueba r)F)))Así, se ha demostrado la existen
ia de una prueba valle en los tres posibles
asos. La 
onsidera
ión de estos tres 
asos lleva a la demostra
ión del teoremaprin
ipal.Veamos a 
ontinua
ión 
omo si p↔F q 
on un úni
o paso de prueba enton
es
p ≡〈F 〉 q.Lema 7.17. Si F es un 
onjunto �nito de polinomios e I = 〈F 〉 enton
es

p↔F q =⇒ p ≡I qDemostra
ión.Caso 1: p →F q. Sea f el polinomio de F por el 
ual se ha
e la redu

ión,es de
ir, p →f q, y sea m el monomio de p que se utiliza en la redu

ión.Enton
es
p→f q =⇒ q = p− (m/mp(f)) · f (def. de →F )

=⇒ p− q = (m/mp(f)) · f (prop. polinómi
as)
=⇒ p− q ∈ 〈F 〉 (def. de 〈F 〉)
=⇒ p ≡I q (def. de ≡I)Caso 2: q →F p. Análogamente, tomando el signo opuesto.

El teorema A
l2 
orrespondiente es el siguiente.(defthm |p <->F q => p =<F> q|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<-> p q paso F))(=<> p q F)))
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ongruen
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ida 179Para demostrarlo en A
l2 se debe suministrar un testigo de la pertenen
iade p− q al ideal generado por F (es de
ir, una se
uen
ia de 
oe�
ientes).La siguiente fun
ión C-|p <->F q => p =<F> q| es pre
isamente el testigode la pertenen
ia de p− q al ideal generado por F .(defun C-|p <->F q => p =<F> q| (paso F)(let* ((o (operator paso))(fi (o-polinomio o))(
i (o-fa
tor o)))(
ond ((endp F) nil)((equal fi (first F))(if (dire
t paso)(
ons (- 
i) (C0 (rest F)))(
ons 
i (C0 (rest F)))))(t(
ons (nulo) (C-|p <->F q => p =<F> q|paso (rest F)))))))Su 
orre

ión viene dada por el siguiente teorema.(defthm |p - q = 
l(C-p <->F q => p =<F> q, F)|(implies (and (k-polinomiosp F)(<-> p q paso F))(equal (+ p (- q))(
ombina
ion-lineal(|C-p <->F q => p =<F> q| paso F) F)))Los tres lemas anteriores, 7.15, 7.16 y 7.17, son fundamentales para demostrarel siguiente teorema, que estable
e que la 
ongruen
ia del ideal 
oin
ide 
onla rela
ión de equivalen
ia. Las fun
iones de�nidas anteriormente para la
onstru

ión de las pruebas se emplearán también ahora. En parti
ular, lafun
ión prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r| jugará un papel muyimportante.Teorema 7.18. Si F es un 
onjunto �nito de polinomios e I = 〈F 〉 enton
es
p ≡I q ⇐⇒ p↔∗

F qDemostra
ión. ⇒: Sea F = {f1, . . . , fn}

p ≡I q =⇒ p− q ∈ I (def. de ≡I)
=⇒ ∃c1, . . . , cn p− q =

n∑

i=1

cifi (def. de pertenen
ia a ideal)
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asSea ci = mi1 + · · ·+ mili . Al des
omponer 
ada polinomio ci en la suma desus monomios y apli
ar distributividad, se obtiene lo siguiente:
p = q +

n∑

i=1

li∑

j=1

mijfiDemostremos ahora p↔∗
F q por indu

ión sobre el número total de mono-mios l =

∑n

i=1 li.Caso base:Si l = 0 enton
es p = q y, por lo tanto, p↔∗
F q.Paso de indu

ión:Si l > 0, de�nimos

r = q +
n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi −m11f1Como evidentemente r ≡I q, apli
amos hipótesis de indu

ión para dedu-
ir que r ↔∗
F q.Por el lema 7.15 se tiene que m11f1 →F 0 y, por el lema 7.16, que p =

r + m11f1 ↓
∗
F r. Esto unido a que r ↔∗

F q impli
a p↔∗
F q.

⇐: Por indu

ión sobre la de�ni
ión de ↔∗
F .Caso base: p = q

p = q =⇒ p− q = 0 (p− p = 0)
=⇒ p− q ∈ 〈F 〉 (0 ∈ 〈F 〉)
=⇒ p ≡I q (def. de ≡I)Paso de indu

ión: p 6= qEnton
es existe un r tal que p↔F r ↔∗

F q y por hipótesis de indu

ión,
r ↔∗

F q =⇒ r ≡I qPor el lema 7.17 p ≡I r y por hipótesis de indu

ión r ≡I q, enton
es
p ≡I q por de�ni
ión de ≡I .
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El teorema se formaliza en A
l2 mediante los dos siguientes eventos. Cadauno de ellos estable
e una de las impli
a
iones.(defthm |p =<F> q => p <->F* q|(let ((prueba (prueba-|p =<F> q => p <->F* q| p q F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(=<> p q F))(<->* p q prueba F)))(defthm |p <->F* q => p =<F> q|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F))(=<> p q F)))Demostra
ión del teorema |p =<F> q => p <->F* q|:Siguiendo la demostra
ión a mano, 
omenzamos por el primer teorema A
l2.Sean p y q polinomios y F una lista de polinomios. Supuesto que p y qson 
ongruentes respe
to al ideal de F, se ha de demostrar que p y q estánrela
ionados respe
to a F. Para ello, hay que en
ontrar una prueba de di
harela
ión.La fun
ión prueba-|p =<F> q => p <->F* q| 
onstruye una prueba quedemuestra que p y q están rela
ionados mediante <->F*.(defun<k> prueba-|p =<F> q => p <->F* q| (p q F)(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))(pe (pares-espe
iales C F)))(prueba-|pep(pe, F) => 
le(q, pe) <->F* q| q pe)))Re
ordemos que la fun
ión en-ideal-witness, que apare
e en el en
apsu-lado 
orrespondiente a la fun
ión de Skolem en-ideal, está restringida poraxiomas a devolver la lista de 
oe�
ientes que atestiguan la pertenen
ia deun polinomio a un ideal.
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iones polinómi
asPor 
onsiguiente, la expresión (en-ideal-witness (+ p (- q)) F) es unalista C que representa a los ci del esquema de demostra
ión anterior, y puedeser utilizada para 
onstruir lo que denominaremos pares espe
iales de C yF. Estos pares espe
iales no son más que los pares (mij, fi) del sumatorio
∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi, que se obtienen a partir de los ci y los fi.En primer lugar, hay que des
omponer los ci en sumas de monomios, paraasí poder expresar p 
omo la suma de q 
on una 
ombina
ión lineal de los fi
on los mij . De esto se en
arga la fun
ión pares-espe
iales.La fun
ión pares-espe
iales re
ibe la lista de 
oe�
ientes polinómi
os Cy la lista de polinomios F. Ambas listas pueden 
onsiderarse 
omo una re-presenta
ión abstra
ta del sumatorio ∑n

i=1 cifi, de manera que lo que sedevuelve es la lista de pares (mij , fi) que se obtiene al des
omponer los ci ensus monomios y apli
ar reiteradamente la propiedad distributiva dentro delsumatorio.(defun pares-espe
iales (C F)(if (or (endp C) (endp F))nil(append (pares-espe
iales-aux (first C) (first F))(pares-espe
iales (rest C) (rest F)))))Esta fun
ión se apoya en la fun
ión auxiliar pares-espe
iales-aux que 
on-
atena re
ursivamente los pares (mij, fi) 
orrespondientes a 
ada par (ci, fi).(defun pares-espe
iales-aux (
 f)(if (nulop 
)nil(
ons (
ons (primero 
) (list f))(pares-espe
iales-aux (resto 
) f))))El problema se redu
e ahora a 
onstruir una prueba que utili
e q y los paresespe
iales en lugar de p, q y F . Más adelante, veremos que si p − q ∈ 〈F 〉enton
es se 
umple que p = q +
∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi.(defun prueba-|pep(pe, F) => 
le(q, pe) <->F* q| (q pe)(if (endp pe)nil(append (prueba-|
le(q, pe) <->*F 
le(q, rest(pe))| q pe)(prueba-|pep(pe, F) => 
le(q, pe) <->F* q| q (rest pe)))))
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ongruen
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ida 183Como se puede observar, esta fun
ión re
ursiva realiza su 
ometido 
on-
atenando dos pruebas en el 
aso no trivial. La primera de ellas rela
iona
p = q +

∑n

i=1

∑li
j=1 mijfi y r = p−m11f1. La segunda prueba rela
iona r y

q, y se obtiene por re
ursión.Por último, veamos 
ómo se 
onstruye la prueba que rela
iona p 
on r. Laidea 
onsiste en utilizar las fun
iones que se emplearon para demostrar loslemas 7.15 y 7.16. La fun
ión del lema 7.15 se utiliza para 
onstruir la pruebade la redu

ión de m11f1 a 0. Esta prueba se emplea a su vez junto a lafun
ión del lema 7.16 para 
rear una prueba de que p = r + m11f1 y r estánrela
ionados.(defun prueba-|
le(q, pe) <->*F 
le(q, rest(pe))| (q pe)(if (endp pe)nil(let ((par (first pe)))(prueba-|p ->F q => p + r ->*<-F q + r|(* (polinomio (first par)) (se
ond par))(nulo)(prueba-|m * p ->p 0| (first par) (se
ond par))(
ombina
ion-lineal-espe
ial q (rest pe))))))Para poder ha
er esto, tenemos que de�nir el 
on
epto de 
ombina
ión linealespe
ial, que es el resultado de sumar un polinomio q y los produ
tos de unalista pe de pares espe
iales. Esta fun
ión juega el papel en la demostra
iónde 
al
ular q +
∑n

i=1

∑li
j=1 miljfi a partir de q y de la lista de pares (milj , fi).(defun 
ombina
ion-lineal-espe
ial (q pe)(if (endp pe)q(let ((par (first pe)))(+ (* (polinomio (first par)) (se
ond par))(
ombina
ion-lineal-espe
ial q (rest pe))))))Ahora, hemos de demostrar que realmente la prueba devuelta por la fun-
ión prueba-|
le(q, pe) <->*F 
le(q, rest(pe))| se 
onstruye 
orre
-tamente. Para ello hay que 
omprobar que 
uando pe 
ontiene pares espe-
iales de F, su sumatorio aso
iado está rela
ionado 
on el que se obtiene aleliminar el primer par. Es de
ir:

q +
n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi ←→
∗
F q +

n∑

i=1

li∑

j=1

mijfi −m11f1



184 Redu

iones polinómi
asEl teorema que obtenemos, y que se presenta a 
ontinua
ión, se demuestra
on ayuda de los lemas 7.15 y 7.16, y es 
lave en la demostra
ión del pasoindu
tivo del resultado �nal.(defthm |
le(q, pe) <->*F 
le(q, rest(pe))|(let ((prueba (prueba-|
le(q, pe) <->*F 
le(q, rest(pe))| q pe)))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(pares-espe
ialesp pe F))(<->* (
ombina
ion-lineal-espe
ial q pe)(
ombina
ion-lineal-espe
ial q (rest pe))pruebaF))))Como se observa, es ne
esario de�nir un re
ono
edor para los pares espe-
iales, al que hemos llamado pares-espe
ialesp. Esta fun
ión re
ibe dosparámetros, pe y F, y determina si pe es una lista de pares espe
iales de F.(defun<k> pares-espe
ialesp (pe F)(if (endp pe)(equal pe nil)(let ((par (first pe)))(and (
onsp par)(equal (len par) 2)(k-monomiop (first par))(not (RAC-MON::nulop (first par)))(k-polinomiop (se
ond par))(en (se
ond par) F)(pares-espe
ialesp (rest pe) F)))))El siguiente teorema estable
e que si p − q =
∑n

i=1 cifi enton
es p = q +
∑n

i=1

∑li
j=1 miljfi. La demostra
ión A
l2 de este teorema es 
ompli
ada yrequiere algunos lemas además de mu
has de las propiedades de anillo.(defthm |p - q = 
l(C, F) => 
le(q, pe(C, F)) = p|(let ((pe (pares-espe
iales C F)))(implies (and (equal (+ p (- q)) (
ombina
ion-lineal C F))(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp C))(equal (
ombina
ion-lineal-espe
ial q pe) p))))
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ia y 
ongruen
ia indu
ida 185En este punto, podemos ya demostrar que si p es 
ongruente 
on q módulo
〈F 〉, enton
es p tiene que ser igual a la 
ombina
ión lineal espe
ial formadapor q y por los pares espe
iales que se obtienen de los testigos de la perte-nen
ia de p− q a 〈F 〉.(defthm |p =<F> q => 
le(q, pe(en-ideal-witness(p - q, F))) = p|(let* ((C (en-ideal-witness (+ p (- q)) F))(pe (pares-espe
iales C F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(=<> p q F))(equal (
ombina
ion-lineal-espe
ial q pe) p))))Finalmente, obtenemos el teorema siguiente que demuestra que si pe es unalista de pares espe
iales de F enton
es la 
ombina
ión lineal espe
ial de q ype está rela
ionada 
on q a través de una prueba. Su demostra
ión se realizapor indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión que obtiene la prueba.(defthm |pep(pe, F) => 
le(q, pe) <->F* q|(let ((prueba (prueba-|pep(pe, F) => 
le(q, pe) <->F* q| q pe)))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(pares-espe
ialesp pe F))(<->* (
ombina
ion-lineal-espe
ial q pe) q prueba F))))Componiendo los dos últimos teoremas junto 
on algunos lemas de 
lausurase obtiene el teorema |p =<F> q => p <->F* q|.Demostra
ión del teorema |p <->F* q => p =<F> q|:Pro
edamos ahora a demostrar |p <->F* q => p =<F> q|. Este teoremadi
e que si p ↔∗

F q enton
es p ≡I q, o lo que es equivalente, que p − qpertene
e al ideal generado por F .Para demostrar esto en A
l2 se debe suministrar un testigo de la pertenen
iade p− q al ideal generado por F .La siguiente fun
ión C-|p <->F* q => p =<F> q| es pre
isamente ese testi-go, y usa la fun
ión introdu
ida en el lema 7.17 para obtener la 
ombina
iónlineal a partir de un paso individual.(defun C-|p <->F* q => p =<F> q| (prueba F)(if (endp prueba)
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iones polinómi
asnil(C+ (C-|p <->F q => p =<F> q| (first prueba) F)(C-|p <->F* q => p =<F> q| (rest prueba) F))))Su 
orre

ión viene dada por el siguiente teorema.(defthm |p - q = 
l(C-p <->F* q => p =<F> q, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F))(equal (+ p (- q))(
ombina
ion-lineal(|C-p <->F* q => p =<F> q| prueba F) F))))Este teorema impli
a trivialmente el teorema |p <->F* q => p =<F> q|.La importan
ia de este último resultado radi
a en que se uni�
an dos visionessobre una misma no
ión de equivalen
ia polinómi
a. De un lado, la visiónpropor
ionada por la 
lausura de equivalen
ia de una rela
ión de redu

ión
onstruida a partir de la base de un ideal. Del otro, la visión dada por lapertenen
ia de la diferen
ia de polinomios al ideal generado.La formaliza
ión en A
l2 
ondu
e en ambos 
asos, al empleo de testigos.En el 
aso de la rela
ión de equivalen
ia, el testigo, que exponemos siempreexplí
itamente, 
onstituye un objeto de prueba que demuestra la 
onexiónexistente entre los polinomios rela
ionados. En 
uanto a la 
ongruen
ia in-du
ida, el testigo, que mantenemos o
ulto bajo una fun
ión de Skolem apro-piada, muestra los 
oe�
ientes polinómi
os impli
ados en la pertenen
ia alideal del polinomio diferen
ia.Como hemos demostrado, ambos testigos están rela
ionados y las fun
ionesdiseñadas para la elabora
ión de la prueba �nal nos permiten 
onstruir uno
ualquiera de ellos a partir del otro.7.5. Noetherianidad de las redu

iones polinó-mi
asDe�ni
ión 7.19. Sea → una rela
ión de redu

ión sobre un 
onjunto A.De
imos que → es noetheriana si no existe una se
uen
ia in�nita {ai}i∈N talque a0 → a1 → a2 → · · · .
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iones polinómi
as 187En esta se

ión se muestra la formaliza
ión de la noetherianidad de la re-la
ión de redu

ión polinómi
a realizada en noetherianidad.lisp. Para laformaliza
ión de esta propiedad en A
l2, nos basaremos en el siguiente re-sultado.Teorema 7.20. Una redu

ión es noetheriana si, y sólo si, está 
ontenidaen la inversa de una rela
ión bien fundamentada.Por lo tanto, basta probar que existe una rela
ión bien fundamentada talque 
uando se apli
a 
ualquier paso válido de redu

ión a un elemento enel dominio de de�ni
ión, se obtiene otro elemento menor respe
to de talrela
ión.Re
ordemos (
apítulo 4) que empleamos < para referirnos al orden bienfundamentado sobre los polinomios, y que dados dos polinomios p y q, p < qsi se 
umple alguna de las siguientes 
ondi
iones:1. p = 0 ∧ q 6= 0.2. p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) <T tp(q).3. p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ tp(p) = tp(q) ∧ resto(p) < resto(q).Ya que este orden está bien fundamentado, se puede utilizar para estable
erla noetherianidad de la redu

ión polinómi
a previamente presentada. Sim-plemente hay que expresar que mediante la apli
a
ión válida de un operadora un polinomio se obtiene otro menor que él 
on respe
to a <.Teorema 7.21. Sean p un polinomio, F un 
onjunto �nito de polinomios y
o un operador. Enton
es,válido(p, o, F ) =⇒ redu

ión(p, o) < pEn A
l2,(defthm |valido(p, o, F) => redu

ion(p, o) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(valido p o F))(< (redu

ion p o) p)))
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iones polinómi
asEste teorema no es sen
illo de demostrar porque involu
ra bastantes propie-dades de los polinomios (aparte de las de anillo). La demostra
ión se apoya,fundamentalmente, en el 
orolario del lema 7.23 para el que ne
esitaremos ellema 7.22 que demostraremos a 
ontinua
ión.Lema 7.22. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p, mp(q) =
−m y tp(p + q) 6= tp(p) enton
es tp(p + q) < tp(p).En A
l2,(defthm |m en p & mp(q)=-m & tp(p + q)!=tp(p) => tp(p + q) < tp(p)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (en-monomio m p)(not (equal (termino (primero (+ p q)))(termino (primero p))))(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))(RAC-TER::< (termino (primero (+ p q)))(termino (primero p)))))Demostra
ión. Sea tm el término de m. Como m es un monomio de p ymp(q) = −m se tiene que tm ≤ tp(p) y tp(q) = tm ≤ tp(p). Por lo tanto, alser tp(p + q) ≤ máx{tp(p), tp(q)}, ne
esariamente tp(p + q) ≤ tp(p) y, 
omoson distintos por hipótesis, tp(p + q) < tp(p).Lema 7.23. Sean p y q dos polinomios. Si m es un monomio de p y mp(q) =
−m enton
es p + q < p.En A
l2,(defthm |m en p & mp(q) = - m => p + q < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-monomiop m) (en-monomio m p)(equal (primero q) (RAC-MON::- m)))(< (+ p q) p)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión del predi
ado <.Caso 1: p + q = 0 ∨ p = 0.Inmediato, ya que p 6= 0.Caso 2: p + q 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p + q) 6= tp(p).En este 
aso, tp(p + q) < tp(p) por el lema 7.22. Luego p + q < p.
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iones polinómi
as 189Paso indu
tivo: p + q 6= 0 ∧ p 6= 0 ∧ tp(p + q) = tp(p).Por hipótesis de indu

ión se tiene que si m es un monomio de resto(p) ymp(q) = −m enton
es resto(p) + q < resto(p)En este 
aso, sea tm el término de m; 
omo m es un monomio de p ymp(q) = −m, se tiene que tm ≤ tp(p) y tp(q) = tm ≤ tp(p). Por lo tanto, alser tp(p) = tp(p + q), ne
esariamente tp(q) < tp(p) porque si tp(q) = tp(p)enton
es mp(p) = m y tp(p + q) < tp(p), ya que mp(q) = −m. De aquí seobtiene que tm 6= tp(p).Por lo tanto, m 6= mp(p) y, 
omo m ha de estar en p, formará parte deresto(p).Como m es un monomio de resto(p), mp(q) = −m y tp(p + q) = tp(p)enton
es resto(p + q) = resto(p) + q y, apli
ando hipótesis de indu

ión,resto(p + q) < resto(p). Luego p + q < p.Nota. En la demostra
ión anterior, utilizamos implí
itamente el he
ho deque si m es un monomio de p 
uyo término es tm y tp(p) = tm enton
esmp(p) = m. Re
uérdese que esto es así porque estamos 
onsiderando unarepresenta
ión normalizada, donde un polinomio no puede 
ontener dos mo-nomios 
on el mismo término.Lema 7.24. Sean p y q dos polinomios no nulos. Si m es un monomio de pdivisible por el monomio prin
ipal de q y c = −m/mp(q) enton
es p+c·q < p.En A
l2,(defthm |m en p & 
 = - m / mp(q) => p + 
 * q < p|(let ((
 (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m (primero q))))))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q) (not (nulop q))(k-monomiop m) (en-monomio m p)(dividep (termino (primero q)) (termino m)))(< (+ p (* 
 q)) p))))Demostra
ión. Nótese que mp(c · q) = (−m/mp(q)) · mp(q) = −m y portanto, podemos apli
ar el lema 7.23.
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iones polinómi
as7.6. Formas normalesComo 
onse
uen
ia de la se

ión anterior, es posible de�nir el 
on
epto deforma normal de un polinomio. Su formaliza
ión se en
uentra en el �
heroforma-normal.lisp del dire
torio Bu
hberger.Nótese que esta forma normal no tiene nada que ver 
on la forma normal deun polinomio de�nida en el 
apítulo 3.De�ni
ión 7.25. Dada una redu

ión→ sobre un 
onjunto A, se di
e que xestá en forma normal o que es irredu
ible respe
to de → si no existe ningún
y ∈ A tal que x→ y. En 
aso 
ontrario, se di
e que x es redu
ible.De�ni
ión 7.26. Dada una redu

ión→ sobre un 
onjunto A, se di
e que yes una forma normal de x respe
to de→ si x→∗ y y y es irredu
ible respe
tode A. La nota
ión x ↓ denota una forma normal de x.Veamos a 
ontinua
ión 
omo, dado un polinomio, se puede llevar a 
aboel 
ál
ulo de una forma normal respe
to de la redu

ión aso
iada a unase
uen
ia �nita de polinomios. Nótese, que para formalizar la no
ión de formanormal, será fundamental de�nir un test de redu
ibilidad.De�ni
ión 7.27. Dada una redu

ión → sobre un 
onjunto A, se di
e queuna fun
ión, redu
ible, es un test de redu
ibilidad para →, si es una fun
ión
omputable redu
ible : A → A ∪ {x}, (donde x es un elemento 
ualquieraque no pertene
e a A) tal que, para todo a redu
ible, a→ redu
ible(a) y, en
aso 
ontrario, redu
ible(a) = x.Para el 
aso de las redu

iones polinómi
as, se di
e que un polinomio pes redu
ible por otro f , si existe un monomio en p que es divisible por elmonomio prin
ipal de f .7.6.1. Redu
ibilidadLa fun
ión redu
ible implementa este 
on
epto de redu
ibilidad en A
l2,devolviendo nil si no es redu
ible y un operador en 
aso 
ontrario.(defun redu
ible (p f)(let ((
 (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ (primero p)(primero f))))))
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ond ((or (not (polinomiop p))(not (polinomiop f))(nulop p) (nulop f))nil)((dividep (termino (primero f)) (termino (primero p)))(operador (primero p) 
 f))(t (redu
ible (resto p) f)))))Teorema 7.28. Sean p un polinomio, F un 
onjunto �nito de polinomios y
f ∈ F . redu
ible(p, f) =⇒ válido(p, redu
ible(p, f), F )En A
l2,(defthm |redu
ible(p, fi) => valido(p, redu
ible(p, fi), F)|(implies (and (redu
ible p fi) (en fi F))(valido p (redu
ible p fi) F)))Demostra
ión. Por indu

ión sugerida por la fun
ión redu
ible.Caso base: tp(f) | tp(p)Inmediato por la de�ni
ión de redu
ible y válido.Paso de indu

ión:La hipótesis de indu

ión esredu
ible(resto(p), f) =⇒ válido(resto(p), redu
ible(resto(p), f), F )redu
ible(p, f) ∧ ¬(tp(f) | tp(p))

=⇒ redu
ible(p, f) = redu
ible(resto(p), f) (def. de redu
ible)
=⇒ válido(resto(p), redu
ible(p, f), F ) (hipótesis de indu

ión)
=⇒ válido(p, redu
ible(p, f), F ) (def. de válido)

La fun
ión redu
ible-F, que se de�ne a 
ontinua
ión, realiza la 
omproba-
ión de redu
ibilidad respe
to de un 
onjunto de polinomios. Para esto sene
esita la fun
ión redu
ible. En 
aso de que sí sea redu
ible, la fun
ióndevuelve el operador aso
iado. En 
aso negativo devuelve nil.
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iones polinómi
as(defun redu
ible-F (p F)(
ond ((endp F)nil)((redu
ible p (first F))(redu
ible p (first F)))(t(redu
ible-F p (rest F)))))La propiedad fundamental que debe satisfa
er la fun
ión redu
ible-F es quepara todo polinomio p, (redu
ible-F p) devuelve un operador apli
able ap, siempre que p no esté ya en forma normal, y nil en 
aso 
ontrario. Laformaliza
ión en A
l2 es la siguiente.(defthm |redu
ible(p, F) => valido(p, redu
ible(p, F), F)|(implies (redu
ible-F p F)(valido p (redu
ible-F p F) F)))(defthm |~redu
ible(p, F) => ~valido(p, o, F)|(implies (not (redu
ible-F p F))(not (valido p o F))))7.6.2. Forma normal a partir del test de redu
ibilidadCon este test de redu
ibilidad, 
al
ulamos una forma normal, 
on la siguientefun
ión.(defun<k> fn-F (p F)(de
lare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(let ((red (redu
ible-F p F)))(if red(fn-F (redu

ion p red) F)p))p))Nótese que es posible de�nir la fun
ión anterior en A
l2 (es de
ir, probar sutermina
ión) porque se ha demostrado previamente la buena fundamenta
iónde la rela
ión < sobre los polinomios normalizados (teorema 4.16) y quela redu

ión es noetheriana (teorema 7.21). En 
on
reto 
on de
lare se le
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a que, para demostrar la parada de la fun
ión, tome 
omo medida laforma normal del polinomio que re
ibe 
omo primer parámetro y que use
omo rela
ión bien fundamentada el orden de polinomios.Teorema 7.29. Dado un 
onjunto �nito de polinomios F , la fun
ión fnF
al
ula una forma normal. Es de
ir, dado un polinomio p

p→∗
F fnF (p)fnF (p) es irredu
ibleDemostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de fnF .Caso base: p es irredu
ible.Por de�ni
ión de fnF y →∗

F se tiene, ya que p →∗
F p = fnF (p) y p esirredu
ible.Paso de indu

ión: p no es irredu
ible.En este 
aso, sea o = redu
ibleF (p) el operador respe
to del 
ual p se puederedu
ir y q = redu

ion(p, o) el polinomio resultante de redu
ir p utilizandoese operador. Por de�ni
ión de →F se tiene que p→F q.Por hipótesis de indu

ión se tiene que q →∗

F fnF (q) y que fnF (q) es irre-du
ible. Con lo 
ual, p→∗
F fnF (q).Por de�ni
ión de fnF , fnF (p) = fnF (q) y, por tanto, se tiene que p →∗

FfnF (p) y que fnF (p) es irredu
ible.
El teorema A
l2 
orrespondiente se presenta a 
ontinua
ión. Puesto queen nuestra formaliza
ión toda equivalen
ia debe ser justi�
ada dando unaprueba, para demostrar la propiedad de normaliza
ión, debemos de�nir unafun
ión prueba-forma-normal que re
ibirá un elemento del dominio de de-�ni
ión y devolverá una prueba que justi�
a la equivalen
ia de ese elemento
on otro en forma normal que es el mismo elemento que 
al
ula la fun
iónfn-F dada anteriormente. En nuestro 
aso, para saber si un polinomio esirredu
ible basta 
on 
omprobar que no es válido apli
ar ningún operador aese polinomio.Estos son los dos teoremas A
l2 que estable
en que (fn-F p F) es unaforma normal de p.
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iones polinómi
as(defthm |p ->F* fn(p, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(->* p (fn-F p F) (prueba-forma-normal p F) F)))(defthm |fn(p, F) irredu
ible|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(not (valido (fn-F p F) o F))))La fun
ión prueba-forma-normal, que nos devuelve una prueba que nos
ondu
e desde un polinomio hasta su forma normal, será obtenida apli
andopasos de redu

ión hasta que se llegue a un elemento irredu
ible. Nótese queen la demostra
ión de termina
ión de esta fun
ión (al igual que pasaba 
onla fun
ión fn-F) se ne
esita la buena fundamenta
ión de la rela
ión < entrepolinomios y la noetherianidad de la redu

ión.(defun<k> prueba-forma-normal (p F)(de
lare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(let ((red (redu
ible-F p F)))(if (and red (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(
ons (make-r-step:dire
t t:elt1 p:elt2 (redu

ion p red):operator red)(prueba-forma-normal (redu

ion p red) F))nil)))Cada paso de redu

ión está 
onstituido por una estru
tura r-step que 
on-tiene un paso dire
to de prueba que 
one
ta p 
on (redu

ion p red), don-de red 
ontendrá el operador 
orrespondiente a la redu

ión. Di
ho operadorse obtiene 
on la fun
ión redu
ible-F.Para que la se
uen
ia de tales pasos 
onstituya una prueba, debemos de-mostrar que todo operador, al apli
arse válidamente sobre un elemento deldominio de de�ni
ión de la redu

ión, obtiene un elemento en el mismo do-minio de de�ni
ión.(defthm |valido(p, o, F) => k-polinomiop(redu

ion(p, o))|(implies (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F)
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ulo de formas normales 195(valido p o F))(k-polinomiop (redu

ion p o))))Con todo esto se obtiene, �nalmente, la demostra
ión de los teoremas A
l2|p ->F* fn(p, F)| y |fn(p, F) irredu
ible|.7.7. Cál
ulo de formas normalesComo se ha visto en la se

ión anterior, es posible de�nir una fun
ión que
al
ula formas normales usando el test de redu
ibilidad. Aunque tal fun
iónes idónea para el razonamiento (en 
on
reto, es muy útil para poder obtenerel resultado de la se

ión 8.3.2 mediante instan
ia
ión fun
ional), no es ade-
uada para usarla en el algoritmo de Bu
hberger, ya que maneja el 
on
epto�teóri
o� de operador.En esta se

ión nos olvidamos momentáneamente de los operadores y de�-nimos las fun
iones de redu

ión que se utilizarán en la implementa
ión delalgoritmo de Bu
hberger. Posteriormente se prueba la rela
ión entre estasfun
iones y las de operadores. Su formaliza
ión se en
uentra en el �
hero
al
ulo-forma-normal.lisp.La no
ión de redu

ión polinómi
a que se utiliza en el algoritmo de Bu
h-berger puede ser modelada mediante la siguiente fun
ión.De�ni
ión 7.30 (redu

ión polinómi
a). Sean p, f dos polinomios. Sede�ne red(p, f) de la siguiente forma:red(p, f) = p + 
r(p, f) · fdonde 
r se de�ne 
omo sigue:Si no existe ningún monomio en p divisible por mp(f), 
r(p, f) = 0.En 
aso 
ontrario, 
r(p, f) = −m/mp(f) donde m es el mayor monomiode p divisible por mp(f).De esta forma, la no
ión de redu

ión polinómi
a que se utiliza en el algoritmode Bu
hberger puede ser modelada en A
l2 mediante la siguiente fun
ión:(defun red (p f)(+ p (* (
r p f) f)))
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iones polinómi
asdonde la fun
ión 
r 
al
ula el fa
tor de redu

ión entre p y q, y que 
oin
ide
on un posible c en la de�ni
ión 7.7.(defun 
r (p f)(se
ond (
rp p f)))Para ello, utiliza la fun
ión 
rp que devuelve un par 
on un booleano queindi
a si existe o no fa
tor de redu

ión, y el fa
tor de redu

ión si existe, (oel polinomio nulo, si no existe).(defun 
rp (p f)(let ((p1 (primero p))(f1 (primero f)))(
ond ((or (nulop p) (not (polinomiop p))(nulop f) (not (polinomiop f)))(list nil (nulo)))((dividep (RAC-MON::termino f1) (RAC-MON::termino p1))(list t (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ p1 f1)))))(t(
rp (resto p) f)))))A 
ontinua
ión se demuestra en el teorema 7.34 una propiedad fundamental:el polinomio redu
ido es menor que el original (que se demuestra 
on la ayudade los teoremas 7.21 y 7.28, y los dos lemas 7.31 y 7.33 que se demuestran a
ontinua
ión).Para ello, en primer lugar, se de�ne la fun
ión redp que reimplementa el
on
epto de redu
ibilidad en A
l2. Esta fun
ión se de�ne 
on la ayuda dela fun
ión 
rp. Devuelve t si p es redu
ible por f y nil en 
aso 
ontrario.(defun redp (p f)(first (
rp p f)))Nótese que la diferen
ia entre los dos tests de redu
ibilidad de�nidos es queredu
ible trabaja 
on operadores mientras que redp no lo ha
e.Lema 7.31. Sean p y f dos polinomios.redp(p, f) ⇐⇒ redu
ible(p, f)En A
l2,
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ulo de formas normales 197(defthm |redp(p, f) <=> redu
ible(p, f)|(iff (redp p f) (redu
ible p f)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de redu
ibleLema 7.32. Sean p, f polinomios y c el fa
tor de redu

ión del operadordevuelto por redu
ible(p, f). Enton
es c = 
r(p, f).(defthm |o-fa
tor(redu
ible(p, f)) = 
r(p, f)|(implies (redu
ible p f)(equal (o-fa
tor (redu
ible p f)) (
r p f))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de redu
ible.Lema 7.33. Sean p y f dos polinomios.redu
ible(p, f) =⇒ redu

ión(p, redu
ible(p, f)) = red(p, f)En A
l2,(defthm |redu

ion(p, redu
ible(p, f)) = red(p, f)|(implies (redu
ible p f)(equal (redu

ion p (redu
ible p f)) (red p f))))Demostra
ión.Sea c el fa
tor de redu

ión del operador devuelto por redu
ible(p, f). Enton-
es:redu
ible(p, f) =⇒redu

ión(p, redu
ible(p, f)) = p + c · f (def. de redu

ión)
= p + 
r(p, f) · f (lema 7.32)
= red(p, f) (def. de red)

Teorema 7.34. Sean p y f dos polinomios.redp(p, f) =⇒ red(p, f) < pEn A
l2,
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iones polinómi
as(defthm |redp(p, f) => red(p, f) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop f)(redp p f))(< (red p f) p)))Demostra
ión. Sea F un 
onjunto �nito de polinomios donde f ∈ F .redp(p, f)

=⇒ redu
ible(p, f) (lema 7.31)
=⇒ redu
ible(p, f) ∧ válido(p, redu
ible(p, f), F ) (lema 7.28)
=⇒ redu
ible(p, f) ∧ redu

ión(p, redu
ible(p, f)) < p (lema 7.21)
=⇒ red(p, f) < p (lema 7.33)De�nimos a 
ontinua
ión la fun
ión redp-F, que reimplementa el 
on
eptode redu
ibilidad respe
to de un 
onjunto de polinomios en A
l2. Para esto sene
esita la fun
ión redp. En 
aso de que sí sea redu
ible, la fun
ión devuelveun polinomio del 
onjunto por el que se puede redu
ir. En 
aso negativodevuelve nil.(defun redp-F (p F)(
ond ((endp F)nil)((redp p (first F))(first F))(t(redp-F p (rest F)))))Nótese que la diferen
ia entre los dos tests de redu
ibilidad sobre 
onjuntosde�nidos es que redu
ibleF trabaja 
on operadores mientras que redpF no loha
e.Lema 7.35. redpF (p) ⇐⇒ redu
ibleF (p)En A
l2,(defthm |redu
ible(p, F) <=> redp(p, F)|(iff (redu
ible-F p F) (redp-F p F)))
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ulo de formas normales 199Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de la fun
ión redpF y utili-zando el teorema 7.31.El siguiente resultado se utiliza para demostrar la parada de la 
lausura dela fun
ión de redu

ión red respe
to a un 
onjunto de polinomios.Teorema 7.36. Sean p un polinomio y F un 
onjunto de polinomios.redpF (p) =⇒ red(p, redpF (p)) < pEn A
l2,(defthm |redp(p, F) => red(p, redp(p, F)) < p|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(redp-F p F))(< (red p (redp-F p F)) p)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de redpF y por el teore-ma 7.34.El siguiente lema expresa una propiedad útil sobre la fun
ión redpF que seráutilizada en la se

ión siguiente.Lema 7.37. Sean p un polinomio y F un 
onjunto de polinomios. Enton
esredpF (p) =⇒ redpF (p) ∈ FEn A
l2,(defthm |redp(p, F) => redp(p, F) en F|(implies (and (k-polinomiosp F) (redp-F p F))(en (redp-F p F) F)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de la fun
ión redpF y por elteorema 7.31.Y por último, se de�ne la 
lausura de red respe
to a un 
onjunto de polino-mios que se nota por red-F*.



200 Redu

iones polinómi
asDe�ni
ión 7.38. Sean p un polinomio y F 
onjunto �nito de polinomios.red∗
F (p) =

{

p, si ¬redpF (p)red∗
F (red(p, redpF (p))), e.o.
.donde redpF (p) indi
a si el polinomio p puede ser redu
ido utilizando algúnpolinomio del 
onjunto F . En A
l2,(defun<k> red-F* (p F)(de
lare (xargs :measure (RAC-POL::fn p):well-founded-relation <))(if (and (k-polinomiop p) (k-polinomiosp F))(let ((redu
tor (redp-F p F)))(if redu
tor(red-F* (red p redu
tor) F)p))(nulo)))Nótese que la parada de la fun
ión red-F* no es inmediata. Es ne
esariosuministrar al sistema una medida apropiada. Para ello se ha
e uso de lapropiedad de buena fundamenta
ión del orden de polinomios demostrada enel 
apítulo 4 y del teorema 7.36.Hemos visto que podemos 
al
ular una forma normal sin ha
er referen
ia aoperadores. De he
ho, red∗

F es una fun
ión que 
al
ula formas normales yserá la que usemos para 
omputar. Probamos a 
ontinua
ión que fnF yred∗
Fson iguales. Para ello primero demostramos el siguiente lema.Lema 7.39. Sean p un polinomio y F un 
onjunto �nito de polinomios.redu
ibleF (p) =⇒ redu

ión(p, redu
ibleF (p)) = red(p, redpF (p))En A
l2,(defthm |r = redu
ible(p, F) => redu

ion(p, r) = red(p, redp(p,F))|(implies (redu
ible-F p F)(equal (redu

ion p (redu
ible-F p F))(red p (redp-F p F)))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de redpF y por el lema 7.33.
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ulo de formas normales 201Teorema 7.40. Dado un polinomio p y un 
onjunto �nito de polinomios Fse tiene que fnF (p) = red∗
F (p)En A
l2,(defthm |fn(p, F) = red*(p, F)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(equal (fn-F p F) (red-F* p F))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la de�ni
ión de fnF .Caso base: p es irredu
ible.Inmediato, por las de�ni
iones de fnF y de red ∗

F y porque se 
umple que
¬redu
ibleF (p) ⇐⇒ ¬redpF (p).Paso de indu

ión: p no es irredu
ible.Sea q = redu

ion(p, redu
ible(p, F )).Por hipótesis de indu

ión, fnF (q) = red∗

F (q). Enton
es el resultado se ob-tiene por los lemas 7.35 y 7.39, y por las de�ni
iones de fnF y red∗
F .Por último, se demuestra la rela
ión existente entre red∗

F y la redu

ión →F ,demostrando que p →∗
F red∗

F (p). Esta propiedad será ne
esaria para apli
arlos resultados que se obtengan sobre la rela
ión de redu

ión al algoritmo deBu
hberger, que utiliza la fun
ión de redu

ión red∗
F en lugar de fnF .Teorema 7.41. Sean p un polinomio y F un 
onjunto �nito de polinomios,se tiene que

p→∗
F red∗

F (p)En A
l2,(defthm |p ->F* red*(p, F)|(let ((prueba (prueba-forma-normal p F)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(->* p (red-F* p F) prueba F))))
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iones polinómi
asDemostra
ión. Inmediato por los teoremas 7.29 y 7.40.7.8. Estabilidad del ideal respe
to a las redu
-
ionesEn esta se

ión demostramos la estabilidad del ideal respe
to a las fun
ionesde redu

ión. Esto será ne
esario para, después, poder probar la estabilidaddel ideal respe
to del algoritmo de Bu
hberger, impres
indible para la demos-tra
ión de 
orre

ión par
ial del algoritmo. Su formaliza
ión se en
uentra enel �
hero estabilidad-redu

ion.lisp.Teorema 7.42 (
lausura del ideal respe
to a red). La rela
ión de re-du

ión de polinomios red preserva la pertenen
ia al ideal.
f ∈ F =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red(p, f) ∈ 〈F 〉)En A
l2,(defthm |fi en F => (red(p, fi) en <F> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop fi)(en fi F))(iff (en-ideal (red p fi) F) (en-ideal p F))))Demostra
ión. ⇒:

f ∈ F ∧ p ∈ 〈F 〉

=⇒ f ∈ 〈F 〉 ∧ p ∈ 〈F 〉 (p ∈ F ⇒ p ∈ 〈F 〉)
=⇒ f · 
r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ p ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ p · q ∈ 〈F 〉)
=⇒ p + 
r(p, f) · f ∈ 〈F 〉 (p, q ∈ 〈F 〉 ⇒ p + q ∈ 〈F 〉, p · q = q · p)
=⇒ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (def. de red)

⇐:
f ∈ F ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉

=⇒ f ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ F ⇒ p ∈ 〈F 〉)
=⇒ f · 
r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ p · q ∈ 〈F 〉)
=⇒ −f · 
r(p, f) ∈ 〈F 〉 ∧ red(p, f) ∈ 〈F 〉 (p ∈ 〈F 〉 ⇒ −p ∈ 〈F 〉)
=⇒ red(p, f)− f · 
r(p, f) ∈ 〈F 〉 (p, q ∈ 〈F 〉 ⇒ p + q ∈ 〈F 〉)
=⇒ p ∈ 〈F 〉 (def. red y arit. polinómi
a)
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Teorema 7.43. Si p es redu
ible respe
to de un 
onjunto de polinomios Fenton
es,

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉En A
l2,(defthm |redp(p, F) => (red(p, redp(p, F)) en <F> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(redp-F p F))(iff (en-ideal (red p (redp-F p F)) F) (en-ideal p F))))Demostra
ión.redpF (p) ∧ p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ redpF (p) ∈ F ∧ p ∈ 〈F 〉 (lema 7.37)
⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 (teorema 7.42)Teorema 7.44 (
lausura del ideal respe
to a red∗

F ). La redu

ión depolinomios red∗
F preserva la pertenen
ia al ideal. Es de
ir:

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (p) ∈ 〈F 〉En A
l2,(defthm |red*(p, F) en <F> <=> p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal (red-F* p F) F) (en-ideal p F))))Demostra
ión. Por indu

ión en la fun
ión red∗

F .Caso base: ¬redpF (p)Inmediato ya que por de�ni
ión red ∗
F (p) = p.
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iones polinómi
asPaso de indu

ión: redpF (p)La hipótesis de indu

ión esred(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (red(p, redpF (p))) ∈ 〈F 〉redpF (p) ∧ p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ red(p, redpF (p)) ∈ 〈F 〉 (teorema 7.43)
⇐⇒ red∗

F (red(p, redpF (p))) ∈ 〈F 〉 (hipótesis de indu

ión)
⇐⇒ red∗

F (p) ∈ 〈F 〉 (def. de red∗
F )

7.9. ResumenEn este 
apítulo:Hemos presentado un tipo parti
ular de rela
ión de redu

ión sobrepolinomios y su formaliza
ión en A
l2 en el mar
o suministrado porlas rela
iones abstra
tas.Hemos demostrado que la rela
ión de equivalen
ia generada por la re-du

ión 
oin
ide 
on la 
ongruen
ia indu
ida por el ideal.Hemos demostrado que di
ha rela
ión es noetheriana respe
to al ordende polinomios subya
ente.Se ha llevado a 
abo el 
ál
ulo de formas normales.Hemos demostrado la rela
ión existente entre red∗
F y la redu

ión →F ,demostrando que red∗

F 
al
ula una forma normal respe
to de →F .Hemos demostrado que los ideales son 
errados bajo el 
ál
ulo de formasnormales.
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Capítulo 8Bases de Gröbner
8.1. Introdu

iónEn 1965, B. Bu
hberger des
ubrió que el problema de la pertenen
ia de unpolinomio a un ideal �nitamente generado por un 
onjunto de polinomios (labase del ideal), era equivalente a 
omprobar que el polinomio fuera redu
ible(utilizando la no
ión de redu

ión polinómi
a dada en el 
apítulo anterior)al nulo a través de un nuevo 
onjunto de polinomios derivados del 
onjuntooriginal, que forman una nueva base para el ideal derivada a partir de la baseoriginal.En honor a su dire
tor de tesis, W. Gröbner, que estimuló su interés por esteproblema, Bu
hberger bautizó estas bases 
on el nombre de bases de Gröbner.En realidad, H. Hironaka había ya des
ubierto este tipo de bases 
on an-tela
ión, a las que llamó bases estándar. Sin embargo, aunque demostró suexisten
ia, su demostra
ión, que no era 
onstru
tiva, no arrojaba luz sobreel problema de 
ómo 
al
ularlas.Bu
hberger, junto a su demostra
ión, presentó un algoritmo que permitía
onstruir una base de Gröbner a partir de un 
onjunto de polinomios dado.Las bases de Gröbner, aunque ini
ialmente no tuvieron demasiada difusión,tuvieron �nalmente un gran impa
to en áreas muy diversas. Se emplean fun-damentalmente para resolver el problema de la pertenen
ia al ideal en unanillo de polinomios y para de
idir la rela
ión de 
ongruen
ia indu
ida porel ideal.En este 
apítulo formalizaremos el 
on
epto de bases de Gröbner en A
l2,



208 Bases de Gröbnery demostraremos sus propiedades fundamentales.8.2. Con�uen
ia de redu

iones abstra
tasPara �jar la nota
ión, de�niremos primeramente algunos 
on
eptos bási
os,sobre 
on�uen
ia de redu

iones abstra
tas y enun
iaremos sin demostra
iónalgunas de sus propiedades. Consúltese [1℄ para una des
rip
ión detallada.De�ni
ión 8.1. Una redu

ión → en A se di
e que tiene la propiedad deChur
h-Rosser si para todo a, b ∈ A tal que a↔∗ b, se tiene que a ↓∗ b.Teorema 8.2. Si una redu

ión→ en A tiene la propiedad de Chur
h-Rossery es noetheriana, enton
es
a↔∗ b ⇐⇒ a ↓= b ↓De�ni
ión 8.3. Una redu

ión → se di
e:Con�uente si a←∗ c→∗ b impli
a que a ↓∗ b.Lo
almente 
on�uente si a← c→ b impli
a que a ↓∗ b.El siguiente teorema estable
e que la 
on�uen
ia es una propiedad equivalentea la propiedad de Chur
h-Rosser.Teorema 8.4. Una redu

ión es 
on�uente si y, sólo si, tiene la propiedadde Chur
h-Rosser.El siguiente lema permite redu
ir la propiedad de Chur
h-Rosser para redu
-
iones noetherianas a la 
on�uen
ia lo
al.Lema 8.5. (de Newman) Una redu

ión noetheriana y lo
almente 
on�uentees 
on�uente.Combinado el lema de Newman y el lema 8.2 se tiene el siguiente teorema.Teorema 8.6. Sea A un 
onjunto 
ualquiera, ≡ una rela
ión de equivalen
iasobre A y → una redu

ión noetheriana y lo
almente 
on�uente sobre A talque ↔∗ = ≡. Supongamos que existe un test de redu
ibilidad para →.Enton
es ≡ es de
idible.Nótese, que la de
idibilidad se tiene por 
ompara
ión de formas normales.



8.3 Bases de Gröbner 2098.3. Bases de GröbnerDe�ni
ión 8.7. G es una base de Gröbner del ideal I = 〈G〉 si
p ∈ I ⇐⇒ p→∗

G 0Nótese que si en
ontramos una base de Gröbner de un ideal, enton
es tenemosun pro
edimiento de de
isión para la pertenen
ia al ideal.En lo que sigue, veremos un resultado debido a Bu
hberger, que di
e que paradeterminar si una base G es de Gröbner, en lugar de 
omprobar que p→∗
G 0para todo p de un ideal, basta ver que se redu
en a 0 una 
antidad �nita depolinomios, llamados s-polinomios. La formaliza
ión se los s-polinomios seen
uentra en s-polinomio.lisp y estabilidad-s-polinomio.lisp.De�ni
ión 8.8. Sea m = mcm(mp(fi),mp(fj)) el mínimo 
omún múltiplode los monomios prin
ipales de los polinomios no nulos fi y fj , y mi y mjmonomios tales que mi ·mp(fi) = m = mj ·mp(fj). El s-polinomio indu
idopor fi y fj se de�ne 
omo:s-polinomio(fi, fj) = mifi −mjfjEn A
l2,(defun s-polinomio (fi fj)(if (or (nulop fi) (nulop fj))(nulo)(+ (* (polinomio (

 (primero fi) (primero fj))) fi)(* (polinomio (RAC-MON::- (

 (primero fj) (primero fi))))fj))))donde 

 se en
arga de 
al
ular los 
oe�
ientes mi y mj que apare
en en els-polinomio de fi y fj.(defun 

 (m1 m2)(monomio (RAC::/ (RAC::identidad) (
oefi
iente m1))(RAC-TER::/ (RAC-TER::m
m (termino m1) (termino m2))(termino m1))))Teorema 8.9.

fi ∈ 〈F 〉 ∧ fj ∈ 〈F 〉 =⇒ s-polinomio(fi, fj) ∈ 〈F 〉



210 Bases de GröbnerEn A
l2,(defthm |fi en <F> & fj en <F> => s-polinomio(fi, fj) en <F>|(implies (and (k-polinomiop fi)(k-polinomiop fj)(en-ideal fi F)(en-ideal fj F))(en-ideal (s-polinomio fi fj) F)))Demostra
ión. Inmediata. Ya se demostró que el ideal es 
errado bajo lasopera
iones polinómi
as bási
as, que son las que se emplean en la 
onstru
-
ión del s-polinomio.Es posible dar una interpreta
ión de los s-polinomios desde el punto de vistade la redu

ión →F . Nótese que los s-polinomios representan, de manera
ompa
ta, un tipo 
on
reto de pi
os lo
ales en →F , llamados pi
os lo
ales
ríti
os. Consideremos la siguiente situa
ión 
ríti
a que se produ
e 
uandoredu
imos m = mcm(mp(fi),mp(fj)) a la vez por →fi
y →fj

:
m−mifi fi

← m→fj
m−mjfjPara representar, de manera 
ompa
ta, el par 
ríti
o (m −mifi, m−mjfj)que provo
a esta situa
ión se emplea la diferen
ia entre sus dos 
omponentes,lo que produ
e el siguiente s-polinomio:s-polinomio(fi, fj) = m−mjfj − (m−mifi) = mifi −mjfjEl resultado de Bu
hberger se puede interpretar di
iendo que la 
on�uen
iade todas estas divergen
ias 
ríti
as asegura la 
on�uen
ia lo
al, 
omo pruebael teorema 8.12 de la siguiente se

ión.Como además la redu

ión polinómi
a es noetheriana, esto ha
e que por ellema de Newman se tenga que la redu

ión aso
iada a una base 
uyos s-polinomios se redu
en a 0 es 
on�uente. Y esta última propiedad veremosque impli
a el he
ho de que la base es de Gröbner y que, por tanto, di
habase propor
iona un algoritmo de de
isión de la pertenen
ia al ideal. Enlíneas generales, las siguientes se

iones desarrollan este argumento.



8.3 Bases de Gröbner 2118.3.1. La propiedad Φ y la 
on�uen
ia lo
alConsidérese la siguiente propiedad Φ(F ) que expresa el he
ho de que loss-polinomios formados a partir de polinomios de una base F se redu
en a 0.
Φ(F ) ≡ ∀p, q ∈ F s-polinomio(p, q)→∗

F 0Nuestro objetivo es demostrar la 
on�uen
ia lo
al de la rela
ión de redu

iónindu
ida por un 
onjunto de polinomios que veri�
a la propiedad Φ, tal y
omo estable
e el teorema 8.12:
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)Antes, de pasar a la demostra
ión del resultado prin
ipal, ne
esitamos probarlos dos lemas siguientes. Su formaliza
ión se en
uentra en 
onfluen
ia.lisp.Lema 8.10. Sean p y q polinomios, y F un 
onjunto �nito de polinomios.

p− q →∗
F 0 =⇒ p ↓∗F qDemostra
ión. Por indu

ión sobre la longitud de la se
uen
ia de redu

ión.Caso base:Si la longitud de la se
uen
ia de redu

ión es 0, es porque p− q = 0, por loque p = q y, por tanto, p ↓∗F q trivialmente.Paso de indu

ión:Si la longitud de la se
uen
ia de redu

ión es mayor que 0 podemos suponerque existe fi ∈ F tal que:

p− q →fi
r →∗

F 0Sea m = cm · tm el monomio de p − q sobre el que se apli
a la redu

ión,donde cm y tm son, respe
tivamente, el 
oe�
iente y el término del monomio.De a
uerdo 
on la de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión, se ha de 
umplirque p− q →fi
r = (p− q)− (m/mp(fi)) · fi.Sea cp el 
oe�
iente de tm en p y cq el 
oe�
iente de tm en q. Claramente,

cm = cp − cq 6= 0.



212 Bases de GröbnerDependiendo de si cp es o no 
ero, tenemos que:
p = p−

cp · tmmp(fi)
· fi ∨ p→fi

p−
cp · tmmp(fi)

· fiDependiendo de si cq es o no 
ero, tenemos que:
q = q −

cq · tmmp(fi)
· fi ∨ q →fi

q −
cq · tmmp(fi)

· fiPuesto que m = (cp − cq) · tm, se tiene:
r =

(

p−
cp · tmmp(fi)

· fi

)

−

(

q −
cq · tmmp(fi)

· fi

)y se tiene, por hipótesis de indu

ión, que
p−

cp · tmmp(fi)
· fi ↓

∗
F q −

cq · tmmp(fi)
· fiPor tanto, p ↓∗F q.El teorema A
l2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(let* ((valle (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(->* (+ p (- q)) (nulo) prueba F))(->*<- p q valle F))))Nuevamente, 
omo o
urría en teoremas demostrados anteriormente, debemosen primer lugar de�nir una fun
ión que 
onstruya la se
uen
ia de pasos deredu

ión que hay que realizar para obtener p ↓∗F q. Esto se ha
e partiendode la prueba que 
ontiene la se
uen
ia de pasos de redu

ión de p− q a 0.Así, siguiendo la demostra
ión que a
abamos de des
ribir, de�nimos la fun-
ión prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|. Esta fun
ión re
ibirá los po-linomios p y q junto 
on la prueba que demuestra que p − q se redu
e a 0y 
al
ula la prueba que redu
e p a p − (cp · tm/mp(fi)) · fi y la prueba queredu
e q a q − (cq · tm/mp(fi)) · fi. Enton
es, produ
e el resultado deseadore
ursivamente, empleando p− (cp · tm/mp(fi)) · fi y q − (cq · tm/mp(fi)) · fi
omo parámetros.



8.3 Bases de Gröbner 213(defun prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| (p q prueba)(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(m (o-monomio (operator (first prueba))))(mp (en-termino (termino m) p))(
rp (fa
tor-redu

ion mp (primero fi)))(mq (en-termino (termino m) q))(
rq (fa
tor-redu

ion mq (primero fi))))(if (endp prueba)nil(append (prueba-|p -> p + 
rp * fi| p mp 
rp fi)(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(+ p (* 
rp fi)) (+ q (* 
rq fi)) (rest prueba))(prueba-|q + 
rq * fi <- q| q mq 
rq fi)))))La fun
ión auxiliar fa
tor-redu

ion re
ibe los dos monomios que intervie-nen en un paso de redu

ión (en 
on
reto, mp = cp · tm y mp(fi) en un 
aso y
mq = cq · tm y mp(fi) en el otro) y 
al
ula el polinomio que se emplea 
omofa
tor en la redu

ión. El primero de los monomios puede ser 
ero (siendonil el valor que se le pasa a la fun
ión), en 
uyo 
aso se devuelve el polinomionulo para indi
ar que la redu

ión no se realiza.(defun fa
tor-redu

ion (m mi)(if (not m)(nulo)(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))La fun
ión prueba-|p -> p + 
rp * fi| se en
arga de 
al
ular la pruebaque redu
e p a p − (cp · tm)/mp(fi) · fi. En este 
aso la prueba se 
omponede un úni
o paso de prueba dire
to o de ninguno, dependiendo de si cp 6= 0o no.(defun prueba-|p -> p + 
rp * fi| (p mp 
rp fi)(if mp(list (make-r-step:dire
t t:elt1 p:elt2 (+ p (* 
rp fi)):operator (operador mp 
rp fi)))nil))La fun
ión prueba-|q -> q + 
rq * fi| se en
arga de 
al
ular la pruebaque redu
e q a q − (cq · tm)/mp(fi) · fi. Este 
aso es el análogo al anterior,pero 
ambiando el sentido.



214 Bases de Gröbner(defun prueba-|q + 
rq * fi <- q| (q mq 
rq fi)(if mq(list (make-r-step:dire
t nil:elt1 (+ q (* 
rq fi)):elt2 q:operator (operador mq 
rq fi)))nil))Para demostrar el teorema, ne
esitamos asegurarnos de que si se ha produ
idoalgún paso de prueba, éste es válido:(defthm |p - q <->F+ 0 => paso-valido(prueba-p -> p + 
rp * fi)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mp (en-termino (termino m) p))(
rp (fa
tor-redu

ion mp (primero fi)))(rp (first (prueba-|p -> p + 
rp * fi| p mp 
rp fi))))(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rp)(and (paso-valido rp F)(equal (elt1 rp) p)(equal (elt2 rp) (+ p (* 
rp fi)))))))(defthm |p - q <->F+ 0 => paso-valido(prueba-q + 
rq * fi <- q)|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mq (en-termino (termino m) q))(
rq (fa
tor-redu

ion mq (primero fi)))(rq (first (prueba-|q + 
rq * fi <- q| q mq 
rq fi))))(implies (and (k-polinomiop q)(k-polinomiosp F)(<->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F) rq)(and (paso-valido rq F)(equal (elt1 rq) (+ q (* 
rq fi)))(equal (elt2 rq) q)))))Para que se pueda apli
ar la hipótesis de indu

ión hay que demostrar que,realmente, r se redu
e a 0.



8.3 Bases de Gröbner 215(defthm |p - q ->F+ 0 => p + 
rp * fi - (q + 
rq * fi) <->F* 0|(let* ((o (operator (first prueba)))(m (o-monomio o))(fi (o-polinomio o))(mp (en-termino (termino m) p))(
rp (fa
tor-redu

ion mp (primero fi)))(mq (en-termino (termino m) q))(
rq (fa
tor-redu

ion mq (primero fi))))(implies (and (polinomiop p)(polinomiop q)(polinomiosp F)(->+ (+ p (- q)) (nulo) prueba F))(<->* (+ (+ p (* 
rp fi)) (- (+ q (* 
rq fi)))) (nulo)(rest prueba) F))))La des
omposi
ión de r = (p − q) − m/mp(fi) · fi en la diferen
ia de lospolinomios p− (cp · tm)/mp(fi) · fi y q− (cq · tm)/mp(fi) · fi es muy té
ni
a yrequiere gran parte de las propiedades de polinomios desarrolladas, ademásdel siguiente teorema:(defthm |m en p - q => 
r(mp, mi) - 
r(mq, mi) = - m / mi|(let* ((mp (en-termino (termino m) p))(mq (en-termino (termino m) q)))(implies (and (monomiop m)(polinomiop p) (polinomiop q)(en-monomio m (+ p (- q)))(monomiop mi) (not (RAC-MON::nulop mi))(dividep (termino mi) (termino m)))(equal (+ (fa
tor-redu

ion mp mi)(- (fa
tor-redu

ion mq mi)))(polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ m mi)))))))Por último, hemos de demostrar que la prueba obtenida es valle.(defthm |valle(prueba-p - q ->*F 0 => p ->*F<- q)|(vallep (prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| p q prueba)))Además del lema anterior es ne
esario también el siguiente.Lema 8.11. Sean m un monomio no nulo, p y q polinomios, y F un 
onjunto�nito de polinomios.
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p→∗

F q =⇒ m · p→∗
F m · qDemostra
ión. Por indu

ión sobre la longitud de la se
uen
ia de redu

ión.Caso base:Si la longitud de la se
uen
ia de redu

ión es 0, es porque p = q y m·p = m·q,resultando m · p→∗

F m · q trivialmente.Paso de indu

ión:Si la longitud de la se
uen
ia de redu

ión es mayor que 0 podemos suponerque existe fi ∈ F tal que:
p→fi

r →∗
F qSea mp el monomio de p sobre el que se apli
a la redu

ión. De a
uerdo 
onla de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión, se ha de 
umplir que p →fi

r =
p−mp/mp(fi) · fi.Por hipótesis de indu

ión:

r →∗
F q =⇒ m · r →∗

F m · qDe esta forma, sólo resta demostrar que:
p→fi

r =⇒ m · p→fi
m · rComo m · p 
ontiene al monomio m ·mp, 
on 
oe�
iente no nulo, enton
es

m ·r = m ·(p−mp/mp(fi) ·fi) = m ·p−(m ·mp)/mp(fi) ·fi. Esto demuestraque m · p→fi
m · p− (m ·mp)/mp(fi) · fi = m · r.El teoremaA
l2 se expresa de la siguiente forma. Nótese que m se representamediante un polinomio que 
ontiene un úni
o monomio.(defthm |p ->F* q => m * p ->F* m * q|(let ((des
endente(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m prueba)))(implies (and (->* p q prueba F)(k-polinomiosp F)(k-polinomiop m)(nulop (resto m))(not (nulop m)))(->* (* m p) (* m q) des
endente F))))



8.3 Bases de Gröbner 217Debemos, en primer lugar, de�nir una fun
ión que 
onstruya la se
uen
ia depasos de redu

ión que hay que realizar para obtener m · p→∗
F m · q. Esto seha
e partiendo de la prueba que 
ontiene la se
uen
ia de pasos de redu

iónde p a q.Así, siguiendo la demostra
ión que a
abamos de des
ribir, de�nimos la fun-
ión prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|. Esta fun
ión re
ibirá elmonomio m y la prueba que demuestra que un polinomio p se redu
e aotro q y obtiene la prueba que redu
e m · p a m · q.(defun prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| (m prueba)(if (endp prueba)nil(
ons (prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba))(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m (rest prueba)))))Para ello, se de�ne la fun
ión prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r|que re
ibe también el monomio m y una prueba de un sólo paso que demues-tra que el polinomio p se redu
e a r. Esta fun
ión 
al
ula una prueba (quetambién 
onsistirá en un paso) que demuestra que m · p se redu
e a m · r.(defun prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| (m paso)(let* ((mp (o-monomio (operator paso)))(fi (o-polinomio (operator paso)))(nm (RAC-MON::* (primero m) mp))(n
 (* m (o-fa
tor (operator paso)))))(make-r-step:dire
t (dire
t paso):elt1 (* m (elt1 paso)):elt2 (* m (elt2 paso)):operator (operador nm n
 fi))))Se demuestra que la prueba que se 
onstruye es des
endente si la pruebaoriginal también lo era.(defthm |des
endentep(prueba) => des
endentep(prueba-*(m, prueba))|(implies (des
endentep prueba)(des
endentep(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q| m prueba))))Por último, para obtener el teorema requerido hemos de demostrar que lospasos de prueba son válidos. Esto es fá
il una vez que se 
omprueba que el



218 Bases de Gröbnerpaso que devuelve la fun
ión prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| loes.(defthm |p ->F+ q => paso-valido(prueba-p ->fi r=>m * p ->fi m * r)|(let (paso(prueba-|p ->fi r => m * p ->fi m * r| m (first prueba)))(implies (and (->+ p q prueba F)(k-polinomiosp F)(k-polinomiop m)(nulop (resto m))(not (nulop m)))(paso-valido paso F))))Finalmente, podemos pro
eder a la demostra
ión del teorema prin
ipal deeste 
apítulo, que presentamos a 
ontinua
ión. Éste estable
e que la rela
iónde redu

ión indu
ida por un 
onjunto �nito F es lo
almente 
on�uente sise veri�
a Φ(F ).Teorema 8.12. La rela
ión de redu

ión indu
ida por un 
onjunto �nito Fes lo
almente 
on�uente si se veri�
a Φ(F ). Esto es:
Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)Demostra
ión. Podemos distinguir dos 
asos a partir de:

p←fi
r →fj

qCaso 1: Las redu

iones se apli
an en diferentes monomios de r.Supongamos que →fi
se apli
a al monomio ma de r, y que →fj

se apli
a almonomio mb de r, donde los términos de ma y mb son distintos; enton
estenemos la siguiente situa
ión:
r = ma + mb + rr, donde rr es un polinomio que no tiene ni a ma ni a
mb.De a
uerdo 
on la de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión, se ha de
umplir que p = r −ma/mp(fi) · fi = mb + rr −ma/mp(fi) · resto(fi)De igual modo, q = r−mb/mp(fj)·fj = ma+rr−mb/mp(fj)·resto(fj).



8.3 Bases de Gröbner 219Sin pérdida de generalidad, supongamos que ma > mb. Enton
es ma esmayor que todos los monomios de mb/mp(fj) · resto(fj). Por esta razón, elpolinomio q 
ontiene el monomio ma, por tanto se puede ha
er la redu

ión
q →fi

q −ma/mp(fi) · fi. Como además se tiene que r →F q enton
es
p = r −

mamp(fi)
· fi ↓

∗
F q −

mamp(fi)
· fipor el lema 7.16. Por lo tanto, p ↓∗F q.Caso 2: Las redu

iones se apli
an sobre el mismo monomio m de r. En este
aso tenemos la siguiente situa
ión:

r = m + rr, donde rr es un polinomio que no tiene el monomio m.De a
uerdo 
on la de�ni
ión de la rela
ión de redu

ión, se ha de
umplir que p = r −m/mp(fi) · fi y q = r −m/mp(fj) · fj .Ya que mp(fi) y mp(fj) dividen a m, su mínimo 
omún múltiplo mm
m =m
m(mp(fi),mp(fj)) también divide a m.Por hipótesis se tiene que s-polinomio(fi, fj) →
∗
F 0, lo 
ual impli
a que

−m/mm
m · s-polinomio(fi, fj)→
∗
F 0, , por el lema 8.11. Ya que

−
m

mm
m · s-polinomio(fi, fj) = −
m

mm
m (
mm
mmp(fi)

· fi −
mm
mmp(fj)

· fj

)

= −
mmp(fi)

· fi +
mmp(fj)

· fj

= p− qtenemos que p− q →∗
F 0. Apli
ando el lema 8.10 obtenemos que p ↓∗F q.El teorema A
l2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) => 
onfluen
ia-lo
al(->F)|(let ((valle (transforma-pi
o-lo
al-F prueba)))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(pi
o-lo
alp prueba)(<->*-k p q prueba (F) (k)))(and (<->*-k p q valle (F) (k)) (vallep valle)))))La propiedad de 
on�uen
ia lo
al se reformula mediante los 
on
eptos deprueba 
on forma de pi
o lo
al y prueba 
on forma de valle:
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ión tiene la propiedad de 
on�uen
ia lo
al si, y sólosi, para toda prueba 
on forma de pi
o lo
al existe una pruebaequivalente (es de
ir, que justi�
a la equivalen
ia de los mismoselementos) 
on forma de valle.Nótese que para suplir la ausen
ia de 
uanti�
a
ión existen
ial de�niremosuna fun
ión, que llamaremos transforma-pi
o-lo
al-F, que re
ibirá unaprueba en forma de pi
o lo
al y devolverá otra equivalente 
on forma de valle.Este teorema utiliza un 
onjunto de polinomios F de k variables, tanto F
omo k se representa en A
l2 mediante dos fun
iones abstra
tas sin ar-gumentos, F y k, respe
tivamente, donde F está restringida por axiomas asatisfa
er la propiedad Φ. Esto es ne
esario ha
erlo así, debido a que F debesatisfa
er Φ y esa propiedad no se puede poner 
omo hipótesis de ningúnteorema A
l2 debido a su 
uanti�
ador universal.También se de�ne una fun
ión binaria abstra
ta, prueba-s-polinomio-F,que está restringida por un axioma a propor
ionar una prueba des
endentede que el s-polinomio de 
ualquier par de polinomios de F se redu
e a 0.Es de
ir, para formalizar las hipótesis del teorema se 
onstruye un en
apsu-lado que 
ontiene una fun
ión binaria, prueba-s-polinomio-F, y dos fun-
iones, F y k, donde F está restringida por axiomas a ser un 
onjunto depolinomios de k variables y a satisfa
er Φ.(en
apsulate((F () t)(k () t)(prueba-s-polinomio-F (p q) t))(lo
al (defun F () nil))(lo
al (defun k () 1))(lo
al (defun prueba-s-polinomio-F (p q)(de
lare (ignore p q))nil))(defthm |k-polinomiosp(F())|-k(k-polinomiosp-k (F) (k)))(defthm |Phi(F)|-k(let ((prueba (prueba-s-polinomio-F p q)))(implies (and (en p (F)) (en q (F)))(->*-k (s-polinomio p q) (nulo) prueba (F) (k))))))



8.3 Bases de Gröbner 221Nótese que empleamos versiones de k-polinomiosp, ->* y <->* 
on un pará-metro adi
ional, la k. Esto es así debido a detalles té
ni
os de la instan
ia
iónfun
ional. Aquí no podemos utilizar un número de variables arbitrario, sinoque ne
esitamos un número 
on
reto, el dado por la fun
ión abstra
ta k.Nuevamente, 
omo en todos los 
asos, debemos en primer lugar de�nir unafun
ión que 
onstruya la se
uen
ia de pasos de redu

ión que justi�
a p ↓∗F qa partir de la prueba que tiene la se
uen
ia de pasos para redu
ir p a r(p←F q) y r a q (r →F q).(defun transforma-pi
o-lo
al-F (prueba)(let ((m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (se
ond prueba)))))(
ond ((equal (termino m1) (termino m2))(transforma-pi
o-lo
al-F-= prueba))((RAC-TER::< (termino m1) (termino m2))(transforma-pi
o-lo
al-F-< prueba))(t(transforma-pi
o-lo
al-F-> prueba)))))Siguiendo la demostra
ión, dividimos el pro
eso de obten
ión de la prueba endos 
asos (a partir de la situa
ión 
ríti
a que tenemos: p←fi
r →fj

q). Nóteseque, en realidad, apare
en tres 
asos en la fun
ión, ya que el primer 
aso dela demostra
ión matemáti
a se debe dividir en dos en la demostra
ión A
l2(aunque son simétri
os).Caso 1: Las redu

iones se apli
an en diferentes monomios de r.Es de
ir, supongamos que →fi
se apli
a al monomio ma de r, y que →fj

seapli
a al monomio mb de r, donde los términos de ma y mb son distintos.Caso 1.1: ma > mb.En este 
aso, la fun
ión transforma-pi
o-lo
al-F->, a partir de la prue-ba original en forma de pi
o lo
al, 
al
ula la prueba valle 
orrespondiente.Para ello, emplea la fun
ión prueba-|p ->F q => r + p ->F<- r + q|pasándole 
omo parámetros los polinomios r y q, la prueba que redu
e r a
q (que 
onsta de un úni
o paso) y −ma/mp(fi) · fi. Esta fun
ión devuelveuna prueba valle que une p = r −ma/mp(fi) · fi 
on q −ma/mp(fi) · fi.Por tanto, ahora sólo es ne
esario añadir a esa prueba un paso �nal inversoque lleva a 
abo la redu

ión q →fi

q −ma/mp(fi) · fi.



222 Bases de Gröbner(defun transforma-pi
o-lo
al-F-> (prueba)(let* ((paso1 (first prueba))(paso2 (se
ond prueba)))(append (prueba-|p ->F q => r + p ->*<-F r + q|(elt1 paso2)(elt2 paso2)(rest prueba)(* (o-fa
tor (operator paso1))(o-polinomio (operator paso1))))(list (make-r-step:dire
t nil:elt1 (redu

ion (elt2 paso2)(operator paso1)):elt2 (elt2 paso2):operator (operator paso1))))))Se demuestra que realmente la fun
ión devuelve una prueba valle.(defthm |valle(transforma-pi
o-lo
al-F->(prueba))|(vallep (transforma-pi
o-lo
al-F-> prueba)))Y se demuestra que es una prueba.(defthm |transforma-pi
o-lo
al-F->(prueba) es una prueba|(let ((valle (transforma-pi
o-lo
al-F-> prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (se
ond prueba)))))(implies (and (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pi
o-lo
alp prueba)(not (equal (termino m1) (termino m2)))(not (RAC-TER::< (termino m1) (termino m2))))(<->* p q valle F))))Caso 1.2: ma < mb.En este 
aso se 
onstruye la prueba inversa de la fun
ión anterior.(defun transforma-pi
o-lo
al-F-< (prueba)(prueba-inversa(transforma-pi
o-lo
al-F-> (prueba-inversa prueba))))Para ello, se emplea la fun
ión prueba-inversa que, 
omo su nombreindi
a, invierte una prueba, utilizando la fun
ión inverse-proof de�nidaen abstra
t-proos.lisp.(defma
ro prueba-inversa (prueba)`(inverse-proof ,prueba))(defun inverse-proof (p)



8.3 Bases de Gröbner 223(if (atom p)p(append (inverse-proof (
dr p))(list (inverse-r-step (
ar p))))))(defun inverse-r-step (st)(make-r-step:dire
t (not (dire
t st)):elt1 (elt2 st):elt2 (elt1 st):operator (operator st)))A 
ontinua
ión, se demuestra que la fun
ión devuelve una prueba valle.(defthm |valle(transforma-pi
o-lo
al-F-<(prueba))|(vallep (transforma-pi
o-lo
al-F-< prueba)))Con el siguiente teorema se 
omprueba que, realmente, la fun
ión devuelveuna prueba.(defthm |transforma-pi
o-lo
al-F-<(prueba) es una prueba|(let ((valle (transforma-pi
o-lo
al-F-< prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (se
ond prueba)))))(implies (and (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pi
o-lo
alp prueba)(RAC-TER::< (termino m1) (termino m2)))(<->* p q valle F))))Para lo 
ual se emplea, entre otros, el siguiente teorema sobre las pruebasinversas.(defthm |p <->F* q => q <->F* p|(implies (<->* p q prueba F)(<->* q p (prueba-inversa prueba) F)))Caso 2: Las redu

iones se apli
an sobre el mismo monomio de r.En este 
aso, la fun
ión transforma-pi
o-lo
al-F-= 
al
ula la pruebavalle 
orrespondiente.(defun transforma-pi
o-lo
al-F-= (prueba)(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(fj (o-polinomio (operator (se
ond prueba))))(m (o-monomio (operator (first prueba)))))(prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q|(elt1 (first prueba))
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ond prueba))(prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|(
oefi
iente-m
m m fj fi)(prueba-s-polinomio-F fj fi)))))Siguiendo la demostra
ión presentada previamente, para obtener una prue-ba valle en este 
aso, primero hay que 
al
ular la prueba que demuestra queel s-polinomio(fi, fj) se redu
e a 0. Esta prueba, por hipótesis, se obtienemediante la fun
ión prueba-s-polinomio-F. A 
ontinua
ión se obtiene laprueba de que −m/mm
m ·s-polinomio(fi, fj) se redu
e a 0 utilizando la fun-
ión prueba-|p ->F* q => m * p ->F* m * q|, y, por último, apli
andola fun
ión prueba-|p - q ->*F 0 => p ->*F<- q| se 
ompone la pruebavalle entre p y q.Como se ha 
omentado anteriormente, ya que mp(fi) y mp(fj) dividen a m,su mínimo 
omún múltiplo mm
m = m
m(mp(fi),mp(fj)) también dividea m. Así que podemos 
al
ular m/mm
m . La fun
ión 
oefi
iente-m
m
al
ula ese monomio.(defun 
oefi
iente-m
m (m fi fj)(polinomio (RAC-MON::/m(monomio (RAC::identidad)(RAC-TER::m
m (termino (primero fi))(termino (primero fj)))))))A 
ontinua
ión se demuestra que la fun
ión devuelve una prueba valle.(defthm |transforma-pi
o-lo
al-F-=(prueba) es un valle|(vallep (transforma-pi
o-lo
al-F-= prueba)))Finalmente, se demuestra que la fun
ión realmente devuelve una prueba.(defthm |transforma-pi
o-lo
al-F-=(prueba) es una prueba|(let* ((valle (transforma-pi
o-lo
al-F-= prueba))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (se
ond prueba)))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(pi
o-lo
alp prueba)(<->*-k p q prueba (F) (k))(equal (termino m1) (termino m2)))(<->*-k p q valle (F) (k)))))



8.3 Bases de Gröbner 225La demostra
ión de este teorema es 
ompli
ada y té
ni
a. Para su demos-tra
ión se utiliza los teoremas 8.10 y 8.11. Además son ne
esarias múltiplespropiedades de polinomios, entre ellas una que ayuda a determinar que
−m/mm
m · s-polinomio(fi, fj) es igual a p− q.(lo
al(defthm |p - q = 
oefi
iente-m
m(m, fj, fi) * s-polinomio(fj, fi)|(let* ((fi (o-polinomio (operator (first prueba))))(fj (o-polinomio (operator (se
ond prueba))))(m1 (o-monomio (operator (first prueba))))(m2 (o-monomio (operator (first prueba)))))(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (k-polinomiosp F)(<->* p q prueba F) (pi
o-lo
alp prueba)(equal (termino m1) (termino m2)))(equal (+ p (- q))(* (
oefi
iente-m
m m1 fj fi)(s-polinomio fj fi)))))))Por último, se obtiene el teorema que determina que la prueba obtenida 
onla fun
ión transforma-pi
o-lo
al-F es valle 
on el que se demuestra elteorema original.(defthm |valle(transforma-pi
o-lo
al-F(prueba))|(vallep (transforma-pi
o-lo
al-F prueba)))8.3.2. Clausura de equivalen
ia y formas normalesComo →F es noetheriana y lo
almente 
on�uente 
uando se satisfa
e Φ(F )(es de
ir, 
uando los s-polinomios formados a partir de los polinomios de labase F se redu
en a 0), podemos utilizar resultados generales de las redu

io-nes abstra
tas para 
on
luir que su 
lausura de equivalen
ia se puede de
idir
omprobando la igualdad de formas normales. Su formaliza
ión se en
uentraen bases-groebner.lisp.Teorema 8.13. Si F es un 
onjunto de polinomios tal que Φ(F ), enton
es

p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q)Los teoremas A
l2 
orrespondientes son los siguientes.



226 Bases de Gröbner(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q)|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(<->*-k p q prueba (F) (k)))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F q|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(<->*-k p q (prueba-
omun-k p q (F) (k)) (F) (k))))Estos dos teoremas se pueden obtener por instan
ia
ión fun
ional de losteoremas A
l2 r-equivalent-
omplete y r-equivalent-sound, respe
ti-vamente, presentados en [86℄. En los 
uales se asume la existen
ia de unaredu

ión abstra
ta 
onvergente (noetheriana y lo
almente 
on�uente) y deun test de redu
ibilidad, y utilizando el lema de Newman y la de
idibilidadde la rela
ión de equivalen
ia des
rita por una redu

ión normalizadora yChur
h-Rosser obtienen el resultado deseado.Nótese que empleamos versiones de fn-equivalentes, prueba-
omun y <->*
on un parámetro adi
ional, la k. Esto es así debido a detalles té
ni
os de lainstan
ia
ión fun
ional, 
omo se ha 
omentado anteriormente.Pasamos a 
ontinua
ión a des
ribir en detalle 
ómo se lleva a 
abo la instan-
ia
ión fun
ional y demostra
ión de este resultado.Instan
ia
ión fun
ional y demostra
iónEn [86℄, 
omo ya se 
omentó en el 
apítulo anterior, se formalizan propiedadesgenerales sobre redu

iones abstra
tas. Estas propiedades son expresadas demanera general, de forma que después se puedan utilizar las 
orrespondientesinstan
ias para 
ualquier redu

ión 
on
reta. Por tanto, trabaja 
on las re-du

iones sin de�nirlas 
ompletamente, simplemente asume 
omo 
iertas laspropiedades que se ne
esitan en la hipótesis del teorema que se quiere demos-trar. Atendiendo a estas 
onsidera
iones, usa un en
apsulado (en
apsulate)para introdu
ir las fun
iones ne
esarias, en parti
ular las tres 
orrespondien-tes a una redu

ión abstra
ta:q, el dominio de de�ni
ión.redu
e-one-step, la fun
ión que apli
a un paso de redu

ión.



8.3 Bases de Gröbner 227legal, el test de apli
abilidad.A 
ontinua
ión se va a expli
ar brevemente 
omo en [86℄ se demuestra elteorema 8.6, ya que se va a utilizar instan
iándolo fun
ionalmente.Además de las tres fun
iones expuestas anteriormente, hay que introdu
ir enel en
apsulado fun
iones adi
ionales y una serie de propiedades a partir delas 
uales se dedu
e la de
idibilidad fuera del ámbito del en
apsulado.Veamos en primer lugar, las fun
iones adi
ionales que son ne
esarias dentrodel en
apsulado:proof-step-p, la fun
ión que 
omprueba la 
orre

ión de un paso deredu

ión utilizando el test de apli
abilidad.equiv-p, fun
ión que de�ne la 
lausura de equivalen
ia de la rela
iónde redu

ión.rel, rela
ión de orden par
ial que está bien fundamentada en el dominiode�nido por q. Se utiliza para justi�
a la noetherianidad de la rela
iónde redu

ión.fn, fun
ión que ha
e una inmersión de los elementos del dominio a los
ǫ0-ordinales. Se utiliza en la demostra
ión de la buena fundamenta
iónde rel.q-w, fun
ión que devuelve un elemento del dominio.redu
ible, test de redu
ibilidad de los elementos del dominio.transform-lo
al-peak, fun
ión que devuelve una prueba valle equi-valente a una prueba en forma de pi
o lo
al que re
ibe 
omo parámetro.A 
ontinua
ión se muestran las propiedades asumidas en el en
apsulado:rel-well-founded-relation-on-q, buena fundamenta
ión de la rela-
ión de orden, rel.rel-transitive, transitividad de rel.one-element-of-q, q-w es un elemento del 
onjunto q.



228 Bases de Gröbnerlegal-redu
e-one-step-
losure, todo operador legal al apli
arse so-bre un elemento del dominio de de�ni
ión de la redu

ión obtiene unelemento en el mismo dominio.legal-redu
ible-1, la apli
a
ión del test de redu
ibilidad a un ele-mento redu
ible del dominio devuelve un operador apli
able al elemen-to.legal-redu
ible-2, la apli
a
ión del test de redu
ibilidad a un ele-mento no redu
ible o en forma normal del dominio devuelve nil.lo
al-
onfluen
e, para toda prueba en forma de pi
o lo
al existe unaprueba valle equivalente. Esta prueba valle viene dada por la fun
ióntransform-lo
al-peak.noetherian, la rela
ión de redu

ión es noetheriana.El en
apsulado 
ompleto en A
l2 apare
e a 
ontinua
ión:(en
apsulate((rel (x y) boolean)(q (x) boolean)(q-w () elemement)(fn (x) e0-ordinalp)(legal (x u) boolean)(redu
ible (x) boolean)(redu
e-one-step (x u) element)(transform-lo
al-peak (x) proof))(lo
al (defun rel (x y) (de
lare (ignore x y)) nil))(lo
al (defun q (x) (de
lare (ignore x)) t))(lo
al (defun fn (x) (de
lare (ignore x)) 1))(defthm rel-well-founded-relation-on-q(and(implies (q x) (e0-ordinalp (fn x)))(implies (and (q x) (q y) (rel x y))(e0-ord-< (fn x) (fn y)))):rule-
lasses (:well-founded-relation:rewrite))(defthm rel-transitive(implies (and (q x) (q y) (q z) (rel x y) (rel y z))



8.3 Bases de Gröbner 229(rel x z)))(in-theory (disable rel-transitive))(lo
al (defun q-w () 0))(defthm one-element-of-q (q (q-w)))(lo
al (defun legal (x u) (de
lare (ignore x u)) nil))(lo
al (defun redu
e-one-step (x u) (+ x u)))(defun proof-step-p (s)(let ((elt1 (elt1 s)) (elt2 (elt2 s))(operator (operator s)) (dire
t (dire
t s)))(and (r-step-p s)(implies dire
t(and (legal elt1 operator)(equal (redu
e-one-step elt1 operator)elt2)))(implies (not dire
t)(and (legal elt2 operator)(equal (redu
e-one-step elt2 operator)elt1))))))(defun equiv-p (x y p)(if (endp p)(and (equal x y) (q x))(and(q x)(proof-step-p (
ar p))(equal x (elt1 (
ar p)))(equiv-p (elt2 (
ar p)) y (
dr p)))))(defthm legal-redu
e-one-step-
losure(implies (and (q x) (legal x op))(q (redu
e-one-step x op))))(lo
al (defun redu
ible (x) (de
lare (ignore x)) nil))(defthm legal-redu
ible-1(implies (and (q x) (redu
ible x))(legal x (redu
ible x))))



230 Bases de Gröbner(defthm legal-redu
ible-2(implies (and (q x) (not (redu
ible x)))(not (legal x u))))(lo
al (defun transform-lo
al-peak (x) (de
lare (ignore x)) nil))(defthm lo
al-
onfluen
e(let ((valley (transform-lo
al-peak p)))(implies (and (equiv-p x y p) (lo
al-peak-p p))(and (steps-valley valley)(equiv-p x y valley)))))(defthm noetherian(implies (and (q x) (legal x u))(rel (redu
e-one-step x u) x))))Además, se de�ne externamente al en
apsulado el pro
edimiento de de
isión,r-equivalent, y que utiliza el teorema r-equivalent-
omplete 
omo ve-remos a 
ontinua
ión. Este pro
edimiento se limita a 
omprobar la igualdadde las formas normales de los dos elementos que re
ibe 
omo entrada.(defun r-equivalent (x y)(equal (normal-form x) (normal-form y)))donde la fun
ión normal-form es la siguiente:(defun normal-form (x)(de
lare (xargs :measure (if (q x) x (q-w)):well-founded-relation rel))(if (q x)(let ((red (redu
ible x)))(if red(normal-form (redu
e-one-step x red))x))x))Por último, se muestra la fun
ión make-proof-
ommon-n-f que se utiliza enla prueba de validez.(defun make-proof-
ommon-n-f (x y)(append (proof-irredu
ible x)(inverse-proof (proof-irredu
ible y))))



8.3 Bases de Gröbner 231donde proof-irredu
ible es 
omo sigue:(defun proof-irredu
ible (x)(de
lare (xargs :measure (if (q x) x (q-w)):well-founded-relation rel))(if (q x)(let ((red (redu
ible x)))(if red(
ons (make-r-step:dire
t t :elt1 x :elt2 (redu
e-one-step x red):operator red)(proof-irredu
ible (redu
e-one-step x red)))nil))nil))Finalmente, la de
idibilidad de la rela
ión de equivalen
ia aso
iada se de-muestra 
on los teoremas r-equivalent-
omplete y r-equivalent-soundque se muestran a 
ontinua
ión.(defthm r-equivalent-
omplete(implies (equiv-p x y p)(r-equivalent x y)))(defthm r-equivalent-sound(implies (and (q x) (q y) (r-equivalent x y))(equiv-p x y (make-proof-
ommon-n-f x y))))En nuestro 
aso, ya tenemos de�nida la redu

ión 
onvergente ne
esaria ydemostradas todas las propiedades que se asumen en el en
apsulado.Por tanto, ahora sólo debemos de�nir un algoritmo de de
isión para la misma,demostrando que es 
orre
to y 
ompleto. Este algoritmo se limita, igual quesu 
orrespondiente en la versión abstra
ta, a 
omprobar la igualdad de lasformas irredu
ibles de los dos elementos que se re
iben 
omo entrada.(defun<k> fn-equivalentes (p q F)(equal (fn-F p F) (fn-F q F)))Por último hay que de�nir la fun
ión prueba-
omun que es utilizada en laprueba de validez. Esta fun
ión se implementa, siguiendo el mismo esquemaque su 
orrespondiente abstra
ta, utilizando prueba-forma-normal presen-tada en la se

ión 7.6 del 
apítulo anterior.



232 Bases de Gröbner(defun<k> prueba-
omun (p q F)(append (prueba-forma-normal p F)(prueba-inversa (prueba-forma-normal q F))))En este momento, 
omo ya se ha 
omentado, los resultados probados pararedu

iones abstra
tas se pueden trasladar a nuestra redu

ión 
on
reta depolinomios. Hemos representado nuestra redu

ión polinómi
a mediante ope-radores, hemos de�nido espe
í�
amente las 
orrespondientes fun
iones quede�nen el dominio (k-polinomiop), un paso de redu

ión (redu

ion) y laapli
abilidad (valido), y hemos probado que tiene las propiedades asumi-das en el teorema de de
idibilidad de la rela
ión de equivalen
ia aso
iada aredu

iones abstra
tas. Por tanto, el me
anismo de instan
ia
ión fun
ionalpermitirá ha
er uso del teorema para dedu
ir un resultado análogo para laredu

ión 
on
reta de polinomios.Veamos 
ómo quedan enun
iados �nalmente los dos teoremas A
l2 que sequieren demostrar mediante este me
anismo. Nótese 
omo hay que indi
aral sistema que las demostra
iones se harán por instan
ia
ión fun
ional delos teoremas, r-equivalent-
omplete y r-equivalent-sound, junto 
on la
orresponden
ia entre las fun
iones abstra
tas y las 
on
retas de polinomios:(defthm |Phi(F) & p <->*F q => fnF(p) = fnF(q)|(implies (and (k-polinomiop-k p (k)) (k-polinomiop-k q (k))(<->*-k p q prueba (F) (k)))(fn-equivalentes-k p q (F) (k))):hints (("Goal":use (:fun
tional-instan
e(:instan
e CNV::r-equivalent-
omplete(CNV::x p) (CNV::y q) (CNV::p prueba))(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))(CNV::q-w (lambda () (nulo)))(CNV::redu
e-one-step redu

ion)(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))(CNV::proof-step-p(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))(CNV::equiv-p(lambda (p q prueba) (<->*-k p q prueba (F) (k))))(CNV::transform-lo
al-peak transforma-pi
o-lo
al-F)(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->e0-ordinal)(CNV::rel <)(CNV::redu
ible (lambda (p) (redu
ible-F p (F))))(CNV::normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))



8.3 Bases de Gröbner 233(CNV::r-equivalent(lambda (p q)(fn-equivalentes-k p q (F) (k))))))))(defthm |Phi(F) & fnF(p) = fnF(q) => p <->*F q|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(k-polinomiop-k q (k))(fn-equivalentes-k p q (F) (k)))(<->*-k p q (prueba-
omun-k p q (F) (k)) (F) (k))):hints (("Goal":use (:fun
tional-instan
e(:instan
e CNV::r-equivalent-sound(CNV::x p) (CNV::y q))(CNV::q (lambda (p) (k-polinomiop-k p (k))))(CNV::q-w (lambda () (nulo)))(CNV::redu
e-one-step redu

ion)(CNV::legal (lambda (p o) (valido p o (F))))(CNV::proof-step-p(lambda (prueba) (paso-valido prueba (F))))(CNV::equiv-p(lambda (p q prueba) (<->*-k p q prueba (F) (k))))(CNV::transform-lo
al-peak transforma-pi
o-lo
al-F)(CNV::fn RAC-NPOL::polinomio->e0-ordinal)(CNV::rel <)(CNV::redu
ible (lambda (p) (redu
ible-F p (F))))(CNV::normal-form (lambda (p) (fn-F-k p (F) (k))))(CNV::r-equivalent(lambda (p q) (fn-equivalentes-k p q (F) (k))))(CNV::proof-irredu
ible(lambda (p) (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))(CNV::make-proof-
ommon-n-f(lambda (p q) (prueba-
omun-k p q (F) (k))))))))La demostra
ión de estos dos teoremas es inmediata, ya que en las se

ionesanteriores se han demostrado las obliga
iones de prueba generadas.8.3.3. La propiedad Φ y las bases de GröbnerUna vez que se tiene de�nida la rela
ión de redu

ión polinómi
a y se handemostrado las propiedades anteriores, estamos en 
ondi
iones de poder de-mostrar el siguiente teorema.



234 Bases de GröbnerTeorema 8.14. Si I es un ideal y F una base de I tal que Φ(F ), enton
es
F es una base de Gröbner de I. Es de
ir,

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗
F 0Demostra
ión. Demostremos primero que p ∈ 〈F 〉 =⇒ p→∗

F 0.
p ∈ 〈F 〉 =⇒ p ≡F 0 (def. de ≡F )

=⇒ p↔∗
F 0 (ya que p ≡F q =⇒ p↔∗

F q)Por el teorema 8.12
p↔∗

F 0 =⇒ fnF (p) = fnF (0) (ya que p↔∗
F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))

=⇒ red ∗
F (p) = red∗

F (0) (ya que fnF (p) = red∗
F (p))

=⇒ red ∗
F (p) = 0 (def. red ∗

F )
=⇒ p→∗

F 0 (ya que p→∗
F red∗

F (p))A 
ontinua
ión, demostremos que p→∗
F 0 =⇒ p ∈ 〈F 〉.

p→∗
F 0 =⇒ p↔∗

F 0 (ya que →∗ ⊆ ↔∗)
=⇒ fnF (p) = fnF (0) (ya que p↔∗

F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))
=⇒ red ∗

F (p) = red∗
F (0) (ya que fnF (p) = red∗

F (p))
=⇒ red ∗

F (p) = 0 (def. de red ∗
F )

=⇒ red ∗
F (p) ∈ 〈F 〉 (ya que 0 ∈ 〈F 〉)

=⇒ p ∈ 〈F 〉 (ya que p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗
F (p) ∈ 〈F 〉)Los teoremas A
l2 
orrespondientes se presentan a 
ontinua
ión, dondeprueba-forma-normal es la fun
ión que 
onstruye una prueba que 
ondu
edesde un polinomio hasta su forma normal y que se expuso en el 
apítuloanterior.Nótese que seguimos 
onsiderando (F) y (k) de la subse

ión anterior.La primera parte queda des
rita de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) & p en <F> => p ->*F 0|(let* ((prueba (prueba-forma-normal-k p (F) (k))))(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(en-ideal-k p (F) (k)))(->*-k p (nulo) prueba (F) (k)))))



8.4 Resumen 235Este teorema se demuestra apli
ando el teorema 7.41 y, el siguiente teoremaque demuestra que si p pertene
e a 〈F 〉, p se redu
e a 0 respe
to a F .(defthm |Phi(F) & p en <F> => red*(p, F) = 0|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(en-ideal-k p (F) (k)))(equal (red-F*-k p (F) (k)) (nulo))))Este teorema se demuestra utilizando los teoremas 7.40, 7.18 y 8.13.La segunda parte es bastante más sen
illa y se puede puede expresar en A
l2de la siguiente forma.(defthm |Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop-k p (k))(<->*-k p (nulo) prueba (F) (k)))(en-ideal-k p (F) (k))))Este teorema se demuestra apli
ando los teoremas 7.40 y 8.13 y, el siguienteteorema que demuestra que si p se redu
e a 0 respe
to a F , p pertene
e a
〈F 〉,(defthm |red*(p, F) = 0 => p en <F>|(implies (and (k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(equal (red-F* p F) (nulo)))(en-ideal p F)))Finalmente, este teorema se demuestra apli
ando estabilidad del ideal res-pe
to de las fun
iones de redu

ión.8.4. ResumenEn este 
apítulo:Hemos presentado el 
on
epto de base de Gröbner.Hemos formalizado el 
on
epto de s-polinomio en A
l2 y demostradosus propiedades fundamentales.



236 Bases de GröbnerHemos demostrado la 
on�uen
ia lo
al de la rela
ión de redu

ión in-du
ida por un 
onjunto de polinomios que veri�
a la propiedad Φ.Hemos demostrado que la 
lausura de equivalen
ia indu
ida por un
onjunto de polinomios que veri�
a la propiedad Φ se puede de
idir
omprobando la igualdad de formas normales.Finalmente, hemos demostrado que si I es un ideal y F una base de Ital que Φ(F ) enton
es F es una base de Gröbner de I.



Capítulo 9Algoritmo de Bu
hberger
9.1. Introdu

iónYa se ha visto la importan
ia de las bases de Gröbner para de
idir la perte-nen
ia al ideal. En este 
apítulo veremos 
ómo obtener una base de Gröbnerde un ideal dado.Para ver si una base de un ideal es de Gröbner, lo que se ha
e es 
omprobarsi los s-polinomios se redu
en a 
ero. Si no es el 
aso, existe una solu
ióntrivial para que el s-polinomio se reduz
a a 
ero, y es añadirlo a la base.Este nuevo polinomio generará nuevos s-polinomios, 
uya redu

ión a 
erodebe ser 
omprobada, y así su
esivamente. Es posible demostrar que estepro
eso termina, obteniendo 
omo resultado una base de Gröbner del idealde partida. Este algoritmo se 
ono
e 
omo algoritmo de Bu
hberger.El algoritmo tiene apli
a
iones en el álgebra, el razonamiento automáti
o, larobóti
a y otras áreas. Se emplea fundamentalmente para resolver el proble-ma de la pertenen
ia al ideal en un anillo de polinomios.Nuestro objetivo en este 
apítulo es la implementa
ión y veri�
a
ión de estealgoritmo que Bu
hberger diseñó para 
al
ular bases de Gröbner en A
l2.9.2. Algoritmo de Bu
hbergerSeguidamente se de�ne la fun
ión prin
ipal que lleva a 
abo todo el pro
eso de
ál
ulo de una base de Gröbner a partir de una base ini
ial F = {f1, . . . , fn}
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hberger
ompuesta por una se
uen
ia �nita de polinomios.El algoritmo de Bu
hberger puede expresarse esquemáti
amente de la formades
rita en la �gura 9.1, donde :: representa la 
onstru

ión de se
uen
ias y
++ la 
on
atena
ión.Bu
hberger : F → G

G← F
C ← [(fi, fj) : 1 ≤ i < j ≤ n]mientras C 6= ∅

(p, q)← primero(C)
C ← resto(C)
h← red∗

F (s-polinomio(p, q))si h 6= 0
C ← [(h, fi) : fi ∈ G] ++C
G← h :: GFigura 9.1: Algoritmo de Bu
hbergerLa implementa
ión en A
l2 presentada en bu
hberger.lisp usa dos fun
io-nes. La primera fun
ión a
túa 
omo punto de entrada, 
al
ulando el 
onjuntoini
ial de parejas 
on el que 
omenzará a trabajar la segunda y llamando aesta segunda fun
ión sobre tales parejas. La segunda fun
ión, que es la querealiza todo el trabajo, pro
ede re
ursivamente implementando el 
uerpo delbu
le que apare
e en la �gura.(defma
ro Bu
hberger (F)`(Bu
hberger-aux ,F (parejas-ini
iales ,F)))(defun<k> Bu
hberger-aux (F C)(de
lare (xargs :mode :program))(if (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(if (endp C)F(let* ((p (first (first C)))(q (se
ond (first C)))(h (red-F* (s-polinomio p q) F)))(if (equal h (nulo))(Bu
hberger-aux F (rest C))(Bu
hberger-aux (
ons h F)
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ión 239(append (parejas h F) (rest C))))))F))Para 
ompletar en A
l2 el algoritmo pre
edente es ne
esario previamentede�nir varias fun
iones. La fun
ión parejas-ini
iales devuelve todas lasparejas que se pueden formar 
on los elementos de un 
onjunto.(defun parejas-ini
iales (F)(if (endp F)nil(append (parejas (first F) (rest F))(parejas-ini
iales (rest F)))))La fun
ión parejas 
al
ula las parejas formadas por un elemento y todos losde otro 
onjunto.(defun parejas (p F)(if (endp F)nil(
ons (list p (first F))(parejas p (rest F)))))La fun
ión Bu
hberger-aux se ha de�nido en modo programa, 
on lo queaún no ha sido admitida bajo el prin
ipio de de�ni
ión. Obsérvese que seha de suministrar una medida y una rela
ión bien fundamentada, para po-der demostrar la parada del algoritmo, probando que di
ha medida de
re
e(respe
to de la rela
ión bien fundamentada) en 
ada llamada re
ursiva. Esta
uestión será estudiada a 
ontinua
ión.9.3. Termina
iónLos argumentos sobre la termina
ión de las fun
iones en A
l2 se basan en lano
ión de estru
turas bien fundamentadas. Una estru
tura bien fundamen-tada es un par 〈A, <〉 
onsistente en un 
onjunto A y una rela
ión <, tal queno hay una su
esión in�nita {ai} de elementos de A tal que ai+1 < ai. Esde
ir, no se pueden formar se
uen
ias estri
tamente de
re
ientes de longitudin�nita 
on los elementos de A.
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hbergerLos ordinales de A
l2, re
ono
idos por el predi
ado e0-ordinalp, 
on surela
ión de orden, e0-ord-<, 
onstituyen una estru
tura bien fundamentada 1y son utilizados para demostrar la termina
ión de las fun
iones de�nidas enel sistema.Para abordar la termina
ión del algoritmo de Bu
hberger emplearemos unprodu
to lexi
ográ�
o de dos rela
iones bien fundamentadas. La razón es queen el algoritmo, en la primera rama re
ursiva, el primer parámetro perma-ne
e inalterado mientras el segundo de
re
e estru
turalmente �se eliminaun elemento de la se
uen
ia� y, por otro lado, en la segunda rama, el pri-mer parámetro de
re
e en un 
ierto sentido pese a que se le añade un nuevopolinomio. Este de
re
imiento es 
onse
uen
ia del lema de Di
kson.Lema 9.1 (de Di
kson). Dada una su
esión {sn} en Nk, existen i y j talesque i < j y si ≤k sj donde [a1, . . . , ak] ≤k [b1, . . . , bk] si ai ≤ bi para todo
1 ≤ i ≤ k.Las demostra
iones 
lási
as de este teorema [79℄ no son 
onstru
tivas y portanto no podemos utilizarlas tal 
ual en A
l2.Los términos pueden verse 
omo elementos de Nk donde la rela
ión de divisi-bilidad juega el papel de ≤k. Por tanto, el lema anterior estable
e que a unase
uen
ia de términos no se le puede añadir inde�nidamente términos que nosean divisibles por ninguno de los términos que ya estuvieran en ella.Consideremos, ahora, la se
uen
ia de términos prin
ipales de los polinomiosdel primer parámetro de la fun
ión Bu
hberger-aux. En este 
aso, el lemaanterior estable
e que a una se
uen
ia de polinomios no se le puede añadir sin�n polinomios 
uyos términos prin
ipales no sean divisibles por ninguno de lostérminos prin
ipales de los polinomios que ya estuvieran en la se
uen
ia. Estoes justamente lo que o
urre en la segunda rama del algoritmo: el polinomio,
h, que se añade a la base no es nulo y es irredu
ible por F . En 
onse
uen
ia,su término prin
ipal no es divisible por ninguno de los términos prin
ipalesde los polinomios que ya estuvieran en la base.Ejemplo 9.2. Si los términos se representan mediante k-uplas de sus expo-nentes, (esto es, el término x3y2z5 se representaría por [3, 2, 5]) enton
es sepuede 
onsiderar un orden < sobre se
uen
ias de términos donde aparez
ansitua
iones 
omo la siguiente, en la que 
ada k-upla añadida no es divisible1Esto se asume en la meta-teoría.
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ión 241por las anteriores:
[[3, 2, 5]] >

[[2, 6, 8], [3, 2, 5]] >

[[20, 50, 4], [2, 6, 8], [3, 2, 5]] >

[[15, 1, 80], [20, 50, 4], [2, 6, 8], [3, 2, 5]]Por el lema de Di
kson sabemos que no podemos mantenernos 
ontinuamenteinsertando términos que no sean divisibles por los demás términos de lase
uen
ia. Por tanto, < es bien fundamentado.El problema está en de�nir ese orden para el primer parámetro y demostrar enA
l2, mediante inmersión en los ǫ0-ordinales, que está bien fundamentado.Una vez demostrado, es fá
il 
ombinarlo 
on el orden estru
tural del otroparámetro mediante un produ
to lexi
ográ�
o.Esto es, dada una se
uen
ia de términos que tiene la propiedad que ningúntérmino divide a otro más allá en la se
uen
ia, hay que 
onstruir una inmer-sión de la se
uen
ia de términos en los ordinales, de manera que la se
uen
iade ordinales sea estri
tamente de
re
iente.Ésta es una reformula
ión ��nita� del lema de Di
kson, pero es justo loque se ne
esita si un determinado argumento de termina
ión 
onfía en estapropiedad de las se
uen
ias de términos. Y éste es pre
isamente el 
aso delalgoritmo de Bu
hberger.Siguiendo estas líneas se ha de�nido una medida para demostrar la termi-na
ión del algoritmo de Bu
hberger a partir de la formaliza
ión que se ha
edel lema de Di
kson en [64℄ y 
ontenida en el dire
torio di
kson. En [78℄también se desarrolla prá
ti
amente la misma idea matemáti
a.Otra formaliza
ión del lema de Di
kson en A
l2 pueden en
ontrarse en[97℄. Esta formaliza
ión se realiza mediante una inmersión dire
ta en los
ǫ0-ordinales y ha
e un uso fre
uente de diversas propiedades de la aritméti
aordinal [59℄. También existen formaliza
iones en Mizar y Coq [56, 80℄.9.3.1. Formaliza
ión del lema de Di
ksonEn la formaliza
ión del lema de Di
kson presentada en [64℄, la representa
iónde términos de k variables 
oin
ide 
on la nuestra. Los términos son repre-sentados por k-uplas de números naturales formadas por los exponentes.
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hbergerLa rela
ión de divisibilidad entre términos 
oin
ide 
on la siguiente rela
iónentre tuplas: dada las k-uplas A = [a1, . . . , ak] y B = [b1, . . . , bk], A ≤k B si,y sólo, si ai ≤ bi para todo 1 ≤ i ≤ k. La fun
ión tuple-< implementa estarela
ión.Los siguientes teoremas A
l2 permiten formalizar el lema de Di
kson.(defthm get-di
kson-indi
es-1(implies (naturalp n)(let ((n1 (first (get-di
kson-indi
es n)))(n2 (se
ond (get-di
kson-indi
es n))))(< n1 n2))))(defthm get-di
kson-indi
es-2(implies (naturalp n)(let ((n1 (first (get-di
kson-indi
es n)))(n2 (se
ond (get-di
kson-indi
es n))))(tuple-< (f n1) (f n2)))))donde la fun
ión get-di
kson-indi
es y, las fun
iones get-tuple-<-f ytuple-< ne
esarias para su de�ni
ión son 
omo sigue.(defun get-di
kson-indi
es (n)(de
lare (xargs :measure (pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list(initial-segment-f n)(list (initial-pattern (K))))):well-founded-relation mul-e0-ord-<))(if (naturalp n)(let ((m (get-tuple-<-f (+ n 1) (f (+ n 1)))))(if m (list m (+ n 1))(get-di
kson-indi
es (+ n 1))))nil))(defun get-tuple-<-f (m TT)(if (naturalp m)(
ond ((= m 0)nil)((tuple-< (f (- m 1)) TT)(- m 1))(t(get-tuple-<-f (- m 1) TT)))
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ión 243nil))(defun tuple-< (Tn Tm)(
ond ((endp Tn) (endp Tm))((endp Tm) (endp Tn))((and (naturalp (
ar Tn))(naturalp (
ar Tm)))(and (<= (
ar Tn) (
ar Tm))(tuple-< (
dr Tn) (
dr Tm))))(t nil)))Los teoremas anteriormente presentados ha
en uso, además de la fun
iónget-di
kson-indi
es, de un en
apsulado en el 
ual se de�ne una fun
ión
onstante k, que representa el número de variables 2, y una fun
ión unaria
f que suministra una se
uen
ia in�nita de k-uplas de números naturales. Deesta forma, las propiedades que se demuestren sobre esa se
uen
ia in�nitaserán válidas para 
ualquier otra se
uen
ia in�nita de k-uplas de númerosnaturales.Nótese que estos teoremas aseguran que para 
ualquier se
uen
ia in�ni-ta de k-uplas {fk}, existen i < j tales que fi divide a fj, y la fun
iónget-di
kson-indi
es suministra estos valores.La prin
ipal di�
ultad de la demostra
ión se en
uentra en la prueba de termi-na
ión de la fun
ión get-di
kson-indi
es. Para ello se de�ne una medidasobre los parámetros de la fun
ión que de
re
e en 
ada llamada re
ursiva
on respe
to a una rela
ión bien fundamentada. La de�ni
ión de esa medida,y la prueba de que de
re
e, 
onstituyen la 
lave prin
ipal de la formaliza-
ión del lema de Di
kson en [64℄. Esa medida será la que reutilizaremos para
onstruir una medida que permita demostrar la termina
ión del algoritmo deBu
hberger.La idea es la siguiente: para 
ada número natural n, se 
onstruye un 
onjuntode patrones aso
iados 
on las n primeras k-uplas, f1, . . . , fn, suministradaspor f . Estos patrones representan los 
onjuntos de tuplas que no veri�
anla 
ondi
ión de termina
ión de get-di
kson-indi
es (es de
ir, que no sondivisibles por ninguna de las tuplas anteriores). Cada patrón tiene un númeronatural aso
iado (su dimensión). Un 
onjunto �nito de patrones tiene aso-
iado, por tanto, un multi
onjunto de números naturales, y se demuestra queestos multi
onjuntos de
re
en 
on respe
to a la extensión a multi
onjuntosde e0-ord-<, presentada en [88, 63℄. La medida viene dada por la siguiente2O lo que es lo mismo, la longitud de las tuplas.
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hbergerfun
ión.(defun di
kson-indi
es-measure (n)(pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list (initial-segment-f n)(list (initial-pattern (K))))))donde1. pattern-list-measure re
ibe un multi
onjunto de patrones y devuel-ve el multi
onjunto de las dimensiones de los patrones.2. pattern-list-tuple-list devuelve el multi
onjunto de patrones aso-
iado 
on una se
uen
ia de tuplas, representando el 
onjunto de tuplasque no son divisibles por ninguna de las tuplas de la se
uen
ia.3. initial-segment-f re
ibe un número natural n y devuelve las n pri-meras tuplas suministradas por f .4. initial-pattern re
ibe un número natural k y devuelve el patrónaso
iado a una lista va
ía de k-uplas (es de
ir, el patrón que representaa todo N∗).9.3.2. Uso del lema de Di
kson para probar termina
iónLa adapta
ión del lema de Di
kson para la prueba del algoritmo de Bu
h-berger se en
uentra en bu
hberger.lisp.En nuestro 
aso la medida 
orrespondiente re
ibiría dos parámetros que
orresponderían a lista ini
ial de términos, LT , y al número de variablesde esos términos, k. De esta forma, en lugar de la llamada a la fun
ión(initial-segment-f n) se emplearía LT , y en lugar de la 
onstante (k),la variable k.(defun medida-terminos (LT k)(map-e0-ord-<-fn-e0-ord(pattern-list-measure(pattern-list-tuple-list LT (list (initial-pattern k))))))
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ión 245Además se añade la llamada a la fun
ión map-e0-ord-<-fn-e0-ord. Es-ta fun
ión devuelve un ǫ0-ordinal aso
iado a un multi
onjunto de ordina-les, tal y 
omo se des
ribe en [63℄. Por tanto, el resultado de la fun
iónmedida-terminos es un ordinal. Esto nos permite trabajar dire
tamente 
onla rela
ión de orden e0-ord-< en vez de 
on su extensión a multi
onjuntos.Con todo esto, estamos en disposi
ión de de�nir una nueva medida a la quellamaremos medida-Bu
hbeger y demostrar la termina
ión del algoritmo deBu
hberger.(verify-termination Bu
hberger-aux-k(de
lare (xargs :measure (medida-Bu
hberger F C))))Si nos �jamos en la segunda llamada re
ursiva del algoritmo, se ve que elpolinomio que se añade a la base, h, no es 
ero y es irredu
ible por F . Enparti
ular esto signi�
a que su término prin
ipal no es divisible por ningunode los términos prin
ipales de los polinomios de F . Con lo 
ual, el primerparámetro de
re
e utilizando la medida propor
iona en la demostra
ión dellema de Di
kson, 
omo se a
aba de ver.Como en la primera llamada re
ursiva el tamaño del segundo parámetrode
re
e en su longitud, un produ
to lexi
ográ�
o nos propor
iona la termi-na
ión de la fun
ión. El ǫ0-ordinal resultante, que permite 
omparar lexi
o-grá�
amente ambas medidas, viene dado por la siguiente expresión:
wα + len(C)donde

α esin
rementa-entero(medida-k-terminos(terminos-lideres(F)))len devuelve la longitud de la lista C.in
rementa-entero in
rementa su parámetro en uno si el parámetroes un entero. Esto es ne
esario, por 
uestiones té
ni
as, para poderha
er el produ
to lexi
ográ�
o.terminos-lideres re
ibe una lista de polinomios y devuelve una lista
on los términos prin
ipales de 
ada uno de los polinomios de la lista.
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hbergermedida-k-terminos re
ibe una lista de términos de k variables y de-vuelve el ǫ0-ordinal aso
iado. Este ordinal se obtiene mediante la apli-
a
ión de la fun
ión medida-terminos �jando el número de variablesa k, 
omo se puede ver a 
ontinua
ión.La implementa
ión en A
l2 de la medida es la siguiente.(defun<k> medida-Bu
hberger (F C)(if (and (k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(
ons (in
rementa-entero(medida-k-terminos (terminos-lideres F)))(len C))0))A 
ontinua
ión, se presentan las de�ni
iones del resto de las fun
iones queemplea.(defun in
rementa-entero (x)(if (integerp x)(1+ x)x))(defun terminos-lideres (F)(
ond ((endp F)nil)((equal (first F) (nulo))(terminos-lideres (rest F)))(t(
ons (termino (primero (first F)))(terminos-lideres (rest F))))))(defma
ro medida-k-terminos (LT)`(medida-terminos ,LT k))Ahora es ne
esario 
omprobar que se satisfa
en las 
ondi
iones ne
esariaspara la apli
a
ión de la medida.En primer lugar hemos de demostrar una propiedad sobre los polinomios quese están añadiendo a la base en 
ada llamada re
ursiva. Hay que demostrarque el término prin
ipal del polinomio que se está añadiendo a la base no
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ión 247es divisible por ninguno de los términos prin
ipales de los polinomios que yaestán en la base.Claramente, esto es 
ierto, ya que el polinomio que se está añadiendo esun polinomio irredu
ible 
on respe
to a la base. Para esto se ha tenido quede�nir este 
on
epto de divisibilidad de una lista de términos respe
to deotro término dado.(defun divisibilidad (LT te)(
ond ((endp LT)nil)(t(or (dividep (first LT) te)(divisibilidad (rest LT) te)))))(defthm |~div(terminos-lideres(F), tp(red*(p, F)))|(implies (and (k-polinomiosp F)(k-polinomiop (red-F* p F))(not (equal (red-F* p F) (nulo))))(not (divisibilidad (terminos-lideres F)(termino (primero (red-F* p F)))))))El siguiente teorema estable
e la 
onexión 
on la fun
ión get-tuple-<, quese emplea en la demostra
ión del lema de Di
kson, estable
iendo una de lashipótesis exigidas para utilizar la medida propuesta.(defthm |~div(LT, te) => ~get-tuple-<(LT, te)|(implies (and (k-terminop te)(k-terminosp LT)(not (divisibilidad LT te)))(not (get-tuple-< LT te))))En 
on
reto, la fun
ión get-tuple-< es equivalente en este 
ontexto a lafun
ión divisibilidad.(defun get-tuple-< (T-lst TT)(
ond ((endp T-lst)nil)(t(or (tuple-< (
ar T-lst) TT)(get-tuple-< (
dr T-lst) TT)))))
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hbergerNótese que las fun
iones get-tuple-< y divisibilidad no son exa
tamenteiguales ya que tuple-< y dividep son sutilmente diferentes.Por otro lado, la fun
ión k-terminosp re
ono
e listas de términos uniformesde k variables.(defun<k> k-terminosp (L)(
ond ((atom L)(equal L nil))((not (k-terminop (first L)))nil)(t(k-terminosp (rest L)))))Nótese que la formaliza
ión en la que nos apoyamos para de�nir nuestramedida trabaja 
on se
uen
ias de términos uniformes, esto es, se
uen
iasde términos 
on el mismo número de variables. Esto ha o
asionado que seane
esario introdu
ir el 
on
epto de polinomio uniforme y demostrar que 
adauna de las opera
iones sobre polinomios preservan la uniformidad (véase el
apítulo 4).9.4. Corre

ión par
ialUna vez demostrado que nuestra implementa
ión en A
l2 del algoritmo deBu
hberger siempre termina su eje
u
ión, nos disponemos a razonar sobre su
orre

ión par
ial. El resultado prin
ipal que debemos al
anzar es la garantíade que siempre se obtiene una base de Gröbner del ideal generado por la baseini
ial.Por el 
amino irán apare
iendo mu
hos resultados interesantes que organiza-remos en torno a un plan de prueba detallado. Esto nos 
ondu
irá hasta elresultado �nal.9.4.1. Esquema generalVarias de las ideas ne
esarias para llevar a 
abo la demostra
ión de 
orre

ióndel algoritmo de Bu
hberger apare
en en [1, 26, 102℄, pero dado que una de-mostra
ión 
ompletamente formal requiere un nivel de detalle mu
ho mayordel que apare
e en un texto estándar, hemos estable
ido una serie de etapas
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ión par
ial 249que nos 
ondu
irán a la prueba �nal. Estas etapas se presentan en el siguienteesquema. En primer lugar, se expondrán las propiedades fundamentales yademostradas en 
apítulos anteriores.1. Se ha demostrado que la fun
ión fnF 
al
ula una forma normal, esde
ir, p→∗
F fnF (p) y fnF (p) es irredu
ible (teorema 7.29).2. Se ha demostrado que fnF (p) = red∗

F (p) (teorema 7.40), y por lo tantoque p→∗
F red∗

F (p) (teorema 7.41), donde red∗
F es la fun
ión de redu

iónque se utiliza en el algoritmo de Bu
hberger.3. Se ha demostrado que Φ(F ) impli
a que la rela
ión de redu

ión eslo
almente 
on�uente (teorema 8.12).

Φ(F ) =⇒ ∀p, q, r (r →F p ∧ r →F q =⇒ p ↓∗F q)4. Se ha demostrado que la 
lausura de equivalen
ia de la redu

ión poli-nómi
a indu
ida por un 
onjunto de polinomios que veri�
a la propie-dad Φ se puede de
idir 
omprobando la igualdad de formas normales(teorema 8.13).
Φ(F ) =⇒ (p↔∗

F q ⇐⇒ fnF (p) = fnF (q))5. Se ha demostrado que 
ualquier base (formada por un 
onjunto depolinomios) que satisfaga la propiedad Φ es una base de Gröbner (teo-rema 8.14).
Φ(F ) =⇒ (p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

F 0)A 
ontinua
ión se exponen las etapas que aún restan para obtener �nalmentela demostra
ión de 
orre

ión par
ial del algoritmo:1. Se demostrará que se 
umple Φ(Bu
hberger(F )).2. Se demostrará la estabilidad del ideal respe
to al algoritmo de Bu
h-berger.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger(F )〉3. Se demostrará que la base devuelta por el algoritmo de Bu
hberger esuna base de Gröbner. Sea G = Bu
hberger(F ), enton
es

p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗
G 0Esto se llevará a 
abo utilizando el resultado anterior y mediante instan-
ia
ión fun
ional del teorema del punto 5 de la enumera
ión anterior.
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hberger4. Se demostrará, utilizando los puntos anteriores 2 y 3, que la base de-vuelta por el algoritmo de Bu
hberger es una base de Gröbner de labase original. Es de
ir, si G = Bu
hberger(F ), enton
es
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Los teoremas 
orrespondientes en A
l2, que demuestran la 
orre

iónpar
ial del algoritmo de Bu
hberger, son los siguientes. Estos dos teo-remas son los resultados prin
ipales de la memoria.(defthm |G = Bu
hberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|(let* ((G (Bu
hberger F))(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p F))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Bu
hberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|(let ((G (Bu
hberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p F))))5. Se veri�
ará y 
onstruirá un pro
edimiento de de
isión para el problemade la pertenen
ia al ideal, ya que, si G = Buchberger(F ) se tiene que
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ red∗

G(p) = 0Es de
ir, no nos limitamos a demostrar que el algoritmo de Bu
hbergerdevuelve una base de Gröbner sino que propor
ionamos un pro
edi-miento de de
isión veri�
ado para el problema de la pertenen
ia alideal.El pro
edimiento en A
l2 se expresaría de la siguiente forma.(defun<k> de
ide (p F)(equal (red-F* p (bu
hberger F))(nulo)))
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ión par
ial 251El teorema A
l2 que demuestra la 
orre

ión de ese pro
edimiento esel siguiente.(defthm |p en <F> <=> de
ide(p, F)|(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal p F) (de
ide p F))))Nótese la relevan
ia de este resultado: en-ideal no es eje
utable y está de-�nida 
omo una fun
ión de Skolem. Por el 
ontrario, de
ide es eje
utable.La formaliza
ión de todas las distintas etapas se en
uentra en el �
herobases-groebner.lisp.9.4.2. Satisfa

ión de la propiedad ΦTeorema 9.3. Sea F una se
uen
ia �nita de polinomios. Enton
es, todoslos s-polinomios formados a partir de los polinomios de la base 
onstruidapor el algoritmo de Bu
hberger a partir de F se redu
en a 0. Es de
ir,
Φ(Bu
hberger(F ))donde:

Φ(G) ≡ ∀p, q ∈ G s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostra
ión. Sea G = Bu
hberger(F ).Si p, q ∈ G enton
es en algún paso j del algoritmo uno de los s-polinomioss-polinomio(p, q) o s-polinomio(q, p) fue pro
esado. Supongamos, sin pérdidade generalidad, que fue s-polinomio(p, q).Si s-polinomio(p, q)→∗

Gj
0, enton
es s-polinomio(p, q)→∗

G 0 ya que Gj ⊆ G.En 
aso 
ontrario, s-polinomio(p, q) →∗
Gj

h y h ∈ Gj+1. Enton
es, 
omo esevidente que h se puede utilizar para redu
ir h a 0 en un paso, esto impli
as-polinomio(p, q)→∗
Gj+1

0 y, por tanto, s-polinomio(p, q)→∗
G 0.El teorema A
l2 
orrespondiente se expresa a 
ontinua
ión. El prin
ipalproblema está en expresar en A
l2 el he
ho de que en algún paso j delalgoritmo uno de los s-polinomios, s-polinomio(p, q) o s-polinomio(q, p), fuepro
esado.
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hberger(defthm |Phi(Bu
hberger(F))|(let* ((G (Bu
hberger F))(prueba (prueba-s-polinomio p q F)))(implies (and (k-polinomiosp F) (naturalp k)(en p G) (en q G))(->* (s-polinomio p q) (nulo) prueba G))))Nótese que la demostra
ión A
l2 es diferente a la prueba matemáti
a pre-sentada. Por tanto, lo que viene a 
ontinua
ión (y en parti
ular todos loslemas) están en
aminados a mostrar 
on detalle la prueba A
l2.Nuevamente 
omo en todos los 
asos (aunque aquí es diferente en 
ierto sen-tido, ya que la prueba se obtiene a partir de los pasos seguidos por el algorit-mo), debemos en primer lugar de�nir una fun
ión que 
onstruya la se
uen
iade pasos de redu

ión que hay que ha
er para que s-polinomio(p, q) →∗
F 0.Esta fun
ión se denomina prueba-s-polinomio y viene dada por la siguientede�ni
ión.(defun<k> prueba-s-polinomio (p q F)(let* ((prueba(prueba-Bu
hberger F (parejas-ini
iales F) nil nil)))(prueba-par p q (pares prueba) (pruebas prueba))))La fun
ión prueba-Bu
hberger 
onstruye una prueba que demuestra la re-du

ión a 0 de los s-polinomios. La demostra
ión de la parada de esta fun
iónes igual que la del algoritmo de Bu
hberger, por tanto se utiliza la mismamedida (omitida aquí) que se 
onstruyó para demostrar la parada de Bu
h-berger, así 
omo los mismos lemas ne
esarios.(defun<k> prueba-Bu
hberger (F C Cp pruebas)(if (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C))(if (endp C)(list F Cp pruebas)(let* ((p (first (first C)))(q (se
ond (first C)))(h (red-F* (s-polinomio p q) F))(prueba (prueba-forma-normal (s-polinomio p q) F)))(if (equal h (nulo))(prueba-Bu
hberger F
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ión par
ial 253(rest C)(
ons (first C) Cp)(
ons prueba pruebas))(prueba-Bu
hberger (
ons h F)(append (parejas h F) (rest C))(
ons (first C) Cp)(
ons (prueba-h prueba h) pruebas)))))(list F Cp pruebas)))donde prueba-h se de�ne de la siguiente forma,(defun prueba-h (prueba h)(let* ((
 (polinomio(RAC-MON::- (RAC-MON::/ (first h) (first h)))))(paso (list (make-r-step:dire
t t :elt1 h :elt2 (nulo):operator (operador (first h) 
 h)))))(if (endp prueba)paso(append prueba paso))))La fun
ión prueba-Bu
hberger sigue el mismo esquema que Bu
hberger-aux.Re
ibe la base ini
ial, el 
onjunto de las parejas ini
iales de esa base, el
onjunto de las parejas pro
esadas (ini
ialmente, va
ío) y las pruebas quedemuestran que los s-polinomios de las parejas pro
esadas se redu
en a 0respe
to de la base que se va 
al
ulando (ini
ialmente, también va
ío). Suresultado 
onsiste en una tupla de tres 
omponentes (al primer 
omponentelo identi�
aremos 
omo base, al segundo 
omo pares y al ter
ero pruebas):La base de Gröbner 
orrespondiente a la base ini
ial (se demostrará quela base devuelta 
oin
ide 
on la que devuelve la fun
ión Bu
hberger).El 
onjunto de parejas pro
esadas. Al �nal, tendrá que tener todas lasparejas posibles que se puedan formar 
on la base devuelta (ex
eptolas de un polinomio 
onsigo mismo, y salvo el orden).El 
onjunto de pruebas 
orrespondientes al 
onjunto de parejas pro
e-sadas y que demuestran que los s-polinomios de esas parejas se redu
ena 0 respe
to de la base devuelta.A 
ontinua
ión, se presenta la fun
ión prueba-par. Esta fun
ión re
ibe unpar de polinomios, p y q, una lista de pares, Cp y una lista de pruebas, prueba,
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hberger
orrespondiente a la lista de pares. Devuelve la prueba que le 
orresponde alpar, (p, q).(defun prueba-par (p q Cp prueba)(
ond ((endp Cp)nil)((equal (list p q) (first Cp))(first prueba))((equal (list q p) (first Cp))(prueba-negada (first prueba)))(t(prueba-par p q (rest Cp) (rest prueba)))))Puede o
urrir que el par que se en
uentre en la lista de pares sea el inversoy que, por tanto, el s-polinomio esté negado. En ese 
aso, debe obtener laprueba opuesta.La fun
ión prueba-negada es la en
argada de 
onstruir la opuesta de unaprueba. Para ello se de�ne la fun
ión paso-negado que devuelve el opuestodel paso de prueba que re
ibe 
omo entrada.(defun prueba-negada (prueba)(
ond ((endp prueba)nil)(t (
ons (paso-negado (first prueba))(prueba-negada (rest prueba))))))(defun paso-negado (paso)(let* ((nm (RAC-MON::- (o-monomio (operator paso))))(np (o-polinomio (operator paso)))(n
 (polinomio (RAC-MON::- (RAC-MON::/ nm (first np))))))(make-r-step :dire
t (dire
t paso):elt1 (- (elt1 paso)):elt2 (- (elt2 paso)):operator (operador nm n
 np))))Antes de llevar a 
abo la demostra
ión del teorema 9.3 en A
l2 es ne
esarioprobar los siguientes lemas.Lema 9.4 (monotonía de la 
lausura de equivalen
ia). Sean p unpolinomio y, F y G se
uen
ias �nitas de polinomios. Si F ⊆ G enton
es
p↔∗

F q =⇒ p↔∗
G q
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ión par
ial 255En A
l2,(defthm |F suf G & p <->F* q => p <->G* q|(implies (and (subsetp F G)(k-polinomiosp G)(k-polinomiop p)(k-polinomiop q)(<->* p q prueba F))(<->* p q prueba G)))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la longitud de la prueba.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = q, resultando p ↔∗
G qtrivialmente.Paso de indu

ión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe

fi ∈ F tal que:
p↔fi

r ↔∗
F qPor hipótesis de indu

ión:

r ↔∗
F q =⇒ r ↔∗

G qDe esta forma, sólo resta demostrar que:
p↔fi

r =⇒ p↔G rComo p↔fi
r, fi ∈ F y F ⊆ G enton
es fi ∈ G y, por tanto, p↔G r.Lema 9.5. Sean p, h polinomios y F una se
uen
ia �nita de polinomios.

p↔∗
F h =⇒ p↔∗

h :: F 0En A
l2,
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hberger(defthm |h != 0 & p <->F* h => p <->{h,F}* 0|(implies (and (not (equal h (nulo)))(k-polinomiosp F)(k-polinomiop p)(k-polinomiop h)(<->* p h prueba F))(<->* p (nulo) (prueba-h prueba h) (
ons h F))))Demostra
ión. Por indu

ión sobre la longitud de la prueba, p↔∗
F h.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = h, resultando p ↔∗

h :: F 0 yaque h↔h :: F 0, por de�ni
ión.Paso de indu

ión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe
fi ∈ F tal que:

p↔fi
r ↔∗

F hPor hipótesis de indu

ión:
r ↔∗

F h =⇒ r ↔∗
h :: F 0De esta forma, sólo resta demostrar que:

p↔F r =⇒ p↔∗
h :: F rComo p↔fi

r, fi ∈ F y fi ∈ h ::F y, por tanto, p↔∗
h :: F r.Lema 9.6. Sea p un polinomio y F una se
uen
ia �nita de polinomios.

p→∗
F 0 =⇒ −p→∗

F 0En A
l2,(defthm |p ->F* 0 => -p ->F* 0|(implies (->* p (nulo) prueba F)(->* (- p) (nulo) (prueba-negada prueba) F)))
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ión par
ial 257Demostra
ión. Por indu

ión sobre la longitud de la prueba.Caso base:Si la longitud de la prueba es 0, es porque p = 0, resultando −p→∗
F 0.Paso de indu

ión:Si la longitud de la prueba es mayor que 0 podemos suponer que existe

fi ∈ F tal que:
p→fi

r →∗
F 0Por hipótesis de indu

ión:

r →∗
F 0 =⇒ −r →∗

F 0De esta forma, sólo resta demostrar que:
p→F r =⇒ −p→F −rSea m el monomio de p por el que se produ
e la redu

ión. Como p →fi

renton
es r = p−m/mp(fi) · fi.Como m ∈ p enton
es −m ∈ −p y, por tanto, el polinomio resultantede redu
ir −p por fi en el monomio −m será −p + m/mp(fi) · fi que esjustamente −r. Por tanto, −p→F −r.
Para la demostra
ión en A
l2 se 
omprueba, primero, que si una pruebaes des
endente (es de
ir, está 
ompuesta solamente por pasos dire
tos deprueba) enton
es su nega
ión también.(defthm |des
endentep(prueba-negada(prueba))|(implies (des
endentep prueba)(des
endentep (prueba-negada prueba))))Y a 
ontinua
ión se estable
e que si un paso es válido su negado también,para obtener la demostra
ión del lema original.(defthm |paso-valido(paso) => paso-valido(paso-negado(paso))|(implies (paso-valido paso F)(paso-valido (paso-negado paso) F)))
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hbergerAdemás, nótese que la fun
ión Bu
hberger no genera todos los posibles s-polinomios sino sólo un 
onjunto redu
ido. Los dos lemas siguientes asegu-ran que la redu

ión a 
ero del 
onjunto redu
ido impli
an la redu

ión del
onjunto 
ompleto.Lema 9.7. Sea p un polinomio.s-polinomio(p, p) = 0En A
l2,(defthm |s-polinomio(p, p) = 0|(implies (polinomiop p)(equal (s-polinomio p p) (nulo))))Demostra
ión. Inmediata por propiedades de polinomios.Lema 9.8. Sean p y q polinomios.s-polinomio(p, q) = −s-polinomio(q, p)En A
l2,(defthm |s-polinomio(p, q) = - s-polinomio(q, p)|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q))(equal (- (s-polinomio q p)) (s-polinomio p q))))Demostra
ión. Inmediata por propiedades de polinomios.Falta ahora, probar que la base devuelta por la fun
ión prueba-Bu
hberger
oin
ide 
on la que devuelve la fun
ión Bu
hberger (lema 9.10).Ya que la fun
ión Bu
hbeger no es re
ursiva, no sugiere esquema de indu
tivoalguno, y, por tanto, no es posible realizar una prueba indu
tiva del lema 9.10sobre la fun
ión Bu
hberger . Esto es muy 
omún en este tipo de demostra-
iones donde se tiene una fun
ión auxiliar, en nuestro 
aso Bu
hberger-aux ,y una fun
ión prin
ipal, Bu
hberger , que delega en ella. La fun
ión auxiliar
orresponde en realidad a una generaliza
ión de la fun
ión prin
ipal, 
on pa-rámetros adi
ionales. Cuando los parámetros toman los valores apropiados,la fun
ión auxiliar realiza el trabajo en
omendado a la prin
ipal. Por tanto,
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ión par
ial 259las propiedades de la prin
ipal son 
asos parti
ulares de propiedades másgenerales de la auxiliar.Por esta razón, demostramos primero el siguiente teorema, más general, ob-teniendo el resultado deseado a partir de él.Lema 9.9. Sean F una se
uen
ia �nita de polinomios y C, Cp se
uen
ias�nitas de pares de polinomios. Enton
es,Bu
hberger-aux(F, C) = base(prueba-Bu
hberger(F, C, Cp, pruebas))En A
l2,(defthm |Bu
hberger-aux(F,C) = prueba-Bu
hberger(F,C,Cp,pruebas)|(equal (Bu
hberger-aux F C)(base (prueba-Bu
hberger F C Cp pruebas)))))Demostra
ión. Por indu

ión, siguiendo el esquema sugerido por la fun
iónBu
hberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, ya que F = F .Paso de indu

ión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de indu

ión se tiene queBu
hberger-aux(F, resto(C)) =base(prueba-Bu
hberger(F, resto(C), (p, q) ::Cp, ps :: pruebas))donde ps = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ).Por tanto, 
omo en este 
aso, por de�ni
ión Bu
hberger-aux(F, C) =Bu
hberger-aux(F, resto(C)), el resultado se sigue dire
tamente.Si h 6= 0, por hipótesis de indu

ión se tiene queBu
hberger-aux(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C))) =base(prueba-Bu
hberger(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C)),

(p, q) ::Cp, ph :: pruebas))
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hbergerdonde ph = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ), h).El resultado se sigue de la de�ni
ión de la fun
ión.Lema 9.10. Sea F una se
uen
ia �nita de polinomios. Enton
es,Bu
hberger(F ) = base(prueba-Bu
hberger(F, parejas-ini
iales(F ), nil , nil))En A
l2,(defthm |Bu
hberger(F) = prueba-Bu
hberger(F, C, nil, nil)|(let ((C (parejas-ini
iales F)))(equal (Bu
hberger F)(base (prueba-Bu
hberger F C nil nil)))))Demostra
ión. Inmediata utilizando el lema 9.9.Además, también hay que demostrar que el 
onjunto de parejas pro
esadasque devuelve prueba-Bu
hberger tiene todas las parejas posibles que sepuedan formar 
on la base devuelta (lema 9.12). Este lema se demostraráutilizando el siguiente.Lema 9.11. Sean c un par de polinomios, F una se
uen
ia �nita de polino-mios y, C, Cp se
uen
ias de pares de polinomios.Si c ∈ parejas-ini
iales(base(prueba-Bu
hberger(F, C, Cp, pruebas)) y, ade-más se 
umple que c ∈ parejas-ini
iales(F ) =⇒ c ∈ C, enton
es
c ∈ pares(prueba-Bu
hberger(F, C, Cp, pruebas))(defthm|par en parejas-ini
iales(base(prueba)) => par en pares(prueba)|(let* ((prueba (prueba-Bu
hberger F C Cp pruebas)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C)(implies (en par (parejas-ini
iales F))(en par C))(en par (parejas-ini
iales (base prueba))))(en par (pares prueba)))))
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ión par
ial 261Demostra
ión. Por indu

ión, siguiendo el esquema sugerido por la fun
iónprueba-Bu
hberger .Caso base: C = [].Inmediato, ya que c ∈ parejas-ini
iales(F ) =⇒ c ∈ C.Paso de indu

ión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de indu

ión se tiene que

c ∈ pares(prueba-Bu
hberger(F, resto(C), (p, q) ::Cp, ps :: pruebas))donde ps = prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ).El resultado se sigue por de�ni
ión y propiedades de polinomios.Si h 6= 0, por hipótesis de indu

ión se tiene que
c ∈ pares(prueba-Bu
hberger(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)),

(p, q) ::Cp, ph :: pruebas))donde ph = prueba-h(prueba-forma-normal(s-polinomio(p, q), F ), h).El resultado se sigue de la de�ni
ión de la fun
ión y propiedades depolinomios.Lema 9.12. Sean c un par de polinomios y F una se
uen
ia �nita de poli-nomios. Si c ∈ parejas-ini
iales(Bu
hberger(F )), enton
es
c ∈ pares(prueba-Bu
hberger(F, parejas-ini
iales(F ), nil , nil))(defthm|(par en parejas-ini
iales(Bu
hberger(F)) => par en pares(prueba)|(let* ((C (parejas-ini
iales F))(prueba (prueba-Bu
hberger F C nil nil)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiosp F)(en par (parejas-ini
iales (Bu
hberger F))))(en par (pares prueba)))))
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hbergerDemostra
ión. Inmediata por los lemas 9.10 y 9.11.A 
ontinua
ión, se tiene que probar que realmente los s-polinomios obtenidosde la lista de parejas pro
esadas que devuelve la fun
ión prueba-Bu
hberger
omo segundo parámetro se redu
en a 0, utilizando las pruebas 
orrespon-dientes del 
onjunto de pruebas devuelto en ter
er lugar, respe
to de la baseque devuelve la fun
ión 
omo primer parámetro (lema 9.14). Todo esto seha
e respe
to a un 
onjunto ini
ial de parejas pro
esadas y pruebas (am-bos va
íos), y 
on el 
onjunto de parejas ini
iales de la base (que es lo quejustamente se tiene en la fun
ión Bu
hberger).Su demostra
ión se obtiene a partir del lema siguiente que es una generaliza-
ión que en 
ierta manera expresa un invariante en todo el pro
eso. En este
aso, el 
onjunto ini
ial de parejas pro
esadas y pruebas no tiene que ser va-
ío pero tiene que satisfa
er la propiedad Φ. Es de
ir, 
omo hipótesis se tieneque 
umplir Φ para lo que ya hubiera en el 
onjunto de parejas pro
esadas,Cp.Lema 9.13. Sean F una se
uen
ia �nita de polinomios, C y Cp se
uen
ias �-nitas de pares de polinomios, G = base(prueba-Bu
hberger(F, C, Cp, pruebas))y donde los pares de Cp satisfa
en la propiedad Φ. Enton
es para todo (p, q) ∈pares(prueba-Bu
hberger(F, C, Cp, pruebas))s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostra
ión. Por indu

ión siguiendo el esquema sugerido por la fun
iónprueba-Bu
hberger y usando los lemas 9.4 y 9.5, que p →∗

F red∗
F (p) y quered-F* (p, F ) = 0 =⇒ p→∗

F 0.En A
l2,(defthm |Phi(prueba-Bu
hberger(F, C))|(let* ((prueba (prueba-Bu
hberger F C Cp pruebas)))(implies (and (Phi Cp pruebas F)(k-polinomiosp F))(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))donde la fun
ión Phi nos va a servir para expresar en A
l2 la propiedad Φ.Esta fun
ión re
ibe tres parámetros, todas las parejas de polinomios 
uyos s-polinomios se tienen que redu
ir a 0, las pruebas 
orrespondientes y la base,y 
omprueba si realmente los s-polinomios se redu
en a 0 
on las pruebas
orrespondientes respe
to de la base.
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ión par
ial 263(defun<k> Phi (parejas pruebas F)(
ond ((or (endp parejas) (endp pruebas))t)((let* ((par (first parejas))(p (first par))(q (se
ond par)))(<->* (s-polinomio p q) (nulo) (first pruebas) F))(Phi (rest parejas) (rest pruebas) F))(tnil)))Lema 9.14. Sea F una se
uen
ia de polinomios, C = parejas-ini
iales(F )y G = base(prueba-Bu
hberger(F, C, nil , nil)). Enton
es para todo (p, q) ∈pares(prueba-Bu
hberger(F, C, nil , nil))s-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostra
ión. Inmediata por el lema 9.13.En A
l2,(defthm |Phi(prueba-Bu
hberger(F, parejas-ini
iales(F)))|(let* ((prueba(prueba-Bu
hberger F (parejas-ini
iales F) nil nil)))(implies (k-polinomiosp F)(Phi (pares prueba) (pruebas prueba) (base prueba)))))Por último, se demuestra el lema que rela
iona prueba-par 
on la fun
iónPhi.Lema 9.15. Sean p, q polinomios, F una se
uen
ia �nita de polinomios y

Cp una se
uen
ia �nita de pares de polinomios. Si Phi(Cp, pruebas, F ) y,
(p, q) ∈ Cp o (q, p) ∈ Cp, enton
es s-polinomio(p, q)→∗

F 0.(defthm |(p, q) en Cp & Phi(Cp, pruebas, F) => s-pol(p, q) ->F* 0|(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q)(equal (len Cp) (len pruebas))(or (en (list p q) Cp)(en (list q p) Cp))(Phi Cp pruebas F)(des
endentesp pruebas))(->* (s-polinomio p q)
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hberger(nulo)(prueba-par p q Cp pruebas)F)))Demostra
ión. Por indu

ión, siguiendo el esquema sugerido por la fun
iónprueba-par .Caso base 1: Cp = []Inmediato, por de�ni
ión de ∈.Caso base 2: Cp 6= [] ∧ (p, q) = primero(Cp).Inmediato, por de�ni
ión de las fun
iones.Caso base 3: Cp 6= [] ∧ (p, q) 6= primero(Cp) ∧ (q, p) = primero(Cp).Por de�ni
ión y por los teoremas 9.6 y 9.8.Paso de indu

ión: Cp 6= [].Por hipótesis de indu

ión:Phi(resto(Cp), resto(pruebas), F ) ∧ ((p, q) ∨ (q, p)) ∈ resto(Cp) =⇒s-polinomio(p, q)→∗
F 0El resultado se sigue por de�ni
ión de las fun
iones.Lema 9.16. Sean F una se
uen
ia �nita de polinomios y G = Bu
hberger(F ).Enton
es para todo par (p, q) tal que (p = q ∨ (p, q) ∈ parejas-ini
iales(G) ∨

(q, p) ∈ parejas-ini
iales(G)) se tiene ques-polinomio(p, q)→∗
G 0Demostra
ión. Por los lemas 9.7, 9.10, 9.12, 9.14 y 9.15.En A
l2,(defthm |Phi(prueba-Bu
hberger(F))|(let ((G (Bu
hberger F)))(implies (and (or (en (list p q) (parejas-ini
iales G))(en (list q p) (parejas-ini
iales G))(equal p q))
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ión par
ial 265(k-polinomiosp F) (naturalp k)(polinomiop p) (polinomiop q))(<->* (s-polinomio p q) (nulo)(prueba-s-polinomio p q F) G))))Finalmente, la demostra
ión A
l2 del teorema 9.3 se lleva a 
abo apli
andoel lema anterior y que la fun
ión prueba-s-polinomio devuelve una pruebades
endente.9.4.3. Estabilidad del idealPresentamos la formaliza
ión realizada en estabilidad-bu
hberger.lispde que el ideal permane
e estable respe
to al algoritmo de Bu
hberger, estoes, que los ideales generados por la base ini
ial y la �nal 
oin
iden.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger(F )〉En A
l2,(defthm |p en <Bu
hberger(F)> <=> p en <F>|(implies (k-polinomiosp F)(iff (en-ideal p (Bu
hberger F)) (en-ideal p F))))Re
uérdese que ya se demostró previamente que los ideales son 
erradosbajo las opera
iones elementales, así 
omo el he
ho de que las fun
iones deredu

ión y de 
ál
ulo de s-polinomios son opera
iones internas al ideal. Estoquiere de
ir que un polinomio pertene
e a un ideal si, y sólo si, su redu

ióntambién pertene
e al ideal, y por otro lado, que el s-polinomio obtenido apartir de dos polinomios de la base, también pertene
e al ideal.Observemos también que el algoritmo manipula la base ini
ial tratándola
omo una se
uen
ia �nita de polinomios que siempre se extiende por el prin-
ipio. Esto provo
a que la base ini
ial sea un su�jo de la base �nal, vistasambas 
omo se
uen
ias. Resulta ne
esario estable
er este he
ho, así 
omolas propiedades elementales de la rela
ión �ser su�jo de�. Notaremos estarela
ión por ⊑.A 
ontinua
ión pro
ederemos a des
ribir las propiedades ne
esarias para ob-tener la estabilidad del ideal bajo el algoritmo de Bu
hberger. Nótese que lafun
ión Bu
hberger lo úni
o que ha
e es una llamada, 
on los parámetros
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hbergerade
uados, a la fun
ión Bu
hberger-aux, que es la que en realidad ha
e to-do el trabajo. Por tanto, son ne
esarias propiedades sobre la fun
ión auxiliar
omo es el 
aso de la siguiente.Proposi
ión 9.17. Sea F una se
uen
ia �nita de polinomios. Enton
es
F ⊑ Bu
hberger-aux(F, C)Demostra
ión. El algoritmo 
ompleta la base ini
ial tratándola 
omo unase
uen
ia �nita de polinomios que siempre se extiende insertando polinomiospor el prin
ipio. Esto provo
a que la base ini
ial sea un su�jo de la �nal.Por indu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión Bu
hberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, ya que F ⊑ F .Paso de indu

ión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗

F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de indu

ión se tiene que
F ⊑ Bu
hberger-aux(F, resto(C))Por tanto, 
omo en este 
aso, por de�ni
ión Bu
hberger-aux(F, C) =Bu
hberger-aux(F, resto(C)), el resultado se sigue dire
tamente.Si h 6= 0, por hipótesis de indu

ión se tiene que

h :: F ⊑ Bu
hberger-aux(h :: F, parejas(h, F ) ++ resto(C))El resultado se sigue de la de�ni
ión de la fun
ión, ya que F ⊑ h ::F yBu
hberger(F, C) = Bu
hberger-aux(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)).
El teorema en A
l2 se expresa de la siguiente forma.(defthm |F suf Bu
hberger-aux(F, C)|(sufijop F (Bu
hberger-aux F C)))
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ión par
ial 267Donde la fun
ión sufijop representa ⊑. Su de�ni
ión en A
l2 es 
omo sigue.(defun sufijop (F G)(if (endp G)(endp F)(or (equal F G) (sufijop F (rest G)))))Algunas de las propiedades elementales de la fun
ión anterior se resumen enla �gura 9.2. Estas propiedades las emplea automáti
amente A
l2 en lasdemostra
iones de varios de los teoremas que presentaremos más adelante.Las 
itamos sin demostra
ión, ya que se intuyen sin una di�
ultad espe
ial.Proposi
ión 9.18. Sean p un polinomio y, F y G dos se
uen
ias �nitas depolinomios.
p ∈ 〈F 〉 ∧ F ⊑ G =⇒ p ∈ 〈G〉En A
l2,(defthm |p en <F> & F suf G => p en <G>)|(implies (and (en-ideal p F) (sufijop F G))(en-ideal p G)))Demostra
ión. G es una extensión su�ja de F : tiene los mismos elementosde F y, quizás, algunos nuevos. Para los elementos 
omunes a F y G, bastatomar los mismos testigos de la pertenen
ia de p a 〈F 〉. Para 
ada nuevoelemento basta tomar 
omo testigo el polinomio nulo. Con estos testigos seasegura la pertenen
ia de p a 〈G〉.Lema 9.19. Sean p y q polinomios, y F una se
uen
ia �nita de polinomios.

p ∈ 〈q :: F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p ∈ 〈F 〉En A
l2,(defthm |p en <
ons(q, F)> & q en <F> => p en <F>|(implies (and (en-ideal p (
ons q F)) (en-ideal q F))(en-ideal p F)))
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(defthm |F suf F|(sufijop F F))(defthm |F suf G & G suf H => F suf H|(implies (and (sufijop F G) (sufijop G H))(sufijop F H)))(defthm |F suf 
ons(p, F)|(sufijop F (
ons p F)))(defthm |F suf G => F suf 
ons(p, G)|(implies (sufijop F G)(sufijop F (
ons p G))))(defthm |
ons(p, F) suf G => F suf G|(implies (sufijop (
ons p F) G)(sufijop F G)))(defthm |resto(F) suf F|(sufijop (rest F) F))(defthm |F suf resto(G) => F suf G|(implies (sufijop F (rest G))(sufijop F G)))(defthm |F suf G => resto(F) suf G|(implies (sufijop F G)(sufijop (rest F) G)))Figura 9.2: Otras propiedades elementales de los su�jos
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ión par
ial 269Demostra
ión. Sea F = 〈f1, . . . , fn〉.
p ∈ 〈q :: F 〉 ∧ q ∈ 〈F 〉 =⇒ p = c · q +

n∑

i=1

cifi ∧ q =
n∑

i=1

difi

=⇒ p =

n∑

i=1

(c · di)fi +

n∑

i=1

cifi

=⇒ p =
n∑

i=1

(c · di + ci)fi

=⇒ p ∈ 〈F 〉.A 
ontinua
ión, y abusando del lenguaje, ampliaremos el 
on
epto de perte-nen
ia de un polinomio a un ideal a objetos más 
omplejos 
omo las se
uen-
ias de polinomios y de pares de polinomios.De�ni
ión 9.20. Sea P una se
uen
ia �nita de polinomios y F una base.De
imos que P pertene
e a 〈F 〉, que notamos por P ∈ 〈F 〉 (extendiéndosela rela
ión de pertenen
ia), si todos los polinomios de P pertene
en a 〈F 〉.De�ni
ión 9.21. Sea C una se
uen
ia �nita de pares de polinomios y F unabase. De
imos que C está en 〈F 〉, que notamos por C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉, si todoslos pares de C pertene
en a 〈F 〉 × 〈F 〉.Teorema 9.22. Sean p un polinomio, F una se
uen
ia �nita de polinomiosy C una se
uen
ia �nita de pares de polinomios tal que C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉.Enton
es,
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger-aux(F, C)〉En A
l2,(defthm |C en <<F>> => (p en <Bu
hberger-aux(F, C)> <=> p en <F>)|(implies (and (k-polinomiosp F)(pares-k-polinomiosp C)(pares-en-ideal C F))(iff (en-ideal p (Bu
hberger-aux F C)) (en-ideal p F))))Demostra
ión. Sea G = Bu
hberger-aux(F, C). Dividimos la demostra
iónen las dos impli
a
iones.
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⇒:

p ∈ 〈F 〉

=⇒ p ∈ 〈F 〉 ∧ F ⊑ G (prop. 9.17)
=⇒ p ∈ 〈G〉 (prop. 9.18)

⇐: Supongamos que p ∈ 〈G〉 y C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉 y probemos que p ∈ 〈F 〉 porindu

ión sobre la estru
tura de la fun
ión Bu
hberger-aux .Caso base: C = [].Inmediato, por la de�ni
ión de la fun
ión.Paso de indu

ión: C 6= [].Sean (p, q) = primero(C) y h = red∗
F (s-polinomio(p, q)).Si h = 0, por hipótesis de indu

ión se tiene queresto(C) ⊆ 〈F 〉×〈F 〉∧p ∈ Bu
hberger-aux(F, resto(C)) =⇒ p ∈ 〈F 〉Como C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉, enton
es resto(C) ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉. Además

G = Bu
hberger-aux(F, resto(C)), por de�ni
ión de la fun
ión, luegopodemos apli
ar la hipótesis de indu

ión para 
on
luir que p ∈ 〈F 〉.Si h 6= 0, por hipótesis de indu

ión se tiene queparejas(h, F ) ++ resto(C) ⊆ 〈h :: F 〉 × 〈h ::F 〉 ∧

p ∈ Bu
hberger-aux(h ::F, parejas(h, F ) ++ resto(C)) =⇒ p ∈ 〈h :: F 〉Nótese que:1. parejas(h, F ) ++ resto(C) ⊆ 〈h ::F 〉 × 〈h ::F 〉, ya que se veri�
anparejas(h, F ) ⊆ 〈h ::F 〉 × 〈h ::F 〉 y resto(C) ⊆ 〈h :: F 〉 × 〈h ::F 〉(por hipótesis, C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉).2. h ∈ 〈F 〉, porque h es el s-polinomio redu
ido de dos polinomiosde la base. Los polinomios de la base pertene
en al ideal, por lotanto, el s-polinomio de dos polinomios de la base también (porel teorema 8.9) y redu
irlo no altera este he
ho (véase el teorema7.44).3. p ∈ 〈h ::F 〉 por hipótesis de indu

ión.4. Por el lema 9.19, 
omo h ∈ 〈F 〉 y p ∈ 〈h ::F 〉, se obtiene que
p ∈ 〈F 〉.
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ión par
ial 271Teorema 9.23. El algoritmo de Bu
hberger no altera el ideal generado.Sean p un polinomio y F una se
uen
ia �nita de polinomios.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger(F )〉En A
l2,(defthm |p en <Bu
hberger(F)> <=> p en <F>|(implies (k-polinomiosp F)(iff (en-ideal p (Bu
hberger F)) (en-ideal p F))))Demostra
ión. Sea G = Bu
hberger(F ) y C = parejas-ini
iales(F ).

p ∈ 〈F 〉

⇐⇒ p ∈ 〈F 〉 ∧ C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉 (C ⊆ 〈F 〉 × 〈F 〉)
⇐⇒ p ∈ 〈Bu
hberger-aux(F, C)〉 (teorema 9.22)
⇐⇒ p ∈ 〈G〉 (def. de Bu
hberger)

9.4.4. Rela
ión 
on las bases de GröbnerUna vez que se han demostrado las propiedades anteriores, estamos en 
on-di
iones de poder demostrar que el algoritmo de Bu
hberger devuelve unabase de Gröbner.Teorema 9.24. El algoritmo de Bu
hberger devuelve una base de Gröbner.Es de
ir, sea p un polinomio, F = {f1, . . . , fk} una se
uen
ia �nita de poli-nomios y G = Bu
hberger(F ) enton
es:
p ∈ 〈G〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Demostra
ión. Por el teorema 9.3 se tiene que Φ(G), enton
es apli
ando elteorema 8.14 se tiene el resultado.El teorema anterior en A
l2 se expresa de la siguiente forma. Re
uérdese queprueba-forma-normal es la fun
ión que 
onstruye una prueba que 
ondu
edesde un polinomio hasta su forma normal.
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hberger(defthm |G = Bu
hberger(F) & p en <G> => p ->*G 0|(let* ((G (Bu
hberger F))(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p G))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Bu
hberger(F) & p ->*G 0 => p en <G>|(let ((G (Bu
hberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p G))))Estos dos teoremas se demuestran en A
l2 utilizando instan
ia
ión fun
io-nal de los teoremas ya presentados |Phi(F) & p en <F> => p ->*F 0| y|Phi(F) & p ->*F 0 => p en <F>| y, porque se ha probado que el algorit-mo satisfa
e la propiedad Φ, |Phi(Bu
hberger(F))|.A partir del resultado anterior y el del teorema 9.23 se puede demostrar quela base devuelta por el algoritmo de Bu
hberger es una base de Gröbner delideal generado por la base original.Teorema 9.25. El algoritmo de Bu
hberger devuelve una base de Gröbner dela base original. Es de
ir, sea p un polinomio, F = {f1, . . . , fk} una se
uen
ia�nita de polinomios y G = Bu
hberger(F ) enton
es:
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0Demostra
ión.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p ∈ 〈G〉 (teorema 9.23)

⇐⇒ p→∗
G 0 (teorema 9.24)Los teoremas A
l2 
orrespondientes se presentan a 
ontinua
ión.(defthm |G = Bu
hberger(F) & p en <F> => p ->*G 0|(let* ((G (Bu
hberger F))
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ia a ideales 273(prueba (prueba-forma-normal p G)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(en-ideal p F))(->* p (nulo) prueba G))))(defthm |G = Bu
hberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|(let ((G (Bu
hberger F)))(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F)(<->* p (nulo) prueba G))(en-ideal p F))))9.5. Pro
edimiento de de
isión de la pertenen-
ia a idealesEn esta se

ión se 
onstruye y veri�
a un pro
edimiento de de
isión para elproblema de la pertenen
ia al ideal. Di
ho pro
edimiento 
onsiste en redu
irel polinomio utilizando la fun
ión red∗ sobre la base devuelta por el algoritmode Bu
hberger y 
omprobar si es 0.De�ni
ión 9.26. Dado p un polinomio y F una se
uen
ia �nita de poli-nomios de�nimos el predi
ado de pertenen
ia de p al ideal generado por F ,de
ide(p, F ), de la siguiente forma:de
ide(p, F ) ≡ red∗
G(p) = 0, donde G = Bu
hberger(F ).En A
l2,(defun<k> de
ide (p F)(equal (red-F* p (Bu
hberger F)) (nulo)))La 
orre

ión de este pro
edimiento de de
isión para el problema de la per-tenen
ia al ideal viene dado por el siguiente teorema.Teorema 9.27. Sea p un polinomio y F una se
uen
ia �nita de polinomios,enton
es

p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ de
ide(p, F )
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hbergerEn A
l2,(defthm |p en <F> <=> de
ide(p, F)|(implies (and (naturalp k)(k-polinomiop p)(k-polinomiosp F))(iff (en-ideal p F) (de
ide p F))))Demostra
ión.
p ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ p→∗

G 0 (teorema 9.25)
⇐⇒ fnG(p) = fnG(0) (teoremas 8.13 y 9.3)
⇐⇒ red∗

G(p) = red∗
G(0) (teorema 7.40)

⇐⇒ red∗
G(p) = 0 (def. de red∗)

⇐⇒ de
ide(p, F ) (def. de de
ide)
Nótese que todas las fun
iones que intervienen en el pro
edimiento son 
om-putables y, por tanto, también lo es el pro
edimiento. Además, obsérvese
omo ni en su de�ni
ión ni en el teorema que demuestra su 
orre

ión in-tervienen en ningún sentido los operadores ni las pruebas que interveníanen las rela
iones de redu

ión. Esto es, los operadores y todos los 
on
eptosaso
iados se han utilizado 
omo me
anismo de demostra
ión. Una vez todaslas propiedades están demostradas, los operadores desapare
en del pro
edi-miento de de
isión y de su teorema de 
orre

ión.Con estos teoremas quedan 
onseguidos los objetivos propuestos en esta me-moria.9.6. ResumenEn este 
apítulo:Hemos presentado una implementa
ión A
l2 del algoritmo de Bu
h-berger.Hemos demostrado su termina
ión mediante inmersión ordinal.



9.6 Resumen 275Hemos demostrado su 
orre

ión par
ial probando que las bases ini
ialy �nal generan el mismo ideal, y que la base �nal es de Gröbner.Hemos 
onstruido y veri�
ado un pro
edimiento de de
isión para elproblema de la pertenen
ia a un ideal.Los s-polinomios no son más que una forma 
on
isa de representar los pares
ríti
os que se produ
en al poder redu
ir un mismo elemento de dos for-mas distintas. En este sentido, la idea es similar a la que apare
e en otrosalgoritmos de 
ompleta
ión para obtener sistemas de rees
ritura de térmi-nos que ayuden a de
idir una teoría e
ua
ional dada, notablemente, el deKnuth-Bendix.Las bases de Gröbner, que son pre
isamente las que devuelve el algoritmo,permiten de
idir efe
tivamente el problema de la pertenen
ia al ideal y, porlo tanto, la 
ongruen
ia del ideal.Dada la eje
utabilidad del algoritmo desarrollado hemos obtenido tambiénun pro
edimiento de de
isión veri�
ado para el problema de la pertenen
iaal ideal.
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Capítulo 10Eje
utabilidad: algunos ejemplos
Una posibilidad que presenta A
l2 y que no apare
e en otros sistemas esla de eje
utar dire
tamente las fun
iones de�nidas en la lógi
a. De he
ho,el propio sistema puede emplear sus 
apa
idades de eje
u
ión durante el
urso de una demostra
ión, a modo de eje
u
ión simbóli
a. Por ejemplo,si de�nimos la fun
ión fa
torial y pedimos a A
l2 que demuestre que elfa
torial de 5 es 120, el sistema nos responderá a�rmativamente y justi�
arála �demostra
ión� di
iéndonos que basta 
on eje
utar la fun
ión.Sin embargo, el aspe
to más interesante de la eje
u
ión es que es un pro
esoindependiente del de demostra
ión que puede ser empleado por una personapara validar el modelo que está 
onstruyendo frente a ejemplos 
on
retos.Evidentemente, estos ejemplos se eligen de manera que el 
omportamientodel sistema que se está modelando se 
ono
e de antemano o bien porque sonlo su�
ientemente sen
illos o porque presentan alguna estru
tura 
omún, ohan sido estudiados 
on anterioridad por otras personas.Expli
aremos a 
ontinua
ión, muy brevemente, 
ómo fun
iona este me
a-nismo en A
l2 y resolveremos algunos problemas 
on nuestros algoritmosveri�
ados. Los problemas que propondremos estarán prin
ipalmente basadosen ejemplos extraídos de la bibliografía.10.1. Prote

iones, 
ompila
ión y eje
u
iónTodas las fun
iones A
l2 sus
eptibles de eje
u
ión que apare
en en estetrabajo han sido etiquetadas 
on un aserto, denominado prote

ión o guar-da, que permite espe
i�
ar el 
onjunto de entradas que la fun
ión es 
apaz
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utabilidad: algunos ejemplosde pro
esar 
orre
tamente. De he
ho, se ha demostrado para 
ada una deestas fun
iones que siempre que al evaluarla se satisfa
e su prote

ión, tam-bién se satisfa
en las 
orrespondientes a todas las evalua
iones de fun
iónque produ
e subsidiariamente. A este pro
eso se le denomina veri�
a
ión deprote

iones.Aunque una prote

ión bien puede entenderse 
omo una pre
ondi
ión, evita-mos referirnos a ellas 
omo tales puesto que 
uriosamente no pertene
en a lalógi
a: no forman parte de la de�ni
ión de la fun
ión, ni tienen in�uen
ia al-guna sobre las propiedades que puedan demostrarse sobre ellas. Dado que lasprote

iones son un me
anismo extralógi
o y su veri�
a
ión no ha supuestoen nuestro 
aso un esfuerzo espe
ial, no hemos 
onsiderado ne
esario in
luiren la memoria los detalles de di
has demostra
iones, en general irrelevantes.No obstante, sí 
reemos importante expli
ar qué papel juegan en la eje
u
iónde las fun
iones en A
l2.A primera vista esto puede pare
er inne
esario, ya que hemos expli
ado quelas fun
iones A
l2 son totales, por lo que produ
en un resultado para 
ual-quier entrada (y siempre el mismo para la misma entrada) y, en este sentido,pueden pro
esar �
orre
tamente� lo que se desee. Pero, 
omo expli
aremos a
ontinua
ión, esto es sólo 
ierto desde un punto de vista estri
tamente lógi
o.Como lenguaje de programa
ión, A
l2 está basado en Lisp, del que intentamodelar un sub
onjunto. Como la mayoría de los lenguajes de programa
iónreales, Lisp posee primitivas que se 
orresponden 
on fun
iones par
iales. Laespe
i�
a
ión de Common Lisp está llena de expresiones del tipo: �y para
ualquier otra entrada, el resultado de la eje
u
ión depende del sistema�. Este�depende del sistema� no signi�
a ne
esariamente que 
ada implementador�jará a su 
riterio un resultado razonable a devolver en di
has 
ir
unstan
ias:el sistema podría produ
ir un error de eje
u
ión, devolver 
ada vez algodistinto o entrar en 
i
lo.Ahora bien, existe una importante rela
ión entre una misma evalua
ión defun
ión en A
l2 y en Common Lisp: ambas deben produ
ir exa
tamente elmismo resultado, en tanto en 
uanto no se viole ninguna prote

ión. Por lotanto, 
uando una fun
ión A
l2 tiene su prote

ión veri�
ada se di
e que�
umple� 
on Common Lisp, ha
iendo referen
ia a este he
ho.A
l2 mantiene en memoria dos versiones de 
ada de�ni
ión de fun
ión. Porun lado se en
uentra la versión lógi
a que se 
orresponde 
on la regla de de�-ni
ión que se emplea habitualmente para razonar en las demostra
iones. Estaversión 
oin
ide bási
amente 
on lo que el usuario introdu
e en el sistema en
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ión 281modo lógi
o.1 Por otro lado, tenemos una versión de eje
u
ión o 
ontrapartidaeje
utable que se emplea 
uando se requiere eje
utar la fun
ión.Así, por 
ada fun
ión de�nida se introdu
en en el sistema Lisp subya
ente dosversiones que poseen el mismo nombre, pero que se en
uentran en paquetesdistintos. Ninguna de ellas se 
ompila ini
ialmente. La primera de ellas esla versión �
ruda� que se obtiene al introdu
ir dire
tamente la de�ni
iónpropor
ionada por el usuario en Lisp. Ésta sólo se emplea para evaluar unallamada a fun
ión si su prote

ión ha sido veri�
ada y sus parámetros realessatisfa
en la prote

ión. En 
aso 
ontrario, se emplea un �evaluador espe
ial�implementado por la segunda versión, denominada versión �*1*�, que seen
arga de 
omprobar la prote

ión en tiempo de eje
u
ión y, si ésta ha sidoviolada, presenta un mensaje de error indi
ando la prote

ión y la llamadaque la infringe.Por lo tanto, al evaluar una fun
ión que tiene su prote

ión veri�
ada sólose 
omprueba la prote

ión en la llamada más externa, 
on el 
onsiguienteahorro. Esto es válido, ya que pre
isamente, el pro
eso de veri�
a
ión deguardas nos asegura que en tal 
aso es imposible violar la prote

ión deninguna de las fun
iones que pueda ser evaluada internamente 
omo resultadode la llamada ini
ial.Con la 
erti�
a
ión de los libros que 
omponen el trabajo se produ
en nosólo las demostra
iones 
orrespondientes, sino también los �
heros de 
ódigoobjeto que resultan del pro
eso de 
ompila
ión de las fun
iones de�nidas enA
l2. Sólo se 
ompila la versión 
ruda de 
ada fun
ión y la 
ompila
ión serealiza a través del sistema Lisp subya
ente que normalmente produ
e 
ódigoC y posteriormente emplea el 
ompilador estándar disponible en el sistemaoperativo para produ
ir el 
ódigo objeto.Esto permite utilizar durante la eje
u
ión instru

iones de la máquina di-re
tamente en lugar de interpretar el 
ódigo Lisp original, que es bastantemás ine�
iente. De he
ho, salvo indi
a
ión en 
ontra, al in
luir un libro enA
l2 se 
arga en memoria el 
ódigo objeto 
orrespondiente. Si éste no estádisponible, se 
arga el 
ódigo Lisp original.No obstante, para que A
l2 emplee la versión 
ruda, 
ompilada, de unafun
ión su prote

ión debe haberse veri�
ado previamente.21En realidad, A
l2 emplea internamente una versión �normalizada� de la fun
ión,lógi
amente equivalente pero más ade
uada a los pro
esos internos que habitualmenterealiza 
on ella.2Existe la posibilidad de forzar la 
ompila
ión de ambas versiones de una fun
ión 
on
omp aunque su prote

ión no haya sido veri�
ada. Así siempre se eje
utará una versión



282 Eje
utabilidad: algunos ejemplos10.2. EjemplosHemos diseñado una serie de utilidades basadas en ma
ros y fun
iones deA
l2 que nos fa
ilitan la tarea de 
rear problemas de prueba para el 
ódigoA
l2 que hemos desarrollado en la memoria y de imprimir los resultadosque se obtienen de su eje
u
ión.Los siguientes datos de entrada, que expli
aremos en breve, 
orresponden aun problema que hemos in
luido en el �
hero ejemplos-winkler.lisp. Esteproblema en 
on
reto se basa en un ejemplo que apare
e en [102℄.(problema(imprime "~%*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)~%");;; Estable
emos las variables y su orden:(vars z y x);;; Estable
emos la base ini
ial:(<- f1 '((4 1 0 0) (-4 0 2 1) (-16 0 0 2) (-1 0 0 0)))(<- f2 '((2 1 2 0) (4 0 0 1) (1 0 0 0)))(<- f3 '((2 1 0 2) (2 0 2 0) (1 0 0 1)))(<- F (base f1 f2 f3))(imprime "~%Base ini
ial:~%")(imprime-base F :nombre "f");;; Apli
amos el algoritmo de Bu
hberger:(<- F (base f1 f2 f3))(imprime "~%Base de Gröbner:~%")(imprime-tiempo (<- G (bu
hberger F)))(imprime-base G :nombre "g")(imprime "~%Es
alado:~%")
ompilada, pero se pierde toda garantía sobre el resultado de una eje
u
ión. Si apare
edurante ella un valor imprevisto 
omo entrada de alguna fun
ión, al no tener ésta laprote

ión veri�
ada, la fun
ión a
eptaría di
ho valor extraño produ
iendo un resultadodependiente del sistema.



10.2 Ejemplos 283(imprime-base G :nombre "g" :fmt es
alada)(imprime "~%Es
alado e interredu

ión:~%")(imprime-base G :nombre "g" :fmt es
alada-redu
ida);;; Mostramos la redu

ión a 0 de un polinomio respe
to de la base:(<- h '((4 0 4 1) (16 0 2 2) (1 0 2 0) (8 0 0 1) (2 0 0 0)))(<- r (red* h G))(imprime "~%")(imprime-polinomio h :pre "h = " :nl t)(imprime-polinomio r :pre "\\red^*_G(h) = " :nl t))La ma
ro problema 
rea un entorno de evalua
ión A
l2 en el que sólo sepueden mostrar los efe
tos 
olaterales de las instru

iones que lo 
omponen.Dentro del entorno podemos manejar objetos que se asignan mediante la ma-
ro <-. Estos objetos se 
omportan internamente 
omo variables globales, porlo que pueden ser 
ompartidos por distintos problemas. También se puedeneje
utar fun
iones 
omo red, red* y bu
hberger que pueden re
ibir di
hosvariables y que devuelven valores asignables a ellos.El 
onjunto de variables 
on las que se forman los términos y su orden relati-vo se �jan mediante la ma
ro vars, en la que las variables apare
en en ordende
re
iente de importan
ia. Esto se ha
e habitualmente al prin
ipio del pro-blema, aunque puede 
ambiarse posteriormente tantas ve
es 
omo se desee.Así, (vars z y x) indi
a que se 
onsiderará X = {x, y, z} 
on x < y < z.Los polinomios se representan por listas de k+1-uplas, 
ada una de las 
ualestiene 
omo primer elemento un 
oe�
iente al que siguen los exponentes de 
a-da una de las k variables sobre las que se de�ne el polinomio. Por ejemplo, aleje
utar (<- p '((4 1 0 0) (-4 0 2 1) (-16 0 0 2) (-1 0 0 0))) seobtiene 4z− 4y2x− 16x2− 1, si se ha empleado previamente (vars z y x),mientras que si se emplea (vars x y z) se obtiene 4x − 4y2z − 16z2 − 1.Las bases se pueden forman 
on la ma
ro base, a partir de los objetos que
ontienen sus polinomios, y asignarse a otro objeto para su empleo posterior.Se puede imprimir un resultado a través de alguna de las ma
ros imprimedisponibles. Estas ma
ros efe
túan la salida a través de una �ventana de
omentarios� de A
l2, es de
ir, emplean internamente 
w para mostrar textode manera no apli
ativa. Esto es 
ómodo, ya que puede ha
erse sin ne
esidad
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tamente el estado ni los �ujos de salida.3Como se observa, las ma
ros admiten parámetros op
ionales que afe
tan a laforma de imprimir los resultados. Por ejemplo, imprime-base 
ontiene una
lave :fmt que permite indi
ar el formato en el que se desea imprimir:1. Si es nil o no apare
e, se imprime tal 
ual.2. Si es es
alada, se es
ala 
ada uno de los elementos de la base de maneraque no aparez
an 
oe�
ientes fra

ionarios.3. Si es es
alada-redu
ida se interredu
en los polinomios entre sí, eli-minando los nulos y es
alando los restantes.Nótese que los pro
esos de impresión, es
alado e interredu

ión no estánveri�
ados y se in
luyen aquí 
omo una mera herramienta que fa
ilita lainterpreta
ión de los resultados.La salida de las fun
iones imprime-polinomio y imprime-base 
ontiene 
ó-digo LATEX que puede ser in
luido en un do
umento 
on po
a o nula edi
ión.Por ejemplo, utilizamos fragmentos de la salida en la des
rip
ión de los ejem-plos que expondremos más adelante. Lo que sigue es un fragmento de la salidaprodu
ida al resolver el problema anterior:*** Winkler: Ejemplo 8.4.1 (pp. 190)Base ini
ial:\begin{align*}f_1 &= 4z-4y^2x-16x^2-1 \\f_2 &= 2zy^2+4x+1 \\f_3 &= 2zx^2+2y^2+x\end{align*}Base de Gröbner:Tiempo: 205.32 s...Es
alado e interredu

ión:3Desde un punto de vista lógi
o, 
w siempre devuelve nil, 
on lo que estas ma
ros 
a-re
en de interés en la lógi
a. Su úni
o propósito es ayudarnos a visualizar la representa
ióninterna de los polinomios y fa
ilitar la in
lusión de los resultados en esta memoria.



10.2 Ejemplos 285\begin{align*}g_1 &= 32x^7-216x^6+34x^4-12x^3-x^2+30x+8 \\g_2 &= 2745y^2-112x^6-812x^5+10592x^4-61x^3-812x^2+988x+2 \\g_3 &= 10980z-6272x^6+42368x^5+232x^4-3416x^3-39982x^2+428x-2633\end{align*}h = 4y^4x+16y^2x^2+y^2+8x+2\red^*_G(h) = 0Hay que tener en 
uenta que todas las opera
iones de impresión sobre po-linomios son relativas al 
onjunto a
tual de variables y al orden estable
idoentre ellas.En adelante, omitiremos el 
ódigo interno y mostraremos las por
iones rele-vantes de los resultados generados en LATEX para mayor legibilidad.Comenzamos 
on una prueba intensiva de las fun
iones sobre polinomios.Cal
ulamos (x + 1)n para diversos valores de n. Los tiempos en segundos semuestran en la siguiente tabla:
n 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250Tiempo 0.0 0.2 1.5 4.1 10.3 19.1 36.6 61.9 98.1 150.4En la última poten
ia generada se emplea bastante tiempo. El polinomioresultante tiene 251 monomios y el 
oe�
iente máximo es el siguiente númerode 74 
ifras:

(
250

125

)

= 91208366928185711600087718663295946582847985411225264672245111235434562752Continuamos 
on unos ejemplos extraídos del popular libro de Geddes, Cza-por y Labahn [26℄.En el ejemplo 10.4, pág. 434, se presentan los siguientes polinomios.Tienen una úni
a variable y ambos son de distinto grado. El de mayorgrado puede redu
irse por el de menor grado hasta anularse, de he
hoes divisible por él.
p = 6x4 + 13x3 − 6x + 1

q = 3x2 + 5x− 1
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to, podemos observar que al realizar dos pasos de redu

ión de
p por q se obtiene el polinomio nulo.

s1 = red(p, q) = 3x3 + 2x2 − 6x + 1

s2 = red(s1, q) = −3x2 − 5x + 1

s3 = red(s2, q) = 0Esto se puede 
omprobar dire
tamente 
al
ulando la 
lausura de laredu

ión o, lo que es lo mismo, su forma normal o irredu
ible respe
toa {q}.
r = red∗

{q}(p) = 0Consideremos ahora la base formada por los polinomios p y q. Estamosante una base que ya es de Gröbner y, de he
ho, podemos 
omprobarque el algoritmo de Bu
hberger no añade ningún polinomio a la base.El algoritmo devuelve G = {g1, g2} 
omo base de Gröbner:
g1 = 6x4 + 13x3 − 6x + 1

g2 = 3x2 + 5x− 1En el ejemplo 10.5, pág. 434�435, se presenta la siguiente base.
f1 = −xz2 + 2y2z

f2 = 7y2 + yz − 4

f3 = −3x + 2yz + 1Podemos 
al
ular una base de Gröbner 
on orden lexi
ográ�
o x > y >
z (tarda 2 s).

g1 = −
7

72
z5 −

1

24
z4 +

49

1296
z3 −

7

27
z2 +

4

9
z

g2 = −
648

49
yz +

9

7
z4 +

243

49
z3 −

1

2
z2 +

12

7
z

g3 =
1

2
yz2 −

12

7
yz +

9

14
z3

g4 =
2

3
yz3 +

2

7
yz2 +

1

3
z2 −

8

7
z

g5 = −xz2 + 2y2z

g6 = 7y2 + yz − 4

g7 = −3x + 2yz + 1



10.2 Ejemplos 287Es
alando la base ade
uadamente podemos eliminar los 
oe�
ientesra
ionales. En este 
aso, obtenemos:
g1 = 126z5 + 54z4 − 49z3 + 336z2 − 576z

g2 = 1296yz − 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z

g3 = 7yz2 − 24yz + 9z3

g4 = 14yz3 + 6yz2 + 7z2 − 24z

g5 = xz2 − 2y2z

g6 = 7y2 + yz − 4

g7 = 3x− 2yz − 1Si además se interredu
en los polinomios que la 
omponen y se eliminanlos que se redu
en a 0 resulta la siguiente base.
g1 = 126z5 + 54z4 − 49z3 + 336z2 − 576z

g2 = 1296yz − 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z

g3 = 9072y2 + 126z4 + 486z3 − 49z2 + 168z − 5184

g4 = 1944x− 126z4 − 486z3 + 49z2 − 168z − 648En el ejemplo 10.6, pág. 437, se 
onsideran los siguientes polinomios enorden lexi
ográ�
o x > y.
p1 = x2y + 5x2 + y2

p2 = 7xy2 − 2y3 + 1

q = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xPodemos llevar a 
abo la siguiente se
uen
ia de redu

iones, que repre-senta 3 pasos de redu

ión de q por p1:
s1 = red(q, p1) = −15x3 + 2x2y2 − 3xy2 − 3xy + 5x

s2 = red(s1, p1) = −15x3 − 10x2y − 3xy2 − 3xy + 5x− 2y3

s3 = red(s2, p1) = −15x3 + 50x2 − 3xy2 − 3xy + 5x− 2y3 + 10y2y, si redu
imos el resultado por p2, obtenemos el irredu
ible de q res-pe
to de {p1, p2}.
s4 = red(s3, p2) = −15x3 + 50x2 − 3xy + 5x−

20

7
y3 + 10y2 +

3

7
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ulemos una base de Gröbner de F = {p1, p2, q}. La base 
ontiene
16 polinomios (tarda 19 s). Se observa un gran 
re
imiento en los 
oe�-
ientes fra

ionarios; mostramos algunos de los polinomios resultantes:

g1 = −
1

7

g2 =
13094326044856861224890276

490165562235497422092752025
y2

g3 = −
15551933257441359960583241925

1047877856242811461178847376
y3 + · · ·...

g14 = x2y + 5x2 + y2

g15 = 7xy2 − 2y3 + 1

g16 = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xSi es
alamos la base se obtienen los siguientes resultados.
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g1 = 1

g2 = y2

g3 = 22139682975045y3 − 562023154678y2

g4 = 32370941540876y4 − 121823193288521y3 + 2206901437070y2

g5 = 140489213643853y5 + 15845831250081y4 + 45274160744736y3

− 15804397095055y2

g6 = 2012574073853y6 − 628607499626y5 + 226555829773y4

+ 722888054490y3 + 74059817115y2

g7 = 11594545037y7 − 15276539911y6 + 282755738y5 + 2326660652y4

− 5262320751y3 + 95652820y2

g8 = 111788263y8 + 268128y7 − 4604236y6 − 32403020y5 − 66444y4

+ 1150079y3 + 8101735y2

g9 = 4y9 + 69y8 − 4y6 − 20y5 + y3 + 5y2

g10 = 16y10 + 552y9 + 4761y8 − 16y7 − 356y6 − 1380y5 + 4y4 + 89y3

+ 345y2

g11 = 214375x + 16y9 + 472y8 + 2401y7 − 12021y6 + 59749y5 − 422625y4

+ 4y3 + 69y2 + 61250y

g12 = 7xy + 35x− 4y5 − 69y4 + 2y2 + 10y

g13 = 1225x2 + 7x− 4y4 − 49y3 + 245y2 + 2y

g14 = x2y + 5x2 + y2

g15 = 7xy2 − 2y3 + 1

g16 = 3x3y + 2x2y2 − 3xy + 5xInterredu
iendo los polinomios se queda sólo {1}.En el ejemplo 10.8, pág. 439�440, apare
e la siguiente base:
f1 = x3yz − xz2

f2 = xy2z − xyz

f3 = x2y2 − z2

f4 = x2y2z − z3

f5 = −x2y2z + x2yz



290 Eje
utabilidad: algunos ejemplosLa base de Gröbner es
alada que devuelve el algoritmo 
on orden lexi-
ográ�
o x > y > z se 
ompone de una veintena de polinomios que se
al
ulan instantáneamente.
g1 = yz3 − z3 g11 = z7 − z6

g2 = x2yz − z3 g12 = x2z3 − z6

g3 = z5 − z4 g13 = xz4 − xz3

g4 = xz3 − xz2 g14 = x3z2 − xz3

g5 = yz4 − z4 g15 = xyz2 − xz2

g6 = x2z2 − z4 g16 = x3yz − xz2

g7 = yz5 − z5 g17 = xy2z − xyz

g8 = z6 − z5 g18 = x2y2 − z2

g9 = yz6 − z6 g19 = x2y2z − z3

g10 = y2z6 − z6 g20 = x2y2z − x2yzAl redu
irla desapare
en 12 de ellos.
g1 = yz3 − z3

g2 = x2yz − z3

g3 = z5 − z4

g4 = xz3 − xz2

g5 = x2z2 − z4

g6 = xyz2 − xz2

g7 = xy2z − xyz

g8 = x2y2 − z2El ejemplo 10.10, pág. 445�446, presenta el siguiente sistema.
f1 = x2 + yz − 2

f2 = xz + y2 − 3

f3 = xy + z2 − 5Los autores del libro indi
an que éste es un ejemplo 
omplejo a pesar desu aspe
to. Al 
al
ular una base de Gröbner 
on x > y > z observamosque se emplean 388 s y que se 
onsume una gran 
antidad de memoria.



10.2 Ejemplos 291Se observa también un gran 
re
imiento de los 
oe�
ientes fra

ionariosimpli
ados. Mostramos úni
amente una por
ión de la base resultante,que 
ontiene 22 polinomios.
g1 = −

68283

242
z8 +

1707075

484
z6 −

14953977

968
z4 +

6486885

242
z2 −

24650163

1936

g2 = −
1830125

12791682
z10 +

127942375

25583364
z8 −

2455528625

51166728
z6 +

9695170375

51166728
z4 + · · ·

g3 =
13488

166375
z12 −

193352

99825
z10 +

9343204

499125
z8 −

9230828

99825
z6 + · · ·...

g20 = xy + z2 − 5

g21 = xz + y2 − 3

g22 = x2 + yz − 2Mostramos a 
ontinua
ión el resultado es
alado en el que desapare
enlos 
oe�
ientes fra

ionarios.
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g1 = 8z8 − 100z6 + 438z4 − 760z2 + 361

g2 = 88z10 − 3076z8 + 29518z6 − 116546z4 + 191691z2 − 89167

g3 = 40464z12 − 966760z10 + 9343204z8 − 46154140z6 + 120394688z4

− 150551820z2 + 61631725

g4 = 540552375x + 6655504z13 − 175635360z11 + 1879326144z9

− 10317939790z7 + 30066113368z5 − 42344055145z3 + 19774993850z

g5 = 8z14 − 220z12 + 2538z10 − 15830z8 + 57111z6 − 117165z4 + 122075z2

− 45125

g6 = 8z15 − 220z13 + 2538z11 − 15830z9 + 57111z7 − 117165z5 + 122075z3

− 45125z

g7 = 8z16 − 220z14 + 2538z12 − 15830z10 + 57111z8

− 117165z6 + 122075z4 − 45125z2

g8 = 27387987y − 32552z15 + 848668z13 − 8559970z11

+ 40898478z9 − 85622161z7 + 29485715z5 + 84451504z3 + 14414730z

g9 = 1441473yz − 2448z14 + 93008z12 − 1237568z10

+ 7724342z8 − 23539930z6 + 30588141z4 − 8905205z2

g10 = 231933yz2 − 331398y + 4696z13 − 95548z11 + 747970z9 − 2751536z7

+ 4564851z5 − 2454721z3 − 174420z

g11 = 918yz3 + 9633yz + 328z12 − 6436z10 + 47758z8 − 160664z6 + 222531z4

− 68305z2

g12 = 587yz4 − 4199yz2 + 14801y + 152z11 − 2868z9 + 20156z7 − 61583z5

+ 65957z3 + 7790z

g13 = 41yz5 − 323yz3 + 722yz + 8z10 − 138z8 + 899z6 − 2596z4 + 2755z2

g14 = 19yz6 − 164yz4 + 437yz2 − 361y + 6z9 − 75z7 + 299z5 − 332z3 − 190z

g15 = 4yz7 − 41yz5 + 143yz3 − 190yz + 6z8 − 79z6 + 340z4 − 475z2

g16 = 4yz8 − 60yz6 + 307yz4 − 627yz2 + 361y − 4z7 + 41z5 − 143z3 + 190z

g17 = 57y2 − 4yz7 + 60yz5 − 269yz3 + 342yz + 4z6 − 41z4 + 105z2

g18 = 3y2z + 2yz4 − 15yz2 + 19y − 2z3 + 10z

g19 = y3 − 3y − z3 + 5z

g20 = xy + z2 − 5

g21 = xz + y2 − 3

g22 = x2 + yz − 2



10.2 Ejemplos 293En realidad, la base se puede simpli�
ar para obtener:
g1 = 8z8 − 100z6 + 438z4 − 760z2 + 361

g2 = 361x− 88z7 + 872z5 − 2690z3 + 2375z

g3 = 361y + 8z7 + 52z5 − 740z3 + 1425zEl ejemplo 10.16, pág. 455, 
ontiene el siguiente sistema:
f1 = xy + xz − x + z2 − 2

f2 = xy2 + 2xz − 3x + y + z − 1

f3 = y3 + y2z + 2yz − 3y + 2z2 − 3zPodemos 
al
ular una base de Gröbner empleando el orden lexi
ográ�
o
on x > y > z en 77 s. Presentamos la base 
onvenientemente es
alada:
g1 = z6 + 2z5 − 7z4 − 8z3 + 15z2 + 8z − 10

g2 = 3z7 + 11z6 − 11z5 − 59z4 + 5z3 + 99z2 + 10z − 50

g3 = z8 + 2z7 − 10z6 − 14z5 + 36z4 + 32z3 − 55z2 − 24z + 30

g4 = 2z9 + 7z8 − 14z7 − 58z6 + 30z5 + 172z4 − 14z3 − 213z2 − 12z + 90

g5 = z10 + 2z9 − 12z8 − 18z7 + 56z6 + 60z5 − 127z4 − 88z3 + 140z2 + 48z

− 60

g6 = 4y − 11z9 − 25z8 + 103z7 + 177z6 − 357z5 − 413z4 + 542z3 + 326z2

− 300z − 20

g7 = 22yz − 6y − 122z8 − 270z7 + 1159z6 + 1894z5 − 4083z4 − 4344z3

+ 6331z2 + 3244z − 3600

g8 = 122yz2 − 26yz − 248y + 3z7 − 59z5 − 38z4 + 337z3 + 32z2 − 440z + 40

g9 = 4yz3 + 8yz2 − 10yz − 18y − z6 − 4z5 + 5z4 + 22z3 − 7z2 − 28z

g10 = 3yz4 − 6yz3 − yz2 + 10yz − 8y + z5 − 8z4 + 13z3 + 8z2 − 26z + 10

g11 = 4y2 + 3yz3 − 3yz2 + 2yz + z4 − 7z3 + 8z2 + 8z − 10

g12 = 2y2z − 2y2 + 3yz2 − 6yz + 4y + z3 − 4z2 + 4z

g13 = y2z2 − 3y2 − 2yz + 2y + 2z3 − 4z2 − 2z + 5

g14 = xz2 − 2x− yz2 + 3y + z3 − z2 − z + 1

g15 = xy + xz − x + z2 − 2

g16 = xy2 + 2xz − 3x + y + z − 1

g17 = y3 + y2z + 2yz − 3y + 2z2 − 3z
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utabilidad: algunos ejemplosLa interredu

ión produ
e la siguiente base:
g1 = z6 + 2z5 − 7z4 − 8z3 + 15z2 + 8z − 10

g2 = y + z4 + 2z3 − 5z2 − 3z + 5

g3 = xz2 − 2x− z4 + 4z2 − 4Finalmente, el ejer
i
io 10.20, pág. 464, plantea un problema de geo-metría en el plano que puede resolverse a través del 
ál
ulo de una basede Gröbner del ideal generado por el siguiente sistema:
f1 = y1 − 2y3

f2 = y2 − 2y4

f3 = y1y3 − y2y4

f4 = y2
1z − y2

2z − 1Cal
ulamos una base 
on orden lexi
ográ�
o y1 > y2 > y3 > y4 > z.El problema se resuelve instantáneamente obteniéndose los siguientespolinomios:
g1 = 1

g2 = y2
4

g3 = −2y2
3 + 2y2

4

g4 = y1 − 2y3

g5 = y2 − 2y4

g6 = y1y3 − y2y4

g7 = y2
1z − y2

2z − 1De he
ho, simpli�
ando la base se obtiene que el ideal está generadoúni
amente por {1}. Esto indi
a que el sistema es in
onsistente y, 
omoel método que se emplea está basado en la refuta
ión, se 
on
luye queel enun
iado geométri
o es válido.



10.2 Ejemplos 295Seguidamente presentamos la solu
ión de algunos problemas inspirados en
onjuntos de polinomios que apare
en en los ejemplos del libro de Winkler[102℄. En el ejemplo 8.3.1, pág. 186-87, apare
e el siguiente 
onjunto de poli-nomios:
f1 = yx2 + x

f2 = y2x2 + y − 1Se desea obtener una base de Gröbner del ideal generado por f1 y f2Este problema es sen
illo y una solu
ión, 
on orden lexi
ográ�
o y > x,se obtiene instantáneamente:
g1 = −x

g2 = −y + 1

g3 = yx− y + 1

g4 = yx2 + x

g5 = y2x2 + y − 1Podemos simpli�
ar la base, en 
uyo 
aso se obtiene:
g1 = x

g2 = y − 1El ejemplo 8.3.2, pág. 188�89, trata del ideal generado por los siguientespolinomios:
f1 = x3y − 2y2 − 1

f2 = x2y2 + x + yPodemos 
al
ular una base de Gröbner 
on orden lexi
ográ�
o x > y(tarda 25 s) que en forma es
alada queda:
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g1 = 4y9 + 4y7 − 5y5 + y4 − 3y3 + 2y2 + 1

g2 = 8y11 + 12y9 − 6y7 + 2y6 − 11y5 + 5y4 − 3y3 + 4y2 + 1

g3 = 14x− 216y10 − 40y9 − 236y8 − 52y7 + 254y6 − 36y5 + 169y4 − 84y3

− 17y2 − 37y − 11

g4 = 27xy − 5x + 184y9 − 16y8 + 196y7 − 56y6 − 234y5 + 38y4 − 159y3

+ 143y2 − 8y + 56

g5 = 23xy2 + 2xy + 9x− 8y8 − 40y7 − 28y6 − 48y5 − 4y4 + 24y3 + 14y2

+ 19y + 5

g6 = xy3 − 5xy2 − 2x + 8y7 + 4y6 + 10y5 + 2y4 − 5y3 − 2y2 − 4y − 1

g7 = 2xy4 − xy3 + xy2 − 2y5 − y3 + 2y2 + 1

g8 = x2 + xy + 2y3 + y

g9 = x3y − 2y2 − 1

g10 = x2y2 + x + yA 
ontinua
ión mostramos el resultado en forma redu
ida:
g1 = 4y9 + 4y7 − 5y5 + y4 − 3y3 + 2y2 + 1

g2 = 14x− 20y8 − 12y7 − 16y6 − 32y5 + 17y4 − 6y3 + 3y2 + 17y − 1En el ejemplo 8.4.1, pág. 190, se presenta el siguiente sistema y se quiere
omprobar si un 
ierto polinomio h = 4y4x + 16y2x2 + y2 + 8x + 2 seen
uentra en el ideal generado por él.
f1 = 4z − 4y2x− 16x2 − 1

f2 = 2zy2 + 4x + 1

f3 = 2zx2 + 2y2 + xPara ello, 
al
ulamos primero una base de Gröbner (tarda 205 s). Elresultado es
alado es:
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g1 = 32x7 − 216x6 + 34x4 − 12x3 − x2 + 30x + 8

g2 = 32x8 − 216x7 + 34x5 − 12x4 − x3 + 30x2 + 8x

g3 = 10496x9 − 68704x8 − 14472x7 + 11152x6 − 1658x5 − 1132x4

+ 9773x3 + 4634x2 + 536x

g4 = 512x10 − 3200x9 − 1696x8 + 328x7 + 80x6 − 78x5 + 460x4

+ 367x3 + 94x2 + 8x

g5 = 512x11 − 3200x10 − 1696x9 + 328x8 + 80x7 − 78x6 + 460x5

+ 367x4 + 94x3 + 8x2

g6 = 1976400y2 − 3085904384x10 + 20179639936x9 + 4386125088x8

− 3259718248x7 + 466319312x6 + 336680038x5 − 2864037092x4

− 1381005851x3 − 165785474x2

g7 = 30135785y2x + 8718140y2 + 29598464x9 − 212333760x8

+ 83417872x7 + 22349676x6 + 89277032x5 + 36722685x4 + 19041872x3

+ 3908059x2

g8 = 231238y2x2 + 213620y2x + 42592y2 − 70912x8 + 337728x7

+ 828176x6 + 741228x5 + 114120x4 + 21059x3 + 6826x2

g9 = 554y2x3 − 824y2x2 − 959y2x− 196y2 + 512x7 − 2880x6 − 3496x5

− 398x4 + 4x3 − 17x2

g10 = 16y2x4 − 10y2x3 + 15y2x + 4y2 + 56x5 + 14x4 + 4x3 + x2

g11 = 2y4 + y2x− 4x3 − x2

g12 = 2zx2 + 2y2 + x

g13 = 2zy2 + 4x + 1

g14 = 4z − 4y2x− 16x2 − 1Efe
tivamente, al redu
ir h respe
to de G se obtiene que red∗
G(h) = 0.En realidad, los elementos de G pueden simpli�
arse, produ
iendo lasiguiente base de Gröbner:

g1 = 32x7 − 216x6 + 34x4 − 12x3 − x2 + 30x + 8

g2 = 2745y2 − 112x6 − 812x5 + 10592x4 − 61x3 − 812x2 + 988x + 2

g3 = 10980z − 6272x6 + 42368x5 + 232x4 − 3416x3 − 39982x2 + 428x

− 2633
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utabilidad: algunos ejemplosEn el ejemplo 8.4.2, pág. 193, se 
al
ula la base de Gröbner del siguientesistema, 
on orden lexi
ográ�
o x < y < z.
f1 = 2zx2 + 2y2 + x

f2 = 2zy2 + 4x + 1

f3 = 4zx− 4y2x− 16x2 − 1El resultado es
alado (tarda 60 s) que propor
iona el algoritmo es elsiguiente:
g1 = 65z + 64x4 − 432x3 + 168x2 − 354x + 104

g2 = 32x5 − 216x4 + 64x3 − 42x2 + 32x + 5

g3 = 47360x6 − 306336x5 + 4648x4 − 35472x3 + 29846x2 + 20744x + 2085

g4 = 799232x7 − 5816448x6 + 4267360x5 − 696696x4 + 998384x3

− 64282x2 − 243000x − 27675

g5 = 217088x8 − 1419776x7 + 125056x6 − 181984x5 + 144488x4

+ 84384x3 + 3694x2 + 1200x + 225

g6 = 1950y2 − 591872x8 + 3803648x7 + 106880x6 + 406816x5

− 345584x4 − 273348x3 − 33040x2 + 975x

g7 = 512x9 − 3200x8 − 672x7 − 376x6 + 240x5 + 294x4 + 72x3 + 5x2

g8 = 512x10 − 3200x9 − 672x8 − 376x7 + 240x6 + 294x5 + 72x4 + 5x3

g9 = 975y2x− 312576x9 + 2005824x8 + 75280x7 + 215628x6 − 180592x5

− 146229x4 − 18860x3 + 325x2

g10 = 31746y2x2 + 5304y2x + 4864x8 − 43712x7 + 63632x6 + 100460x5

+ 21640x4 + 7373x3 + 1768x2

g11 = 342y2x3 + 936y2x2 + 147y2x− 512x7 + 2880x6 + 2984x5

+ 654x4 + 220x3 + 49x2

g12 = 16y2x4 − 10y2x3 + 16y2x2 + 3y2x + 56x5 + 14x4 + 4x3 + x2

g13 = 2y4 + y2x− 4x3 − x2

g14 = 2zx2 + 2y2 + x

g15 = 2zy2 + 4x + 1

g16 = 4zx− 4y2x− 16x2 − 1



10.2 Ejemplos 299Y una vez redu
ido el resultado, queda así:
g1 = 65z + 64x4 − 432x3 + 168x2 − 354x + 104

g2 = 32x5 − 216x4 + 64x3 − 42x2 + 32x + 5

g3 = 26y2 − 16x4 + 108x3 − 16x2 + 17x





Capítulo 11Con
lusiones
En esta memoria se ha presentado una teoría 
omputa
ional a
er
a del algo-ritmo de Bu
hberger para el 
ál
ulo de bases de Gröbner de ideales polinó-mi
os.Se han formalizado los anillos de polinomios de múltiples variables enA
l2. Esta formaliza
ión es abstra
ta, en el sentido de que en
apsu-la un anillo de 
oe�
ientes que sirve de base para la 
onstru

ión delos polinomios y para la veri�
a
ión de sus propiedades fundamenta-les. Aparte de las propiedades de anillo se han in
luido mu
has otraspropiedades que han resultado útiles a la hora de razonar sobre lospolinomios.Se ha in
orporado a estos anillos polinómi
os una rela
ión de ordenindu
ida a partir de sus propios términos, a los que se ha dotado deun orden lexi
ográ�
o. Se ha demostrado que esta rela
ión está bienfundamentada y 
omo subprodu
to de ello se ha obtenido una inmersiónde los polinomios en los ǫ0-ordinales.Se ha obtenido, 
omo 
aso parti
ular, una implementa
ión eje
utabley veri�
ada de los polinomios de 
oe�
ientes ra
ionales que se ha em-pleado 
omo base para la 
onstru

ión del algoritmo de Bu
hberger.Se ha formalizado el 
on
epto de ideal polinómi
o en A
l2 de ma-nera que se pueda plantear el problema de la pertenen
ia a ideales.Se ha de�nido la 
ongruen
ia indu
ida por un ideal y demostrado suspropiedades más importantes.



302 Con
lusionesSe han formalizado las rela
iones de redu

ión sobre polinomios en elmar
o suministrado por las rela
iones abstra
tas. Se ha demostrado quela rela
ión de equivalen
ia 
oin
ide 
on la 
ongruen
ia indu
ida por elideal y que la redu

ión es noetheriana respe
to al orden de polinomiossubya
ente. También se han presentado algoritmos para el 
ál
ulo delas formas normales y se ha demostrado que los ideales son 
erradosbajo ellos.Se han formalizado los 
on
eptos ne
esarios rela
ionados 
on las basesde Gröbner. Hemos formalizado el 
on
epto de s-polinomio en A
l2y demostrado que, bajo 
iertas 
ondi
iones rela
ionadas 
on la redu-
ibilidad de los s-polinomios, la rela
ión de redu

ión indu
ida por un
onjunto de polinomios es lo
almente 
on�uente y su 
lausura de equi-valen
ia se puede de
idir 
omprobando la igualdad de formas normales.Se ha 
onstruido una implementa
ión A
l2 del algoritmo de Bu
hber-ger que 
umple 
on Common Lisp y para la que se ha demostrado sutermina
ión y 
orre

ión par
ial. Finalmente, esto ha dado lugar a laobten
ión de un pro
edimiento de de
isión veri�
ado para el problemade la pertenen
ia a un ideal.Se ha obtenido una implementa
ión 
ompletamente evaluable o eje
u-table, no sólo del pro
edimiento de de
isión, sino de todas las fun
ionesque han intervenido en el algoritmo de Bu
hberger: opera
iones poli-nómi
as, 
ál
ulo de s-polinomios, redu

iones, et
.A lo largo de la memoria se ha demostrado 
ómo es posible reutilizarformaliza
iones A
l2 realizadas por otros autores para evitar tenerque partir de 
ero en nuestro esfuerzo. Del mismo modo, el resultadode este trabajo es una bibliote
a A
l2, algunos de 
uyos libros sonpoten
ialmente reutilizables para desarrollos posteriores. Creemos queesta forma de trabajar es muy bene�
iosa para la 
omunidad del ra-zonamiento automáti
o y esperamos que se introduz
an mejoras en losme
anismos de reutiliza
ión disponibles a
tualmente en el sistema, así
omo nuevas bibliote
as que fa
iliten la labor en un 
onjunto extensode dominios de 
ono
imiento.Es difí
il estimar el esfuerzo de desarrollo invertido en este trabajo, máxime
uando se 
onsidera que se 
ombina en sus etapas ini
iales 
on el aprendi-zaje del sistema. Hoy por hoy, los sistemas de razonamiento presentan una
urva de aprendizaje pronun
iada y A
l2 no es una ex
ep
ión. No es des
a-bellado 
on
luir que si hubiera que volver a reha
er este trabajo ahora, los
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ono
imientos adquiridos permitirían 
umplir la tarea en un tiempo menor.En la siguiente se

ión propor
ionaremos algunos datos 
uantitativos sobreel esfuerzo realizado.Creemos, que a la vista de estos datos, puede dedu
irse que una gran partedel esfuerzo ha sido dedi
ada a la formaliza
ión de los polinomios y de suspropiedades. En un informe té
ni
o realizado por Théry a propósito de laformaliza
ión del algoritmo de Bu
hberger en Coq, éste indi
a:When we started, we thought the proof 
ould be 
arried out inthree months. Our �rst mistake was to understimate the amountof work needed to formalize polynomials and the usual operations.Sin embargo, el autor no a
lara del todo las posibles 
ausas, ni en di
hoinforme, ni en sus trabajos posteriores [100, 101℄. Creemos que el problemaradi
a en que en la mayoría de los textos no se presta la debida aten
ióna la demostra
ión de las propiedades de los polinomios. De he
ho, los poli-nomios son tratados en mu
hos textos de manera axiomáti
a, 
omo objetosprimitivos 
on una serie de propiedades que se asumen sin más.Este enfoque es inapropiado para un desarrollo 
ompletamente formal en unsistema de razonamiento automáti
o (al menos, si se pretende poder realizar
ál
ulos 
on ellos) ya que las propiedades y la forma de demostrarlas depen-den de la representa
ión interna; di
ho de otro modo, hay que poner espe
ial
uidado en que las opera
iones de�nidas sobre la representa
ión interna 
um-plan las propiedades deseadas.En este sentido, el 
omentario que realizan Rudni
ky, S
hwarzweller y Trybu-le
 en [84℄, pág. 151, resulta de lo más es
lare
edor. Los autores se sorprendende las di�
ultades en
ontradas al demostrar la aso
iatividad del produ
to depolinomios de múltiples variables en Mizar, un sistema diseñado espe
í�
a-mente para la formaliza
ión del 
ono
imiento matemáti
o:We would like to mention that proving the asso
iativity of this
onvolution produ
t presented a te
hni
al 
hallenge as it turnedout to be extremely tedious... It is a bit surprinsing that evenin a thorough algebra text (Be
ker and Weispfenning, 1993) theproof is left as an ex
er
ise. In Ma
Lane and Birkho� (1967) the
orresponding proof of the univariate 
ase o

upies a quarter ofa page with half of it relegated to reasoning by analogy.



304 Con
lusiones11.1. Datos 
uantitativosEn las tablas 11.1 y 11.2 se presentan algunas 
ifras sobre la teoría desa-rrollada. La primera 
olumna 
ontiene el nombre de 
ada uno de los librosA
l2, tal y 
omo se des
ribe en el 
apítulo 1. Las tres 
olumnas siguientespretenden propor
ionar una idea de las dimensiones de 
ada libro. Por 
adauno de ellos apare
e, en primer lugar, el número de líneas1 que lo 
omponen,seguido del número de de�ni
iones y de teoremas. La última 
olumna mere
eespe
ial aten
ión, ya que sus valores representan el número de de�ni
iones yteoremas en los que hemos de suministrar alguna pista o 
onsejo para que elsistema 
omplete su demostra
ión2 
on éxito.Resulta notable que la mayoría de los 
onsejos suministrados sean para de-sa
tivar o a
tivar reglas. Esto o
urre en determinadas demostra
iones 
onlas reglas de de�ni
ión. La desa
tiva
ión de una regla de de�ni
ión impide alsistema expandir la de�ni
ión de la fun
ión aso
iada, 
on lo que sugerimosal demostrador que no emplee di
ha de�ni
ión, bien porque no es relevante,bien porque no es el momento ade
uado en el 
urso de la demostra
ión oporque existen propiedades importantes que podrían apli
arse de no ser pordi
ha expansión.Después de la a
tiva
ión y desa
tiva
ión de reglas, el 
onsejo más 
omún hasido sugerir al demostrador introdu
ir 
omo hipótesis en una demostra
iónuna instan
ia
ión de variables de un teorema previamente demostrado. Cadauno de estos 
onsejos suele ir a
ompañado de otro que desa
tiva la regla en
uestión, para evitar que la hipótesis sea eliminada prematuramente por suapli
a
ión.Otra 
ontribu
ión signi�
ativa la representan los 
onsejos de instan
ia
iónfun
ional. Con más de 80 sugeren
ias de este tipo a lo largo de todo eltrabajo, esto no debe entenderse 
omo algo negativo, sino todo lo 
ontrario:
ada instan
ia
ión fun
ional representa la reutiliza
ión de propiedades másgenerales demostradas 
on anterioridad.En no más de una veintena de o
asiones, se ha sugerido explí
itamente aldemostrador emplear un esquema de indu

ión determinado. No en todasellas ha sido por la imposibilidad de en
ontrar una demostra
ión siguiendo elesquema sugerido por el demostrador, sino que algunas ve
es la razón ha sido1Se ex
luyen aquí los 
omentarios y las líneas en blan
o, que no aportan nada desde elpunto de vista lógi
o pero que tan ne
esarios son para dotar de legibilidad al 
ódigo.2En el 
aso de las fun
iones, nos referimos por �demostra
ión� a la de su termina
ióny, 
uando pro
eda, a la veri�
a
ión de su prote

ión.
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on el sistema 305simpli�
ar una demostra
ión ex
esivamente enrevesada. Comparado 
on el,aproximadamente, medio millar de demostra
iones realizadas por indu

ión,esto da una idea del éxito de las heurísti
as de indu

ión que emplea A
l2.Menos de una de
ena de ve
es hemos tenido que suministrar una medida parala termina
ión de una fun
ión. La demostra
ión de termina
ión más 
omplejaha sido, sin duda, la del propio algoritmo de Bu
hberger. En el 
ál
ulo dela 
lausura de la redu

ión polinómi
a y de la forma normal respe
to de un
onjunto, la termina
ión depende de la buena fundamenta
ión del orden depolinomios, algo que tampo
o es trivial y que hemos tenido que indi
ar alsistema.11.2. Experien
ia 
on el sistemaA 
ontinua
ión haremos algunos 
omentarios generales sobre la experien
iaque ha supuesto desarrollar el trabajo des
rito en esta memoria y la impresiónque hemos obtenido a lo largo de él sobre 
uáles son a
tualmente los puntosfuertes y débiles del razonamiento automáti
o y, en parti
ular, del propiosistema de razonamiento A
l2.Existen diferen
ias muy importantes entre las demostra
iones informa-les o semiformales que apare
en en la mayoría de la literatura 
ientí�
ay una demostra
ión des
rita a través de un lenguaje formal que la hagasus
eptible de ser entendida y analizada por una máquina que, a dife-ren
ia de un humano, no es subjetiva, no deja 
asos sin analizar, nadada por supuesto, nada le pare
e trivial, et
.Estas diferen
ias son aún más a
usadas en el 
aso de las demostra
io-nes de 
orre

ión, termina
ión y 
orre

ión par
ial de los algoritmos.Estimamos que esto se debe a varias 
ausas:
• No se suele emplear un lenguaje o pseudo
ódigo 
ompletamenteespe
i�
ado y dotado de una semánti
a formal a la hora de des
ri-bir los algoritmos. Abundan, in
luso, las des
rip
iones en lenguajenatural insertas 
omo �instru

iones� de los algoritmos.
• No es extraño en
ontrar autores para los que la sola exhibi
iónde un algoritmo basta 
omo demostra
ión o justi�
a
ión de unteorema de existen
ia. A menudo se ha
e referen
ia a lo �obvia�que resulta su 
orre

ión, probablemente por la forma en que seha 
onstruido o presentado.
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lusionesLibro Líneas Def. Teoremas PistasDire
torio polinomios
oefi
iente.lisp 185 7 36 12termino.lisp 115 7 16 2monomio.lisp 135 14 24 8polinomio.lisp 17 5 1 0forma-normal.lisp 145 8 23 4suma.lisp 46 1 11 3
ongruen
ias-suma.lisp 22 0 5 2opuesto.lisp 81 1 13 8produ
to.lisp 105 5 19 9
ongruen
ias-produ
to.lisp 120 1 18 4Subtotal 971 49 166 52Dire
torio polinomios-normalizadospolinomio-normalizado.lisp 167 9 26 16orden.lisp 35 2 6 0Subtotal 202 11 32 16Dire
torio polinomios-ra
ionalesra
ional.lisp 281 9 61 27termino.lisp 137 9 20 3termino-division.lisp 125 3 27 0monomio.lisp 176 16 38 7polinomio.lisp 46 5 1 1forma-normal.lisp 147 7 10 7suma.lisp 63 2 5 5
ongruen
ias-suma.lisp 26 0 10 10opuesto.lisp 52 2 3 2produ
to.lisp 82 5 9 7
ongruen
ias-produ
to.lisp 11 0 4 4polinomio-normalizado.lisp 267 12 44 22orden.lisp 95 3 5 5defun-k.lisp 81 15 0 0pertenen
ia.lisp 312 3 57 25k-polinomio.lisp 410 18 68 47Subtotal 2311 109 362 172Total 3484 169 560 240Tabla 11.1: Datos 
uantitativos: polinomios
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Libro Líneas Def. Teoremas PistasDire
torio Bu
hbergerredu

ion-polinomi
a.lisp 123 17 7 3noetherianidad.lisp 278 2 35 25
ongruen
ia-ideal.lisp 602 18 51 31forma-normal.lisp 88 4 9 4
al
ulo-forma-normal.lisp 188 8 37 18ideal.lisp 152 8 26 8s-polinomio.lisp 54 2 7 5bu
hberger.lisp 183 12 19 8estabilidad-redu

ion.lisp 64 0 10 2estabilidad-s-polinomio.lisp 18 0 1 1estabilidad-sufija.lisp 67 2 14 2estabilidad-bu
hberger.lisp 95 3 20 2
onfluen
ia.lisp 687 15 57 25bases-groebner.lisp 560 17 51 31de
ision.lisp 26 1 2 2Total 3185 109 346 167Tabla 11.2: Datos 
uantitativos: algoritmo de Bu
hberger
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• La programa
ión de los algoritmos introdu
e detalles que, a menu-do, se pasan por alto en la des
rip
ión del algoritmo. No es extrañoque estos detalles sean importantes desde el punto de vista de la
orre

ión. Programar es sen
illo; programar 
orre
tamente, no.En todo 
aso, el razonamiento asistido por 
omputador aumenta enor-memente nuestra 
on�anza en los algoritmos desarrollados y en susimplementa
iones. En gran parte, pensamos que esto es así porque nosobliga a 
onsiderar detalles que normalmente no tenemos en 
uenta enuna demostra
ión informal.Sin embargo, el razonamiento automáti
o no garantiza en términosabsolutos que no exista posibilidad de error y 
reemos que éste es unmito del empleo de métodos formales que hay que desterrar en bene�
iode la propia dis
iplina. Hay varias razones para esta a�rma
ión:
• Los propios sistemas de razonamiento automáti
o pueden 
ontenererrores en su lógi
a interna. No es del todo extraño que los usuariosde un sistema en
uentren errores en él que afe
ten a la validez desus resultados. Estos errores suelen ser 
orregidos 
ontinuamenteentre versiones. La veri�
a
ión formal de sistemas de razonamiento
ompletos es aún una asignatura pendiente.
• Los 
ompiladores e intérpretes de los lenguajes en los que estánes
ritos, los sistemas operativos en los que se eje
utan, et
., noestán veri�
ados.
• Las propias máquinas pueden 
ontener errores o sufrirlos por su
ondi
ión de dispositivo físi
o, aunque es 
ierto que 
ada vez sonmás �ables.De estas tres 
ausas, la primera es para nosotros la más preo
upante.Afortunadamente, los otros tipos de fallos suelen provo
ar disfun
ionesque se re�ejan en un ámbito más amplio que el del sistema de razo-namiento que podamos estar eje
utando. Es harto improbable que unfallo aleatorio en una máquina provoque ex
lusivamente que nuestrosistema nos diga que una 
onjetura es 
orre
ta 
uando no lo es. La
ontinua revisión de los resultados obtenidos propia del pro
eso de de-sarrollo que se sigue en proye
tos grandes de veri�
a
ión ha
e esto aúnmás improbable.Aunque se suela emplear el término �razonamiento automáti
o� enel 
ontexto de la veri�
a
ión de sistemas informáti
os 
omplejos, larealidad es que ésta dista aún mu
ho de ser automáti
a. Proponer la
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uen
ia de propiedades ade
uada para llegar al resultado deseado esla 
lave del éxito en estos 
asos, pero suministrar puntualmente suge-ren
ias al sistema de razonamiento resulta impres
indible in
luso en losmás automatizados. La situa
ión aquí es muy distinta a la que se ob-serva en las lógi
as 
lási
as, donde sí existen sistemas de razonamiento
ompletamente automáti
os.A diferen
ia de lo que suele o
urrir 
on la programa
ión 
onven
ional,aquí es ne
esario preo
uparse por otros aspe
tos de la abstra

ión. Nosólo se trata de realizar una ade
uada abstra

ión opera
ional, sinotambién una abstra

ión de propiedades y de reglas de razonamiento.Resulta importante disponer de bibliote
as reutilizables, donde aquí, eltérmino �bibliote
a� es de nuevo más amplio que su homónimo en pro-grama
ión. Hay que tener en 
uenta que las interfa
es de la bibliote
asno sólo están 
ompuestas por las fun
iones que se desarrollan, sino porlas propiedades que se demuestran sobre ellas.En 
uanto a la 
urva de aprendizaje ini
ial de un sistema tipo, 
omoA
l2, 
reemos que es pronun
iada. En nuestra experien
ia, 
onsidera-mos que se debe dedi
ar al menos un año a adquirir la destreza ne
esariapara su manejo. Lejos de 
onsiderarse una pérdida de tiempo, el estudiodetallado del sistema 
omenzando 
on ejemplos sen
illos debe entender-se 
omo una inversión que produ
irá sus réditos al abordar problemasmás 
omplejos. En nuestro 
aso parti
ular, la simpli
idad de la lógi
asubya
ente presenta, en este sentido, ventajas e in
onvenientes:
• Ventajas a la hora de razonar, ya que no existen reglas de inferen-
ia de espe
ial 
omplejidad.
• In
onvenientes a la hora de espe
i�
ar, ya que existe una falta deexpresividad intrínse
a.A
l2, a diferen
ia de otros demostradores, formaliza un sub
onjun-to de un lenguaje de programa
ión real. Valoramos esto muy positi-vamente, ya que nos permite eje
utar dire
tamente en el sistema losalgoritmos desarrollados. Otros sistemas permiten extraer automáti
a-mente 
ódigo es
rito en un lenguaje de programa
ión real a partir delas espe
i�
a
iones desarrolladas en su propia lógi
a. Puesto que los sis-temas de extra

ión no están veri�
ados formalmente, esto añade unain
ertidumbre extra sobre la validez de las eje
u
iones.A
l2 posee unas heurísti
as magní�
as para la automatiza
ión de laindu

ión. Es 
apaz de en
ontrar esquemas de indu

ión apropiados
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lusionesen un por
entaje muy elevado de las demostra
iones por indu

ión.Creemos que ésta es una 
ara
terísti
a intrínse
a del sistema y que nosólo se apli
a a nuestro 
aso parti
ular.Sin embargo, hemos observado varias ve
es 
ómo la demostra
ión in-du
tiva de un teorema puede fra
asar por ser éste demasiado parti
u-lar. A
l2 no es responsable de este problema, que es 
onsustan
ial almétodo de indu

ión. Mientras que en la veri�
a
ión de programas im-perativos la inven
ión del invariante es el paso más 
reativo, en la veri�-
a
ión de programas re
ursivos la ne
esidad de generalizar una fun
ióno una propiedad para, posteriormente, obtener otra más parti
ular esprobablemente la labor más 
reativa a la que podemos enfrentarnos.A
l2 es razonablemente bueno a la hora de demostrar la termina
iónde fun
iones sen
illas.A
l2 no es tan inteligente a la hora de de
idir qué fun
iones expandir y
uándo. No obstante, 
reemos que esto es dis
ulpable por 
uanto es unaa
tividad que también es difí
il para un humano. La diferen
ia estribaen que un humano emplea �prueba y error� guiado por su 
ono
imientoheurísti
o del problema, mientras que el sistema toma una de
isiónbasada en heurísti
as generales y no re
ti�
a su de
isión. Es tarea delusuario tener una buena �políti
a� de a
tiva
iones y desa
tiva
iones.Los me
anismos de abstra

ión y modularidad en A
l2 son bastanteprimitivos, lo que se 
omienza a notar 
uando se a
umulan unos 
ientosde teoremas. En parti
ular, no existe una forma 
ómoda de instan
iarfun
ionalmente propiedades generales. Hemos paliado esta de�
ien
ia
on el empleo de ma
ros para el 
ál
ulo de los 
onsejos ne
esarios du-rante la instan
ia
ión fun
ional.El pro
eso interno de in
lusión de libros para su reutiliza
ión en A
l2es bastante lento, sobre todo 
uando existe una 
adena larga de in
lu-siones: los libros ya 
argados en las etapas anteriores de la 
adena, sevuelven a 
argar en la etapa siguiente. Nuestro trabajo se en
uentramuy estru
turado, lo que 
orresponde 
on una buena prá
ti
a de lasté
ni
as de 
onstru

ión de sistemas informáti
os, sin embargo, estoha
e que 
ontenga 
adenas muy largas de in
lusiones (algunas de másde una veintena de libros) lo que ha
e que la re
erti�
a
ión de un libroque se en
uentre 
er
ano al �nal de la 
adena sea muy lenta.La legibilidad de las demostra
iones produ
idas 
on ayuda de A
l2 re-sulta normalmente a
eptable. Con el sistema se obtiene un do
umento
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ada libro 
erti�
ado. La diferen
ia en 
uanto ala fa
ilidad de 
omprensión de una demostra
ión entre A
l2 y mu
hosde los sistemas que emplean tá
ti
as es muy a
entuada. Las tá
ti
asrepresentan un enfoque pro
edimental, más 
omprensible para la má-quina que para el humano, por lo que es difí
il imaginarse la evolu
iónde una demostra
ión sin repetirla paso a paso en el demostrador. Por
ontra, A
l2 es más de
larativo fa
ilitándonos el que nos 
on
entremosen los detalles importantes de las demostra
iones y podamos entenderla idea general de una demostra
ión: qué esquema de indu

ión se usa,en qué 
asos se divide, qué teoremas se apli
an, et
.Sin embargo, los pasos de demostra
ión pueden ser grandes pudiendodi�
ultar la 
omprensión de los detalles 
on
retos. Esto se debe funda-mentalmente a dos razones:
• Los pro
edimientos de de
isión pueden eliminar 
onjeturas 
om-plejas o simpli�
arlas de manera no trivial para un humano. Estose nota en la simpli�
a
ión proposi
ional, la aritméti
a lineal y elrazonamiento 
on equivalen
ias.
• El empleo reiterado de la rees
ritura durante la búsqueda de tér-minos estables bajo simpli�
a
ión, puede eliminar 
onjeturas 
om-pletas o simpli�
arlas notablemente mediante la mera indi
a
iónde la lista de reglas empleadas, sin pista alguna de 
uáles fueronsus instan
ias por variables.Las dos 
ausas anteriores pueden in
luso 
on�uir en un mismo paso dedemostra
ión, 
on lo que la 
onfusión está prá
ti
amente asegurada.Ya que un ex
esivo nivel de detalle puede resultar igualmente 
onfu-so, 
onsideramos que sería interesante que el sistema 
ontara 
on másme
anismos que permitieran estable
er el nivel de detalle deseado parades
ribir una demostra
ión.La ausen
ia de 
uanti�
adores en la lógi
a de A
l2 nos obliga a ser
reativos a la hora de formalizar 
iertas no
iones que, 
lási
amente, sede�nen en términos de 
uanti�
adores. En este sentido, A
l2 tiene de-�
ien
ias importantes respe
to de otros sistemas. In
luso 
on el empleode fun
iones de Skolem para paliar la ausen
ia de 
uanti�
adores, lafalta de apoyo por parte del sistema a la hora de razonar sobre ellasnos obliga a realizar demostra
iones guiadas, disminuyendo el gradode automatiza
ión. Esto se nota en nuestro trabajo, sobre todo en laformaliza
ión de 
on
eptos rela
ionados 
on los ideales.
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lusionesLa ausen
ia de un sistema de tipos y el 
ará
ter total de las fun
ionesen A
l2, se 
ombinan para produ
ir un efe
to muy desagradable: hayve
es que es ne
esario 
ompletar las de�ni
iones de las fun
iones paraque 
omprueben a 
ada paso si los parámetros son del tipo esperado.Esto puede deberse a dos 
ausas:
• Conviene evitar la prolifera
ión de hipótesis en el enun
iado delos teoremas a demostrar, ya que esto simpli�
a el razonamiento,sobre todo si es indu
tivo. Además, A
l2 no permite que las reglasde 
ongruen
ia posean hipótesis, ya que el sistema de rees
riturapor 
ongruen
ias es in
ondi
ional; esto nos obliga a 
omprobar lashipótesis en las propias de�ni
iones de las fun
iones impli
adas.
• A ve
es es ne
esario asegurar que los parámetros permane
en enun 
ierto dominio en el que podemos garantizar la termina
ión dela fun
ión. Esto nos ha o
urrido al de�nir la propia fun
ión queimplementa el algoritmo de Bu
hberger.Puede pensarse que las 
omproba
iones adi
ionales de las de�ni
ionesson evitables 
on tal de invertir un mayor esfuerzo de demostra
ión,pero lo 
ierto es que no siempre es así.11.3. Trabajo futuroLa investiga
ión presentada en esta memoria puede 
ontinuarse siguiendodistintas líneas. Dis
utimos a 
ontinua
ión algunas de las que 
onsideramosde mayor interés.Mejoras en la e�
ien
ia.El algoritmo formalizado en esta memoria no es espe
ialmente e�
ientey, en este sentido, es sus
eptible de diversas mejoras. Consideramos quesería interesante estudiar las siguientes posibilidades:
• Eliminar las 
omproba
iones sobre los tipos de los objetos en lasde�ni
iones, ya que éstas, aunque útiles para razonar en la lógi
a,suponen una degrada
ión de la e�
ien
ia de la eje
u
ión.3 Trashaber estudiado el problema detenidamente no pensamos que seaposible ha
erlo en nuestro 
aso, al menos 
on la versión a
tual del3Re
uérdese que estas 
omproba
iones se in
luyen debido prin
ipalmente a las limita-
iones de la lógi
a, que sólo permite de�nir primitivamente fun
iones totales y sin tipos.
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ada una futura versión deA
l2 que promete in
orporar me
anismos que permitirían re�narlas 
ontrapartidas eje
utables de las fun
iones a partir de informa-
ión suministrada en las prote

iones. Sería así posible mantenerlas de�ni
iones a
tuales mejorando su rendimiento en eje
u
ión.
• Mejorar 
omputa
ionalmente los distintos algoritmos impli
ados.Aunque la veri�
a
ión de los algoritmos sobre polinomios ha su-puesto un esfuerzo importante, podrían emplearse algoritmos máse�
ientes, a 
osta, por supuesto, de un esfuerzo de veri�
a
iónaún mayor. In
luir en el algoritmo de Bu
hberger 
riterios veri�-
ados de elimina
ión de s-polinomios ayudaría también a redu
irsus requisitos espa
io-temporales.De todos modos, las mejoras des
ritas tienen sus límites 
omputa
io-nales. En realidad, el problema es de una gran 
omplejidad. Aunque nopare
e haberse 
ompletado todavía el análisis general de la e�
ien
iadel algoritmo de Bu
hberger, existen numerosos resultados par
ialesque indi
an que este algoritmo (in
luso una vez apli
ados los 
riteriosde elimina
ión de s-polinomios) puede 
onsumir una 
antidad desorbi-tada de espa
io y de tiempo in
luso a partir de unos po
os polinomios
on po
as variables. De he
ho se ha demostrado que el problema de la
ongruen
ia para ideales polinómi
os es exponen
ialmente 
ompleto enespa
io, por lo que el problema de 
onstruir una base de Gröbner es in-trínse
amente difí
il. Véanse al respe
to las notas sobre la 
omplejidaddel algoritmo que apare
en en [26℄.Generaliza
iones.Tras los trabajos seminales de Gröbner, Bu
hberger e Hironaka, otrosautores se han afanado en generalizar la no
ión de base de Gröbnery el propio algoritmo de Bu
hberger a dominios distintos del de lospolinomios 
on 
oe�
ientes en un 
uerpo. Existen dos líneas bien dife-ren
iadas:
• Los trabajos de Kandri-Rody y Kapur, que amplían la teoría pa-ra in
luir distintos tipos de 
oe�
ientes. En [38℄ se presenta unaextensión que permite 
al
ular la base de Gröbner de un idealpolinómi
o sobre los enteros. En [39℄ estos resultados se amplíanpara in
luir a los enteros de Gauss y a los polinomios de una so-la variable sobre un 
uerpo; por último, en [40℄ se engloban losanteriores resultados en dominios eu
lídeos.
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• Los trabajos en Álgebra no 
onmutativa, que generalizan la teoríade las bases de Gröbner a álgebras no 
onmutativas sobre diferen-tes dominios. Aquí se generalizan todos los elementos de la teoríapara in
luir versiones por la izquierda y por la dere
ha. Desta
anlos trabajos de Kandri-Rodi, Weipsfenning y Kredel sobre anillosde polinomios resolubles [41, 53℄ y el de Mora sobre 
uerpos [74℄.Sería interesante estudiar la posibilidad de veri�
ar en A
l2 algunasde estas generaliza
iones.Apli
a
iones.Existen numerosas apli
a
iones del algoritmo de Bu
hberger. Dos deellas nos mere
en espe
ial interés:
• Las apli
a
iones a la Lógi
a en diversos formalismos. Con
reta-mente, los problemas de satisfa
ibilidad y dedu

ión en lógi
asproposi
ionales multivalentes �nitas han sido resueltos en [13, 105℄donde además se dis
uten las apli
a
iones del método a distintaslógi
as modales. Este método tiene apli
a
iones a la veri�
a
iónde bases de 
ono
imiento, 
omo se des
ribe en [55℄.
• Las bases de Gröbner han sido apli
adas 
on bastante éxito ala automatiza
ión del razonamiento geométri
o. Basándose en sutrabajo previo sobre la demostra
ión de teoremas en el 
ál
ulode predi
ados de primer orden [42℄, Kapur des
ribe el empleo dedi
ho método a la Geometría [43, 44℄. Partiendo de estas ideas,Cyrluk, Harris y Kapur desarrollaron el demostrador de teoremasGEOMETER [17℄, que permite resolver problemas de geometríaalgebrai
a. Existe también una formula
ión equivalente del pro-blema debida a Wu [106℄.Estas apli
a
iones se basan en disponer una teoría 
omputa
ional a
er-
a de la resolubilidad de los sistemas de e
ua
iones polinómi
as. Seríainteresante estudiar la posibilidad de llevar a 
abo este desarrollo enA
l2. Esto permitiría disponer de apli
a
iones veri�
adas del algorit-mo de Bu
hberger.
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