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Capitulo 1
Introducciéon

“Quo facto, quando orientur controversiae, mnon magis
disputatione opus erit inter duos philosophos, quam in-
ter duos computistas. Sufficiet enim calamos in manus
sumere sedereque ad abacos, et sibi mutuo (accito si pla-
cet amico) dicere: calculemus.” G. W. Leibniz
(1646-1716)

1.1. Antecedentes

El conocimiento matemadtico es el nicleo de la ciencia y la tecnologia actual.
Ahora bien, el incremento de este conocimiento y de sus aplicaciones en los tltimos
200 anos ha sido extraordinario, sobrepasando la capacidad humana para conocer
todas las matematicas actuales. No obstante, el desarrollo de la l6gica matematica
y el avance de las ciencias de la computacién ofrecen la posibilidad de construir
un sistema digital que represente todo el conocimiento matematico relevante, de
forma completamente rigurosa y reutilizable.

El manifiesto QED [4] describe un futuro en el que toda la matemética esté co-
dificada en un sistema, mediante una representaciéon del conocimiento estricta-
mente formal, y que use métodos mecanizados para la verificacién de las pruebas.
En los ultimos anos, han empezado a desarrollarse proyectos, como Logosphere
[B] o FDL[2], siguiendo la linea del manifiesto QED, con el objetivo de construir
bibliotecas digitales formalizadas de conocimiento matematico. Estos proyectos,
que incluyen la representacion formal del conocimiento y el uso de demostrado-
res automaticos, presentan importantes oportunidades y retos. El conocimiento
asi almacenado podra ser utilizado en otras dreas, como pueden ser la verificacion
formal de sistemas y de programas, o el propio desarrollo del conocimiento ma-
tematico. Con mas detalle, en FDL se describen situaciones en las que se usaria el

L“De hecho, si surgiera una controversia, no habria més necesidad de discusién entre dos
filésofos que entre dos contables. Pues, seria suficiente tomar la tiza entre las manos, sentarse
con sus pizarras y, de mutuo acuerdo, decir: calculemos”
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conocimiento algoritmico formal almacenado en una biblioteca digital. Ademas,
en QED se apunta una motivacion no practica, aunque no por ello menos impor-
tante, para la creacién de estas bibliotecas: QED como proyecto cultural.

Por otra parte, los esfuerzos de formalizacion del conocimiento matematico
plantearan la necesidad de hacer explicito el conocimiento implicito que se usa
habitualmente, y contribuird a acrecentar el nivel de conexién entre areas di-
ferentes. Ademds, si se consigue la reutilizacién de las teorias ya formalizadas,
se eliminara la multiplicacién del esfuerzo que supone la construccion de todo
el bagaje matematico necesario para la verificacion formal de un resultado en
particular.

Las matematicas suelen considerarse como la exactitud “por excelencia”. Sin
embargo, el lenguaje usado habitulamente por los matematicos puede ser, en oca-
siones, notablemente vago, pero aceptado mayoritariamente. En [I1] Bourbaki
subraya la importancia del “abuso de lenguaje”, sin el cual cualquier texto ma-
temadtico serfa ilegible. Por otra parte, Trybulec y Swieczkowska en [95], observan
que el lenguaje de textos matematicos no es el lenguaje natural, pero que contiene
una parte de dicho lenguaje, que es fuente de ambigiiedades e imprecisiones.

Otra cuestion no menos importante es la correccion del razonamiento ma-
tematico. Las pruebas matematicas son revisadas con detalle antes de su pu-
blicacién. No obstante, existen abundantes casos documentados de resultados
publicados con errores en las pruebas.

Asi pues, la formalizacion de las matematicas incide en ambas cuestiones,
precision y correccién. Por formalizacién se entiende la expresién de las afirma-
ciones y las pruebas en un lenguaje formal, con estrictas reglas gramaticales y sin
ambigiiedades semanticas. Es decir, un proyecto de formalizacién consta de dos
partes:

» Formalizar los teoremas y el contexto implicito del que dependen.

= Formalizar las pruebas de dichos teoremas y hacerlas objeto de una verifi-
cacion precisa.

Por otra parte, la idea de reducir el razonamiento a algin tipo de calculo for-
mal es un suefio que se remonta a Raimundo Lulio y a Leibniz, quien ya concibe
la idea de un lenguaje universal (“characteristica universalis”) y un célculo del
razonamiento (“calculus ratiocinator”). En 1848, Boole [10)] desarroll$ el primer
sistema formal para el razonamiento légico, limitado al razonamiento proposi-
cional. Posteriormente, en 1879 Frege, considerado como el padre de la légica
moderna, quiso probar que toda la matematica era pura légica y ya usé un siste-
ma deductivo formal definido con precision. Por otra parte, Peano desarrollé una
notacion formal para expresar las proposicioness matematicas, aunque estaba mas
interesado en reescribir las matematicas en un marco formal que en el desarrollo
de un sistema deductivo. A principios del siglo XX, Russell, basdndose en los
trabajos de Peano, desarroll6 su propia légica, introduciendo la nocién de tipo y,
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en 1910, Whitehead y Russell empezaron un desarrollo formal de las matemati-
cas en su trabajo “Principia Mathematica” [99]. Por ltimo, Hilbert propone una
metodologia para el desarrollo de teorias formales, basada en el estudio de las
pruebas, centrando su atencién en probar la consistencia de dichas teorias.

1.1.1. Sistemas de razonamiento automatico

El desarrollo de teorias formalizadas se sustenta en el uso de los sistemas
de razonamiento automaticos, en los que se puede probar que una conjetura se
deduce de un conjunto de asertos previos.

El nacimiento del razonamiento automatico se puede remontar al ano 1954
cuando M. Davis presenté un demostrador automatico para la aritmética. Dos
anos después, Newell, Shaw y Simon presentaron en la conferencia de Darmouth
su légico tedrico (“ The Logic Theory Machine” ) [58], un demostrador con orien-
tacién heuristica en vez de la orientacién algoritmica del de Davis. A estos pri-
meros demostradores le siguieron otros como la maquina geométrica de Gelernter
[34] (1959, en la linea heuristica) o los demostradores de Wang[98], Gilmore[35]
y Davis y Putnam[2T] (1960, en la linea algoritmica). Un ano sefialado en la his-
toria del razonamiento automaético es 1965, por el trabajo de Robinson donde
presenta el principio de resolucién [71]. En la segunda mitad de los anos 60, la
investigacion se centra en el desarrollo de variantes y estrategias de resolucién en
légica de primer orden (como la preferencia unitaria y resolucién unidad (Wos
1964), estrategia del conjunto soporte (Wos y otros, 1964), hiper-resolucién (Ro-
binson, 1965), subsuncién (Robinson, 1965), resolucién lineal (Loveland, 1968)
y resolucién por entradas (Chang, 1970)). Al principio de los 70 se desarrollan
demostradores especializados, en las siguientes direcciones:

» Limitando el lenguaje a cldusulas de Horn, Kowalski introduce en 1972 la
estrategia de resolucién SLD, que es la base de la programacién légica, y
que le permitid, junto a Colmerauer, construir en 1973 la primera imple-
mentacién de Prolog.

= La automatizacién de la igualdad presenta una dificultad especial. Para
tratarla, se introdujo la demodulacién [I00] (Wos y otros, 1967), la para-
modulacién [I01] (Wos y Robinson, 1970) y, en general, todas las técnicas
relativas a los sistemas de reescritura de términos [46] (Knuth y Bendix,
1970).

= Otra dificultad se presenta en la automatizacién del razonamiento por in-
duccion. En este sentido, el primer demostrador que lo aborda es el de Boyer
y Moore (1973) con el que se prueban teoremas como el de la factorizacién
prima (Boyer y Moore 1979), el teorema de Wilson (Rusinoff, 1983), la com-
pletitud de Lisp (Boyer y Moore, 1984) o el teorema de incompletitud de
Godel [79] (Shankar, 1994).
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También en el ano 1970 se empieza el proyecto de formalizacién de teorias ma-
tematicas con el proyecto Automath de Bruijin.

El demostrador Automath es uno de los primeros sistemas de razonamiento,
dentro de los sistemas cuya légica es de orden superior, basada en teoria de tipos.
En la misma linea, se han desarrollado los sistemas Nuprl [20] o Coq [25]. Otros
sistemas, entre los que se pueden considerar Isabelle [66, [67], HOL [36] y PVS
9], siguen el estilo “LCF” [37]. Es decir, disponen de un nicleo pequeno de
reglas de inferencia, sobre el que el usuario construye tacticas para automatizar
la aplicacién de dichas reglas.

Los sistemas de razonamiento automatico se usan en diversos campos, como
logica, ciencias de la computacion, matematicas e ingenieria. Las areas en los
que se han obtenido resultados mas importantes han sido las matematicas, la
generacion y verificacion de software, y la verificaciéon de hardware:

= En matemadticas, uno de los resultados de myor impacto ha sido la prueba de
la conjetura de Robbins[h2] usando el sistema EQP, que es una variante de
Otter [53]. El sistema Otter también ha sido usado con éxito en la resolucién
de problemas de naturaleza algebraica (ver [09] para otras aplicaciones).

= El uso de sistemas de razonamiento automatico en la generaciéon de progra-
mas verificados es un campo interesante, que ain estd en sus comienzos.
Entre los logros conseguidos en él, cabe destacar el desarrollo del sistema
KIDS [85] en el Instituto de Krestel, usado para obtener programas a partir
de especificaciones; y el proyecto AMPHION [II], desarrollado por la NASA.

= La verificacién de programas es uno de los campos en los que se concentra un
mayor numero de aplicaciones de los sistemas de razonamiento automaético
(ver [12]). Como ejemplos, podemos citar el verificador interactivo disenado
en la Universidad de Kalsruhe (KIV [70]), que ha sido usado con éxito en
diversas aplicaciones, tanto académicas como industriales; y el sistema PV'S,
que se ha usado en aplicaciones que incluyen la verificacién de un sistema
de control de vuelos (ver [59] para otras aplicaciones).

= Por tltimo, la verificacién de hardware es el campo en el que se han produ-
cido mayor cantidad de aplicaciones industriales (ver [12]). Destaquemos,
entre ellas, el uso del sistema ACL2 [45] para la verificacién del algorit-
mo de de divisién de coma flotante del procesador AMD K5 y el uso de
PVS para la verificacién de un microprocesador comercial en el campo de
la aeronautica.

Los sistemas de razonamiento automdtico consisten en una légica, en la que
expresar el problema formalmente, y un demostrador. Hay algunos aspectos fun-
damentales que diferencian a unos sistemas de razonamiento de otros, entre los
que destacamos la logica subyacente, el contenido matemaético ya incorporado y el
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grado de automatismo o interactividad del demostrador. En este sentido, encon-
tramos un amplio espectro que va desde sistemas totalmente automaticos, como
Otter, a sistemas que son esencialmente comprobadores de prueba, como Mizar
[94]. En general, los sistemas de razonamiento que poseen légicas méas expresivas
son menos automaticos, mientras que aquellos cuyas logicas son mas restrictivas
poseen un mayor grado de automatismo. Otro punto a tener en cuenta es la eje-
cutabilidad o no de los modelos formalizados. En este aspecto también hay gran
diversidad. Desde sistemas como ACL2 en el que el lenguaje de programacion per-
mite la evaluacién de los modelos construidos, hasta sistemas que no contemplan
la posibilidad de la evaluacién.

Algunos sistemas, entre los que se encuentra PVS, tienden a proporcionar un
cierto equilibrio entre automatismo e interactividad, puesto que disponen de un
nicleo de reglas de inferencia, a partir de las cuales se pueden construir tacticas
o estrategias que automatizan el proceso de demostracién. Al mismo tiempo,
la légica subyacente a PVS es una légica de orden superior, lo que hace que
dicho sistema posea gran capacidad expresiva. En cuanto a la evaluabilidad, una
parte importante de PVS es evaluable, mediante su transformaciéon automatica
en cédigo Lisp, como comentamos en el capitulo 2.

1.1.2. Objetivos

El trabajo que presentamos en esta memoria se enmarca dentro del desarrollo
de teorias matemdticas formalizadas. Mas concretamente, dentro de la formali-
zacion de un cuerpo base de las matematicas usadas en el estudio de procesos
computacionales. Uno de los objetivos finales es disponer de algoritmos verifica-
dos formalmente. En este sentido, puede verse como una continuacién de traba-
jos anteriores, tales como la formalizacion en ACL2 del razonamiento ecuacional
[74, [75] y del razonamiento proposicional [51], la formalizacién en Coq [25] de la
resoluciéon SLD [I], o la formalizacién en Mizar del reticulos de los conceptos
[77].

Ahora bien, el desarrollo formal de la correccién de ciertos algoritmos depen-
de fuertemente del estudio de amplias teorias matematicas, lo que conduce a la
necesidad de la formalizacién de éstas. Surge, entonces, la cuestién de “cémo”
realizar dicha verificacién. En este sentido, otro de nuestros objetivos es probar
la correccién de especificaciones evaluables de algoritmos, sin renunciar a la “na-
turalidad” en el razonamiento que ha de hacerse en la teoria que sustenta dicha
verificacién. Es decir, queremos combinar un razonamiento “natural” o elegante
sobre las especificaciones, con la evaluabilidad de algunas de ellas, que represen-
taran algoritmos de célculo.

Para ello, hemos elegido un sistema de razonamiento, PVS, y dos teorias como
objetos de formalizacién, la programacién légica proposicional y el andlisis formal
de conceptos.

La eleccion de PVS como sistema de razonamiento ha venido motivada por-
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que en €l se pueden combinar los aspectos comentados previamente: la potencia
expresiva y el razonamiento “natural”, con la posibilidad de obtener funciones o
algoritmos evaluables.

En cuanto a la eleccion de las teorias a formalizar, hay que hacer notar que
ambas poseen una amplia e interesante base matematica, que en las dos teorias
se han desarrollado algoritmos o procesos susceptibles de ser verificados formal-
mente; y que, ademas, poseen aplicaciones relevantes en computacién.

La programacién légica es, como hemos comentado anteriormente, la base
del lenguaje de programacioén Prolog, cuyo procedimiento de demostracién para
clausulas de Horn se conoce como resoluciéon SLD. Aunque el método es incom-
pleto (no puede demostrar todas las férmulas validas) es suficientemente potente
para computar las funciones recursivas. Asi, creemos que tiene interés abordar la
formalizacion de la programacion légica en un sistema de razonamiento. Hemos
formalizado la programacion légica proposicional que, junto con la unificacién
forman el nicleo de la programacion légica.

El analisis formal de conceptos es una teoria que proviene de un campo, en
principio, diferente. Desarrollada desde la década de los 80, estd basada en la
formalizacion matematica de la nocion filoséfica de concepto. Centra su atencion
en la generaciéon de los conceptos subyacentes a un determinado contexto] y
en la obtencién de “reglas”, que describan las relaciones entre los atributos o
propiedades contempladas en el contexto. El andlisis formal de conceptos tiene
numerosas aplicaciones, como comentamos con mas detalle en el capitulo 5. En
ambos casos, hemos iniciado una formalizacion encaminada hacia la obtencion de
implementaciones de los algoritmos de dichas teorias, verificados formalmente.

Ademas, creemos que se puede establecer una relacién entre las bases de reglas
de un contexto y los programas légicos proposicionales H, y trasvasar propiedades
de una teoria a otra.

Por otra parte, el deseo de realizar un razonamiento “natural” sobre las espe-
cificaciones, nos conduce al problema de la “eleccién” de los tipos basicos sobre
los que construir las especificaciones. En este sentido, los tipos de datos elegidos
para representar formalmente las nociones de las teorias han de estar lo mas préxi-
mo posible a dichas nociones. En la programacion légica proposicional hemos de
representar formalmente nociones como clausulas de Horn, programas légicos, in-
terpretaciones, . ... Matematicamente, un programa es un conjunto de clausulas,
y una cldusula puede considerarse como un conjunto de literales. Andlogamente,
un contexto formal consta de un conjunto de objetos, un conjunto de atributos y
una relacién entre ambos.

Asi pues, en ambos casos el tipo mdas cercano a los objetos que se desea
representar en el lenguaje de PVS es el tipo de los conjuntos (finitos o infinitos).

2Un contexto formal consta de un conjunto de objetos O, un conjunto de atributos A, y una
relacién entre ambos, especificando los atributos que posee cada objeto.

3Una regla es de la forma A; A--- A A, = By A--- A By, que, evidentemente, equivale a un
conjunto de clusulas de Horn Ay A---AN Ay, = B;, i=1,...,m
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Como se detallard en el capitulo 2, el lenguaje de PVS posee una representacién
formal de la nocién de conjunto, asi como de conjunto finito.

Ahora bien, aunque la eleccién del tipo de los conjuntos de PVS como tipo
base para realizar las especificaciones haga posible un razonamiento elegante (o,
mejor dicho, no artificioso) sobre ellas, tendremos el problema de que dichas espe-
cificaciones no seran evaluables, cosa que era deseable si no de forma generalizada,
si de forma puntual. Es decir, no han de ser evaluables todas las nociones que se
especifiquen, sino sélo algunas especificaciones de los algoritmos.

La solucién que proponemos para este problema es de caradcter metodolégico.
Para ello, basdndonos en la nocién de refinamiento introducida por Jones [43], he-
mos establecido en PVS un marco en el que relacionar distintas especificaciones,
de forma que definimos formalmente cuando dos especificaciones diferentes corres-
ponden a un mismo concepto. Estudiamos también las propiedades de caracter
general que se conservan entre especificaciones de un mismo algoritmo. Esto nos
permite trabajar en dos planos. Por una parte, realizar el razonamiento en el pla-
no en el que la distancia entre una nocién y su especificacién formal es minima,
aunque ésta no sea evaluable. Y, por otra, sélo para determinadas especificacio-
nes, obtener otra evaluable correspondiente al mismo concepto, y con las mismas
propiedades (en particular, la propiedad de correccién de un algoritmo).

1.1.3. Trabajos relacionados

Como hemos comentado en el punto anterior, existen algunos trabajos de
formalizacion de teorias matematicas en distintos sistemas de razonamiento au-
tomatico. Citamos a continuacién los que guardan una mayor relaciéon con el
trabajo que presentamos.

En el sistema ACL2, J.L. Ruiz [74] ha desarrollado en 2001 una teoria formal
sobre la légica ecuacional y la reescritura de términos, construyendo algoritmos
ejecutables en Common Lisp, formalmente verificados. En 2002, F.J. Martin [51]
ha desarrollado, también en ACL2, un modelo formal de la l6gica proposicional,
formalizando algunos de los cdlculos proposicionales mas conocidos, para los cua-
les construyé y verificé procedimientos de decision de satisfacibilidad. Por tltimo,
en 2003, I. Medina [54] ha realizado una verificacién formal en ACL2 del algoritmo
de Buchberger.

En relacién con la formalizacién de la programacion logica en otros sistemas
de razonamiento, M. Jaume [41] realizé en 1999 una formalizacién en Coq de la
semantica de los programas definidos, probando el teorema de completitud débil
de la resolucion SLD, siguiendo un desarrollo clasico basado en el libro de J. W.
Lloyd [48]. El autor destaca que en la formalizacién realizada ha sido necesaria la
inclusién de propiedades que normalmente pasan desapercibidas en las pruebas
clasicas, y que ha necesitado mas de 600 de los llamados lemas “técnicos”.

En cuanto al andlisis formal de conceptos, C. Schwarzweller [77] ha codificado
en Mizar el reticulo de los conceptos de un contexto formal. Para ello, ha utili-
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zado la formalizacién de la teoria de reticulos incluida en la biblioteca de teorias
matematicas formalizada ya en Mizar.

Por dltimo, en el sistema PVS, A. Dold [24] ha desarrollado un tratamiento
formal en PVS de pasos de transformacién en el desarrollo de programas. El
trabajo ha consistido en la construccién de un marco formal unificado en el que
se integran pasos y métodos de transformacién usados en el desarrollo de software.
Y en 2003, C. Graciani [38] ha desarrollado en PVS un marco formal en el que se
describen algunos modelos de computaciéon molecular, estableciendo la correccion
de programas en dichos modelos de computacion.

1.2.

Estructura de la memoria
El trabajo que presentamos se puede estructurar de la siguiente forma:
REF
PLP l AFC
REF-CF

PLP-e¢ / \ AFC-e

donde:

En se establece un marco general para el refinamiento de tipos y
operaciones (incluido en el capitulo 6).

En | REF—CF | se establece, como caso de estudio y para su aplicacion en
las teorias desarrolladas en este trabajo, un refinamiento del tipo y de las

operaciones con conjuntos finitos, mediante listas (incluido en el capitulo
6).

En se formaliza la programacion légica proposicional, usando como
tipo base el tipo de los conjuntos finitos de PVS (capitulos 3 y 4).

En se obtienen especificaciones evaluables de funciones y algorit-
mos de la programacién légica proposicional, a partir de las especificacio-
nes construidas en , usando para ello el refinamiento desarrollado en

(capitulo 7).
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= En se formalizan las nociones fundamentales y algunos algoritmos
del analisis formal de conceptos, usando para ello el tipo de los conjuntos
finitos de PVS (capitulo 5).

= En se obtienen especificaciones evaluables de los algoritmos espe-

cificados en (capitulo 8).

A continuacién describimos cada una de las partes que componen este trabajo,
senalando los aspectos méas importantes de cada una de ellas.

1.2.1. El sistema PVS

En el capitulo 2 se expone una descripcién de los aspectos mas relevantes
del sistema PVS. Con ello se pretende facilitar la comprension de los capitulos
posteriores. Hemos incluido una seccién dedicada a la légica del sistema, haciendo
hincapié en el sistema de tipos de PVS, otra dedicada al demostrador, asi como
un ejemplo que ilustra el manejo de éste.

1.2.2. Marco para refinamientos

En el capitulo 6 se establece un marco general que permite relacionar distintas
especificaciones de un mismo algoritmo. Estd inspirado en la nocién de refinamien-
to introducida por Jones en [43] y usada por Dold en [24, 23]. Esto hard posible
razonar de manera natural sobre especificaciones semanticamente simples (usan-
do tipos de datos abstractos) y relacionarlas con otras especificaciones evaluables
(que usan tipos de datos concretos) de los mismos conceptos.

En primer lugar, se define el concepto de refinamiento de tipos y se establece
que un determinado tipo puede ser refinado en pasos sucesivos. En segundo lu-
gar, considerando que una especificacion de un algoritmo viene dada como una
operacion op : 17 — Ty, donde T y T5 son los tipos que representan las posibles
entradas y salidas del algoritmo, respectivamente, establecemos formalmente la
condicién que deben cumplir dos especificaciones para entender que representan el
mismo algoritmo (diremos que una especificacién refina a otra). Concretamente,
otra especificaciéon del algoritmo vendria dada por otra funcién op,.; : R — Ro.
Si para cada 1, el tipo R; refina al tipo T;, diremos que la funcién op,.; refina a
la funcion op si el siguiente diagrama es commutativo:

T 2 T

flT # fQT

R T R,
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A partir de esta definicidn, se estudian las propiedades de las especificaciones
que se transmiten a las correspondientes refinadas, y se prueba que para obtener
un refinamiento de una especificacion es suficiente construir refinamientos de ca-
da una de las funciones usadas en ella y combinarlas adecuadamente. Entre las
propiedades, destaquemos que hemos probado que de la correccion de una espe-
cificacién se deduce la correccién de cualquier otra especificacién que la refine.

Por 1ltimo, se establece un refinamiento del tipo de los conjuntos finitos sobre
un tipo 7', por el tipo de dato de las listas sobre un tipo R, a partir de un
refinamiento de 7" por R. Ademas, se presentan operaciones entre listas que refinan
a las operaciones entre conjuntos finitos.

1.2.3. Programacion légica proposicional

En el capitulo 3 se presenta una formalizacién en PVS de la légica proposi-
cional, basada principalmente en [48, B, ?]. En primer lugar, se representan las
férmulas proposicionales sobre un universo como un tipo abstracto de datos en
PVS, y se formaliza la seméntica de la légica proposicional, a través de la nocién
de interpretacion.

A continuacién, se describe una representacion de las clausulas de Horn, en
la que el cuerpo de una clausula es un conjunto finito de atomos. Los programas
l6gicos se representan también como conjuntos finitos de clausulas. Por ultimo, se
formaliza la semantica de clausulas a través de la semantica proposicional, se in-
troducen los modelos de Herbrand y se prueba que son suficientes para determinar
la satisfacibilidad de conjuntos de cladusulas.

En el capitulo 4 se han formalizado las distintas interpretaciones semanticas
de los programas légicos proposicionales, y se ha probado su equivalencia:

= En primer lugar, especificamos el concepto de menor modelo de Herbrand
de un programa P, y probamos que dicho conjunto coincide con el conjunto
de consecuencias légicas de P.

= A continuacién, formalizamos la semdntica del punto fijo de los programas
definidos. Para ello, utilizamos el trabajo realizado por Bartels, Dold, Pfei-
fer, Henke y Ruess en [8]. En él se formaliza en PVS la teoria de dominios,
se prueba el teorema del punto fijo de Tarski para operadores monétonos,
y se presentan dos construcciones del menor punto fijo de un operador, una
para operadores mondtonos y otra para operadores continuos. En el presen-
te trabajo, formalizamos la nocién de operador de consecuencia asociado a
un programa, Tp; aplicamos [8] para construir el menor punto fijo de un
programa, y probamos que coincide con el menor modelo de Herbrand de
dicho programa.

= Por iltimo, formalizamos el proceso de resoluciéon SLD. Comenzamos espe-
cificando cuédndo un objetivo G tiene una refutacién a partir de un programa
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P. Esto nos permite definir el conjunto de éxitos de P y probar que coincide
con el menor modelo de Herbrand de P. Es decir, probar la adecuacion y
completitud del proceso.

Hay que hacer notar dos detalles de la formalizacién realizada:

1. Laespecificacion de la funcién que obtiene la resolvente de una clausula
definida C' y un objetivo GG consiste en obtener el objetivo que resulta
de elimina la cabeza de C' del cuerpo de G y anadirle el cuerpo de C.
Es decir, si C es la cldusula AV =By V ---V =By, (representada por
A<+ {By,...,By}) vy G es el objetivo = A; V - - -V = A, (representado
por < {Ay,...,A,}), entonces:

resolvente(G, C) = ({A1, ..., An} — {A}D) U{By,..., By}

Nétese que, al usar conjuntos para representar los cuerpos de las
clausulas, los atomos que los forman no estdn ordenados ni se con-
templa que haya elementos repetidos.

2. La especificacion del proceso de refutacion es abstracta, en el sentido
de que no se maneja, como hace LLoyd [48], el objeto derivacidn ni, a
partir de él, el objeto refutacion.

Definimos recursivamente cuando un objetivo GG tiene una refutacion
de longitud n a partir de un programa P y, como consecuencia, de-
finimos que P U {G} tiene una refutacién si, para algin n tiene una
refutacion de longitud n. Demostramos, tanto la adecuacién como la
completitud del proceso.

Por ultimo, formalizamos el concepto de regla de computacion y especifica-
mos cuando un objetivo GG tiene una refutaciéon a partir de P, via una regla de
computacién. Finalizamos el capitulo probando la independencia de la regla de
computacién y, como consecuencia, la completitud fuerte de la resolucién SLD:
P U{G} es insatisfacible si y s6lo si P U {G} tiene una refutacién, via cualquier
regla de computacién.

Es de destacar que la formalizacion realizada ha permitido que las pruebas de
estos resultados no se alejen de las originales. Es decir, las pruebas realizadas en
PVS se corresponden esencialmente con las pruebas que se harian de forma inde-
pendiente del sistema. En este sentido, podemos confirmar que se han cumplido
nuestras espectativas de que la formalizacion, tanto de los conceptos como de las
pruebas, no fueran sustancialmente diferentes (ni en tamano ni en dificultad) de
las originales.

Ahora bien, en el caso de la prueba de la independencia de la regla de compu-
tacién, ésta no puede hacerse en la forma habitual puesto que, esta propiedad se
suele probar basandose en el intercambio de pasos de refutacion, que sélo pode-
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mos hacer si estamos tratando los cuerpos de las clausulas desde una perspectiva
computacional, como listas o sucesiones de atomos .

En el trabajo que presentamos, hemos probado la independencia de la regla de
computacién en el proceso de resolucién SLD abstracto (considerando los cuerpos
de las cldusulas como conjuntos de dtomos), sin hacer uso del intercambio de
pasos de refutacién. Para ello, hemos definido una funcién de medida hp sobre
los objetivos, de forma que si P U {G} tiene una refutacién y A es un dtomo
del cuerpo de G, exista una clausula C en P tal que su cabeza coincida con Ay
hp(resolvente(G, C)) < hp(G).

La definicién de la funcién hp la hemos hecho basandonos en la nocién de
arbol de implicacién de un dtomo A respecto de un programa P (introducida
por Stirk en [89]), de forma que hp(A) mida el nimero de nodos del arbol de
implicacién de A con menor nimero de nodos. Y, para un objetivo, hp(G) sea
la suma de las medidas de los &tomos del cuerpo de G. Para definir la funcién
hp tenemos en cuenta que, si un atomo A es consecuencia logica de P, A es un
elemento del menor punto fijo de P y, por tanto, se ha introducido en algin paso
de la cadena de aplicaciones del operador de consecuencia:

TY(O) C TH(O) C ... TE(©) C TEH(@) C ...

Entonces, los atomos que aparecen en el arbol de implicacion de A con menor
nimero de nodos han sido introducidos en los pasos previos de la cadena. Esto
nos permite dar una definicién recursiva de la funcién hp, susceptible de ser
especificada en el lenguaje de PVS.

En el capitulo 7 presentamos especificaciones evaluables de especificaciones
definidas en los capitulos 3 y 4, para lo cual usamos el refinamiento de conjuntos
finitos desarrollado en el capitulo 6. En primer lugar, representamos los elemen-
tos de la programacion légica proposicional, mediante especificaciones que usan
listas como tipo base. A continuacién, declaramos transformaciones genéricas que
relacionan ambas representaciones, describiendo mediante axiomas las propieda-
des que deben verificar dichas funciones. Posteriormente, estas funciones serdn
interpretadas mediante transformaciones concretas que verificardn los axiomas
exigidos.

Concretamente, construimos especificaciones evaluables para el calculo de la
base de Herbrand, del menor modelo de Herbrand, del operador de consecuencia
y del menor punto fijo de un programa definido. Probamos también que éstas
refinan a las especificaciones de estos mismos conceptos, sobre las que hemos
realizado todo el razonamiento. Con ello tenemos, ademads, las pruebas de las
propiedades que verifican las especificaciones evaluables de manera inmediata.

4En el desarrollo presentado por Nerode en [57], se considera que los cuerpos de las cliusulas
son conjuntos finitos de 4tomos, pero a la hora de probar la completitud del proceso subyacente
a Prolog, se decanta por considerarlos como sucesiones y no como conjuntos.
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Terminamos el capitulo presentando distintos algoritmos de refutacién, segun el
proceso de busqueda y la regla de computaciéon que se utilice.

1.2.4. Analisis formal de conceptos

En el capitulo 5 presentamos una formalizacién en PVS de la teoria del andlisis
formal de conceptos, siguiendo la presentacién de Ganter y Wille en [33]. Un
contexto formal consta de un conjunto de objetos O, un conjunto de atributos A,
y una relacién entre ambos, que especifica los atributos que posee cada objeto. La
nocién de concepto relativo a un contexto formal sintetiza la idea de un conjunto
de objetos, caracterizados por el conjunto de atributos que poseen.

En primer lugar, se representa la nocion de contexto formal, se definen los
operadores de derivacién asociados a un contexto y se prueba que constituyen
una conexiéon de Galois entre los conjuntos de objetos y atributos del contexto.

Usando dichos operadores se especifica la nocién de concepto en un contexto
formal, y se prueba que el conjunto de conceptos de un contexto, con la relacién
de subconcepto, tiene estructura de reticulo completo. Para ello, probamos que
dicha relacién es un orden parcial y que todo conjunto de conceptos posee supremo
e infimo. La prueba se hace especificando, mediante operaciones conjuntistas,
funciones que obtienen el supremo y el infimo, respectivamente, de un conjunto
de conceptos.

A continuacion, se describe la especificacion de un algoritmo para generar el
conjunto de los conceptos de un contexto y se prueba que es correcto.

Con frecuencia, el nimero de objetos de un contexto es mucho mayor que el
nimero de atributos. En estos casos, es itil disponer de reglas (o implicaciones
entre atributos) que relacionan conjuntos de atributos, en el sentido siguiente: “si
un objeto posee los atributos a4, ..., a,, también posee los atributos b1, ..., b,,” .
Formalizamos la nocién de implicacion entre atributos y la semantica asociada,
probando un resultado que relaciona las implicaciones validas en un contexto con
los conceptos de dicho contexto.

Ahora bien, el conjunto de todas las implicaciones entre atributos validas en
un contexto puede ser excesivamente grande y contener muchas implicaciones tri-
viales. En estos casos, interesa disponer de conjuntos pequenos de implicaciones
que sean suficientes para deducir las demas. Para ello, se establece la nocién de
base de implicaciones como un conjunto de implicaciones adecuado (cada impli-
cacién es vélida), completo (todas las implicaciones validas son consecuencia de
la base) y no redundante (ninguna de sus implicaciones es consecuencia de las res-
tantes). Terminamos el capitulo con la especificacién y la prueba de su correccién
de un algoritmo que, dado un contexto, construye una base de implicaciones.

Comentemos que, al igual que en la formalizacién de la programacion légica
proposicional, el hecho de haber elegido los conjuntos finitos como tipo base pa-
ra las especificaciones, ha permitido que las demostraciones realizadas en PVS
hayan sido andlogas a las originales. Sin embargo, estas especificaciones no son
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evaluables. Ahora bien, en el capitulo 8 construimos las correspondientes espe-
cificaciones evaluables de las funciones y algoritmos definidos en el capitulo 5,
usando para ello el marco para refinamientos descrito en el capitulo 6.

Concretamente, realizamos representaciones de los tipos sobre los que se sus-
tenta la formalizacién de la teoria, usando listas, y construimos especificaciones
evaluables de los operadores de derivacion, de las nociones de concepto y sub-
concepto, y de las funciones que calculan el supremo y el infimo de una lista de
conceptos, y probamos que refinan a las especificaciones previas.

Terminamos el capitulo construyendo un refinamiento evaluable del algoritmo
que calcula los conceptos de un contexto formal finito, y otro del algoritmo que
genera una base de implicaciones. La construccién de estas especificaciones se
hace sustituyendo cada una de las funciones usadas por la correspondiente funcién
refinada. Resaltar, por ultimo, que la correccién de las especificaciones evaluables
es inmediata a partir de la correccion de las especificaciones conjuntistas de dichos
algoritmos.

1.2.5. Conclusiones y trabajo futuro

En el capitulo 9 presentamos un resumen de los objetivos conseguidos en el
desarrollo de esta memoria, asi como de nuestra experiencia en el trabajo con el
sistema PVS. Concluimos mostrando posibles vias en las que se puede continuar
el trabajo realizado.

1.2.6. Apéndices

Terminamos esta memoria con la inclusién del cédigo integro desarrollado en
PVS, presentado en cinco apéndices, estructurados en la forma siguiente:

= Los apéndices A y B contienen la extensién de la teoria de conjuntos y la
teoria de listas en PVS, que ha sido necesaria para el desarrollo del trabajo
realizado.

= El apéndice C contiene el cédigo correspondiente a la biblioteca de teorias
en las que se ha desarrollado el marco para refinamientos en PVS: m y

[REFCF |

= El apéndice D muestra el cédigo correspondiente a la biblioteca de teorias
que contienen el desarrollo de la formalizacién de la programacién légica
proposicional en PVS: |[PLP |y |PLPe|.

= El apéndice E contiene el codigo correspondiente a la biblioteca de teorias
con el desarrollo de la formalizacion del andlisis formal de conceptos en
PVS: |[AFC|y |AFC-e|




Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo exponemos una visién general del sistema PVS, poniendo
énfasis en las caracteristicas del mismo usadas en este trabajo. El objetivo es
proporcionar informacién suficiente acerca del sistema para la comprension del
resto de esta memoria.

2.1. PVS

El sistema PV (prototipo de sistema de verificacion) es un entorno interac-
tivo para el desarrollo y el andlisis formal de especificaciones. PVS proporciona
la mecanizaciéon necesaria para aplicar métodos formales a diversos campos, de
manera rigurosa y productiva. Ha sido construido en el Laboratorio de Ciencias
de la Computacién del SRI sobre la experiencia adquirida con otros sistemas. Es
el ultimo dentro de una linea de sistemas de verificacién, como JVS [26], HDM
2, 73], STP [83] y EHDM [B5, [76]. El hecho més significativo de PVS es la
integracién de un lenguaje de especificacién expresivo y un potente demostrador
de teoremas. PVS se ha implementado en Common Lisp y usa GNU Emacs como
interfaz.

PVS ha sido disenado para servir como soporte a los métodos formales en
ciencias de la computacién. En particular, para la deteccion de errores en espe-
cificaciones, asi como para la correccién de éstas. PVS ha sido usado en gran
numero de importantes verificaciones. Entre ellas, cabe destacar las siguientes:

» La correccién de un controlador de un cruce de railes, en tiempo real [78].
= Una inmersién del cdlculo de extensiones [84].
» La correccién de transformaciones usadas en sintesis digital [69)].

» La coreccién de protocolos entre sistemas distribuidos [I7].

'En este trabajo usamos la versién 3.1 del sistema.

15
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= La verificacion de un microprocesador comercial en el campo de la ae-
rondutica, cuya implementacién tiene 500.000 transistores [88].

Un resumen de las aplicaciones de PVS llevadas a cabo dentro del SRI estan
detalladas en [60]. Otras aplicaciones independientes del SRI pueden encontrarse
en [40, 42]

En este capitulo vamos a exponer una descripcién general de PVS, a fin de
proporcionar el bagaje necesario para facilitar la comprension del cédigo y de
las herramientas de PVS usados en esta memoria. Una informacién mas amplia y
detallada puede encontrarse en el manual del sistema [64], en el libro de referencia
del lenguaje [63] y en la guia del demostrador [81]. Estos manuales, junto con
varios tutoriales y otro material de referencia, estan disponibles en la pdgina [59].

2.1.1. La légica de PVS

Un lenguaje de especificacion es una logica, dentro de la cual se puede forma-
lizar el comportamiento de sistemas computacionales. La légica de PVS es una
l6gica de orden superior con tipos E, que contiene tipos funcionales, tipos produc-
to, tipos registro y definiciones de tipos recursivos. Ademas, el sistema de tipos
se ha extendido mediante las nociones de subtipo (andlogo a subconjunto) y de
tipos dependientes.

Aunque este sistema de tipos tiene algunas ventajas, pues impone una discipli-
na en la especificacién, permite la deteccion precoz y rapida de errores sintacticos,
y es util en el razonamiento mecanizado, el uso de tipos en especificaciones logicas
no es ampliamente aceptado. En [A7], L. Lamport y L. Paulson hacen un andlisis
de las ventajas e inconvenientes de los lenguajes de especificacion tipados.

En las secciones siguientes nos centraremos en mostrar los aspectos funda-
mentales del lenguaje, asi como el uso del demostrador de PVS.

La seméntica de una légica de orden superior se construye asignandole a los
tipos bien formados de la légica, conjuntos; y a los términos de la légica, elementos
del conjunto que representa a su tipo. En PVS, los tipos tienen asociada una
semantica acorde con la teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel, con el axioma
de eleccion. Puesto que no detallamos aqui la semdantica de PVS, para un estudio
detallado de la misma, es recomendable la lectura de [61].

La teoria de pruebas de PVS estda basada en el calculo de secuentes. Un se-
cuente es de la forma 3 Fr A, donde T es el contexto (conjunto de definiciones
y teoremas), 3 es un conjunto de férmulas (antecedentes) y A es un conjunto de
férmulas (consecuentes). El significado de un secuente es que la conjuncién de
férmulas de ¥ implica la disyuncion de formulas de A. Un exposicién detallada
de las reglas de inferencia de la légica de PVS y de las reglas que determinan

2Laidea intuitiva de una teoria tipada [27] es que existen varias clases de variables, que toman
valores en dominios diferentes. Se puede ver como una generalizacién del concepto habitual de
teoria, que dispone de un tnico dominio.
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cuando una expresion en PVS esta correctamente tipada, asi como las pruebas
de adecuacién de las mismas puede verse en [61].

En cuanto a los lenguajes basados en la teoria de conjuntos o en logicas de
orden superior, hay un amplio espectro de ellos. El lenguaje VDM [43] estd basado
en una logica de primer orden con funciones parciales, extendida con axiomas de
tipos de datos. El lenguaje Z [86] estd basado en una teoria de conjuntos tipada.
El lenguaje de especificacién OBJ [32] proporciona marcos para especificar tipos
de datos y operaciones sobre tipos de datos, pero la légica de OBJ es bastante
mas restrictiva que la de PVS.

El lenguaje més préximo a PVS es EHDM, que estd basado en una légica
similar de orden superior con subtipos y generacién de obligaciones de prueba,
aunque carece de tipos dependientes y su declaracién de subtipo es mas restrictiva.

Otros sistemas como HOL [36] y TPS [49] también estdn basados en ldgicas
de orden superior, aunque sin las nociones de subtipos, tipos dependientes o
teorias parametrizadas. Por dltimo, sistemas como Coq [25] y Nuprl [20] estdn
basados en légicas de orden superior intuicionistas. Coq permite cuantificacién
sobre subtipos, mientra que Nuprl admite cuantificacién sobre una jerarquia de
tipos.

2.1.2. El lenguaje de PVS

El sistema PVS contiene: un lenguaje de especificacién E, un analizador sintacti
co, un verificador de tipos, un demostrador, bibliotecas de especificaciones y he-
rramientas de localizacién. Como hemos comentado, el lenguaje de PVS estd cons-
truido sobre una légica de orden superior extendida con tipos. La diferencia entre
un lenguaje de especificacion y un lenguaje de programacién reside, fundamental-
mente, en la diferencia entre una especificacién (que expresa qué es computado)
y un programa (que expresa cdmo se computa). Atdn asi, el lenguaje de especifi-
cacion de PVS comparte muchos aspectos con un lenguaje de programacién. Por
ejemplo:

= Los tipos basicos habituales: booleanos, enteros y racionales.

= Los tipos de datos usuales: vectores, registros, listas, sucesiones y tipos
abstraactos de datos.

= La capacidad de definir funciones de propdsito general.
» Las definiciones por recursién.

= La modularizacién de especificaciones grandes.

3Hay que hacer notar que usaremos el término especificacién, tanto en un sentido estricto
para hacer referencia a la expresiéon de una funcién, como en sentido amplio para referirnos
al conjunto de definiciones que forman la construccién de un algoritmo o el desarrollo de una
teorfa.
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2.1.2.1. Teorias

Las especificaciones en PVS se organizan como teorias y tipos de datos. Las
teorias estan enlazadas entre si mediante una lista de importaciones y expor-
taciones. El preludio de PVS esta constituido por un conjunto de teorias fun-
damentales, que estan incluidas en cualquier otra sin necesidad de importarlas
explicitamente.

El conjunto de ficheros y teorias que forman una especificaciéon, junto con
otros ficheros de informacion, constituye lo que se denomina un contexto de PVS.
Dicho contexto conserva la informacién del estado de una especificacion y su
verificacién, de una sesion de PVS a la siguiente. Las declaraciones de bibliotecas
se usan para introducir un nuevo contexto en una especificacién. Por ejemplo,
con la expresion
TD: LIBRARY = ~/Tesis/auxiliares/dominios
se introduce el contexto formado por las teorias que se encuentran en ese direc-
torio, y que se pueden importar mediante expresiones de la forma:

IMPORTING TD@continuos

El directorio 1ib contiene algunas bibliotecas distribuidas con PVS. Para
usarlas, no es necesario declararlas previamente; basta con usar como nombre
de la biblioteca el del directorio correspondiente. Por ejemplo, para importar la
teoria que contiene los esquemas de induccién sobre conjuntos finitos, es suficiente
la expresién siguiente:

IMPORTING finite_sets@finite_sets_inductions
En este trabajo hemos hecho un amplio uso de la biblioteca de conjuntos finitos.

Comentamos ahora cdmo se construye una teoria y en una seccién posterior
explicamos la forma de construir un tipo abstracto de dato. Una teoria consta de:

un identificador, que introduce un nombre para la teoria.

= una lista de parametros, formada por tipos, subtipos, constantes y expre-
siones de importacién

= cldusulas de importacion y exportacion: las de exportacién pueden ser omi-
tidas, mientras que las de importacién son necesarias si se quiere hacer uso
del contenido de una teoria.

» hipétesis, en donde se describen propiedades que se suponen en la teoria.

= cuerpo de la teoria, formado por las declaraciones de la teoria, pudiendo
contener también cldusulas de importacion.

Las teorias se incluyen en ficheros de texto. En cada uno de ellos pueden
aparecer una o mas teorias. El formato general de una teoria es el siguiente:



2.1. PVS 19

ejemplo{pardmetros} :THEORY
BEGIN
{Parte de suposiciones: hipétesis}
{Cuerpo: Sucesién de especificaciones}
END ejemplo

Estos ficheros, generados por el usuario, tienen extensién .pvs. A medida que
se van desarrollando pruebas, éstas quedan almacenadas de manera automatica
en ficheros con el mismo nombre y extensién .prf.

El primer paso tras incluir una serie de especificaciones en una teoria serd com-
probar que no hay errores sintacticos en la misma. Para ello, el analizador sintacti-
co de PVS analiza la especificaciones realizadas y construye representaciones in-
ternas de las mismas, que serdn usadas por otras componentes del sistema. Si
detecta algun error, sittia el cursor en el lugar en el que se ha producido dicho
error y emite el correspondiente mensaje. A continuacién se revisard la teoria en
busca de posibles errores semanticos. Es decir, el comprobador de tipos analiza la
teoria para garantizar su consistencia semdantica, y anade informacién seméntica
a la representacion interna construida por el analizador sintactico. Puesto que el
sistema de tipos de PVS no es decidible, esto podra dar lugar, como explicaremos
a continuacion, a la generacién de condiciones de correcciéon que, en su mayoria,
seran demostradas por el sistema de manera automadtica. Mientras alguna de ellas
no haya sido demostrada, cualquier prueba que utilice, directa o indirectamente,
elementos de la teoria que la ha generado, se considera incompleta.

Entre las expresiones que se pueden usar para describir las declaraciones del
cuerpo de una teoria, el lenguaje de PVS ofrece una amplia variedad, que incluye:

= expresiones booleanas, usando TRUE, FALSE, NOT, AND, OR, IMPLIES, WHEN,
IFF.

= expresiones condicionales, usando IF-THEN-ELSE y COND.

= expresiones numéricas

= expresiones funcionales

= expresiones de asignacion, incluyendo expresiones con cuantificadores y ex-
presiones lambda (en particular, las expresiones que denotan conjuntos,
pues estos se representan mediante predicados).

= expresiones LET y WHERE, en su forma habitual.

= expresiones CASES para usarlas sobre tipos abstractos de datos.



20 Capitulo 2. Preliminares

2.1.2.2. Tipos

El sistema de tipos de PVS estd basado en una equivalencia estructural, lo
que significa que la nocién de tipo estd intimamente relacionada con la idea de
conjunto. En este sentido, dos tipos son iguales si tienen los mismos elementos.

Las declaraciones de tipos se usan para introducir nuevos nombres de tipos
en un contexto. Pueden ser de las formas siguientes:

= Tipos no interpretados: T: TYPE.

= Tipos no vacios: T: NONEMPTY TYPE o S: TYPE+

Subtipos no interpretados: S: TYPE FROM T.

Tipos interpretados: T: TYPE = int (conjunto de los niimeros enteros).

= Tipos enumerados: T: TYPE = {a, b, c}

Dentro de una teoria, los tipos pueden ser definidos a partir de los tipos basicos
o de otros ya construidos, mediante los siguientes constructores de tipos:

= Tipos funcionales: [T;,...,T, — T] representa el tipo de las funciones de
T x---xT, —>T.

= Tipos producto: [Ty, ...,T,]. Los elementos de este tipo son n—tuplas cuyas
componentes son elementos del tipos correspondiente. Asociadas con cada
tipo producto, se dispone de las funciones de proyeccién PROJ_i, donde
PROJ_i: [Ty,...,T,] — T, proporciona el valor de la componente i—sima
de la tupla.

= Tipos registro: [# a;:Ti,...,a,:T,] #J]. Es un tipo similar al tipo pro-
ducto, pero en éstos no importa el orden y las funciones de acceso son las
funciones a;.

Cabe destacar como hecho significativo de PVS la capacidad para definir un
subtipo a partir de un predicado. Dicho subtipo estara formado por los elementos
de un tipo que verifiquen el predicado dado. Por ejemplo:
nonneg_int: NONEMPTY_TYPE = {i: int | i > 0} CONTAINING O

Hay que hacer notar que los tipos que acabamos de comentar pueden ser tipos
dependientes, en el sentido de que alguna de sus componentes puede depender
del tipo de componentes previas. Por ejemplo:
pila: [# tamafio: nat, elementos: [{n:nat | n<tamafio } — T #]

Comentemos, por iltimo, que dado un predicado P, mediante (P) se representa
el tipo formado por los elementos que verifican P.

La légica de orden superior proporciona gran riqueza expresiva, pero ha de ser
estricta en relacién al sistema de tipos para evitar inconsistencias. Las especifi-
caciones en PVS son fuertemente tipadas, es decir, toda expresion tiene asociado
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un tipo (no necesariamente tinico). La verificacién de tipos, que consiste en com-
probar que cada elemento de una expresion posee el tipo esperado, es pues, un
factor importante, ademés de una forma de comprobar que una especificacion
tiene sentido.

La comprobacién de tipos puede generar expresiones denominadas condiciones
de correccion de tipos (TCCs), que han de ser probadas para la admisién de una
especificacion.

2.1.2.3. Funciones

En la légica de orden superior, un elemento es una funcién, una tupla, un
registro o pertenece a un tipo basico. En general, una funcién en el lenguaje de
PVS puede representar tanto una funcién total como una funcién parcial, usando
para ello la nocién de predicado de subtipo. Es decir, PVS admite funciones
parciales dentro del marco de una légica de funciones totales, enriquecida con un
sistema de tipos que incluye predicados de subtipo. Este uso esta en consonancia
con la forma de definir funciones en matematicas, explicitando el dominio sobre
el que estan definidas.

En el lenguaje de PVS podemos declarar constantes, especificando su tipo
y, a veces, un valor concreto. Estas constantes pueden ser interpretadas o no
interpretadas. Por ejemplo:

n: int

p: int =7

f: [int -> int] = (lambda (x:int): 2*x)

Las funciones recursivas se tratan como declaraciones de constantes, con la
salvedad de que hay que proporcionarle una funcién de medida para garantizar su
terminacién, puesto que la funcién ha de ser total (definida en todo su dominio).
Por ejemplo, la definicién de la funcién que calcula el factorial

factorial(n:nat): RECURSIVE nat =
IF n = 0 THEN 1 ELSE n * factorial(n - 1) ENDIF
MEASURE n

donde la funcién de medida representada por n es (lambda(n:nat) :n) i genera
las obligaciones siguientes:

factorial_TCC1: OBLIGATION
FORALL (nl: nat): NOT nl = 0 IMPLIES n1 - 1 >= 0

factorial_TCC2: OBLIGATION FORALL (n:nat): NOT n = O IMPLIES n-1 < n

4En el preludio de PVS se ha especificado cudndo una relacién de orden estd bien funda-
mentada y se ha establecido un axioma que asegura la buena fundamentacién de la relacién <
en los nimeros naturales.
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La primera exige que el argumento de factorial en la llamada recursiva, bajo
las condiciones en las que ésta se produce, sea del tipo nat, y la segunda para
establecer que la medida de los argumentos de las llamadas recursivas de la fun-
cién es decreciente. Ambas condiciones son demostradas automaticamente por el
sistema.

Por tdltimo, comentemos que las definiciones mediante recursién cruzada no
estan permitidas en el lenguaje de PVS.

2.1.2.4. Juicios

Como hemos comentado, una de las caracteristicas mas utiles de PVS es la ca-
pacidad de definir predicados de subtipo, lo cual puede dar lugar a gran cantidad
de TCCs redundantes. EI niimero de TCCs puede ser controlado mediante el uso
de juicios. Los juicios constituyen una forma de evitar la repetida generacién
de la misma TCC, poniendo a disposicion del demostrador propiedades acerca de
los operadores, cuando actian sobre subtipos. Hay dos tipos de juicios:

= Juicios de constante: se usan para establecer que una constante tiene un
tipo mas especifico que su tipo declarado:
f(x:int) :int = x*x
image_f_nat: JUDGEMENT f(x:int) HAS_TYPE nat

Se genera la siguieente TCC:
image_f_nat: OBLIGATION FORALL (x: int): f(x) >= 0;

Con ello, en un contexto en el que se tenga este juicio no se generaran TCCs
para asegurar que f(x) es un nimero natural.

» Juicios de subtipo: se usan para establecer que un tipo estda contenido en
otro:
nonzero_real: NONEMPTY_TYPE = {r:reall r/=0} CONTAINING 1
nonzero_rational: NONEMPTY_TYPE = {r:rational| r/=0} CONTAINING 1
nzrat_is_nzreal: JUDGEMENT nonzero_rational SUBTYPE_OF nonzero_real

Ante un juicio se genera la correspondiente TCC para establecer su validez y
esta informacion es utilizada para evitar la generaciéon del mismo en usos poste-
riores del tipo o la constante sobre la que se ha establecido el juicio.

2.1.2.5. Conversiones

Hay que hacer notar que, en el proceso realizado por el verificador de tipos,
influyen también las funciones declaradas como conversiones. Las conversiones se
declaran para evitar conflicto de tipos. Veamos el siguiente ejemplo: consideremos
la funcién que transforma una lista de elementos de T en un conjunto, que se
declara como conversion.
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list2set (1) : RECURSIVE set[T] =
CASES 1 OF
null: emptyset[T],
cons(x, y): add(x, list2set(y))
ENDCASES
MEASURE length

CONVERSION list2set

De esta forma, al ser declarada como conversién, si se le aplica a listas una
funcién cuyo dominio estd formado por conjuntos, no se produce un conflicto de
tipos, sino que la funcién se le aplica a la imagen de las listas por la funcién
list2set. Por ejemplo, si definimos

g(11,12: 1ist[T]): set[T] = union(11,12)

Internamente, la definicién de la funcién g que ha almacenado el sistema es

g(11, 12: 1ist[T]): set[T] = union(list2set[T](11), list2set[T](12))

Algunas de las funciones definidas en el preludio de PVS se han declarado
como conversiones. Comentemos dos de las que mas se hacen notar: restrict y
extend. La funcion restrict permite que una funcion definida sobre un tipo se
aplique a los elementos de un subtipo:

restrict [T: TYPE, S: TYPE FROM T, R: TYPE]: THEQORY

BEGIN
f: VAR [T -> R]
s: VAR S

restrict(f)(s): R = f£(s)
CONVERSION restrict

END restrict
La funciéon extend se puede considerar inversa de la funciéon restrict, pues

permite extender la definicién de una funciéon a un supertipo, asignandole un
valor predeterminado a los elementos del supertipo que no lo son del subtipo:

extend [T: TYPE, S: TYPE FROM T, R: TYPE, d: R]: THEORY

BEGIN
f: VAR [S -> R]
t: VAR T

extend(f)(t): R = IF S_pred(t) THEN f(t) ELSE d ENDIF
restrict_extend: LEMMA restrict[T,S,R](extend(f)) = f
END extend



24 Capitulo 2. Preliminares

Comentemos, también, que mediante la accién de restringir primero una fun-
ci6on a un subtipo, y extenderla después al tipo del que procede, no se obtiene
la misma funcién. En el preludio se proporciona una conversién para extensio-
nes de funciones booleans, tomando false como valor predeterminado. Asi, por
ejemplo, un conjunto de niimeros naturales “es” un conjunto de niimeros enteros.

extend_bool [T: TYPE, S: TYPE FROM T]: THEORY
BEGIN

CONVERSION extend[T, S, bool, false]

END extend_bool

Otro aspecto a tener en cuenta es el tratamiento de la igualdad entre con-
juntos. Un conjunto esta determinado por los elementos de un tipo que verifican
un predicado, no pudiendo contener elementos de distintos tipos. Ahora bien, en
ocasiones expresamos la igualdad de dos conjuntos que no estan declarados sobre
el mismo tipo. Por ejemplo, consideremos los conjuntos siguientes:

A: set[nat] = {n: nat | even?(n)}
B: set[int] = {n: int | even?(n) AND n >= 0}

El conjunto A estd especificado como el conjunto formado por nimeros naturales
pares, y B como el conjunto formado por los niimeros enteros positivos y pares.
Evidentemente, ambas especificaciones representan el mismo conjunto y, por tan-
to, Ay B han de ser iguales. Ahora bien, como ambos objetos estan determinados
por el tipo de sus elementos, dentro de la logica de PVS, las igualdades A = By
B = A no tienen el mismo significado. De hecho, si expresamos dichas igualdades
como lemas:

11: LEMMA A
12: LEMMA B

B
A

internamente se almacena:

11: LEMMA A
12: LEMMA B

restrict[int, nat, boolean] (B)
extend[int, nat, bool, FALSE] (A)

2.1.2.6. Fdérmulas

Las declaraciones de formulas en PVS se usan para introducir:

» axiomas, mediante las claves AXIOM o POSTULATE.

= hipétesis, mediante la clave ASSUMPTION (en el apartado de hipétesis de una
teoria).

= obligaciones, mediante la clave OBLIGATION (sélo por el sistema).

» teoremas, mediante las claves CLAIM,..., LEMMA,..., THEOREM.

Las declaraciones de férmulas pueden contener variables libres, en cuyo caso
el demostrador considera su clausura universal.
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2.1.3. Tipos abstractos de datos

Con respecto a los tipos abstractos de datos (TAD), PVS proporciona un
potente mecanismo para definirlos. Dicho mecanismo es mas sofisticado que el
usado por Boyer-Moore en [I3]. Para especificar un TAD hay que proporcionar
un conjunto de constructores, funciones de accesoy reconocedores. Veamos, como
ejemplo, la representacion mediante un TAD de las férmulas proposicionales, que
hemos usado en este trabajo. Consideraremos que una formula proposicional sobre
un universo T se define, inductivamente, como sigue:

» | es una féormula proposicional.
= Un simbolo proposicional es una férmula proposicional.
= Si F' es una férmula proposicional, —F' también lo es.

= Si F} y F, son féormulas proposicionales, F; A F5» también lo es.

Para especificar el TAD que las representa, se consideran como constructores
las funciones falso, a, ~ y &; como funciones de acceso simb, fla, flal, fla2;y
como reconocedores las funciones falsa?, atomo?, negacion? y conjuncion?. La
especificacion en PVS del conjunto de férmulas proposicionales es la siguiente:

formula_prop[T: TYPE+]: DATATYPE

BEGIN

falso : falsa?
a(simb: T) : atomo?
“(fla: formula_prop) : negacion?
&(flal, fla2: formula_prop) : conjuncion?

END formula_prop

Cuando se le aplica el verificador de tipos a un TAD se crean, de forma au-
tomatica, tres nuevas teorias que proporcionan los axiomas y los principios de
induccién necesarios para asegurar que el TAD es el algebra inicial definida por
los constructores. Estas teorias son formula prop_adt, formula prop_adt _map y
formula prop_adt_reduce, y estdn contenidas en el fichero formula prop_adt.pvs.

La primera de ellas, formula prop_adt, contiene :

= Axiomas de extensionalidad para cada constructor, por ejemplo:

formula_prop_and_extensionality: AXIOM
V (conjuncion?_var: (conjuncion?),
conjuncion?_var2: (conjuncion?)):
flal(conjuncion?_var) flal(conjuncion?_var2) AND
fla2(conjuncion?_var) = fla2(conjuncion?_var2)
= conjuncion?_var = conjuncion?_var2;

5En toda la memoria, las expresiones que se muestran del cédigo PVS se han modificado
ligeramente para aumentar su legibilidad
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= Axiomas de unicidad de la construccidn:

formula_prop_and_eta: AXIOM
YV (conjuncion?_var: (conjuncion?)):
(flai(conjuncion?_var) & fla2(conjuncion?_var))=conjuncion?_var

= Relaciones entre las funciones de acceso y los constructores, para cada par:

formula_prop_flal_and: AXIOM
V (andl_var: formula_prop, and2_var: formula_prop):
flal(andl_var & and2_var) = andl_var;

= Un esquema de induccion:

formula_prop_induction: AXIOM
V (p: [formula_prop -> boolean]):
(p(falso) &
(V (al_var: T): p(a(al_var))) &
(V (tildel_var: formula_prop):
p(tildel_var) = p(“tildel_var))
&
(Y (andl_var: formula_prop, and2_var: formula_prop):
p(andl_var) & p(and2_var) = p(andl_var & and2_var)))
=

(V (formula_prop_var: formula_prop): p(formula_prop_var));

= Funciones de distribucién de predicados sobre férmuladi:

every(p: PRED[T], al: formula_prop): boolean = L7
CASES al
OF falso: TRUE,
a(al_var): p(al_var),
“(tildel_var): every(p) (tildel_var),
&(and1_var, and2_var): every(p) (andl_var) AND

every(p) (and2_var)
ENDCASES;

6Se dispone también de estas funciones en forma parametrizada.
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some(p: PRED[T], al: formula_prop): boolean =
CASES a1l
OF falso: FALSE,
a(al_var): p(al_var),
“(tildel_var): some(p) (tildel_var),
&(andl_var, and2_var): some(p) (andl_var) OR

some (p) (and2_var)
ENDCASES;

= Una relacién de subtérmino, para comprobar si una férmula ocurre como
subtérmino de otra:

subterm(x, y: formula_prop): boolean =
x =y OR
CASES y
OF falso: FALSE,
a(al_var): FALSE,
~“(tildel_var): subterm(x, tildel_var),
&(andl_var, and2_var):
subterm(x, andl_var) OR subterm(x, and2_var)
ENDCASES ;

s Un relacién de orden:

<<: (well_founded?[formula_propl) =
LAMBDA (x, y: formula_prop):
CASES y
OF falso: FALSE,
a(al_var): FALSE,
“(tildel_var): x = tildel_var OR x << tildel_var,
&(andl_var, and2_var):
(x = andl_var OR x << andl_var) OR
x = and2_var OR x << and2_var
ENDCASES;

= Un axioma de buena fundamentacion, lo que permite usar la funcion ante-
rior como funcién de medida en las definiciones recursivas sobre el tipo de
dato formula_prop.

formula_prop_well_founded: AXIOM well_founded?[formula_prop] (<<)

= Funciones sobre naturales y ordinales, que posibilitaran la definicién de
medidas para definiciones recursivas sobre formulas proposicionales. Otras
funciones mas generales del mismo tipo se definen en la tercera teoria,
formula_prop_adt_reduce.
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reduce_nat(falsa?_fun: nat, atomo?_fun:
negacion?_fun: [nat -> nat],

conjuncion?_fun: [[nat, nat] -> nat]):
[formula_prop -> nat] =

[T -> nat],

LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop):
LET red: [formula_prop -> nat] =

reduce_nat (falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun,
conjuncion?_fun)
IN
CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun,
a(al_var): atomo?_fun(al_var),

“(tildel_var): negacion?_fun(red(tildel_var)),
&(and1_var, and2_var):

conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var))
ENDCASES;

reduce_ordinal (falsa?_fun: ordinal, atomo?_fun: [T -> ordinall,
negacion?_fun: [ordinal -> ordinall,

conjuncion?_fun:

[[ordinal, ordinal] -> ordinall)
[formula_prop -> ordinal] =

LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop):
LET red: [formula_prop -> ordinall =
reduce_ordinal(falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun

conjuncion?_fun)
IN

CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun,
a(al_var): atomo?_fun(al_var),

“(tildel_var): negacion?_fun(red(tildel_var)),
&(and1_var, and2_var):

conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var))
ENDCASES;

La segunda teoria, formula_prop_adt_map, toma dos tipos Ty T1 como parame-
tros, importa la teoria formula prop_adt y define las siguientes funciones:

[ 0]
formula_prop_adt_map[T: TYPE+, T1: TYPE+]: THEORYa
BEGIN

ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;
ENDASSUMING
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IMPORTING formula_prop_adt

map(f: [T -> T1], al: formula_prop[T]): formula_prop[T1l] =
CASES ail
OF falso: falso,
a(al_var): a(f(al_var)),
“(tildel_var): “map(f, tildel_var),
&(andl_var, and2_var): map(f, andl_var) & map(f, and2_var)
ENDCASES;

2.1.4. El demostrador de PVS

El verificador de pruebas de PVS puede considerarse como un demostrador de
teoremas interactivo. Es més automético que los editores de prueba de bajo nivel y
mas controlable que los demostradores completamente automaticos. PVS combina,
el control del usuario en el desarrollo de las pruebas con la automatizacion de los
pasos elementales. Proporciona mayor automatismo que los demostradores HOL
o Nuprl, y mayor control que los demostradores Otter, Nqthm o ACL2.

En la demostracién de un teorema el usuario elige los comandos a aplicar y
PVS los ejecuta mostrando los resultados obtenidos. Existen comandos elemen-
tales para tratar las reglas proposicionales, el razonamiento con cuantificadores,
la induccién, la reescritura, la simplificacién utilizando propiedades aritméticas,
procedimientos de decisiéon ante la igualdad, etc. Estos comandos pueden ser
combinados para formar estrategias.

El objetivo a probar por el demostrador de PVS es un secuente, es decir,
una serie de antecedentes y consecuentes, que se escribe en la forma estandard:
Ay,... A, - By, ...,B,. La semantica de un secuente coincide con la habitual, la
conjuncion de los antecedentes debe implicar la disyuncién de los consecuentes;
esto es, ha de ser cierta la formula (A4 A---AAy) = (B; V---VBy). Una prueba
comienza con un objetivo de la forma F B, donde B es el teorema a demostrar.

En el desarrollo de una prueba se genera un arbol de demostracién en el
que todas las hojas han de ser ciertas. Los nodos del arbol son secuentes. El
secuente correspondiente a la raiz del arbol es el objetivo inicial. Cuando se
completa la prueba de una rama del arbol, el demostrador busca la siguiente
rama sin terminar, presentando al usuario el ultimo objetivo alcanzado para su
demostraciéon. Este proceso continia hasta que el usuario lo interrumpa, con
lo que la prueba quedaria sin terminar, o hasta que no quede ninguna rama
pendiente, en cuyo caso la prueba se habra completado.

Ante un objetivo, el usuario debe utilizar alguno de los comandos del sistema
que, o bien demostrara el objetivo o bien dara lugar a nuevos subobjetivos. De
esta forma se va construyendo el arbol de demostracion.

Podemos clasificar los comandos implementados por el verificador de prue-
bas de PVS en tres grandes grupos, de los que comentamos los ejemplos més
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significativos:

= Comandos “creativos”: son los que se refieren a los pasos de prueba que
explicitariamos en una prueba a mano. Por ejemplo: induct (la prueba se
hace por induccién), inst (instanciacién de un cuantificador universal en
las hipétesis, o de un cuantificador existencial en las conclusiones), lemma
(uso de un resultado determinado) y case (distincién de casos en la prueba).

= Comandos “burocraticos”: son aquellos que, en una prueba a mano, se ha-
cen de forma implicita. Por ejemplo: flatten (simplificacién disyuntiva),
skosimp* (skolemizacién y simplificacién), expand (expandir una defini-
ci6én), replace (reemplazar un término por otro equivalente) e hide (ocul-
tar hip6tesis o conclusiones irrelevantes).

= Comandos “potentes”: son comandos que realizan acciones combinadas, me-
diante los cuales se pueden probar objetivos en un sélo paso. Por ejemplo:
simplify, prop, assert y grind.

Entre las estrategias disponibles en la version 3.1 de PVS, la que méas hemos
usado ha sido grind-with-lemmas, que es un potente commando que expande
definiciones, instancia los lemas indicados y aplica procedimientos de decision.

2.1.5. Un ejemplo de prueba

Veamos un pequeno ejemplo de uso del demostrador de PVS. Para ello, con-
sideremos el problema consistente en probar que con monedas de valores 3 y 5 se
puede obtener cualquier cantidad superior o igual a 8. Para ello, hay que probar
lo siguiente: Vn € N: (Ja,b € N: n+ 8 = 3a + 5b).

Especificamos este enunciado en PVS como sigue:

monedas : THEORY

BEGIN

n, a, b: VAR nat

monedas: LEMMA (FORALL n: (EXISTS a, b: n+8 = 3*a + 5%b))
END monedas

La prueba “manual” de este resultado la hariamos por induccién en n:
= Caso base: n = (. Basta tomar a = b = 1.

= Paso recursivo: suponemos que existen a y b tales que n + 8 = 3a + 5b, y
probamos el resultado para n + 1.
Para ello, consideramos dos casos:

(1) b= 0. En este caso, n+8 = 3a, con lo que a > 3 pues n > 0. Entonces,
n+1+8=3(a—3)+5 x 2. Por tanto, basta tomar a — 3 y 2.
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(2) b# 0. Entonces: n+1+8 = 3(a+2)+5(b—1). Por tanto, basta tomar
a+2yb—1

Veamos como se puede interactuar con el demostrador de PVS para realizar
esta prueba en el sistema. En primer lugar, con el comando induct le indicamos
que la prueba sera por induccién en n:

monedas

{1}  (FORALL n: (EXISTS a, b: n + 8 =3 * a + 5 % b))

Rule? (induct "n")
Con ello, se generan dos subobjetivos. El primero de ellos se prueba propor-
cinandole los valores para a y b, mediante el comando inst y probando lo que
resulta mediante assert.

Inducting on n on formula 1,

this yields 2 subgoals:
monedas.1

{1} EXISTS a, b: 0 + 8 =3 *a +5 * b

Rule? (inst 1 1 1)

Instantiating the top quantifier in 1 with the terms:
1, 1,

this simplifies to:

monedas.1

{1} 0+8=3%x1+5=x1

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,

This completes the proof of monedas.1.
El demostrador muestra ahora el segundo subobjetivo:

monedas.2 :
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{1} FORALL j:
(EXISTS a, b: j + 8 =3 x a + 5 * b) IMPLIES
(EXISTS a, b: j+1+8 =3 % a+ 5 % b)

Se introducen constantes de Skolem para las variables cuantificadas universal-
mente en la consecuencia del secuente, y existencialmente en los antecedentes:

Rule? (skosimpx*)

Repeatedly Skolemizing and flattening,
this simplifies to:

monedas . 2

{-1} j!'1 +8 =3 % all + 5 *x b!1
{1} EXISTS a, b: j!1 +1 +8 =3 *%xa +5 *b
Establecemos dos casos, mediante el comando case:
Rule? (case "b!1l = 0")
Case splitting on
b!l1 = 0,

this yields 2 subgoals:
monedas.2.1 :

{-1} b1
[-21 "

0
8 =3 % all +5 x bll

+

[1] EXISTS a, b: j!1 +1 +8 =3 *%a+5*b

Para resolver el primero de ellos, proporcionamos la solucién a!1 - 3y 2, lo que
hace que se genere una TCC, asegurando que a!l - 3 es de tipo nat. Tanto la
TCC como lo que resulta de la instanciacién se prueban mediante assert

Rule? (inst + "al!l - 3" "2")

Instantiating the top quantifier in + with the terms:
allt - 3, 2,

this yields 2 subgoals:

monedas.2.1.1 :

[-1] b!1 =0
[-2] j!1 +8 =3 % all + 5 % b!1l

{1} j!'1 +1+8=3=x% (all -3) +5 %2
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En

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,

This completes the proof of monedas.2.1.1.
monedas.2.1.2 (TCC):

[-11 b!1t =0
[-2] j!'1 + 8 =3 % all +5 x b!l

-

'—L

[}

)

'—\
1

3> 0

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,

This completes the proof of monedas.2.1.2.

This completes the proof of monedas.2.1.
este caso, se procede de manera analoga.

monedas.2.2
[-1] j!'1 + 8 =3 % all + 5 x b!l

{1} ©bl1 =0
[2] EXISTS a, b: j!l1 +1 +8 =3 *xa+5=xbD

Rule? (inst + "a!l + 2" "b!1l - 1")

Instantiating the top quantifier in + with the terms:
all + 2, b1 -1,

this yields 2 subgoals:

monedas.2.2.1 :

[-1] j!'1 + 8 =3 % all +5 x bl!1

[ |
[
—_
o
[N
1

0
{2} j'1+1+8=3x* (all +2) +5x (b!'1 - 1)

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,

This completes the proof of monedas.2.2.1.
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monedas.2.2.2 (TCC):

[-1] j!'1 + 8 =3 x all + 5 x b!l

Rule? (assert)
Simplifying, rewriting, and recording with decision procedures,

This completes the proof of monedas.2.2.2.
This completes the proof of monedas.2.2.

This completes the proof of monedas.2.

Q.E.D.
Run time = 0.78 secs.
Real time = 1.32 secs.

Comentemos que el detalle de las pruebas que mostraremos a lo largo de esta
memoria se hara describiendo la prueba “matematica” que se ha realizado con el
demostrador de PVS.

2.1.6. El evaluador basico

Uno de los objetivos de este trabajo es realizar especificaciones, verificar su
correccion y transformarlas en otras especificaciones evaluables. Veamos qué frag-
mento del lenguaje de PVS es evaluable.

El lenguaje de especificacién de PVS ha sido disenado fundamentalmente pa-
ra ser expresivo, no para ser evaluable. Sin embargo, un amplio fragmento de
PVS resulta ser evaluable como un lenguaje funcional razonablemente eficiente,
lo que se consigue generando cédigo Common Lisp a partir de PVS. En [80] se
describe el proceso de traduccién de PVS a cédigo ejecutable Common Lisp. En
el proceso de generacién de codigo, se usan vectores de hebra simple para actuali-
zaciones destructivas seguras, lo que hace que el cédigo generado sea competitivo
en rendimiento con un cédigo artesanal, escrito en un lenguaje de bajo nivel como
C.

No todas las especificaciones en PVS son ejecutables. Ejemplos de expresiones
que no son ejecutables son las siguientes:

= Expresiones con variables libres.
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= Expresiones con cuantificaciéon sobre dominios infinitos.
= Términos con simbolos de funcién no interpretados.
» [gualdades entre términos de orden superior.

En general, las expresiones evaluables son expresiones bésicas (no contienen
ninguno de los casos anteriores) construidas a partir de los tipos bésicos (los que
no contienen tipos de orden superior ni tipos no interpretados).

Las traducciones y optimizaciones descritas en [80] estdn implementadas en
el evaluador bdsico de PVS, que se invoca desde la teoria, mediante el commando
M-x pvs-ground-evaluator. Las expresiones que vayan a ser evaluadas han de
escribirse en la llamada del evaluador <GndEval> entre comillas. Entonces, PVS
traduce a Lisp el fragmento relevante de la especificacién, lo compila y ejecuta
el corrrespondiente cédigo Lisp. La traduccion y compilacion se hace de forma
perezosa (sélo lo necesario). Esto puede ocasionar que la primera evaluacién sea
mas lenta, mientras que las siguientes, que usaran el coédigo Lisp ya compilado,
seran mas rapidas. Hay que observar que las evaluaciones no seran correctas si
no se han probado todas las TCCs.

Hay que tener en cuenta también que, frecuentemente, es mas comodo delarar
una constante con la expresion que se desea evaluar, realizar la verificacién de
tipos y, después, evaluar dicha constante en el evaluador basico. Esta recomen-
dacién se vuelve imprescindible cuando la expresién que se va a evaluar contiene
cadenas pues, en este caso, el doble uso de las comillas da lugar a confusién.

Como ejemplo, veamos la evaluacién de la funcién factorial, definida previa-
mente:

<GndEval> "factorial(4)"

==> 24

<GndEval> "factorial(50)"

==> 30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000

Las evaluaciones de los algoritmos presentados en esta memoria se encuentran
en los capitulos 7 y 8 de la misma.

2.1.7. Interpretaciones de teorias en PVS

En [62] se describe el mecanismo para la interpretacién de teorias en PVS, que
es una extension del mecanismo de parametrizacion de teorias. Este mecanismo
hace posible probar que una coleccién de teorias son interpretadas correctamente
por otra coleccion de teorias, en las que el usuario ha proporcionado una especi-
ficacién concreta para los tipos y las constantes no interpretadas.

Las interpretaciones de teorias tiene una larga historia en la légica de primer
orden [82, 27]. Su uso ha sido también relevante en la 16gica de orden superior y
en la teorfa de tipos, dentro de lenguajes como EHDM, IMPS [29], HOL, Maude
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[I7], Extended ML [44] y SPECWARE [87]. En ellos, las teorias abstractas se
refinan en otras mas concretas, a través de interpretaciones.

Las interpretaciones de teorias en PVS proporcionan funciones que relacionan
tipos y constantes no interpretados de la teoria fuente con los de la teoria inter-
pretada. El constructor de estas funciones define la traduccién basica que asocia
a los elementos no interpretados de la teoria origen, expresiones de la teoria ob-
jetivo. Ahora bien, esto ha de hacerse preservando la consistencia, para lo cual
todos los axiomas y teoremas de la teoria origen han de ser ciertos en la teoria
objetivo. Como los teoremas se prueban a partir de los axiomas, es suficiente ga-
rantizar que dichos axiomas se tienen en la teoria objetivo. Para ello, los axiomas
relacionados con la interpretaciéon se convierten en obligaciones de prueba.

Veamos el siguiente ejemplo:

int1[T: TYPE, e: T]: THEORY

BEGIN

R: TYPE+
c: R

f: [R -> T]

ax: AXIOM EXISTS (x,y: R): f(x) /= £(y)
lemal: LEMMA EXISTS (x:T): x /= e
END int1l

La teoria int1 tiene parametros, tipos y constantes no interpretados, asi como
un axioma y un lema que se puede probar a partir de éste. Queremos hacer las
siguientes substituciones:

T <+ int

e «— O

R <« bool

¢ < TRUE

f < LAMBDA (x:bool): IF x THEN 1 ELSE 0 ENDIF

Para ello, se construye la teoria int2, como sigue:

int2: THEORY

BEGIN
IMPORTING int1[int,0]
{{R := bool,
c := true,

f(x:bool) := IF x THEN 1 ELSE 0 ENDIF }}

lema2: LEMMA EXISTS (x:int): x /=0
END int2

El verificador de tipos genera la siguientte TCC:
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IMP_int1_ax_TCC1: OBLIGATION
EXISTS (x, y: bool): IF x THEN 1 ELSE O ENDIF /=
IF y THEN 1 ELSE O ENDIF;

Una vez probada ésta, el lema lema2 se prueba directamente, usando lemal.

Una ventaja de usar funciones en vez de parametros es que no es necesario
interpretar todos los elementos de la teoria fuente. Con este mecanismo, es facil
especificar una teoria general y disponer de instancias suyas. Las teorias como
grupos, anillos o cuerpos son estructuras clésicas que se pueden axiomatizar facil-
mente en términos de tipos y constantes no interpretadas. Y , a partir de ellas,
obtener distintos ejemplos de dichas estructuras.

grupo: THEORY

BEGIN

G: TYPE+

e: G

+: [G,6 -> @]
-: [G -> G]
X,y,z: VAR G

ax_asociativa: AXIOM x + (y
ax_identidad: AXIOM x + e =
ax_inverso: AXIOM x + (- x)
END grupo

z) = (x+y) +z

Mo+

e AND (- x) + x =¢

Ejemplo:

G1: THEORY
BEGIN

IMPORTING grupo{{ G:= int,
END G1

(0]
]
o
+
1]
+
|
1]
|
—
—

Como hemos visto, la teoria de interpretaciones de PVS se puede usar para
refinar una especificaciéon abstracta en otra concreta, que puede ser evaluable.
Con ello, operaciones no ejecutables (como las de la teorfa grupo) pueden trans-
formarse en evaluables (las de la teoria G1) como resultado de la interpretacién.

En este trabajo, hemos usado la interpretacion de teorias para, una vez esta-
blecida una relacién formal (mediante funciones no interpretadas) entre distintas
representaciones de los elementos de la légica proposicional, realizar una inter-
pretacién de éstas mediante funciones concretas, garantizando asi la consistencia
de dicha relacion.

Ahora bien, no hemos usado la teoria de interpretacion de PVS para obte-
ner refinamientos de las especificaciones que usan la teoria de conjuntos finitos
desarrollada en PVS. La razon es que esta teoria no estd desarrollada de forma
axiomatica sobre un tipo no interpretado, por lo que el mecanismo de interpre-
tacién de teorias no es aplicable.
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Otros sistemas también disponen de mecanismos similares. Por ejemplo, EHDM
e IMPS permiten interpretaciones de teorias de forma similar, usando la nocién
de funcién entre mddulos. El lenguaje Standard ML [26] tiene un sistema modu-
lar de estructuras, con funtores que actian entre estructuras. El mecanismo de
PVS es similar a éste, pero para un lenguaje de especificaciéon en vez de para un
lenguaje de programacion. Nqthm y ACL2 disponen de la utilidad de instancia-
cién funcional. El lenguaje SPECWARE usa la interpretacién de teorias como un
mecanismo para el refinamiento de especificaciones en cédigo ejecutable.

2.2. Bibliotecas auxiliares

La filosofia seguida en este trabajo en el disefio de especificaciones ha sido usar
el tipo de los conjuntos, con objeto de facilitar el razonamiento. En particular,
hemos usado conjuntos finitos, con lo que ha sido posible transformar las espe-
cificaciones basadas en el tipo de los conjuntos finitos en otras especificaciones
evaluables, mediante refinamiento de tipos y operaciones.

2.2.1. Teoria de conjuntos finitos

Como hemos comentado, un conjunto en PVS es, en realidad, un predicado.
En el preludio se construye la teoria sets como:

sets [T: TYPE]: THEORY

BEGIN
set: TYPE = setof[T]
x, y: VAR T

a, b, c: VAR set

donde setof: TYPE = [t ->bool].

En ella se definen las operaciones sobre conjuntos y se establecen sus propie-
dades. En particular, se define una funcién de eleccién para conjuntos no vacios,
choose, usando la funcién de eleccién epsilon para tipos no vacios:

epsilons [T: NONEMPTY_TYPE]: THEORY

BEGIN
p: VAR pred[T]
x: VAR T

epsilon(p): T
epsilon_ax: AXIOM (EXISTS x: p(x)) => p(epsilon(p))
END epsilons

choose(p: (nonempty?)): (p) = epsilon(p)
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Se definen los conjuntos finitos como el subtipo de set[T] que satisface el
predicado is_finite. Dicho predicado establece la existencia de una funcién in-
yectiva en below[N] para algin niimero natural N, donde below[N] representa el
conjunto de los nimeros naturales menores que N.

below(i): TYPE = {s: nat | s < i}
is_finite(s): bool = (EXISTS N, (f: [(s) -> below[N]]): injective?(£f))
finite_set: TYPE = (is_finite) CONTAINING emptyset[T]

Algunas de las especificaciones realizadas sobre conjuntos finitos han sido
definidas recursivamente. Para ello, hemos usado la funciéon choose que escoge un
elemento del conjunto y la funcion rest, que elimina de un conjunto el elemento
elegido por choose.

rest(a): set = IF empty?(a) THEN a ELSE remove(choose(a), a) ENDIF

Como funcion de medida se ha usado la funcién card que especifica el cardinal
de un conjunto finito. Veamos, como ejemplo, la definicién de la disyuncién de
un conjunto finito de formulas proposicionales:

FS: VAR finite_set[formula_prop]

disyuncion(FS): RECURSIVE formula_prop =
IF empty?(FS)
THEN falso
ELSE choose(FS) OR disyuncion(rest(FS))
ENDIF
MEASURE card(FS)

En la biblioteca de conjuntos finitos incluida en la distribuciéon de PVS se
completa la teoria iniciada en el preludio. En ella se incluyen distintos esquemas
de induccién sobre conjuntos finitos. Mostramos aqui los esquemas que hemos
usado en las pruebas desarrolladas en este trabajo:

S, S1: VAR finite_set

SS: VAR non_empty_finite_set
e: VAR T
P: VAR pred[finite_set]

m finite_set_induction:

[ 1]

P(emptyset[T]) AND (FORALL e,S: P(S) IMPLIES P(add(e,S)))
IMPLIES (FORALL S: P(S))

m finite_set_induction_rest:
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2
P(emptyset [T]) AND (FORALL SS : P(rest(SS)) IMPLIES P(SS))
IMPLIES (FORALL S : P(S))
» finite_set_induction_gen:
[ 3]

(FORALL S: (FORALL S1: card(S1) < card(S) IMPLIES P(S1))
IMPLIES P(8))
IMPLIES (FORALL S: P(8))

Ademas, se incluyen también condiciones suficientes para probar que un con-
junto es finito. Entre ellas, hemos usado las siguientes:

VAR finite_set[T1]
VAR finite_set [T2]
VAR set[T1]
VAR set[T2]

(=2 7> B I o

injection_to_finite_set:

(EXISTS (f: [(S)->(F)]1): injective?(f)) IMPLIES is_finite(S)L_i_

surjection_from finite_set:

Ji
(EXISTS (f: [(E)->(U)]): surjective?(f)) IMPLIES is_finite(U

2.2.2. Otras teorias

En este trabajo hemos usado las teorias que constituyen la formalizacién en
PVS de la teoria de dominios, realizada por F. Bartels, Dold, Pfeifer, Henke y
Ruess en [§], para lo cual hemos realizado la adaptacién de la misma a la versién
3.1 de PVS.

Hemos extendido la teoria de conjuntos incluida en el preludio de PVS, con
definiciones y propiedades, que mostramos en el apéndice A de esta memoria.
Asimismo, hemos extendido también la teoria de listas de PVS y la hemos incluido
en el apéndice B.



Capitulo 3

Un modelo formal de la légica
proposicional en PVS

En este capitulo se presenta una formalizacion en PVS de la légica proposicio-
nal. Estd basada principalmente en los desarrollos de Lloyd y Apt [48, B]. Otros
desarrollos computacionales de la 16gica proposicional pueden encontrarse en [16]
que usa el sistema Nuprl y en [?] que usa ACL2.

La primera seccién trata de la representacién de las férmulas proposicionales.
Para ello, se define la nocién de férmula proposicional construida sobre un uni-
verso de simbolos, se formaliza el concepto de lenguaje proposicional y de férmula
relativa a un lenguaje.

A continuacidn, se describe la seméantica proposicional a través de la nocién de
interpretacion. En esta seccion se formalizan los conceptos de modelo, satisfacibi-
lidad, validez y consecuencia logica y se establece la relacién entre consecuencia
légica e insatisfacibilidad.

En la tercera seccién se describe una representacion de las clausulas de Horn,
independiente de las férmulas proposicionales, su relacién con éstas y se repre-
sentan los programas légicos como conjuntos finitos de clausulas.

Por 1ltimo, a partir de la semantica proposicional y de la relacion entre clausu-
las y férmulas, se definen los conceptos de modelo de clausulas, consecuencia légica
y satisfacibilidad; y se demuestra la reduccién de la consecuencia légica a la in-
satisfacibilidad. Finalmente, se introducen los modelos de Herbrand y se prueba
que son suficientes para determinar la satisfacibilidad de conjuntos de clausulas.

3.1. Sintaxis

En esta seccion introducimos la sintaxis de las férmulas proposicionales, asi co-
mo la nocién de lenguaje proposicional y de férmula relativa a un lenguaje. En el
lenguaje natural, una proposicién no es mas que una afirmacion. La légica pro-
posicional, en su aspecto sintdctico, describe qué se entiende por proposicion y
cémo combinar proposiciones para formar otras proposiciones. El conjunto de las

41
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férmulas proposicionales se describe como el menor conjunto construido a partir
de unas férmulas bésicas (dtomos), combindndolas mediante conectivas légicas. K.
Doets [22], S. Burris [14] y M. Fitting [30] muestran distintas formas de describir
el conjunto de féormulas proposicionales.

La formalizacién en PVS que presentamos en esta seccién se encuentra desa-
rrollada en las teorias formula_prop, atomos y conectivas (paginas 289H204).

Las férmulas proposicionales se construyen a partir de un conjunto de simbo-
los, ¥, utilizando las conectivas 16gicas habituales: negacién (—), conjuncién (A),
disyuncién (V), implicacién (—) y equivalencia (++). Consideraremos también los
simbolos T (verdad) y L (falso).

Definicién 3.1 Una férmula proposicional sobre ¥ se define, inductivamente,
como sigue:

» | es una férmula proposicional.

= Un simbolo proposicional es una férmula proposicional, que llamaremos
férmula atémica o atomo.

» Si F' es una féormula proposicional, ~F también lo es.
= Si I} y F, son férmulas proposicionales, Fy A F, también lo es.

Notacion 3.2 El conjunto de las férmulas proposicionales sobre Y lo notaremos
por P(X).

Para describir en PVS el conjunto de las férmulas proposicionales, considera-
mos un tipo no vacio T, que representa un determinado universo. Este tipo no
constituye directamente el conjunto de simbolos proposicionales o dtomos. Cons-
truimos el conjunto de las férmulas proposicionales sobre T como un tipo de dato
recursivo, usando una utilidad importante del lenguaje de PVS: la capacidad pa-
ra especificar tipos abstractos de datos. Este tipo de dato esta formado por una
constante que representa a L, un constructor de atomos a partir de los elementos
del universo T, y dos constructores de formulas proposicionales, que representan
la negacion y la conjuncién de féormulas, respectivamente. Asi, la especificacién
en PVS del conjunto de formulas proposicionales es la siguiente:

formula_prop[T: TYPE+]: DATATYPE L&
BEGIN
falso : falsa?
a(simb: T) : atomo?
“(fla: formula_prop) : negacion?
&(flal, fla2: formula_prop) : conjuncion?

END formula_prop

F1, F2: VAR formula_prop[T]
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En ella, falso, a, © y & son constructores, simb, fla, flal, £1a2 son funciones
de accesoy falsa?, atomo?, negacion? y conjuncion? son reconocedores del tipo
de dato formula_prop.

Como hemos comentado en EET3 cuando en PVS se realiza la comproba-
cién de tipos en un tipo de dato, se generan de manera automatica, las teorias
formula prop_adt, formula prop_adt map y formula prop_adt reduce (en el
fichero formula_prop_adt.pvs, pdginas 28?7 ), en las que se describen los
axiomas y las funciones, que determinan el uso del tipo de dato especificado.

Los simbolos proposicionales o 4&tomos (X) son, pues, los construidos mediante
a sobre los elementos del tipo T. Para representarlos, declaramos el tipo especifico
atomo:

[ 7

atomo: TYPE = (atomo?)

A partir del conjunto de férmulas proposicionales especificado por el tipo de
dato formula_prop, definimos las férmulas que se obtienen mediante las conecti-
vas correspondientes a la disyuncién, implicacién y equivalencia. Incluimos tam-
bién la férmula obtenida como la negacién de la férmula L (falso), que notamos
por T (verdad).

Definicién 3.3 Sean Fi, F, € P(X). Definimos:

La formula T como — L.

La férmula Fy V Fy como —(—F; A —F)

La férmula Fy — F5 como —F; V Fy

La férmula Fy <> F5 como (Fy — Fy) A (F — FY)

8
verdad: formula_prop = "falso
; V (F1, F2): formula prop = ~“(°F1 & “F2)
; =>(F1, F2): formula_prop = "F1 V F2

; <=>(F1, F2): formula_prop = (F1 => F2) & (F2 => F1)

Como hemos comentado en el capitulo 2, el lenguaje de especificacion de PVS
tiene la capacidad de expresar el concepto de conjunto de elementos de un tipo
determinado. Asi, si queremos refererirnos formalmente a un conjunto de férmu-
las, no es necesario considerar una representacion del mismo, sino que podemos
directamente, manejar conjuntos (finitos o infinitos) de férmulas proposiciona-
les. Como operaciones generalizadas, definimos la conjuncién y disyuncién de un
conjunto finito de férmulas.
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Definicién 3.4 Sea F'S un conjunto finito de formulas proposicionales. La con-
juncién de F'S se define como

| FANWFS —{F}) si FS# @y F es un elemento elegido de F'S

Analogamente, la disyuncién de F'S se define como

(FS) = FVv\/(FS—{F}) si FFS# @y F es un elemento elegido de F'S

Para especificarlas en PVS, hemos de realizar una definicién recursiva sobre un
conjunto finito. Ahora bien, el tipo de los conjuntos finitos de PVS no estd cons-
truido como un tipo de dato recursivo, sobre los que las definiciones se realizan,
de manera natural, de forma recursiva. Atln asi, podemos realizar definiciones re-
cursivas sobre conjuntos finitos usando la funcién de eleccién, choose, la funcién
rest y proporcionando como medida para garantizar la terminacién, el cardinal
del conjunto mediante la funcién card, como hemos comentado en Z2.7]

(7]

FS: VAR finite_set[formula_prop]

conjuncion(FS): RECURSIVE formula_prop =
IF empty?(FS)
THEN verdad
ELSE choose(FS) & conjuncion(rest(FS))
ENDIF
MEASURE card (FS)

disyuncion(FS): RECURSIVE formula_prop =
IF empty?(FS)
THEN falso
ELSE choose(FS) V disyuncion(rest(FS))
ENDIF
MEASURE card (FS)

Terminamos esta seccion definiendo el conjunto de simbolos proposicionales
de una férmula, sus propiedades, y la nocién de base de Herbrand de un lenguaje
proposicional.

Definicién 3.5 Sea F' una formula proposicional sobre 3. El conjunto de simbo-
los proposicionales de F, SP(F), se define como sigue:

9] siF =1
) {F} si F' es un dtomo
SPIF)=3 sp(a) i F =G
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La especificacién de la funcién simb_prop en PVS se realiza por recursién en
la estructura de la féormula. En la definicién, la medida usada para garantizar

la terminacién es la inducida por la relacién de subférmula (<) de la teoria
formula_prop-adt.

[10]
simb_prop(F) : RECURSIVE finite_set[atomo] =
CASES F OF
falso: o,
a(x): singleton[atomo[T]] (a(x)),
“(F1): simb_prop(F1),
&(F1,F2): simb_prop(F1) U simb_prop(F2)
ENDCASES
MEASURE F BY <<

En los lemas siguientes, se prueba que el conjunto de simbolos proposicio-
nales de una combinacién de férmulas es la unién de los conjuntos de simbolos
proposicionales de las formulas que la forman.

Lema 3.6 Sean Fi y F, dos férmulas proposicionales. Se verifica:

11
simb_prop_disyuncion_bin: LEMMA L1
simb_prop(F1 V F2) = simb_prop(F1) U simb_prop(F2)

simb_prop_implicacion: LEMMA
simb_prop(F1 => F2) = simb_prop(F1) U simb_prop(F2)

Lema 3.7 Sea FS un conjunto finito de formulas proposicionales. Entonces,
» SP(NFS)={SP(F): F € FS}
» SP(VFS)=U{SP(F): F € FS}

La formalizacién de este lema en PVS usa la funcién del preludio imageﬂ:

[17]

simb_prop_conjuncion_s_11: LEMMA
simb_prop(conjuncion(FS)) = Union(image (simb_prop) (FS))

!La funcién image proporciona la imagen de un conjunto por una funcién.
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Demostracion:
La prueba se realiza por induccién en FS, segin el esquema proporcionado
por finite_set_induction_rest [A|de la biblioteca de conjuntos finitos, usando

la definicién de SP sobre la conjuncién de dos férmulas.
O

Finalizamos esta seccién introduciendo las nociones de lenguaje proposicional
y base de Herbrand, relativa a un lenguaje. En general, un lenguaje proposicional
estd constituido por un alfabeto (simbolos proposicionales, conectivas y signos
de puntuacién) y por las férmulas proposicionales cuyos simbolos proposicionales
pertenecen a dicho alfabeto. Puesto que las formulas se construyen mediante
las conectivas légicas a partir de los simbolos proposicionales, identificamos por
simplicidad, el lenguaje con el conjunto de sus simbolos proposicionales. Es decir,
identificamos un lenguaje proposicional con el tipo atomo declarado en

Nos interesa considerar también lenguajes restringidos a un subconjunto de
simbolos. Para ello, declaramos el tipo 1enguaje, mediante el que representamos
los lenguajes proposicionales restringidos, y definimos el concepto de férmula
proposicional relativa a un lenguaje como aquella cuyos simbolos pertenecen a
dicho lenguaje.

13
lenguaje: TYPE = set[atomo]
En lo que sigue, LFE representard un lenguaje.
[ 14 ]

LE: VAR lenguaje

Declaramos el tipo de las férmulas proposicionales de un lenguaje LE, como
un subtipo de las férmulas proposicionales, de la forma siguiente:

[15]

formula_prop_1(LE): TYPE =
{F: formula_prop | simb_prop(F) C LE} CONTAINING falso

JUDGEMENT formula_prop_l(LE) SUBTYPE_OF formula_prop

En lo que sigue, estableceremos las definciones y propiedades sobre férmulas
proposicionales en general. En particular, se tendran para férmulas proposiciona-
les de un lenguaje LE.

Dado un lenguaje LE, la base de Herbrand asociada a LE es el conjunto
de simbolos proposicionales de LFE; debido a la identificacién que hemos hecho
de un lenguaje con sus simbolos proposicionales, la base de Herbrand asociada a
LE es el propio lenguaje.

[17]

base_herbrand(LE): set[atomo] = LE
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3.2. Semantica proposicional

En esta seccién presentamos la formalizacion de la seméntica clasica de la
légica proposicional, realizada en la teoria semantica_proposicional (paginas
297 B03). Tratamos la representacién de la nocién de interpretacién y formaliza-
mos los conceptos de modelo, satisfacibilidad, validez y consecuencia légica.

Una interpretacién I de un lenguaje proposicional consiste en una aplicacién
del lenguaje en el conjunto con dos valores de verdad, verdadero y falso. En la
formalizacion en PVS, los valores de verdad seran los propios del lenguaje de
PVS, TRUE y FALSE.

En principio, trabajaremos con una nocién de interpretacién general, asociada
al lenguaje que comprende todos los simbolos proposicionales, y no a un lenguaje
restringido. Representaremos una interpretacién I como un conjunto de atomos,
considerando que si A € I, se aplica en TRUE, y si A &€ I, se aplica en FALSE. Y
consideraremos una interpretacion de un lenguaje LE, o interpretacién de
Herbrand del lenguaje, como una interpretacién I contenida en el conjunto
de simbolos de LFE.

En PVS declaramos los tipos correspondientes, incluyendo un tipo especifico
para interpretaciones finitas.

[17]

interpretacion: TYPE = set[atomo]
I, I1, I2: VAR interpretacion

interpretacion_finita: TYPE = finite_set[atomo]

es_interpretacion_herbrand (LE) (I): bool = subset?(I,LE)
interpretacion_1(LE): TYPE = (es_interpretacion_herbrand(LE))

Notacion 3.8 Denotamos por Z al conjunto de interpretaciones sobre Y, y por
ZF al conjunto de interpretaciones finitas.

Obviamente, si de una interpretaciéon nos quedamos con los dtomos de un
lenguaje, obtenemos una interpretacién de Herbrand de dicho lenguaje.

Lema 3.9 La interseccion de una interpretacion con un lenguaje es una inter-
pretacion de Herbrand de dicho lenguaje.

[15]

interpretacion_restringida: LEMMA
es_interpretacion_herbrand(LE) (intersection(I,LE))

En adelante, estableceremos las definiciones y propiedades sobre las inter-
pretaciones en general; en particular, se tendran para las interpretaciones de un
lenguaje LE.
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3.2.1. Modelos

Para entender el significado de un programa légico o de una férmula proposi-
cional en general, se proporcionan las nociones semdanticas correspondientes.

Nos proponemos, pues, especificar en PVS cudndo una férmula es verdad
en una interpretacion. Las definiciones se van a hacer sobre interpretaciones y
férmulas proposicionales, en general, independientes de un lenguaje restringido.

Entenderemos que la formula L es falsa en cualquier interpretacion, y que un
atomo es cierto en una interpretacién si es un elemento de ella. A partir de esto,
definiremos cuando una férmula serd cierta en una interpretacion, en funcién de
las conectivas bésicas (— y A) que intervienen en su estructura.

Definicién 3.10 Decimos que una interpretacion I es modelo de una formu-
la proposicional F, y lo representamos por I = F, si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

= F'esatéomicay F € 1
» F'=-G e I no es modelo de GG
» ['=F AF5 el es modelo de F} y de F5.

La especificacién en PVS se realiza por induccién en la estructura de la formu-

la:
es_modelo(I,F) : RECURSIVE bool = L9

CASES F OF
falso: FALSE,

a(x): Fel,
“(F1): NOT es_modelo(I,F1),

&(F1,F2): es_modelo(I,F1) A es_modelo(I,F2)

ENDCASES

MEASURE F BY <<

En particular, especificamos la nocion de modelo de Herbrand de una férmula
relativa a un lenguaje.

Definicién 3.11 Sea LE un lenguaje y F' una férmula de LE. Decimos que una
interpretacion I es modelo de Herbrand de F' si es interpretacion de Herbrand
de LE y modelo de F'.

[20]

es_modelo_herbrand(LE) (I:interpretacion,
F:formula_prop_1(LE)): bool =
es_interpretacion_herbrand (LE) (I) A es_modelo(I,F)
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A partir de la definicién de es_modelo, establecemos las reglas semanticas que
caracterizan el concepto de modelo, atendiendo a la estructura de la férmula.

Lema 3.12 Sean I una interpretacion y Fi, F, formulas proposicionales. Se ve-
rifica:

II‘:T
lI‘:(Fl\/FQ)Sl_YSO/]OSlI’:FlO,I}:FQ
s [=(F\ > Fy)siysolosil F, 61 =F,

= I’:(Fl(—)FQ)SIYSO,]OSII):F1<:>I):F2

[21]

es_modelo_verdad: LEMMA
es_modelo(I,verdad)

es_modelo_disyuncion: LEMMA
es_modelo(I,F1 V F2) < (es_modelo(I,F1) OR es_modelo(I,F2))

es_modelo_implicacion: LEMMA
es_modelo(I,F1 => F2) & ((NOT es_modelo(I,F1)) OR es_modelo(I,F2))

es_modelo_equivalencia: LEMMA
es_modelo(I,F1 <=> F2) & (es_modelo(I,F1) < es_modelo(I,F2))

Dada un interpretacién I y una férmula proposicional F', la valoracién de los
simbolos proposicionales de F' a través de I sera determinante para decidir si I es
o no modelo de F'. Por tanto, para comprobar si una interpretaciéon I es modelo
de una férmula F', bastard considerar sélo los elementos de I que son simbolos
proposicionales de F'.

Lema 3.13 Si I; e I, son modelos de los mismos simbolos proposicionales de F',
entonces I = F siy sélo si I = F.

Como la légica de PVS es tipada, tanto el dominio como el rango de cual-
quier funcién corresponde a un determinado tipo. Asi, es_modelo(I,A) es de tipo
booleano. Y el uso del predicado = sobre elementos booleanos tiene el mismo sig-
nificado que la equivalencia légica. Por ello, la especificacion en PVS de este lema
puede hacerse como sigue:

es_modelo_simb_prop_interpretacion: LEMMA
(VY A: member(A,simb_prop(F)) = (es_modelo(I1,A) = es_modelo(I2,4))
=
es_modelo(I1,F) = es_modelo(I2,F)
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Demostracion:
Por induccién en la estructura de la féormula, aplicando las propiedades ante-
riores.

0

Como aplicacién directa de esta propiedad probamos el resultado siguiente,
que permite, para determinar si un interpretacion es modelo de una féormula F,
reducirla a los simbolos proposicionales de dicha férmula.

Lema 3.14 Una interpretacion I es modelo de F' si y solo si la interseccion de I
con los simbolos proposicionales de F' es modelo de F'.

[ 23

modelo_restringido: LEMMA
es_modelo(I,F) = es_modelo(I N simb_prop(F),F)

El concepto de modelo de una férmula nos permite establecer la nocion de
férmulas semdanticamente equivalentes, como aquellas que tienen el “mismo sig-
nificado”, lo que precisamos en la definicién siguiente.

Definicién 3.15 Si dos férmulas proposicionales tienen exactamente los mismos
modelos, diremos que dichas férmulas son légicamente equivalentes y lo re-
presentaremos por F'1 = F2.

24
equivalentes(F1,F2): bool =
V I: es_modelo(I,F1) < es_modelo(I,F2)
Lema 3.16 La relacion = verifica las siguientes propiedades:
1. La formula T es un elemento neutro para la conjuncion.
25
verdad_neutro_conjuncion: CLAIM L2
equivalentes (F & verdad, F)
2. La férmula 1 es un elemento neutro para la disyuncién.
26
equivalentes_falso: LEMMA [ 26]
equivalentes(F, F V 1)
3. Estabilidad por negacion:
27

equivalentes_neg: LEMMA
equivalentes(F1, F2) = equivalentes(“F1, “F2)
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4. FEstabilidad por disyuncion:

28
equivalentes_disy: LEMMA
equivalentes(F1, F2) = equivalentes(F1 V F, F2 V F)
5. Es una relacion de equivalencia.
29

equivalentes_equivalencia: LEMMA equivalence?(equivalentes)

Terminamos esta seccién extendiendo la definicién de modelo a un conjunto
de férmulas y probando alguna de sus propiedades mas ttiles.

Definicién 3.17 Decimos que una interpretacion I es modelo de un conjunto
de férmulas proposicionales § si es modelo de todas las formulas de S.

[ 30

S, S1, S2: VAR set[formula_prop]

es_modelo(I,S): bool =V F: F € S = es_modelo(I,F)

Lema 3.18 Sean I una interpretaciéon y S;, Sy dos conjuntos de formulas pro-
posicionales. Si I = &; y 8o C Sy, entonces I = S.

[91]

modelo_de_subconjuntos: LEMMA
es_modelo(I,S1) & S2 C S1 = es_modelo(I,S2)

Lema 3.19 Sean I una interpretacion y S un conjunto de formulas proposicio-
nales. Entonces:

n [=ESU{F}siysilosilESel EF

n [=SU{-F}siysolosil =SelEF

[57]

modelo_add: LEMMA
es_modelo(I,add(F,S)) < (es_modelo(I,S) & es_modelo(I,F))

modelo_add_neg: LEMMA
es_modelo(I,add("F,S)) & (es_modelo(I,S) & NOT es_modelo(I,F))
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3.2.2. Satisfacibilidad y validez

A la hora de formalizar los conceptos de satisfacibilidad y validez de férmu-
las, lo haremos sobre férmulas proposicionales en general, independientes de un
lenguaje, y considerando también como posibles modelos la nocién més general
de interpretacién. Después, especificaremos los conceptos relativos a un lenguaje
y estableceremos la relacién entre ambos.

Definicién 3.20 Sea F' una féormula proposicional. Decimos que:
= F' es satisfacible si alguna interpretacion es modelo de F.

» F es vélida (o tautologia) si toda interpretacion es modelo de F.

[ 33

es_satisfacible(F): bool = 3 I: es_modelo(I,F)
es_valida(F): bool = V I: es_modelo(I,F)

Definicién 3.21 Una férmula F' de un lenguaje LE es satisfacible en el len-
guaje si alguna interpretacion del lenguaje es modelo de F'.

[ 34

es_satisfacible(LE) (F:formula_prop_1(LE)): bool =
3 (I: interpretacion_1(LE)): es_modelo(I, F)

Lema 3.22 Una férmula F' de un lenguaje LE es satisfacible en el lenguaje si y
sélo si es satisfacible.

35
es_satisfacible_le: LEMMA [ 5]
V(F:formula_prop_1(LE)): es_satisfacible(LE) (F)< es_satisfacible(F

Demostracién:
Sea F' una férmula del lenguaje LE.

(=) Por la definicién de satisfacibilidad, teniendo en cuenta que toda interpre-
tacion del lenguaje LE es una interpretacion.

(<) Si F es satisfacible, existe una interpretacién I que es modelo de F. Con-
sideremos I; = I N SP(F). Entonces, por @ I; es una interpretacion de

Herbrand de LE, y por se tiene que [; = F. Luego, F es satisfacible en
LE.

O

Definicién 3.23 Una férmula F' de un lenguaje LE es valida en el lenguaje
si toda interpretacion del lenguaje es modelo de F'.
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[9]

es_valida(LE) (F:formula_prop_1(LE)): bool =
V (I:interpretacion_1(LE)): es_modelo(I,F)

Lema 3.24 Una férmula F' de un lenguaje LE es valida en el lenguaje si y solo
si es valida.

[37]

es_valida_le: LEMMA
V (F:formula_prop_1(LE)): es_valida(LE) (F) & es_valida(F)

Demostracién:
Sea F' una férmula del lenguaje LE.

(=) Si F es vélida en LE, toda interpretacién de Herbrand de LE es modelo
de F. Sea I una interpretacién y consideremos I = I N SP(F'), que es una
interpretacién de Herbrand de LE. Por ser F validaen LE, I, = F. Y, por
, I = F. Por tanto, F es valida.

(<) Por la definicién de validez, considerando que toda interpretacién del len-
guaje LE es una interpretacion.

0

Extendemos las definiciones de satisfacibilidad y validez a conjuntos de férmu-
las.

Definicién 3.25 Sea S un conjunto de férmulas proposicionales. Decimos que:

S es satisfacible si existe una interpretacion I que es modelo de S.

S es insatisfacible si para toda interpretacion I, I no es modelo de S.

S es valido si toda interpretacion I es modelo de S.

S es no valido si existe una interpretacion I que no es modelo de S.

[ 38 ]

es_satisfacible(S): bool = 3 I: es_modelo(I, S)
es_insatisfacible(S): bool = V I: NOT es_modelo(I, S)
es_valido(S): bool =V I: es_modelo(I, S)

es_no_valido(S): bool = 3 I: NOT es_modelo(I, S)

Lema 3.26 Si F; = F;, entonces S U {F1} es insatisfacible si y sélo si S U{F}
es insatisfacible.



54 Capitulo 3. Un modelo formal de la légica proposicional en PVS

[39]

equivalentes_insatisfacible: LEMMA
equivalentes(F1l, F2) =
V S: es_insatisfacible(add(F1,S)) < es_insatisfacible(add(F2, S))

La prueba es inmediata usando

3.2.3. Consecuencia légica

Seguiremos el mismo esquema que en el apartado anterior. Es decir, en primer
lugar, formalizaremos el concepto de consecuencia légica independiente de un
lenguaje. En segundo lugar, especificaremos los conceptos relativos a un lenguaje
y estableceremos la relacion entre ambos.

Definicién 3.27 Una formula proposicional F' es consecuencia légica de un
conjunto de férmulas S, y se representa por S = F, si todo modelo de S también
es modelo de F'.

[ 40

es_cons_logica(F,S): bool =
V I: es_modelo(I,S) = es_modelo(I,F)

Definicién 3.28 Una férmula F' de un lenguaje LE es consecuencia légica
en LE de un conjunto de férmulas de LE, si toda interpretacion del lenguaje LE
que es modelo de S8, es modelo de F'.

[ 41

es_cons_logica(LE) (F:formula_prop_1(LE),
S:set[formula_prop_1(LE)]): bool =
V (I:interpretacion_1(LE)): es_modelo(I,S) = es_modelo(I,F)

Establecemos la caracterizacion del concepto de consecuencia légica relativa
a un lenguaje, lema .31l usando los lemas que enunciamos a continuacion:

Lema 3.29 Sea F' una férmula de un lenguaje LE e I una interpretacion. En-
tonces, I = F siysélosi INLE = F.

[ 42

interpretacion_restringida_es_modelo_formula: LEMMA
V (F:formula_prop_1(LE)): es_modelo(I,F) < es_modelo(INLE,F)

Lema 3.30 Sea S un conjunto de formulas de un lenguaje LE e I una interpre-
tacion. Entonces, I =S siy sélosi INLE = S.

43
interpretacion_restringida_es_modelo_conjunto: LEMMA
V (S:set[formula_prop_1(LE)]): es_modelo(I,S) & es_modelo(INLE,S)
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Lema 3.31 Sean F' una férmula de un lenguaje LE y S un conjunto de féormu-
las de LE. Entonces, F es consecuencia logica de S en LE si y solo si F' es
consecuencia logica de S.

[ 44

es_cons_logica_le: LEMMA
V (F:formula_prop_1l(LE), S:set[formula_prop_1(LE)]1):
es_cons_logica(LE) (F,S) < es_cons_logica(F,S)

Demostracion:
Sea F' una formula de LE y S un conjunto de férmulas del lenguaje LE.

(=) En efecto, sea I una interpretacién que es modelo de S. Consideremos [; =
INLE que, por , es interpretacién del lenguaje LE. Y, por , LS.

Luego, por hipétesis I; = F'y, por , I = F. Por tanto, S = F.

(<) Por ladefinicién [ga}, teniendo en cuenta que toda interpretacién del lenguaje
LE es una interpretacion.

g

Establecemos ahora las propiedades de la relaciéon de consecuencia légica,
tanto para férmulas légicamente equivalentes, como atendiendo a la estructura
de la féormula. En particular, establecemos una condicién necesaria y suficiente
para que una conjunciéon de férmulas sea consecuencia logica de un conjunto de
férmulas proposicionales.

Lema 3.32 Sean S un conjunto de formulas proposicionales y Fy y F5 dos formu-
las proposicionales I6gicamente equivalentes. Entonces, S = F} siy sélosiS = Fs.

[ 45

equivalentes_cons_log: LEMMA
equivalentes(F1, F2) =
V S: es_cons_logica(F1,S8) < es_cons_logica(F2, S)

Lema 3.33 Sean S un conjunto de formulas proposicionales, F y Fy dos formu-
las proposicionales. Entonces, S = F1 AFy siysolosiS = F, y S E F,

[ 46

cons_log_conj_binaria: LEMMA
es_cons_logica(F1&F2,S) &
(es_cons_logica(F1,S8) & es_cons_logica(F2,S))

Lema 3.34 Sea FS un conjunto finito de férmulas proposicionales y S un con-
junto de férmulas proposicionales. Entonces:
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S = N\ FS siy solo si para toda F € FS, S = F

7
cons_log_conjuncion_s: LEMMA 47
es_cons_logica(conjuncion(FS),S) < (VF:FEFS = es_cons_logica(F,S))

Demostracion:
Se prueba por induccion en FS, segiin el esquema finite_set_induction rest
, usando la propiedad para la conjunciéon de dos formulas .
O

Terminamos la seccién estableciendo el resultado que permite reducir la con-
secuencia légica a la insatisfacibilidad.

Teorema 3.35 Sea S un conjunto de formulas y F una férmula proposicional.
Entonces, F' es consecuencia logica de S si y sélo si S U{—F} es insatisfacible.

48
cons_logica_insatisfacible: LEMMA
es_cons_logica(F,S) & es_insatisfacible(add("F,S))
Demostracion:
La prueba se realiza a partir de las definiciones, usando el lema .
(I

3.3. Clausulas de Horn

En esta seccion, introducimos una clase especial de féormulas proposiciona-
les: las clausulas de Horn. El desarrollo formal en PVS se encuentra en la teoria
clausulas (péaginas 294H297). En general, una clidusula proposicional es una
férmula proposicional de la forma L;V---V L,, donde cada L; es un literal, es de-
cir, un 4tomo o la negacién de un atomo. Si agrupamos los a&tomos positivos y los
negativos, podemos escribir la clausula en la forma A, V---VAyV—B{V---V-B,,.
O, de forma légicamente equivalente, By A--- A By, = A1V ---V Ag. En progra-
macién légica, se emplea la notacion siguiente: Ay,..., Ay < Bi,..., By, donde
Aq, ..., A se denominan conclusionesy By, ..., B,,, premisas. Una clausula de
Horn es una clausula en la que £ < 1. En este caso, la conclusion recibe el nombre
de cabeza y las premisas, cuerpo.

En PVS, construiremos el tipo que representa a las clausulas de Horn de forma
independiente de las formulas proposicionales. A continuacién, le asignaremos a
cada clausula de Horn una féormula proposicional semanticamente equivalente.

Para ello, declaramos en primer lugar el tipo formado por los dtomos junto
con la féormula . Mediante este tipo, denominado cabeza_cl, representaremos
el tipo de los elementos que pueden ser cabezas de las cldusulas de Horn.
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Si vemos una clausula como una férmula proposicional, su cuerpo es una
disyuncién de atomos, en la que puede haber dtomos repetidos. Ahora bien, desde
el punto de vista semantico, el que algiin a&tomo esté repetido o el “orden” en el
que escribamos dichos atomos, no proporciona clausulas esencialmente diferentes.
Por ello, a la hora de decidir como representar el cuerpo de una clausula de Horn,
hemos decidido hacerlo mediante un conjunto finito de 4tomos. De esta forma, el
razonamiento formal se hard sobre conjuntos.

Asi pues, representamos una cldusula de Horn como una estructura con dos
campos, cabeza y cuerpo, como sigue:

[47]

cabeza_cl: TYPE = {F: formula_prop |falsa?(F) OR atomo?(F)}

clausula_horn: NONEMTY_TYPE = [# cabeza: cabeza_cl,
cuerpo: finite_set[atomo] #]

CH: VAR clausula_horn

Notacion 3.36 El conjunto de las clausulas de Horn, construidas a partir del
conjunto de atomos o simbolos proposicionales ¥, lo denotaremos por C(X).

Definicién 3.37 Sea C'H una cldusula de Horn:
= Si CH es de la forma A < By,...,B,,, se denomina clasusula definida
o clausula de programa definido. Si el cuerpo es vacio, decimos que es
una cldusula unitaria o un hecho. Si no lo es, decimos que es una regla.

= Si C'H es de la forma < By, ..., By, se denomina objetivo definido.

= Un objetivo definido cuyo cuerpo es vacio, se denomina clausula vacia, y
se representa por O,

La especificacién en PVS de estas definiciones es la siguiente:

es_clausula_def (CH): bool
es_objetivo_def (CH): bool

atomo? (cabeza(CH))
falsa?(cabeza(CH))

clausula_def: TYPE
objetivo_def: TYPE

(es_clausula_def)
(es_objetivo_def)

JUDGEMENT clausula_def SUBTYPE_OF clausula_horn
JUDGEMENT objetivo_def SUBTYPE_OF clausula_horn
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C, C1, C2: VAR clausula_def
G, G1, G2: VAR objetivo_def

regla?(C): bool = nonempty? (cuerpo(C))
hecho?(C): bool = empty?(cuerpo(C))
vacia?(G): bool = empty?(cuerpo(G))

Por un programa definido se entiende un conjunto finito de clausulas defi-
nidas. A la hora de elegir como representar formalmente un programa, tendremos
en cuenta que, esencialmente, el programa es el mismo aunque cambie el orden en
el que se muestren las cldusulas que lo forman, o tenga cldusulas repetidas. Por
esta razon, elegimos representar un programa definido como un conjunto finito
de férmulas.

Ahora bien, el hecho de que el programa sea esencialmente el mismo, no
influird en la interpretacion declarativa de los programas logicos, puesto que la
cuestion serd qué es lo que puede ser deducido del programa. Pero si puede tener
repercusion en la interpretacion procedimental de los mismos, pues se tratara,
entonces, de como se lleva a cabo la deduccién.

La especificacién en PVS es, pues, la siguiente:

[30]

programa: TYPE = finite_set[clausula_def]
P, P1, P2: VAR programa

Como hemos comentado, vamos a definir una aplicacién que asocie a cada
cldusula de Horn una férmula proposicional y, a partir de ella, estableceremos la
semantica relativa a las clausulas.

Definicién 3.38 Sea ¥ un conjunto de dtomos, P(X) el conjunto de férmulas
proposicionales sobre ¥ y C(X) el conjunto de cldusulas de Horn sobre Y. Defi-
nimos la aplicacion

fla:C(2) — P(%)

como fla(A < By,...,Bn) = N{B1,...,B,} = A

51
fla(CH): formula_prop[T] = [ 51]

conjuncion(cuerpo(CH)) => cabeza(CH)

Definimos también la imagen de un conjunto de clausulas de Horn, mediante
la aplicacién anterior:

[ 52

SC: VAR set[clausula_horn]
conj_fla(SC): set[formula_prop[T]] = image(fla) (SC)
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Como consecuencia de las propiedades de la funcién image, se prueba facil-
mente que los conjuntos finitos de clausulas de Horn se transforman en conjuntos
finitos de férmulas.

[57]

FSC:VAR finite_set[clausula_horn]
JUDGEMENT conj_£fla(FSC) HAS_TYPE finite_set[formula_prop[T]]

3.4. Semantica de clausulas

En esta seccién, describimos la seméantica de las clausulas de Horn, a partir de
la semantica proposicional y de la relacion establecida entre clausulas y férmulas.
Se introduciran también los modelos de Herbrand y se usaran para determinar la
satisfacibilidad de un conjunto de clausulas. Su formalizacién en PVS se encuentra
en la teorfa semantica_clausulas (paginas BO3H30Y).

3.4.1. Modelos

Definicién 3.39 Decimos que una interpretacion I es modelo de una clausula
de Horn CH, y lo notamos por I = CH, si I es modelo de la férmula proposi-
cional asociada.

[ 54

es_modelo(I, CH): bool = es_modelo(I, fla(CH))

A partir de la definicién, caracterizamos las interpretaciones que son modelos
de clausuas definidas y de objetivos.

Lema 3.40 Una interpretacion I es modelo de la clausula definida C' si y sélo si
la cabeza de C' pertenece a I o algiin atomo del cuerpo de C' no pertenece a 1.

59
es_modelo_clausula_def_caract: LEMMA L2
es_modelo(I,C) < cabeza(C) € I V 3 A: (A € cuerpo(C) & A ¢ I)

Lema 3.41 Una interpretacion I es modelo del objetivo definido G si y sélo si
algiin elemento del cuerpo de G no pertenece a I.

[57]

es_modelo_objetivo_def_caract: LEMMA
es_modelo(I,G) < 3 A: A € cuerpo(G) & A¢ I

La prueba se hace considerando la férmula correspondiente y las propiedades
de es_modelo en funcién de las conectivas.

Una vez que la definicién de modelo de una clausula de Horn la hemos re-
ducido a la de modelo de la férmula asociada, las deméas definiciones seménticas
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las haremos directamente sobre clausulas, usando la nocién de modelo previa.
Ademas, para cada definicion, estableceremos la equivalencia con la nocién co-
rrespondiente de férmulas proposicionales.

En primer lugar, extendemos la definiciéon de modelo a conjuntos de clausulas.

Definicién 3.42 Decimos que una interpretacion I es modelo de un conjun-
to de clausulas de Horn SC si I es modelo de todas las clausulas de SC.
Andlogamente, para un programa definido P.

En PVS, especificaremos las nociones de modelo y consecuencia légica para
un conjunto cualquiera de clausulas de Horn. En particular, estas definiciones se
tendran para programas, que son conjuntos finitos de clausulas definidas. Ahora
bien, a la hora de usarlos sobre programas, el mecanismo de tipos de PVS extiende
el tipo de los elementos del programa a clausulas de Horn. Esto puede hacer que
las demostraciones sean tediosas y dificultar su legibilidad. Para evitarlo, las
definiciones de modelo y consecuencia logica las hacemos tanto para conjuntos
de cldusulas de Horn como para programas, haciendo uso de la posibilidad de
sobrecargar un simbolo.

57
es_modelo(I, SC): bool =V CH: CH € SC = es_modelo(I, CH)

es_modelo(I, P): bool =V C: C € P = es_modelo(I, C)

Probamos que esta definicién es equivalente a que I sea modelo del conjunto
de férmulas proposicionales asociado.

Lema 3.43 Sea I una interpretacién y SC un conjunto de clausulas. Entonces,
I es modelo de SC si y sélo si I es modelo del conjunto de férmulas asociado.

[ 58

es_modelo_cl_fla: LEMMA
es_modelo(I,SC) < es_modelo(I,conj_£fla(SC))

3.4.2. Consecuencia légica y satisfacibilidad

Definimos la nocién de consecuencia légica de un conjunto de cldusulas, tanto
para atomos como para clausulas de Horn. Y, en cada caso, establecemos la
correspondiente equivalencia con férmulas proposicionales.

Definicién 3.44 Decimos que un atomo A es consecuencia légica de un con-
junto de cldusulas SC, y lo notamos por SC |= A, si todo modelo de SC es modelo
de A. Andlogamente, para programas definidos.
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59
es_cons_logica(A,SC): bool = V I: es_modelo(I,SC) = es_modelo(I,A)

es_cons_logica(A,P): bool =V I: es_modelo(I,P) = es_modelo(I,A)

Lema 3.45 Un atomo A es consecuencia légica de un conjunto de cldusulas SC
si y solo si A es consecuencia légica del conjunto de formulas asociado a SC.
Andlogamente para programas definidos.

(7]

es_cons_logica_atomo_cl_fla: LEMMA
es_cons_logica(A,SC) < es_cons_logica(A,conj_fla(SC))

es_cons_logica_atomo_cl_fla_programa: LEMMA
es_cons_logica(A,P) & es_cons_logica(A,conj_fla(P))

Definicién 3.46 Decimos que una cldusula de Horn C'H es consecuencia l6gi-
ca de un conjunto de cldusulas SC, y lo notamos por 8§ = CH, si todo modelo
de SC es modelo de C'H.

61
es_cons_logica(CH,SC): bool = Lo
V I: es_modelo(I,SC) = es_modelo(I,CH)
Se tiene la correspondiente equivalencia con férmulas proposicionales:
62

es_cons_logica_cl_fla: LEMMA
es_cons_logica(CH,SC) < es_cons_logica(fla(CH),conj_f1la(SC))

Como el hecho A + y el 4tomo A son légicamente equivalentes, se tiene el
siguiente resultado:

Lema 3.47 Sean P un programa definido y A un dtomo. Entonces, P = A si y
sélo si P = (A ).

[ 63

cons_log_l_hecho: LEMMA
es_cons_logica(A,P) & es_cons_logica(hecho(4), P)

donde la funcién hechofl construye el hecho cuya cabeza es A.

Definicién 3.48 Sea SC un conjunto de clausulas de Horn. Decimos que:

= SC es satisfacible si alguna interpretacion es modelo de SC.

2La funcién hecho estd definida como hecho(A) = clausulahorn(A, @), donde
clausula horn(F, FSA) = (# cabeza:= F, cuerpo:= FSA #).
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= SC es insatisfacible si ninguna interpretacién es modelo de SC.

[ 64

es_satisfacible(SC): bool = 3 I: es_modelo(I,SC)
es_insatisfacible(SC): bool = V I: NOT es_modelo(I,SC)

La correspondiente equivalencia con férmulas proposicionales se establece me-
diante el siguiente lema.

Lema 3.49 El conjunto de cldusulas de Horn SC es satisfacible si y sdlo si el
conjunto de férmula proposicionales asociado es satisfacible.

(67

es_satisfacible_cl_fla: LEMMA
es_satisfacible(SC) < es_satisfacible(conj_£f1la(SC))

es_insatisfacible_cl_fla: LEMMA
es_insatisfacible(SC) < es_insatisfacible(conj_fla(SC))

Por 1ltimo, establecemos la relacién entre la consecuencia légica para atomos
y la insatisfacibilidad.

Lema 3.50 Un dtomo A es consecuencia légica de un conjunto de clausulas de
Horn 8C si y sélo si SC U {<« A} es insatisfacible.

(56

cons_log_insatisfacilidad: THEOREM
es_cons_logica(A,SC) &
es_insatisfacible(add(objetivo(singleton(A)),SC))

donde objetivo B construye el objetivo definido cuyo cuerpo es el conjunto
finito de atomos F'A.

Terminamos la seccion con el siguiente resultado, que usaremos en el desarrollo
de la semdntica procedimental de los programas légicos.

Teorema 3.51 Sea SC un conjunto de clausulas y G un objetivo. Entonces:
SC U {G} es insatisfacible si y sdlo si todos los dtomos del cuerpo de G son
consecuencia légica de SC.

[67]

cons_log_objetivo: THEOREM

V (G:objetivo_def):
es_insatisfacible(add(G,SC)) &
(V A: A € cuerpo(G) = es_cons_logica(A,SC))

3La funcién objetivo estd definida como objetivo(FA) = clausula horn(falso, FA)
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Demostracion:
Sean GG un objetivo y SC un conjunto de clausulas. Entonces

SC U {G} es insatisfacible

< conj-fla(SC) U {fla(G)} es insatisfacible 57y 63
< conj_fla(SC) U{—~AN{A: A € cuerpo(G)}} es insatisfacible 79
< conj_fla(SC) = N{A : A € cuerpo(G)} 73
& conj-fla(SC) = A,VA € cuerpo(G) ]
& SC E A VA € cuerpo(G) 1l

3.4.3. Modelos de Herbrand

En esta seccion construimos la base de Herbrand de un conjunto de clausulas
SC, definimos qué se entiende por interpretaciones y modelos de Herbrand y
probamos que un conjunto de clausulas SC es insatisfacible si y sélo si no tiene
modelos de Herbrand.

Para ello, en primer lugar, definimos una funcién que obtiene los simbolos
proposicionales de una clausula como el conjunto de simbolos de la férmula aso-
ciada.

Definicién 3.52 Elconjunto de simbolos proposicionales de una clausula
CH es el conjunto de simbolos de la formula asociada a CH.

[ 68

simb_prop(CH) : finite_set[atomo] = simb_prop(fla(CH))

En particular, probamos que la cabeza de una clausula es un simbolo proposi-
cional de ella y caracterizamos el conjunto de simbolos de una clausula en funcién
de su cabeza y su cuerpo.

Lema 3.53 La cabeza de una clausula definida C' pertenece a los simbolos pro-
posicionales de C.

(6]

simb_prop_contiene_cabeza: LEMMA
cabeza(C) € simb_prop(C)

Lema 3.54 El conjunto de los simbolos proposicionales de C'H es la unién de
los simbolos proposicionales de la cabeza de CH con el cuerpo de CH.

70
CNS_simb_prop: LEMMA L7

simb_prop(CH) = simb_prop(cabeza(CH)) U cuerpo(CH)




64 Capitulo 3. Un modelo formal de la légica proposicional en PVS

Dado un lenguaje proposicional LE, declaramos el tipo que representa al
conjunto de las clausulas de Horn relativas a LFE:

[ 71

clausula_horn_1(LE): TYPE =
{CH: clausula_horn | simb_prop(CH) C LE }

Dado un conjunto de cldusulas SC, consideramos el lenguaje asociado a SC,
LE(SC), como el conjunto de dtomos de SC y definimos la base de Herbrand
asociada a SC como la base de Herbrand del lenguaje LE(SC).

72
LE(SC): set[atomo] = Union(image (simb_prop) (SC))

base_herbrand(SC): set[atomo] = base_herbrand(LE(SC))

Lema 3.55 La base de Herbrand asociada a un conjunto finito de clausulas es
finita.

73
JUDGEMENT base_herbrand(FSC:finite_set[clausula_horn[T]]) HAS_TYP
finite_set [atomo]

Definicién 3.56 Decimos que I es una interpretacion de Herbrand de un
conjunto de cldusulas SC si es una interpretacion del lenguaje asociado a SC.
Y decimos que I es un modelo de Herbrand de SC si es una interpretacion de
Herbrand y es modelo de SC.

[ 74 ]

es_interpretacion_herbrand(I,SC): bool =
es_interpretacion_herbrand (LE(SC)) (I)

es_modelo_herbrand(I,SC): bool =
es_modelo(I,SC) & es_interpretacion_herbrand(I,SC)

Segun la definicién , determinar la insatisfacibilidad de un conjunto de
cldusulas requiere comprobar que ninguna interpretacién es modelo de dicho con-
junto. Ahora bien, el teorema permitira reducir dicha comprobacion sélo a
los modelos de Herbrand correspondientes al conjunto de clausulas. Los siguientes
lemas son auxiliares para dicho teorema.

Lema 3.57 Sean I, I, interpretaciones tales que son modelos de los mismos
simbolos de la cldusula CH. Entonces, I = CH siy sélo si I, = CH.

75
es_modelo_simb_prop_modelos_cl: LEMMA L7
(V A: A € simb_prop(CH) = (es_modelo(I1,A) = es_modelo(I2,A)))
= (es_modelo(I1,CH) < es_modelo(I2,CH))
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Lema 3.58 Sea I un modelo de la cldusula de Horn CH. Entonces, INSP(CH)
también lo es.

[ 76

modelo_c_simb: LEMMA
es_modelo(I,CH) = es_modelo(I N simb_prop(CH) ,CH)

Lema 3.59 Sean I una interpretacion, SC un conjunto de clausula de Horn y
CH una cldusula de SC. Si I = CH, entonces I N BH(SC) = CH.

77
modelo_c_base_h: LEMMA I_
es_modelo(I,CH) & CH € SC = es_modelo(I N base_herbrand(SC), CH)

Teorema 3.60 Sea I un modelo del conjunto de clausula de Horn SC. Entonces,
INBH(SC) es modelo de Herbrand de SC.

78
modelo_imp_modelo_herbrand: THEOREM L 78
es_modelo(I,SC) = es_modelo_herbrand(I N base_herbrand(SC), SC)

Demostracion:

Sea I un modelo del conjunto de cldusulas SC. Entonces, I N BH(SC) es una
interpretacién de Herbrand de SC, y por , se tiene que I N BH(SC) = SC.
Luego, I N BH(SC) es modelo de Herbrand de SC

U

Como consecuencia, se tiene el mismo resultado para programas.

Corolario 3.61 Sea I un modelo del programa definido P. Entonces, INBH (P)
es modelo de Herbrand de P.

. 79
modelo_imp_modelo_herbrand_p: COROLLARY

es_modelo(I,P) = es_modelo_herbrand(I N base_herbrand(P), P)

Terminamos esta capitulo con el teorema que reduce la insatisfacibilidad de
SC a la comprobacién de que SC no tiene modelos de Herbrand.

Teorema 3.62 Sea SC un conjunto de clausulas. Entonces, SC es insatisfacible
si y sélo si SC no tiene modelos de Herbrand.

[ 80

insatisfacible_mod_herbrand: THEOREM
es_insatisfacible(SC) & V I: NOT es_modelo_herbrand(I,SC)

Demostracion:
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(<) Es suficiente considerar que toda interpretacién de Herbrand de SC es una
interpretacion.

(=) Basta tener en cuenta que, si I = SC, entonces por , INBH(SC) es un
modelo de Herbrand de SC.

g



Capitulo 4

Semantica de los programas
l6gicos

En este capitulo, se trata la seméantica declarativa, procedimental y del punto
fijo de los programas légicos. Seguiremos, esencialmente, el desarrollo de J. Lloyd
[48].

En la primera seccién, se construye el menor modelo de Herbrand de un pro-
grama P,y se prueba que estd formado por los dtomos de la base de Herbrand
de P que son consecuencias logicas de P.

A continuacién, se define el operador de consecuencia inmediata asociado a
un programa, y se caracteriza la semdantica de los programas definidos mediante
el punto fijo de dicho operador.

Por 1ltimo, en la tercera seccién, se introduce la semantica procedimental
de los programas definidos y se establece la adecuacién y la completitud (débil)
del método de resoluciéon SLD. Finalmente, se introduce el concepto de regla de
computacién, se prueba la independencia de la regla de computacion y se concluye
con la completitud fuerte del método de resoluciéon SLD.

4.1. Semantica declarativa

En esta seccién construimos el menor modelo de Herbrand de un programa
definido, M M H (P), como la interseccién de los modelos de Herbrand de P y pro-
bamos que el menor modelo de Herbrand de P coincide con el conjunto de dtomos
de la base de Herbrand de P, que son consecuencias logicas de P. La formalizacién
en PVS se encuentra desarrollada en la teorfa semantica_declarativa (paginas
BO9-BT3).

En primer lugar, vemos que la base de Herbrand de un programa definido P
es modelo de Herbrand de P, usando para probarlo la caracterizacién de modelo

de una clausula definida .

Lema 4.1 La base de Herbrand de un programa definido P es modelo de Her-

67
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brand de P.

81
BH_es_modelo_de_Herbrand: THEOREM

es_modelo_herbrand(base_herbrand(P) ,P)

Demostracion:
Basta considerar que BH (P) es modelo de cada cldusula C' de P, pues contiene

a la cabeza de C.
O

4.1.1. Menor modelo de Herbrand

El menor modelo de Herbrand de un programa P se define como la interseccién
de los modelos de Herbrand de P. Para realizar la especificacién en PVS, en
primer lugar, se caracterizan los modelos de Herbrand de P como los elementos
del conjunto potencia de LE(P) que son modelos de Al

Lema 4.2 Una interpretacion I es modelo de Herbrand de un programa P si y
solo si pertenece al conjunto potencia del lenguaje de P y es modelo de P.

82
CNS_modelo_herbrand: LEMMA
es_modelo_herbrand(I,P) < powerset(LE(P))(I) & es_modelo(I,P)

Definicién 4.3 El conjunto de los modelos de Herbrand de P es

CMH(P)={I:IeP(LE(P)) A I =P}

[87]

conj_modelos_herbrand(P): finite_set[set[atomo]] =
{I: set[atomo[T]] | powerset(LE(P))(I) & es_modelo(I,P)}

Ademas, usando la definicién, se prueba que todos los conjuntos de CM H (P)
son finitos.

[ 84

conj_modelos_herbrand_finitos: LEMMA
every(is_finite) (conj_modelos_herbrand(P))

Definicién 4.4 El menor modelo de Herbrand de P, MM H(P), es la inter-
seccién del conjunto C M H (P).

! Aunque podriamos definicr M M H(P) como el conjunto {I : I C LE(P)AI = P}, lo
expresamos usando el conjunto potencia P(LE) pues serd ttil a la hora de especificar la corres-
pondiente funcién evaluable, que describimos en el capitulo 7.
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[57]

menor_modelo_herbrand(P): finite_set[atomo] =
Intersection(conj_modelos_herbrand(P))

Para establecer que MM H(P) = P, probamos que la interseccién de una
familia de modelos de un programa definido P es modelo de P. Como lema
previo, demostramos que la interseccion de una familia de modelos de una clausula
definida C es modelo de C.

Definicién 4.5 Decimos que un conjunto de interpretaciones CZ es un conjunto
de modelos de C si todo elemento de CZ es modelo de C.

es_conjunto_de_modelos?(CI:set[set[atomo]],C): bool =
VI: I € CI = es_modelo(I, C)

Lema 4.6 La interseccion de una familia de modelos de una clausula definida C
es modelo de C.

(5]

inters_familia_modelo_c_d: LEMMA
YV (CI:set[set[atomo]]):
es_conjunto_de_modelos?(CI,C) = es_modelo(Intersection(CI), C)

Demostracion:

Sea C la clausula definida A < By,..., B, y CZ un conjunto de modelos de
C. Veamos que (|CZ k= C. En efecto, si A € (CZ, por , (N CZ = C. En caso
contrario, 3 € CZ : A¢ I. Porser I = C, 3B; : B; ¢ I. Luego, B; ¢ (\CZ y,

por tanto, por , NCT = C.
]

Como consecuencia se tiene el resultado para programas.

Lema 4.7 Sea P un programa definido y CZ un conjunto de modelos de P.
Entonces, (\CTI = P.

[ 87

es_conjunto_de_modelos?(CI:set[set[atomo]],P): bool =
VI:I€CI = es_modelo(I, P)

inters_familia_modelo_conj_c_d: LEMMA
es_conjunto_de_modelos?(CI,P) = es_modelo(Intersection(CI),P)

A partir de este lema, se obtiene el teorema siguiente:

Teorema 4.8 Sea P un programa definido. Entonces, MM H(P) es un modelo
de Herbrand de P contenido en todo modelo de Herbrand de P.
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(58]

menor_modelo_es_modelo_herbrand: THEOREM
es_modelo_herbrand (menor_modelo_herbrand(P),P)

menor_modelo_es_el_menor: THEOREM
es_modelo_herbrand(I,P) = menor_modelo_herbrand(P) C I

Corolario 4.9 FEIl menor modelo de Herbrand de P estd contenido en la base de
Herbrand de P.

89
menor_modelo_es_el_menor_corol: COROLLARY
menor_modelo_herbrand(P) C base_herbrand(P)
Demostracion:
Se prueba como consecuencia directa de y .
O

Corolario 4.10 El menor modelo de Herbrand de P, MM H (P), esta contenido
en todos los modelos de P.

[97]

mmh_menor_todos_los_modelos: COROLLARY
es_modelo(I,P) = menor_modelo_herbrand(P) C I

Demostracion:
Si I = P, por , se tiene que I N BH(P) es modelo de Herbrand de P.

Entonces, por , MMH(P) C InBH(P). Luego, MMH(P) C I.
4

4.1.2. Consecuencias légicas de un programa

En esta subseccién, formalizamos en PVS el resultado, debido a van Emden
y Kowalski [96], que establece que M M H(P) esta formado por los dtomos de la
base de Herbrand de P, que son consecuencia logica de P.

Teorema 4.11 Sea P un programa definido. Entonces,

MMH(P)={Ac BH(P): P = A}

(o]

con_log_equiv_menor_modelo: THEOREM
menor_modelo_herbrand(P) =
{A: atomo | A € base_herbrand(P) & es_cons_logica(A,P)}
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Demostracion:
Se prueba por doble inclusiéon. En primer lugar, establecemos que

MMH(P) C {Ae BH(P): P = A}

menor_modelo_con_log: LEMMA
A € menor_modelo_herbrand(P)) =
A € base_herbrand(P) & es_cons_logica(A,P)

En efecto, si A € MMH(P), entonces A € I para todo modelo de Herbrand
I de P. Luego, si I es modelo de Herbrand de P, I [« A. Por tanto PU{+ A}
no tiene modelos de Herbrand. Luego, por , PU{« A} es insatisfacible y, por

[Ed], P = A. Ademés, por [B4], A € BH(P).
En segundo lugar, probamos

{A€ BH(P): P A} C MMH(P)

[97]

con_log_menor_modelo: LEMMA
A € base_herbrand(P) & es_cons_logica(A,P) =
A € menor_modelo_herbrand(P)

Sea A un dtomo de la base de Herbrand de P tal que P = A. Basta probar
que A € I, para todo I modelo de Herbrand de P. En efecto, sea I un modelo de
Herbrand de P. Entonces, por ser P = A, I = Ay, por tanto, A € I.

O

Si denotamos por C'L(P) el conjunto de dtomos de la base de Herbrand de P,
que son consecuencias légicas de P, obtenemos como corolario, que M MH (P) =
CL(P).

[ 93

CL(P): finite_set[atomo[T]] =
{Al A € base_herbrand(P) & es_cons_logica(A,P)}

con_log_equiv_menor_modelo_c: COROLLARY menor_modelo_herbrand (P)=CL(P

4.2. Semantica del punto fijo

En esta seccidn se caracteriza la semantica de los programas definidos median-
te el punto fijo del operador de consecuencia inmediata. En [8] se ha formalizado
la teoria de dominios en PVS y se ha probado el teorema del punto fijo de Tarski
[03]. Ademds, se ha descrito una construccién del menor punto fijo para funcio-
nes mondtonas y para funciones continuas. Nosotros usaremos que el operador
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de consecuencia es mondétono y la construcciéon del menor punto fijo para fun-
ciones monétonas que se describe en la teorfa de dominios [8], para definir el
menor punto fijo de un programa P y demostrar que coincide con el menor mo-
delo de Herbrand de P. Ademds, se prueba que dicho operador es continuo y se
le aplica también la construccién del menor punto fijo para funciones continuas
desarrollada en la teoria de dominios.

Por 1ltimo, se demuestra que el menor punto fijo de un programa P se al-
canza en una potencia del operador consecuencia inmediata menor o igual que el
cardinal de la base de Herbrand de P. La formalizacién de la seccién se encuen-
tra desarrollada en las teorias consecuencia_i, inclusion opc y semantica_p_f

(paginas BT3HZ20).

4.2.1. Operador de consecuencia inmediata

En esta subseccién se define el operador de consecuencia inmediata asociado
a un programa. Se prueba que es mondtono y se caracterizan los modelos del
programa como los puntos prefijos de dicho operador.

En primer lugar, definimos el operador de consecuencia inmediata asociado a
P sobre una interpretacion general, no sélo sobre las interpretaciones de Herbrand
de P. Probamos que es mondtono y que su rango son las interpretaciones de
Herbrand de P.

Definicién 4.12 Sea P un programa e Z el conjunto de interpretaciones. El
operador de consecuencia inmediata de P,

Tp T —T
se define como:

TP(I):{A‘ HCEPZC:A(—Bl,...,Bn AN {Bl,,Bn}QI}

[ 94

c_i(P)(I):set[atomo] =
{A:atomo |3 C: C € P & A=cabeza(C) & cuerpo(C) C I }

Veamos las propiedades de este operador.

Lema 4.13 Sea P un programa definido e I una interpretacion. Entonces, el

conjunto de consecuencias inmediatas de I mediante T'p esta contenido en la base
de Herbrand de P. Es decir, Tp(I) C BH(P).

[ 95

c_i_en_base_herbrand: LEMMA
c_i(P)(I) C base_herbrand(P)
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La prueba se basa en la propia definicién del operador y en que las cabezas de
las clausulas de P pertenecen a la base de Herbrand de P.

Como consecuencia, se obtiene que para toda interpretacién I, Tp(I) es una
interpretacién de Herbrand de P y, por tanto, una interpretacién finita. Es decir,
el rango del operador Tp es el conjunto de interpretaciones finitas. Esto nos
permite definir un operador de consecuencia inmediata restringido, como sigu(ﬂ:

Definicién 4.14 Sea P un programa y sea ZF el tipo de las interpretaciones
finitas. El operador de consecuencia inmediata restringido de P,

Tp;: IF — IF

se define como: Tpp(I) = Tp(I), para I € TF.

[95]

FI: VAR interpretacion_finita

c_i_f(P)(FI): interpretacion_finita = c_i(P) (FI)

Lema 4.15 Para todo programa definido P, Tp es una funcion mondtona.

[97]

c_i_monotona: LEMMA
I CJ=>ciP)(I) C c_i(P)D)

La prueba se obtiene directamente a partir de la definicién y de las propiedades
de las operacionnes sobre conjuntos incluidas en el preludio de PVS.

En el proceso de clausura que conlleva el calculo del menor punto fijo del
operador Tp, se trabaja con las potencias de dicho operador sobre el conjunto
vacio. Dichas potencias se definen recursivamente como:

« 79 =T%(Q) = 0
« TR =TpH(0) = Tp(TE(0))

En PVS, expresamos las potencias del operador de consecuencia inmediata,
mediante la funcién iterat

. [ 98]
potencia_c_i(P,n): interpretacion = iterate(c_i(P),n)(emptyset)

Lema 4.16 La base de Herbrand de un programa definido P contiene a todas
las potencias del operador consecuencia inmediata de P.

2En el capitulo 7 construiremos una especificacién evaluable del operador restringido Tpy.
3La funcién iterate estd definida en el preludio de PVS como
iterate(f, n)(x) = IF n = 0 THEN x ELSE f(iterate(f, n-1)(x)) ENDIF
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99
base_herbrand_contiene_potencias: LEMMA
iterate(c_i(P),n) (emptyset) C base_herbrand(P)
Demostracion:
Directamente, por la definiciéon de iterate y .
U

Lema 4.17 Sea P un programa definido. Las sucesivas potencias del operador
consecuencia inmediata de P forman una cadena ascendente.

100
c_i_iterate_vacio: LEMMA
iterate(c_i(P),n) (emptyset) C iterate(c_i(P),1+n) (emptyset)
Demostracion:
Por induccién en n, usando que Tp es monétono .
U

Corolario 4.18 Sea P un programa definido y m,n nimeros naturales. Enton-
ces,
m < n=Tp(0) € Tp(0)

101
c_i_iterate_vacio_gen: COROLLARY

m <= n = iterate(c_i(P),m)(emptyset) C iterate(c_i(P),n) (emptyset

Demostracién:
Por inducciéon en n, usando que 7Tp es mondétono y |[I71|.

Terminamos esta seccién con el resultado que caracteriza los modelos de un
programa P como los puntos prefijos del operador Tp. Recordemos que si (D, <)
es un orden parcial y f : D — D, se dice que z € D es un punto prefijo de f si
f(z) < z. (Nétese que en la expresion del teorema no usamos explicitamente la
nocién de punto prefijo).

Teorema 4.19 Sea P un programa definido e I una interpretaciéon. Entonces,
I'EPsiysélosiTp(l) C 1.

102
c_i_modelos_h: THEOREM

es_modelo(I,P) & c_i(P)(I) C I
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Demostracion:

Sea I un modelo de P. Veamos que Tp(I) C I. En efecto, sea A € Tp(I). Por
la definicién de Tp, A es la cabeza de una clausula C' de P, tal que I contiene al
cuerpo de C. Como I = P, también I = C, por lo que A € I, por .

Reciprocamente, sea I una interpretacion tal que Tp(I) C Iy C la cldusula de
P, A<« By,...,Bg. Veamos que I = C. En efecto, si {Bj,..., By} C I, entonces
A € Tp(I) y, por tanto, A € I. Luego, I = C. En caso contrario, por , I=C.

O

4.2.2. Menor punto fijo de un programa

En esta subseccién formalizamos el resultado, debido a van Emden y Kowalski
[96], que proporciona una caracterizacién del menor modelo de Herbrand de un
programa definido P, en funcién de los puntos fijos del operador de consecuencia
inmediata de P. Para ello, usaremos la formalizacién de la teoria de dominios en
PVS, realizada en [8], que hemos adaptado a la versién 3.1 de PVS. La biblioteca
en la que se encuentran las teorias formalizadas correspondientes la denotamos
por PF y nos referiremos a cada teoria con el prefijo PF@.

El uso de estas teorias, mediante el mecanismo de importacién de PVS, re-
quiere probar que la inclusién de conjuntos es un orden parcial precompleto, con
el vacio como su menor elemento:

subset?_es_precop: LEMMA precpo?(subset?)
vacio_es_bottom: LEMMA bottom?(subset?) (emptyset)

subset?_es_cpo: THEOREM cpo?(subset?, emptyset)

En la teoria PF@monotonic se formaliza la nocién de operador mondtono,
mediante el predicado monotonic? y el tipo de operadores mondétonos como
Monotonic. Usando la propiedad , se tiene que el operador de consecuencia
inmediata asociado a un programa es de tipo Monotonic.

Lema 4.20 FEl operador de consecuencia inmediata Tp es monétono.

c_i_monotonic: LEMMA monotonic?(c_i(P))

Nota 4.21 En la teoria PF@fixpoints se formaliza el concepto de menor punto
fijo como sigue: Sea < un orden parcial en D, x,y € Dy f: D — D.
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% Def (x es punto fijo de f)
fixpoint?(f) (x): bool = (f(x) = x)

% Def (x es menor punto fijo de f)
least_fixpoint?(£f)(x) : bool =
fixpoint?(f)(x) & (V y: fixpoint?(£f)(y) = x <=y)

% Def (f tiene menor punto fijo)
mu_exists?(f): bool = nonempty?(least_fixpoint?(f))

% Tipo (de los menores puntos fijos de f)
LFP(f): TYPE = (least_fixpoint?(f))

% Tipo (de las funciones con menor punto fijo)
Mu_Exists: TYPE = (mu_exists?)

% Lema (unicidad del menor punto fijo)
least_fix_unique: LEMMA unique?(least_fixpoint?(f))

% Corolario (unicidad del menor punto fijo)
1fp_singleton: COROLLARY
V (f: Mu_Exists): singleton?(least_fixpoint?(f))

% Def (menor punto fijo de las funciones con punto fijo)
mu(f: Mu_Exists): LFP(f) = choose(least_fixpoint?(f))

Por otra parte, en la teoria PFQadmisible se define la nocién de predicado
admisible de la forma siguiente: Sea < un orden parcial precompleto en D. Un
predicado ¢ sobre D es admisible si para toda cadena Clad, si sus elementos
verifican ¢, entonces el supremo de Cad también verifica ¢.

admissible?(¢: pred[D]): bool =
YV (Cad: Chain): every(¢)(Cad) = ¢(1lub(Cad))

Por 1ltimo, en la teoria PF@fixpoints_mono se construye el menor punto fijo
de los operadores mondtonos como sigue: Sea < un orden parcial completo en D
con bottom como menor elemento, x,y € D, f : D — D una funcién mondétona
y S un un conjunto de elementos de D.

% Def. (S es cerrado por pasos respecto del operador f)
step_closed?(f) (S): bool = (FORALL (y: (S)): S(£f(y)))

% Def. (S es cerrado respecto del operador f)
closed?(£) (S): bool =
contains?(bottom) (S) & step_closed?(f)(S) & admissible?(S)
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% Def. El menor cerrado respecto de f es la interseccién de todos
% los cerrados respecto de f.
X(£f): set[D] = A(closed?(f))

% Lemas que justifican la definicién anterior
X_is_closed : LEMMA closed?(f) (X(£f))
X_is_least_closed: LEMMA closed?(f)(S) IMPLIES subset?(X(f), S)

% Def. (elementos maximales)
Max(A): set[D] = {x: D | max?(x, A)}

% Lema: El1 menor cerrado respecto de f tiene elemento maximal.
X_has_max: LEMMA nonempty?[D] (Max(X(£)))

% Def. (menor punto fijo de f)
u(f): D = choose[D] (Max(X(£)))

% Lema que justifica la definicién anterior
mu_char: LEMMA mu(f) = u(f)

% Algunas propiedades del menor punto fijo demostrada en la teoria
% son las siguientes:

% Teorema de Knaster-Tarski:

KnasterTarski: THEOREM mu_exists?(f)

% Lema (de Park): el menor punto fijo de f es menor o igual que
% los puntos prefijos de f.
park: LEMMA f(x) <= x IMPLIES mu(f) <= x

Como hemos comentado, en la teoria auxiliar inclusion_opc (paginas BTH-
BTd), se establece que la relacién de subconjunto, junto con el conjunto vacio,
dotan a los conjuntos sobre un tipo T de la estructura de orden parcial completo.
Asi, se dispone del teorema del punto fijo para funciones monétonas y funciones
continuas sobre conjuntos de atomos. Por otra parte, puesto que las interpre-
taciones son conjuntos de dtomos y el operador de consecuencia inmediata es
monoétono, se puede usar la construccién anterior y definir el menor punto fijo de
un programa como el menor punto fijo del operador de consecuencia inmediata.

Definicién 4.22 Sea P un programa. Definimos el menor punto fijo de P, y
lo notamos por mpf(P), como el menor punto fijo del operador Tp.

103
mpf (P): interpretacion = u(c_i(P))
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Teorema 4.23 Sea P un programa definido. Entonces, el menor modelo de
Herbrand de P, MMH(P), coincide con el menor punto fijo del operador Thp,

mpf(P).

[104

mmh_es_mpf: THEOREM
menor_modelo_herbrand(P) = u(c_i(P))

Demostracion:

« mpf(P) C MMH(P)

Por el lema de Park es suficiente probar que Tp(MMH(P)) C MMH(P), lo
que se tiene por la caracterizacion de los modelos de P mediante el operador
Tp [I2], y por ser MM H(P) modelo de P [Ea]

« MMH(P) € mpf(P)

Por ser MM H(P) el menor modelo de Herbrand de P, basta probar que
mpf(P) es un modelo de Herbrand de P. En efecto, por ser punto fijo,
mpf(P) = Tp(mpf(P)) y, por , se tiene que mpf(P) es modelo de
P. Ademas, por , es interpretacién de Herbrand. Por tanto, mpf(P) es
modelo de Herbrand de P. Luego, MMH (P) C mpf(P).

0

Como consecuencia, se obtienen los siguientes resultados:

Corolario 4.24 Si I es un punto fijo del operador Tp, entonces existe una inter-
pretacion finita contenida en I, que es punto fijo de Tp.

existencia_punto_fijo_finito: COROLLARY
fixpoint?(c_i(P)) (I)
= 3 J: is_finite(J) & fixpoint?(c_i(P))(J) & J C I

Demostracion:

Basta tener en cuenta que M M H(P) es finito, que es punto fijo de P, pues
MMH (P) =mpf(P), y que cualquier punto fijo I de P es punto prefijo. Luego,
si I es punto fijo de P, por [[@A], I = P. Por tanto MM H(P) C I.

O

Corolario 4.25 El menor punto fijo de un programa P, mpf(P), coincide con
el conjunto de las consecuencias Idgicas de P, CL(P).

105
mpf_es_cl: COROLLARY mpf(P) = CL(P)
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4.2.3. Construccién del menor punto fijo de un programa

Nota 4.26 En la teoria PF@continuous se estudian las funciones continuas de la
forma siguiente: Sean D y R dos conjuntos parcialmente ordenados precompletos
ysea f: D — R.

% Def. Se dice que f es continua si para toda cadena Cad de D,
% la imagen de Cad por f tiene supremo y la imagen por f del
% supremo de Cad es el supremo de la imagen de Cad por f.
continuous?(f) : bool =
FORALL Cad: lub_exists?(set_image(f) (Cad)) &
(£ (lub(Cad)) = lub(set_image(f)(Cad)))

% Juicio: Las funciones continuas son mondtonas
JUDGEMENT Continuous SUBTYPE_OF Monotonic

Ademas, en la teoria PF@monotonic se demuestra que las funciones monétonas
conservan las cadenas

image_preserves_chains: LEMMA
FORALL (K: poD.Chain, f: Monotonic): chain?(set_image (£f) (K))

Por otra parte, en la teoria PF@fixpoints_cont se construye el menor punto
fijo de los operadores continuos de la siguiente forma: Sean < un orden parcial
completo en D con bottom como menor elemento, f : D — D una funcién
monétona y g : D — D una funcién continua.

% Def. Conjunto de potencias de f a partir del menor elemento; es
% decir, {bottom, f(bottom), f(f(bottom)), ...}
bottom_iterations(f): Chain[D,<=] =

seq_to_set (LAMBDA n: iterate(f, n)(bottom))

% Teorema: Si g es continua, entonces el supremo del conjunto de
% potencias de g a partir del menor elemento es el menor punto fijo
% de g.
fixpoint_theorem: THEOREM
mu(g) = lub(bottom_iterations(g))

Asi, para poder construir el menor punto fijo de un programa P como el
supremo del conjunto de potencias de P, hemos de probar que el operador de
consecuencia inmediata asociado, Tp, es continuo.

Lema 4.27 Sean C una cadena formada por conjuntos de atomos, e I un con-
junto finito de dtomos contenido en el supremo de C'. Entonces existe un elemento
de la cadena que contiene a I.
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106
c_i_es_continua_11: LEMMA

V (I: finite_set[atomo]):
V C: I C 1ub(C) & is_finite(I) = 3 (A:(C)): I C A

La prueba de este lema se realiza por induccién en I, siguiendo el esquema de
induccion para conjuntos finitos .

Teorema 4.28 Sea P un programa definido. Entonces, el operador Tp es conti-
nuo.

107

c_i_es_continua: THEOREM continuous?(c_i(P))

Demostracion:

Sea 7 el conjunto de las interpretaciones y C'ad una cadena de elementos de Z.
Segun la definicién de continuidad, hay que probar que T»(Cad) tiene supremo,
y que supremo(Tp(Cad)) = Tp(supremo(Cad)).

1. En efecto, por ser T» mondtona, se tiene que Tp(Cad) es una cadena y, por
ser (Z,C) un orden parcial precompleto, toda cadena tiene supremo. Por
tanto, Tp(Cad) tiene supremo.

2. Veamos que supremo(Tp(Cad)) = Tp(supremo(Cad)):

» supremo(Tp(Cad)) C Tp(supremo(Cad))
Es suficiente probar que Tp(supremo(Cad)) es una cota superior del
conjunto imagenfl Tp(Cad).

c_i_es_continua_13_1: LEMMA
chain?(C) = ub?(c_i(P)(1ub(C)), set_image(c_i(P))(C))

» Tp(supremo(Cad)) C supremo(Tp(Cad))

Cc_i_es_continua_12: LEMMA
c_i(P) (1ub(C)) C
polset[atomo] ,sets[atomo] . subset?].lub(set_image(c_i(P)) (C))

Sea A € Tp(supremo(Cad)). Entonces, existe una cldusula C' € P,
de la forma A < By,..., By tal que {By,..., By} C supremo(Cad).
Entonces, por la propiedad , {B4i,..., By} C I, para algun I de la
cadena Cad. Por tanto, A € Tp(I) que, a su vez, es un elemento de
la cadena imagen Tp(Cad). Por tanto, Tp(I) C supremo(Tp(Cad)).
Luego, A € supremo(Tp(Cad)).

4La funcién set_image del preludio obtiene el conjunto imagen de un conjunto S mediante
una funcién f.
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g

Asi, una vez que se tiene que el operador Tp es continuo, se puede obtener el
menor punto fijo de Tp de la forma siguiente:

Teorema 4.29 Sea P un programa definido. Entonces, el menor punto fijo P es
el supremo del conjunto de potencias del operador de consecuencia inmediata a
partir del conjunto vacio. Es decir,

mpf(P) = supremo({TE(D) : n € N})

108
IMPORTING PF@fixpoints_cont[set[atomo], subset?, emptyset]

punto_fijo_c_i: THEOREM
mu(c_i(P)) = lub(bottom_iterations(c_i(P)))

calculo_mpf: COROLLARY
mpf (P) = lub(bottom_iterations(c_i(P)))

4.2.4. Calculo del menor punto fijo de un programa

En esta seccién probamos que, para cualquier programa P, el supremo de la
cadena
TSCTpC---CTE. ..

se alcanza para m, con m < |[BH(P)|.

El esquema de la prueba es el siguiente: Por una parte, se tiene que BH (P)
es una interpretacion finita y cota superior de la cadena. Por tanto, los conjuntos
que forman la cadena no pueden crecer indefinidamente. Mas ain, no pueden
crecer mas que BH(P), por lo que la cadena es, necesariamente, finita. Y por
otra, en el momento en el que, en un paso, la cadena no aumente estrictamente,
se ha alcanzado el punto fijo y, por tanto, la cadena se estabiliza. Ahora bien,
este paso tiene que ser para una potencia m, con m < |BH(P)]|.

En PVS, establecemos los siguientes resultados.

Lema 4.30 La base de Herbrand de P es cota superior del conjunto de potencias
del operador consecuencia inmediata.
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base_herbrand_cota_superior_c_i: COROLLARY

ub?(base_herbrand(P), bottom_iterations(c_i(P)))

Demostracion:
Por aplicacién directa de [F].
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Lema 4.31 Sien el pason+1, la cadena formada por las potencias del operador
consecuencia inmediata a partir del vacio no ha colapsado, |Te™" ()| > n + 1.

110
cardinal _potencias_c_i_b: LEMMA

strict_subset?(potencia_c_i(P,n), potencia_c_i(P,n+1))
= card(potencia_c_i(P,n+1)) >= n+1

Demostracion:

Por induccion en n, usando las propiedades de conjuntos incluidas en el pre-
ludio de PVS.
O

Lema 4.32 Sea P un programa definido y n = |BH(P)|. Entonces, TE(?) es un
punto fijo del programa.
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CS_potencia_punto_fijo: LEMMA

n = card(base_herbrand(P))
= fixpoint?(c_i(P)) (iterate(c_i(P),n) (emptyset))

Demostracion:

Por , se tiene que TR(Q) C Tp(TE(D)). Si no se tuviera la igualdad, por
@), |Tp(TE(D))| > n+ 1. Por otra parte, por @], Tp(T#(D)) € BH(P). Luego,
|Tp(TE(D))| < n. Por tanto, ha de ser TE(Q) = Tp(TE(D)). Es decir, TR(D) es
punto fijo de Tp.

U

Lema 4.33 Sea P un programa definido. Si TH'(Q) es punto fijo de Tp, entonces
TE(O) =TE(D), Yn > m.
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CN_potencia_punto_fijo: LEMMA

fixpoint?(c_i(P)) (iterate(c_i(P),m) (emptyset))
= Vn:m<=n =
iterate(c_i(P),n) (emptyset) = iterate(c_i(P),m) (emptyset)

La prueba se realiza, directamente, por induccion y simplificacién en n.

Corolario 4.34 Sea I una interpretacion. Si I € {Tp(0) : n € N}, entonces
I =TR(0), para algiin n < |BH(P)].
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CN_pertenencia_potencias_c_i: COROLLARY

I € bottom_iterations(c_i(P)) =
3 n: n <= card(base_herbrand(P)) & I = iterate(c_i(P),n) (emptyset)

Como consecuencia, se obtiene que el conjunto de potencias del operador de
consecuencia inmediata de un programa, a partir del vacio, es finito.

Lema 4.35 Para todo programa definido P, el conjunto {T%(?) : n € N} es
finito.

[117]

is_finite(bottom_iterations(c_i(P)))

potencias_c_i_finito: LEMMA

Demostracion:

Sea P un programa definido y n = [BH(P)|. Por [@], es suficiente considerar
la funcién f : {0,1,...,n+ 1} — {TR(D) : n € N}, definida como f(k) = TE(QD)
y probar que es sobreyectiva.

g

Teorema 4.36 EIl menor punto fijo de un programa P se alcanza en una potencia

del operador de consecuencia inmediata menor o igual que el cardinal de la base
de Herbrand de P.

115

mpf_potencia_c_i: THEOREM
3 n: n <= card(base_herbrand(P)) &
mpf (P) = iterate(c_i(P),n) (emptyset)

Demostracion:

Sea P un programa definido. Por hay que probar que In < |BH(P)] tal
que supremo({TH(D) : n € N}) = TE(Q) y, por , es suficiente probar que
supremo({Tp(D) : n € N}) € {TE(D) : n € N}).

Ahora bien, en la teoria PF@propiedades_cadena se ha probado que el supre-
mo de toda cadena finita en un conjunto dotado de un orden parcial precompleto
pertenece a la cadena. Luego, es suficiente probar que la cadena formada por las
potencias del operador de consecuencia inmediata a partir del vacio es finita, lo

que se tiene por [IT]|.
g

Corolario 4.37 Sea P un programa definido. Entonces, mpf(P) = TE(D), sien-
don = |BH(P)|.
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116
mpf_potencia_c_i_corol: COROLLARY

mpf (P) = iterate(c_i(P),card(base_herbrand(P))) (emptyset)

Como consecuencia, se obtiene también el mismo resultado considerando el
operador de consecuencia inmediata, restringido a interpretaciones finitadd.

Corolario 4.38 EIl menor punto fijo de un programa P es la n—sima potencia
del operador consecuencia inmediata restringido, siendo n = |BH(P)]|.

117

mpf_potencia_c_i_corol_f: COROLLARY

mpf (P) = iterate(c_i_f(P),card(base_herbrand(P))) (emptyset)

4.3. Semantica procedimental

El método de prueba subyacente a Prolog es una variante del método de resolu-
cidn, debido originalmente a Robinson [71]. Dicho método se usa para determinar
si una formula F' es consecuencia de un conjunto de férmulas S, lo que equivale
a demostrar que el conjunto de cldusulas correspondientes a SU {—F'} es insatis-
facible.

En general, una cldusula proposicional es un conjunto finito de literales (ato-
mos o negaciones de dtomos). El proceso de resolucién general se aplica a un
conjunto de cldusulas, y se basa en la nocién de resolvente: dadas las clausulas Cy
y Co, y el 4tomo A, con A € C1y = A € Cy, lacldusula C = (C1\{A})U(Co\{—A})
se denomina resolvente de C y Cs.

El método de resolucién para determinar la insatisfacibilidad de un conjunto
S consiste en calcular la clausura de S bajo resolucién, R(S), y comprobar si la
cldusula vacia O € R(S), pues se verifica el siguiente resultado:

S es insatisfacible < O € R(S)

Una refutacion de & es una sucesion finita de clausulas Cy,C,,...,C, = 0O,
tales que cada C; pertenece a S, o es la resolvente de las cldusulas Cj, Cy, con
I,k <.

Ahora bien, cuando se busca sistematicamente una refutacién para un con-
junto dado S, se puede generar un espacio de bisqueda muy grande. Por ello, se
han desarrollado distintos refinamientos del método de resoluciéon. Consideremos
uno de ellos: la resolucién lineal por entradas.

= Una deduccion por resolucion lineal de C' a partir de S es una sucesién de
pares < Cy, By >,..., < C,, B, >, talesque C =Cyy1 y

5Este resultado lo usaremos en el capitulo 7 para construir una especificacién evaluable que
calcule el menor punto fijo de un programa P.
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e (y,B, €S

e Cada Cjy1,7 < n es una resolvente de C; y B;.
= Si C = 0O, se dice que es una refutacion lineal de S.

En el contexto de la resolucién lineal, los elementos de & usados en la deduc-
cién suelen denominarse clausulas de entrada y Cy clausula de partida.

Si denotamos por £(S) al conjunto de todas las cldusulas linealmente dedu-
cibles de &, se tiene que si S es un conjunto de cldusulas de Horn, entonces

S es insatisfacible < O € L(S)

La visién general de un programa es que tenemos un conjunto de reglas y
hechos, de los cuales queremos deducir consecuencias. En general, queremos saber
si una conjuncién de hechos B; A --- A B,, se puede deducir de un programa P.
La idea es anadirle a P el objetivo G :+ {Bi,...,B,} (es decir, la férmula
equivalente =By V ---V —B,,) y determinar si el conjunto de cldusulas de Horn
P U {G} es insatisfacible. En caso afirmativo, por , tendremos que Vi, B; es
consecuencia logica de P.

La representacion elegida de cldusula de Horn usa conjuntos finitos de 4tomos,
por lo que entre ellos no hay un orden determinado ni se tienen elementos repeti-
dos. Sin embargo, un procedimiento que tenga que ser evaluado en un ordenador
tendra que usar secuencias o listas de atomos, en vez de conjuntoﬂ.

La especificacién del método de resolucién que vamos a hacer en esta seccién
se encuentra desarrollada en la teorfa sld_resolucion (paginas B20-B24). Tiene
las siguientes caracteristicas:

= Las cldusulas estdn representadas usando conjuntos finitos de dtomos.

= Especificamos el método de resolucién lineal con clausula de partida, siendo
el programa un conjunto finito de cldusulas definidas.

= En cada paso, el &tomo del objetivo G elegido para resolver no dependera del
uso de una regla de seleccién determinada.

En primer lugar, establecemos la nocién de resolvente de una cldusula definida
y un objetivo definido.

Definicién 4.39 Sean G :+ {Ai,...,A,} un objetivo definido, y C' : A «+
{B4, ..., By} una clausula definida. Decimos que G' es una resolvente de G y C
si existe Aj tal que A= A; y G' :— ({A1, ..., An} \{A}) U{B4,..., By}

Para especificar en PVS la nocién de resolvente de un objetivo y una clausula,
establecemos previamente el tipo de objetos sobre los que tiene sentido definirla:

6En el capitulo 7 especificaremos procedimientos evaluables del método de resolucién.
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118
tiene_resolvente(G,C): bool = NOT vacia?(G) & cabeza(C)éEcuerpo(G)

PD: TYPE = {par: [objetivo_def[T], clausula_def[T]] |
LET (G, C) = par IN tiene_resolvente(G,C)}

resolvente(par:PD): objetivo_def[T] =
LET (G,C) = par IN objetivo(remove(cabeza(C),cuerpo(G)) U cuerpo(C)

Desde el punto de vista algoritmico, la funcién resolvente especificada no
representa el calculo de la resolvente en un proceso concreto de resoluciéon. Ahora
bien, la idea del proceso general de resolucion es la siguiente: dado un conjunto de
reglas y hechos (representados por el programa P), y una pregunta (representada
por el objetivo G), el proceso consiste en ir eliminando los subobjetivos de G,
formados por cada atomo de su cuerpo que, pueden deducirse de P. En este
sentido, en cada paso del proceso de resolucion que estamos especificando se
elimina (o se resuelve) un dtomo diferente. En cambio, si el proceso maneja listas
0 sucesiones, un mismo atomo puede estar repetido y resolverse varias veces, pues
en cada paso se elimina so6lo el atomo que ocupa una posicion.

A partir de la definicién de resolvente, especificamos la nocién de refutacion.
Para ello, en primer lugar, definimos el concepto de refutacion de longitud n, por
induccién en n, como sigue.

Definicién 4.40 Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Decimos
que P U {G} tiene una refutacién de longitud n si se verifica alguna de las
condiciones siguientes:

s n=0yG=0

= n > 0 y P contiene una cldusula C tal que cabeza(C) € cuerpo(G) y
P U {resolvente(G,C)} tiene una refutacién de longitud n — 1.

119
tiene_refutacion_long(P,G,n): RECURSIVE bool =

IFn=20
THEN vacia?(G)
ELSE 3 C: C € P & cabeza(C) € cuerpo(G) &
tiene_refutacion_long(P,resolvente(G,C), n-1)
ENDIF
MEASURE n

Definicién 4.41 Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Decimos
que PU{G} tiene una refutacién si P U {G} tiene una refutacién de longitud
n, para algin n.

120
tiene_refutacion(P,G): bool = 3 n: tiene_refutacion_long(P,G,n)
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A partir de la nocién de refutacion, construimos el conjunto de éxitos de P
como el conjunto de 4tomos A de la base de Herbrand de P tales que PU{+ {A}}
tiene una refutacién.

Definicion 4.42 Sea P un programa definido. El conjunto de éxitos de P es

Ezitos(P) = {A|[A € BH(P) N PU{« {A}} tiene una refutacion}

121
Exitos(P): finite_set[atomo[T]] =

{A | A € base_herbrand(P)) &
tiene_refutacion(P,objetivo(singleton(4))) }

4.3.1. Adecuacion del método de resolucion SLD

El objetivo de esta subseccion es demostrar el siguiente teorema de adecuacion.

Teorema 4.43 Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Si PU{G}
tiene una refutacién, entonces P U {G} es insatisfacible.
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sld_adecuacion: THEOREM

tiene_refutacion(P,G) = es_insatisfacible(add(G, P))

La demostracion se basa en el siguiente lema, que establece que para todo n,
si P U {G} tiene una refutacién de longitud n, P U {G} es insatisfacible.

123

tiene_refutacion_long_insatisfacible: LEMMA
tiene_refutacion_long(P,G,n) = es_insatisfacible(add(G, P))

Demostracion:
Por induccién en n:

= n = 0. Entonces, G = Oy, por tanto, P U {0} es insatisfacible.

= Supongamos que P U {G} tiene una refutacién de longitud n + 1. Segin
la definicién, P tiene una cldusula C' tal que cabeza(C) € cuerpo(G) y
P U {resolvente(G,C)} tiene una refutacién de longitud n. Por hipétesis de
induccién P U {resolvente(G,C)} es insatisfacible.

Veamos que P U {G} es insatisfacible. En efecto, sea I una interpretacion.
Probamos que I = P U {G}.

e Si I £ P, entonces I = PU{G}.



88 Capitulo 4. Semadntica de los programas légicos

e SiI = P, entonces I i resolvente(G,C), por ser PU{resolvente(G,C)}
insatisfacible. Entonces, por ,

cuerpo(resolvente(G,C)) = (cuerpo(G) \ {A}) U cuerpo(C) C I

donde A = cabeza(C). Luego, cuerpo(C) C I. Ademds I = C, pues
C € P. Por tanto, por , A € 1. Como también cuerpo(G)\{A} C I,
se tiene cuerpo(G) C I y, por tanto, I i~ G.

d
Como consecuencia de y , se obtienen los siguientes resultados:

Corolario 4.44 Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Si PU{G}
tiene una refutacién, entonces P |= A, para todo dtomo A del cuerpo de G.
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tiene_refutacion_cons_logica: COROLLARY
tiene_refutacion(P,G) = (V A: A € cuerpo(G) = es_cons_logica(A,P)

Corolario 4.45 Sea P un programa definido. Entonces, Exitos(P) C C'P(P)
Y, como consecuencia de y , se obtiene:

Corolario 4.46 Dado un programa definido P, se tiene Exitos(P) C M MH (P)

125
exitos_contenido_menor_modelo_herbrand: COROLLARY

Exitos(P) C menor_modelo_herbrand(P)

Como MMH(P) = mpf(P), tenemos también que Exitos(P) C mpf(P).
Veamos una propiedad que precisa mas, en funcién de la longitud de la refutacion.

Proposicion 4.47 Sean P un programa definido y G un objetivo definido. Si
P U {G} tiene una refutacién de longitud n, entonces cuerpo(G) C Th(D)

126
tiene_refutacion_long_consecuencia_i: LEMMA

tiene_refutacion_long(P,G,n) = cuerpo(G) C iterate(c_i(P),n) (@

Demostracién:
Por induccion en n:

= Sin =0, entonces G = O. Luego, cuerpo(G) = @ C Tp(D).
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= Supongamos que P U {G} tiene una refutacién de longitud n + 1. Por defi-
nicién, existe una cldusula C' € P, tal que P U {resolvente(G,C)} tiene una
refutacién de longitud n. Por hipétesis de induccion,

cuerpo(resolvente(G,C)) = (cuerpo(G) \ {A}) U cuerpo(C)) C TE(D)

donde A = cabeza(C). Entonces, cuerpo(resolvente(G,C)) C Tat (@) por
y, por tanto, cuerpo(G)\{A} C Tt (@) . Por otra parte, por definicién
de Tp, A € TF™ (D). Luego, cuerpo(G) C Tt (®).

g

4.3.2. Completitud del método de resolucion SLD

El objetivo de esta subseccion es demostrar el siguiente teorema de completi-
tud.

Teorema 4.48 Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Si PU{G}
es insatisfacible, entonces P U {G} tiene una refutacion.

La prueba de este teorema necesita algunos resultados previos.

En particular, probamos una propiedad que nos garantiza que si todos los
atomos A del cuerpo de un objetivo G verifican que P U {+- {A}} tiene una
refutacién, entonces P U {G} tiene una refutacién. Para probarlo, necesitamos el
siguiente lema.

Lema 4.49 Sean P un programa definido, G un objetivo definido y A un atomo.
Si PU{G} tiene una refutacién de longitud m y PU{«+ {A}} tiene una refutacién
de longitud k, entonces PU{< cuerpo(G)U{A}} tiene una refutacién de longitud
n<m+k.
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composicion_refutaciones_1: LEMMA
tiene_refutacion_long(P,G,m) &
tiene_refutacion_long(P, objetivo(singleton(A)), k) =
dn:n <= m+k & tiene_refutacion_long(P,objetivo(add(A,cuerpo(G))),n)

Demostracion:
Por induccion en m:

= Sim =0, entonces G = 0. Luego, podemos tomar n = k.
= Sea m # 0y supongamos que P U {G?} tiene una refutacién de longitud m.

e Si A € cuerpo(G), entonces < cuerpo(G) U {A} = G, por lo que es
suficiente tomar n = m.
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e Si A ¢ cuerpo((G), entonces existe C' € P tal que tiene resolvente con
G,y P U {resolvente(G,C)} tiene una refutacién de longitud m — 1.
Por hipoétesis de induccién, existe n; < m — 1 4+ k tal que
P U {« cuerpo(resolvente(G, C')) U{A}} tiene una refutacién de lon-
gitud n,. Entonces, basta tomar n = n; + 1 y tener en cuenta que,
debido a que A ¢ cuerpo(G),

+ cuerpo(resolvente(G, C'))U{ A} = resolvente(«+ cuerpo(G)U{A}, C)
O
Lema 4.50 Sea P un programa definido y F' un conjunto finito de atomos. Si

PU{« {A}} tiene una refutacién, para todo dtomo A de F', entonces PU{«+ F'}
tiene una refutacion.
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composicion_refutaciones_2: LEMMA

(V A: A € F = tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A))))
= tiene_refutacion(P, objetivo(F))

composicion_refutaciones_2_corol: COROLLARY
(V A: A € cuerpo(G) = tiene_refutacion(P,objetivo(singleton(A))))
= tiene_refutacion(P, G)

Demostracion:
Por induccion en F', siguiendo el esquema , descrito en el capitulo 2:

= Si F'= (), entonces P U {0} tiene una refutacién de longitud 0.

= Sea F' # () y supongamos que PU{<+ {A}} tiene una refutacién, para todo
atomo A € rest(F). Por hipédtesis de induccién, P U {« rest(F)} tiene
una refutacién. Ademads, como choose(F) € F', PU{«+ {choose(F)}} tiene
una refutacién. Entonces, por , P U {« F} tiene una refutacién, pues
F =rest(F) U {choose(F)}

g

La siguiente proposicion puede considerarse, en cierto sentido, reciproca de
24 .

Proposicion 4.51 Sean P un programa definido y G un objetivo definido. Si
cuerpo(G) C TE(D), entonces P U {G} tiene una refutacion.

129
consecuencia_i_tiene_refutacion: LEMMA

Aciterate(c_i(P),n) (B) = tiene_refutacion(P,objetivo(singleton(A))
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Demostracion:
Por induccién en n:

= n =0, trivial.

= Sea n # 0y supongamos que A € TE(D). Por definicién, existe C € P de
la forma A < {B,..., By} con {By,..., By} C Ta '(@). Por hipétesis de
induccién, para todo i, P U {« {B;}} tiene una refutacién. Entonces, por
, P U {« {By,..., By} }tiene una refutacién. Por tanto, P U {«+ {A}}

tiene una refutacion.

g

Corolario 4.52 Sea P un programa definido. Entonces, M M H(P) C Exitos(P)

. . [150]
menor_modelo_herbrand_contenido_exitos: COROLLARY
menor_modelo_herbrand(P) C Exitos(P)
Demostracién:

A€ MMH(P)
= Aempf(Tp) (por [T77))
= A€ supremo({TE(D):n € N} (por [I77))
= dn:AeTED)
= PU{«+ {A}} tiene refutacién (por [Z4|)
= A € Exitos(P) (por |[ZZ1|)

O

Como consecuencia se obtiene el resultado siguiente:

Teorema 4.53 Sea P un programa definido. Entonces, M M H (P) = Exitos(P)

151
menor_modelo_herbrand_exitos: THEOREM

menor_modelo_herbrand(P) = Exitos(P)

Terminamos la subseccion con la prueba del teorema de completitud del méto-
do de resolucion SLD.

152

sld_completitud: THEOREM
es_insatisfacible(add(G,P)) = tiene_refutacion(P,G)
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Demostracion:
Si PU{G} es insatisfacible, PU{G} no tiene modelos. En particular, M M H(P)
no es modelo de P U {G}. Como MMH (P) |= P, se tiene que MMH(P) [~ G.
Luego, cuerpo(G) € MMH(P). Por [I30], cuerpo(G) C Exitos(P), por lo que
para todo dtomo A del cuerpo(G), PU{«+ {A}} tiene una refutacién. Luego, por
28], P U{G} tiene una refutacion.
(]

4.3.3. Completitud fuerte de la resolucién SLD

El resultado de completitud previo, también llamado de completitud débil,
establece que si P U {G} es insatisfacible, existe alguna refutacién de P U {G}.
Ahora bien, si queremos disponer de un procedimiento concreto para encontrar
dicha refutacion, es necesario considerar dos cuestiones: el orden en el que se van
a ir resolviendo los atomos del objetivo y el proceso de busqueda.

En esta subseccion introducimos el concepto de regla de computacion, que se
usard para seleccionar los atomos en un proceso de refutacion. El objetivo es es
establecer la completitud fuerte del método de resolucién SLD: “si P U {G} es
insatisfacible, entonces P U {G} tiene una refutacién mediante cualquier regla de
computacién”. Para ello, probaremos la independencia de la regla de computa-
cién: “si PU{G} tiene una refutacién, entonces PU{G} tiene una refutacién via
cualquier regla de computacién”. La formalizacién en PVS se encuentra desarro-
llada en la teoria s1d_resolucion via (paginas B24-B37).

En primer lugar, establecemos la nocién de regla de computaciéon y declaramos
el tipo que las representa:

133

es_regla_computacion(f: [objetivo_def[T] -> atomo[T]]): bool =
V G: £(G) € cuerpo(G)

regla_computacion: TYPE = (es_regla_computacion)

f: VAR regla_computacion

Definimos el concepto de refutacién via una regla de computacién, de manera
andloga al concepto general de refutacién [IZ1|.

Definicién 4.54 Sea P un programa definido, G un objetivo definido y f una
regla de computacion. Decimos que P U {G} tiene una refutacién via f de
longitud n si se verifica alguna de las condiciones siguientes:

»n=0yG=0

= n > 0 y P contiene una cldusula C tal que cabeza(C) = f(cuerpo(G)) y
P U {resolvente(G,C)} tiene una refutacién via f de longitud n — 1.
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73]

tiene_refutacion_long_via(P,G,n,f) : RECURSIVE bool =
IFn=20
THEN vacia?(G)
ELSE 34 C: C € P & cabeza(C) = £f(G) &
tiene_refutacion_long_via(P,resolvente(G,C),n-1,f)
ENDIF
MEASURE n

Definicién 4.55 Sea P un programa definido, G un objetivo definido y f una
regla de computacion. Decimos que P U {G} tiene una refutacién via f si
P U{G} tiene una refutacién via f de longitud n, para algin n.

185

tiene_refutacion_via(P,G,f): bool =
3 n: tiene_refutacion_long_via(P,G,n,f)

En [48], Lloyds prueba la independencia de la regla de computacién basindose
en la aplicacién reiterada, un niimero finito de veces, de un lema técnico: el lema
del intercambio. Dicho lema asegura que, dado un objetivo G :+— {4y, ..., An},
si en dos pasos consecutivos de resolucién se resuelve seleccionando primero A; y
después A; (con ¢ # j), se obtiene el mismo objetivo que si primero se selecciona
A; y después A;. La demostracién se basa en la consideracién del cuerpo de una
cldusula (y, en particular, de un objetivo) como una sucesién o una lista ordenada
de dtomos. Entonces, si en dos pasos sucesivos del proceso de refutacién de PU{G}
se resuelve eligiendo primero A; y después A;, se obtiene:

<_{Ala---,Aia---,Aj,---;Am} Ai(—{Bl,...,Bk}

(—{Al,...,Bl,...,Bk...,Dl,...,DT,...,Am}

De la misma forma, si se resuelve eligiendo primero A; y después A;, se obtiene:
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(—{Al,...,AZ‘,...,Aj,...,Am} Aj(—{Dl,...,DT}

(—{Al,...,Ai,...,Dl,...,DT,...,An} Ai(—{Bl,...,Bk}

<_{Ala---;Bla---aBk---aDla---:Dr;---,Am}

Es evidente que ambos objetivos son el mismo, puesto que lo que se hace es
sustituir el &tomo que ocupa una posicién determinada, sin reordenarlos y sin
que influya la posible repeticion de los atomos.

Ahora bien, esta propiedad no se tiene si representamos las cldusulas mediante
conjuntos finitos, y el proceso de sustitucién de un dtomo del cuerpo del objetivo
consiste en eliminar dicho elemento y unir el conjunto resultante con el conjunto
que representa al cuerpo de la clausula. Veamos, para ello, el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.56 Consideremos el objetivo G :+— {A;, Ay, A3} y las cldusulas C} :

Ay {As} y Cy 0 Ay « {A4}. Si resolvemos primero con C) y después con Cy
se tiene:

— {A1,A2,A3} A+ {Az}

— {AQ, Ag} A2 — {A4}

— {A3, A4}
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Mientras que si resolvemos primero con Cs y después con C; tenemos:

< {Al, AQ, Ag} A2 — {A4}
— {Al, Ag, A4} A1 — {AQ}
— {A27 A37 A4}

Es decir, en general:

resolvente(resolvente(G, C;), C;) # resolvente(resolvente(G, C;), C;)

puesto que si denotamos por C'~ el cuerpo de una clausula definida C' se tiene
que:

((cuerpo(G)\{A:}) UC; )\ {A;}) UC; # ((cuerpo(G) \ {4;}) UC; \{A:}) UC;

Por otra parte, A. Nerode y R. Shore [57] prueban la completitud fuerte de la
resolucién SLD por induccion en la longitud de la prueba, usando implicitamente
que los pasos de una refutacion se pueden cambiar de orden. Ahora bien, aunque
en el desarrollo previo de la resolucién SLD en [57], se considera que los cuerpos
de las clausulas son conjuntos finitos de atomos, para probar la completitud del
proceso subyacente a Prolog se decanta por considerarlos como sucesiones y no
como conjuntos.

Pues bien, aunque no es cierto el lema del intercambio con esta representacion,
si lo es la independencia de la regla de computacion, pues la idea subyacente es
que no importa el orden en que se resuelvan todos los elementos de un objetivo.
Puesto que la definicion de la existencia de una refutacion se ha hecho de manera
recursiva, la idea es probar, por induccién, que si P U {G} tiene una refutacién
y f es una regla de computacién, entonces P U {G} tiene una refutacién via f.
La cuestion es que no se puede hacer induccién en la longitud de la refutacion,
pues ésta no es la misma en cualquier refutacion; depende del orden en el que se
resuelven los d4tomos.
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Ejemplo 4.57 Consideremos el programa
P={e«{c},c+,d<—,e,a+ {d,e},a < {f}}

y el objetivo G < {a,d}. Obsérvese que la longitud de las refutaciones de G
dependen del orden en el que se resuelvan los atomos.

« {a,d} d « {a,d} a+ {d,e}
« {a} a+ {d,e}  {d,e} d
 {d,e} de (e} e+
 {e} e+ -

[]

Entonces, la cuestién es: dados un programa P, un objetivo G tal que PU{G} tie-
ne una refutacion, y un atomo cualquiera A del cuerpo de GG, probar que existe al-
guna cldusula C' en P con la que “resolver” A, de forma que PU{resolvente(G, C)}
sea “menor” que P U {G} en algin sentido. Es decir, hemos de definir una fun-
cién de medida hp sobre G de forma que si P U {G} tiene una refutacién y
A € cuerpo(@), exista C' en P tal que cabeza(C) = Ay

hp(resolvente(G, C)) < hp(G)

En [6], Apt y van Emden introducen la nocién de arbol SLD para PU{G}, y
la de objetivo k-refutable, donde k acota la longitud de las posibles refutaciones
de G en todos los arboles SLD cuya raiz es GG. Usando estos conceptos, se prueba
que si cada atomo A; del cuerpo de un objetivo G es k;—refutable, entonces G es
ki +- - -+ k,,—refutable, por induccién en k; + - - -+ k,,,. A partir de este resultado
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se construye la demostracién de la completitud fuerte de la resoluciéon SLD. Hay
que hacer notar que, en este caso, los cuerpos de las clausulas se consideran como
sucesiones finitas, por lo que en el razonamiento se puede suponer que, en cada
paso de refutacion, su longitud disminuye.

Por otra parte, en [89], Stark introduce la nocién de arbol de implicacién
respecto de un programa y prueba la completidud fuerte de la resolucién SLD,
usando induccién en el nimero total de nodos de los arboles de implicacién de
los 4tomos del objetivo.

Para nuestra prueba, nos apoyaremos en la nociéon de arbol de implicacién
introducida en [89]. Sea P un programa definido y A un &tomo, un drbol de
implicacion de A respecto de P es un arbol cuyos nodos son atomos tal que

= Su raiz es A.

» Para cada nodo N del arbol, si By, ..., By son sus hijos, existe una clausula
en P de la forma N < {By,..., By} (si un nodo N no tiene hijos, entonces
el hecho N < es una cldusula de P).

Ejemplo 4.58 Los dos arboles de implicacién del &tomo a respecto del programa
del ejemplo

Obsérvese que si A no es consecuencia logica de P, entonces no tiene arbol
de implicacién, mientras que si A es consecuencia logica de P puede tener varios
arboles de implicacion, con distinto niimero de nodos. Ademas, cada uno de ellos
esta relacionado con una refutacién de A. Mas atn, la longitud de la refutacion
depende del niimero de nodos del arbol de implicacion correspondiente, de forma
que la refutacion de menor longitud se corresponde con el drbol de implicacién
con menor nimero de nodos.

Nota 4.59 Existe un paralelismo entre los drboles de implicacién del dtomo a y
sus refutaciones, como se puede apreciar en el siguiente grafico:
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+— {a} a+ {d, e} /a \
d ' e

— {d, e} d <+

— {e} e+

La idea es, pues, definir una funcién de medida de forma que, si P |= A, refleje
lo siguiente:

= hp(A) = nimero de nodos del drbol de implicacién de A con menor nimero
de nodos.

s hp(G) = suma de las medidas de los dtomos del cuerpo de G.

Para definirla, notemos que si P U {G} es insatisfacible, todos los dtomos del
cuerpo de GG son consecuencias logicas de P y, por tanto, son elementos del menor
punto fijo de P. Es decir, han sido generados en algin paso k de la cadena

TY(O) C THO) C ... TE(O) C TE (@) C ...

Ademas, tenemos en cuenta que el nimero de nodos del menor arbol de im-
plicacion estd intimamente relacionado con el menor k£ en el que el d&tomo A se
introduce en algiin conjunto de la cadena. En efecto, si A es consecuencia logica
de P, entonces el drbol de implicacién de A con menor numero de nodos tiene
un nodo mas que el total de nodos de los menores arboles de implicacién de
los d4tomos que se han introducido al eliminar A. Es decir, hp(A) ha de ser el
siguiente del minimo de las medidas sobre cuerpo(C), donde C € P, la cabeza
de C coincide con A, y los elementos del cuerpo de C se han introducido en la
cadena en los pasos anteriores a k.
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Si A no es consecuencia léogica de P, como no se puede hablar del arbol de
implicacién de A, le asignaremos un valor alto, del orden de n", siendo n el
cardinal de la base de Herbrand de P. De esta forma, su medida serd mayor que
la medida de cualquier atomo que sea consecuencia légica de P.

Definicién 4.60 Sea P un programa definido, n = |BH(P)| y A un &dtomo.
Definimos el menor exponente de A con respecto a P como el menor k tal que
A pertenece a la potencia k—sima del operador Tp, si A es consecuencia Iégica de
P, 00 en caso contrario. Es decir,

& .
m_caponenten(A) = { gk<n(A € T5(9)) Z i Lzﬁ

Nétese que podemos acotar el valor de k pues sabemos que la cadena TE(Q)
colapsa en algin paso m < |BH(P)|.

Entonces, si A es consecuencia légica de P, su menor exponente con respecto
a P es estrictamente positivo y, ademds, existe alguna cldusula en P de forma
que los atomos de su cuerpo han sido introducidos en pasos anteriores; es decir,
sus menores exponentes con respecto a P son menores que el de A.

Esto nos permite establecer la siguiente definicién recursiva de la funcién de
medida hp.

Definicion 4.61 Sean P un programa definido, A un atomo y n el cardinal de
la base de Herbrand de P. Definimos la funcion de medida hp como sigue:

nm s1 P #=f4
M@= 1imind Y he(B):CeCRo(A)S si PEA
Becuerpo(c)

donde CRp(A) = {C : C € P A cabeza(C) = A A cuerpo(C) C TE™' (D)}, siendo
k = m_exponentep(A).

Si G es un objetivo definido, se define hp(G) = Z hp(B)
BeCcuerpo(q)

Veamos como definir esta funcién en PVS. En primer lugar, para especificar
en PVS la funcién que determina el menor exponente de un atomo respecto de
un programa, usamos la funcién del preludio minf]. Previamente, probamos el
siguiente lema que justifica que el conjunto sobre el que se aplica la funcién min
es no vacio.

"La funcién min est4 definida sobre conjuntos no vacios de ntimeros naturales como min(S) :
{a | S(a) AND (FORALL x: S(x) IMPLIES a <= x)}
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Lema 4.62 Sean P un programa definido, A un atomo y n el cardinal de la base
de Herbrand de P. Si P |= A, entonces A pertenece a una potencia del operador
Tp menor o igual que n.

136
cons_logica_exp: LEMMA
A € CL(P)) = 3 (k: nat): k < card(base_herbrand(P))) &
A € iterate(c_i(P),k) (emptyset)
Demostracién:
La prueba se hace utilizando las propiedades , y .

La especificacién en PVS de la funcién menor exponente queda como sigue:

137

m_exponente (A,P): nat
IF A € CL(P)
THEN min({k: nat | k < card(base_herbrand(P))) &
€ iterate(c_i(P),k) (emptyset))})
ELSE O
ENDIF

En el siguiente lema, se establecen y se prueban las propiedades fundamentales
de la funcién m_exponente:

Lema 4.63 Sean P un programa definido, A un atomo y k el menor exponente
de A con respecto a P. Entonces:

= k < |BH(P)|
138
cota_superior_m_exponente: LEMMA
m_exponente (A,P) <= card(base_herbrand(P))
= Si P = A, entonces k > 1
139
cons_logica_m_exponente: LEMMA
A € CL(P) IMPLIES m_exponente(A,P) >= 1
» Si AeTp(0), entonces k < m
140

cota_m_exponente_c_i: LEMMA
A € iterate(c_i(P),m) (@) = m_exponente(A,P) <= m
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= Si P = A, entonces 3C : C € P A cabeza(C) = A A cuerpo(C) C TH (D)

71
cons_logica_exp_clausula: LEMMA
A € CL(P) & m_exponente(A,P) = k
=
3 C: C € P & cabeza(C) = A &
cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1) (D)
» Si k=1, entonces (A +) € P
772

cs_m_exponente_1: LEMMA
m_exponente(A, P) = 1 = hecho(A) € P

En las pruebas de las propiedades previas se hace uso, fundamentalmente, de
las propiedades de la funcién min, ademas de y [IZ3|.

La cuestion ahora es como especificar la funciéon hp en el lenguaje de PVS,
teniendo en cuenta que no es posible realizar una definicién mediante recursion
cruzada. Para ello, hacemos lo siguiente:

1. Definir una funcién medida_a, respecto de un programa P, sobre conjuntos
finitos de 4tomos, particularizando en dicha definicién el caso de un conjunto
unitario.

2. A partir de ella, definir una funcién medida_g sobre objetivos definidos.
La definicién recursiva de la funcién medida_a es la siguiente:

Definicién 4.64 Sea P un programa definido, F' un conjunto finito de atomos y
n el cardinal de la base de Herbrand de P. Definimos medida_a(F, P) como sigue:

= 0,siF=0

n",siFF={A} y P} A

1,si FF ={A}, P = Ay m_exponentep(A) =1

1+ min{medida_a(C~,P): C € CRp(A)},si F={A}, PE Ay
m_exponentep(A) =k > 1

medida_a({A;}, P) + medida_a({As,..., A}, P), si F = {A, Ay, ..., Ap}

donde C'~ denota el cuerpo de la clausula definida C'.
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Definicién 4.65 Sea P un programa definido y G' un objetivo definido. Defini-
mos la medida de G respecto de P como

medida_g(G, P) = medida_a(cuerpo(G), P)

Notese que la funcién medida_a es recursiva. Por tanto, para que la corres-
pondiente especificacion en PVS sea admitida es necesario probar su terminacion,
para lo cual también hemos de proporcionarle una funcién de medida que decrez-
ca en cada llamada recursiva. Si observamos la definicién, vemos que hay dos
tipos de llamadas recursivas. En las del primer tipo,

medida a({A}) = 1 + min{medida_ a(cuerpo(C), P) :
C € P A cabeza(C) = A A cuerpo(C) C TE1 (D)}

con k = m_exponentep(A), el factor que decrece estrictamente es el menor ex-
ponente de la potencia del operador de consecuencia inmediata en la que se en-
cuentran todos los atomos del conjunto. Y en la del segundo tipo,

medida_a({A;, As, ..., A}, P) = medida_a({A4,}, P)+medida_a({As,..., A}, P)

decrece el cardinal del conjunto.

En consecuencia, hemos de definir una funcién que mida el menor exponente
de un conjunto de atomos, con respecto a un programa. Es decir, de forma que si
todos los atomos del conjunto son consecuencias logicas de P, la funcion refleje el
menor exponente, k, de las potencias del operador de consecuencia, T%(@), que
contienen a dicho conjunto.

Definicién 4.66 Sea P un programa definido y F' un conjunto finito de dtomos.
Definimos la funcién med_exp(F, P) como el mdximo de los menores exponentes
con respecto a P de los elementos de F, si F' no es vacio, 6 0 en otro caso. Es
decir,

max{m_exponentep(A): A€ P}, si F#QO

med_exp(F, P) = { 0, si F=0

Su especificacién en PVS queda de la siguiente formall:

773
med_exp(F,P): nat =

IF empty?(F)

THEN O

ELSE max(image ((LAMBDA A: m_exponente(A,P)),F))
ENDIF

8En la biblioteca de conjuntos finitos incluida en PVS, se define la funcién max como:
max(SS): {a: T | SS(a) AND (FORALL (x: T): SS(x) IMPLIES x <= a)} donde <= es un
orden total sobre T y SS es un conjunto finito no vacio de elementos de T.
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En los siguientes lemas, probamos sus propiedades fundamentales, que seran
necesarias para probar la terminacion de la definicién de la funcién medida_a.

Lema 4.67 (monotonia de la funcién med_exp): Sean P un programa definido y
F', H conjuntos finitos de atomos tales que F' C H. Entonces,

med_exp(F, P) < med_exp(H, P)

1
med_exp_subconjunto: LEMMA e
F C H = med_exp(F,P) < med_exp(H,P)
Lema 4.68 Sea P un programa definido y A un atomo. Entonces,
med_exp({A}, P) = m_exponentep(A)
(175

med_exp_singleton: LEMMA
med_exp (singleton(A) ,P) = m_exponente(A,P)

Lema 4.69 Sea P un programa, A un dtomo que es consecuencia logica de Py
k su menor exponente con respecto a P. Si C' es una clausula de P, cuya cabeza
coincide con A y cuyo cuerpo estd contenido en la potencia (k — 1)—sima de Thp,
entonces med_exp(cuerpo(C), P) < med_exp({A}, P).

776

med_exp_11: LEMMA
A € CL(P) & m_exponente(A,P) =k & C € P & cabeza(C) = A &
cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1) (emptyset)
= med_exp(cuerpo(C),P) < med_exp(singleton(A),P)

Lema 4.70 Sean P un programa, F' un conjunto finito de atomos, A un dtomo
de F' que es consecuencia logica de P y k su menor exponente con respecto a P. Si
C es una clausula de P, cuya cabeza coincide con A y cuyo cuerpo esta contenido
en la potencia (k — 1)-sima de Tp, entonces

med_exp(cuerpo(C), P) < med_exp(F, P)

med_exp_12: LEMMA [147]
A € CL(P) & m_exponente(A,P) =k & A € F & C € P & cabeza(C) = A &
cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1) (emptyset)
= med_exp(cuerpo(C),P) < med_exp(F,P)
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Estos lemas nos permiten probar las condiciones de terminacién generadas
por la especificacién de la funcién medida_a, usando como funciéon de medida el
orden lexicografico inducido por med_exp(F, P) y card(F).

148
medida_a(F,P): RECURSIVE nat = 4

IF empty?(F) THEN 0
ELSIF singleton?(F)
THEN LET n=card(base_herbrand(P)), k=m_exponente (choose(F),P) IN
IF NOT member (choose(F), CL(P))
THEN expt(n,n)
ELSIF k = 1 THEN 1
ELSE 1 + min({j:nat | 3 C: C € P & cabeza(C) = choose(F)
& cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1) (D)
& j = medida_a(cuerpo(C),P)})
ENDIF
ELSE medida_a({choose(F)},P) + medida_a(rest(F),P)
ENDIF
MEASURE lex2(med_exp(F,P),card(F))

Las condiciones de terminacion generadas por esta definicion se prueban usan-

do los lemas anteriores y [

Ahora, estamos en condiciones de definir la medida de un objetivo respecto
de un programa definido como la funcién medida_a aplicada a su cuerpo.

[179]

medida_g(G,P): nat = medida_a(cuerpo(G), P)

Una vez definida la funcién medida_g, retomamos el problema de cémo probar
la independencia de la regla de computacién y, como consecuencia, la completi-
tud fuerte de la resolucion SLD. Veamos un esquema de la prueba que vamos a
realizar:

(1) En primer lugar, probamos que si P U {G} es insatisfacible, entonces para
todo atomo A del cuerpo de G, existe una cldusula C € P, tal que
» cabeza(C) = A
» medida g(resolvente(G,C), P) < medida g(G, P)
= P U {resolvente(G,C)} es insatisfacible
(2) Usando el resultado anterior y los teoremas de completitud débil y de ade-
cuacién de la resolucién SLD, probamos que si PU{G} tiene una refutacién,

entonces para todo atomo A del cuerpo de G, existe una clausula C' € P,
tal que
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= cabeza(C) = A
» medida_g(resolvente(G, C), P) < medida_g(G, P)

» P U {resolvente(G, C)} tiene una refutacién

(3) A continuacién, probamos la independencia de la regla de computacién, por
induccién en la medida inducida por medida_g, usando el resultado (2).

(4) Por dltimo, probamos la completitud fuerte, usando el teorema de comple-
titud débil y la independencia de la regla de computacion.

La demostracion del primer resultado la hacemos eligiendo C' de la siguiente
forma: dado A tal que P = A, consideramos las cldusulas de P cuyas cabezas
coinciden con A y tales que los 4&tomos que constituyen sus cuerpos han sido
introducidos en una potencia del operador de consecuencia inmediata anterior a
la menor potencia en la que se ha introducido A; de entre éstas, elegimos aquella
que proporciona el menor valor de la funcién de medida medida_a(cuerpo(C), P).

Para poder especificar esta eleccién en PVS definimos el conjunto que hemos
denotado por CRp(A), es decir, el formado por aquellas clausulas de P que, en
un proceso de resolucién pueden servir para resolver A, decreciendo el menor
exponente de los elementos que se introducen (los del cuerpo de la cldusula).

150

conj_clausulas_resolv(A,P): finite_set[clausula_def[T]] =
LET k = m_exponente(A,P) IN
IF k >=1
THEN {C | C € P & cabeza(C) = A &
cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1)(®))}
ELSE emptyset
ENDIF

Establecemos las propiedades de esta especificacién, que nos van a permitir
formalizar dicha eleccién.

Lema 4.71 Si A es consecuencia I6gica de P, el conjunto CRp(A) no es vacio.

151
conj_clausulas_resolv_cl: LEMMA

A € CL(P)) = nonempty?(conj_clausulas_resolv(A,P))

Corolario 4.72 Si A es consecuencia légica de P, el conjunto de los niimeros
naturales formado por las medidas de los cuerpos de las cldusulas de CRp(A) es
no vacio.

152
conj_clausulas_resolv_med: COROLLARY

A € CL(P)
= nonempty? (image ((lambda(C) :medida_a(cuerpo(C),P)),
conj_clausulas_resolv(A,P)))
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Lema 4.73 Sea A un dtomo tal que P |= A y sea k el menor exponente de A con
respecto a P. Entonces, existe C € P de forma que cabeza(C) = A, cuerpo(C) C
TE (@) y proporciona el menor valor para medida_a(cuerpo(C), P).

medida_a_unitario_cl: LEMMA 159
A € CL(P)) & m_exponente(A,P) = k =
3 C:C € P & cabeza(C) = A & cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1)(0) &
medida_a(cuerpo(C),P) =
min({j:nat| 3 C: C € P & cabeza(C) = A &
cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1)(D) &
j = medida_a(cuerpo(C),P)})

Corolario 4.74 Sea A un dtomo tal que P = A y sea k > 1 el menor expo-
nente de A con respecto a P. Entonces, existe C € P tal que cabeza(C) = A,
cuerpo(C) C T (0) y medida a({A}, P) > medida a(cuerpo(C), P).

157

medida_a_unitario_cl_mayor: COROLLARY
A € CL(P) & m_exponente(A,P) =k & k > 1 =
3 C: C € P & cabeza(C) = A & cuerpo(C) C iterate(c_i(P),k-1)(®) &
medida_a({A},P) > medida_a(cuerpo(C),P)

Tengamos en cuenta también que en la prueba del resultado (1) hemos de
utilizar algunas propiedades de la funcién medida_a. En primer lugar, observemos
que la idea era que medida_a sobre un conjunto finito de dtomos fuera la suma
de medida_a sobre cada uno de sus elementos. En este sentido, la especificacién

en PVS contempla que

medida_a(F') = medida_a({choose(F)}, P) + medida_a(rest(F), P)

que parece, en principio, una caracteristica especifica de un elemento, choose(F).
Veamos que, en realidad, la igualdad se tiene para cualquier elemento de F'.

Lema 4.75 Sea P un programa y F un conjunto finito de consecuencias légicas
de P. Entonces, para todo A € F,

medida_a(F, P) = medida_a({A}, P) + medida_a(F \ {4}, P)

155
medida_a_descomp: LEMMA
FCCL(P) &AEF
= medida_a({A},P) + medida_a(remove(A,F),P) = medida_a(F,P)
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Demostracién:

Por induccién en F, siguiendo el esquema de induccién fuerte en el cardinal,
finite_set_induction_gen, descrito en :
Se consideran los siguientes casos:

1. F = Q. Trivial.
2. F es unitario. Trivial, pues F'\ {A} = @ y medida_a(®) = 0.

3. F no es unitario.

Por definiciéon de medida_a,

medida_a(F, P) = medida_a({choose(F)}, P) + medida_a(rest(F'), P)

Entonces:

» Si A = choose(F), ya esta probado.

» Si A # choose(F), entonces A € rest(F). Luego, por hipédtesis de
induccién aplicada a rest(F') y A, tenemos (*)

medida_a(rest(F), P) = medida_a({A}, P)+medida_a(rest(F)\{A})

Ahora bien, por la definicién de rest y el lema remove_commutativol
se tiene

rest(F)\ {A} = (F\ {choose(F)}) \ {A} = (F\ {A}) \ {choose(F)}

Aplicdndo de nuevo la hipétesis de induccién a F'\ {A} y choose(F)
se tiene (**)

medida_a(F' \ {4}, P) = medida_a({choose(F)}, P)+
medida_a((F \ {A}) \ {choose(F)})

Entonces, usando (*) y (**), se tiene:
medida_a({A}, P) + medida_a(F \ {4}, P) = medida_a(F, P)
U

En segundo lugar, probamos la siguente propiedad relativa a la medida de la
unién de dos conjuntos.

9Esta propiedad se encuentra entre las propiedades de la teoria de conjunto que se han
incluido en el apéndice A (pdginas Z3R2AT]).
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Lema 4.76 Sea P un programa definido y sean F'y H dos conjuntos finitos de
consecuencias logicas de P. Entonces,

medida_a(F U H, P) < medida_a(F, P) + medida_a(H, P)

156
medida_a_union: LEMMA

F C CL(P)) & H C CL(P)
= medida_a(union(F,H),P) <= medida_a(F,P) + medida_a(H,P)

Demostracion:
La prueba se hace por induccién en card(F) + card(H), usando [IZ].

Estamos ya en condiciones de enunciar y probar los resultados de indepen-
dencia de la regla de computacién y de completitud fuerte.

Teorema 4.77 Sean P un programa y G un objetivo definido. Si P U {G} es
insatisfacible, para todo atomo A del cuerpo de (G, entonces existe una cldausula
C € P, tal que su cabeza coincide con A, P U {resolvente(G,C)} es insatisfacible
y medida_g(resolvente(G, C), P) < medida_g(G, P).

157

insatisfacible_medida_g: THEOREM
es_insatisfacible(add(G,P)) =
V A: A € cuerpo(G) =
3 C: C € P & cabeza(C) =
medida_g(resolvente(G,C),P) < medida_g(G,P) &
es_insatisfacible(add(resolvente(G,C),P))

Demostracion:

Si PU{G} es insatisfacible, todos los d&tomos del cuerpo de G son consecuencias
légicas de P. Sea A un dtomo del cuerpo de G y sea r = m_exponente(A, P). Por
73|, r > 1. Consideramos dos casos:

Caso l: r>1

Por [I54], sea C una cldusula de P tal que cabeza(C) = A, cuerpo(C) C
T5 (@) y medida_a(cuerpo(C), P) < medida_a({A}, P) . Si tomamos esta
clausula, tenemos:

Por una parte:
medida_g(resolvente(G, G))

(r
medida_a((cuerpo(G) \ {A}) U cuerpo(C)) 13
medida._ agcuerpo( )\ {4}) + medida_a(cuerpo(C)) |[FA
(G,

medida_a(cuerpo(G) \ {A}) + medida_a({A}, P)

P)

AN

medida_g
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Y por otra, veamos que P U {resolvente(G, C)} es insatisfacible. Para ello,
por , es suficiente probar que todo atomo del cuerpo de G es consecuencia,
légica de P. En efecto, basta considerar que cuerpo(resolvente(G,C)) =
(cuerpo(G)\{A})Ucuerpo(C) y que, tanto los elementos de cuerpo(G)\{A4}
como los de cuerpo(C) son consecuencias légicas de P.

Caso 2: r =1

En este caso, por , se tiene que el hecho A + es una clausula de P.
Tomando esta clausula, por un razonamiento analogo al caso anterior, se
verifica que medida_g(resolvente(G, A <)) < medida_g(G,P) y que P U
{resolvente(G, C)} es insatisfacible.

d

Usando [57

y [I38] se obtiene el siguiente resultado.

b

Teorema 4.78 Sean P un programa y G un objetivo definido. Si P U {G} tiene
una refutacion, para todo atomo A del cuerpo de (G, existe una cldusula C' € P,
tal que su cabeza coincide con A, P U {resolvente(G,C)} tiene una refutacién y
medida_g(resolvente(G, C), P) < medida_g(G, P).

158

tiene_refutacion_medida_g: THEOREM
tiene_refutacion(P,G) =
V A: A € cuerpo(G) =
4 C: C € P & cabeza(C) = A &
medida_g(resolvente(G,C) ,P) < medida_g(G,P) &
tiene_refutacion(P, resolvente(G,C))

Teorema 4.79 (Independencia de la regla de computacién).

Sean P un programa definido, G un objetivo definido y f una regla de com-
putacién. Si PU{G} tiene una refutacion, entonces PU{G} tiene una refutacion
via f.

159
sld_independiente_regla_comp: THEOREM

tiene_refutacion(P,G) = tiene_refutacion_via(P,G,f)

Demostracion:

Sea f una regla de computaciéon. Probamos el resultado, por induccién en
medida_g(G, P). Es decir, suponemos que se tiene el resultado para todo P’, G,
tales que medida_g(G’, P') < medida_g(G, P) y lo probamos para P, G.

En efecto, supongamos que PU{G} tiene una refutacién. Por , para todo
A € cuerpo(QG) existe C' € P tal que

= cabeza(C) = A
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» medida_g(resolvente(G,C), P) < medida_g(G, P)
= P U {resolvente(G, C)} tiene una refutacion.

En particular se tiene para f(G), que pertenece al cuerpo de G por ser f regla
de computacion. Asi, sea C una tal clausula. Aplicando la hipétesis de inducciéon
a Py aresolvente(G, C), se tiene que P U {resolvente(G, C)} tiene una refutacién
via f. Luego, P U {G} tiene una refutacién via f.

U

Teorema 4.80 (Completitud fuerte de la resolucién SLD).
Sean P un programa, G un objetivo y f una regla de computacién. Si PU{G}
es insatisfacible, entonces P U {G} tiene una refutacion via f.

160
sld_completitud_via: THEOREM

es_insatisfacible(add(G,P)) = tiene_refutacion_via(P,G,f)

Demostracion:

Por aplicacion directa de y .



Capitulo 5

Un modelo del analisis formal de
conceptos en PVS

En este capitulo se presenta una formalizacion en PVS de la teoria del analisis
formal de conceptos. En la primera secciéon se introducen las nociones de contexto
formal y de concepto en un contexto, probandose que el conjunto de conceptos
de un contexto formal tiene estructura de reticulo completo.

En la segunda seccién se especifica un algoritmo para obtener el conjunto de
los conceptos de un contexto formal finito, y se prueba su correccion.

En la tercera, se introduce la nocion de implicaciéon entre atributos y su
semantica. El principal resultado de la seccién establece la igualdad entre los
modelos de las implicaciones véalidas en un contexto y las intenciones de los con-
ceptos de dicho contexto.

Por 1ltimo, se establece la nocién de base de implicaciones entre atributos co-
mo un conjunto de implicaciones adecuado (cada implicacién es valida), completo
(todas las implicaciones vélidas son consencuencia de la base) y no redundante
(ninguna de sus implicaciones es consecuencia de las restantes). Se define la ba-
se de Duquenne-Guigues, se demuestra que es una base de implicaciones y se
especifica un algoritmo para calcularla, probandose su correcién.

5.1. Introducciéon

En las ultimas décadas, el descubrimiento de conocimiento en bases de datos
(KDlﬂ) se ha convertido en un tépico importante, tanto en el campo de la in-
vestigacién como en el de las aplicaciones industriales. Su objetivo principal es la
extraccién no trivial de conocimiento valido, potencialmente 1til y comprensible,
a partir de grandes bases de datos.

El Anélisis Formal de Conceptos E[:&B], introducido en la década de los 80 como

IDel inglés Knowledge Discovery in Databases.
2En inglés FCA: Formal Concept Analysis

111



112 Capitulo 5. Un modelo del andlisis formal de conceptos en PVS

una abstracciéon matematica de la nocién de “concepto”, se ha convertido en los
ultimos anos en una teoria potente para el analisis de datos y el descubrimiento
de conocimiento [92, 90)].

Parte de la nocion de contexto formal, que consiste en un conjunto de ob-
jetos O, un conjunto de atributos A, y una relaciéon entre ambos, especificando
los atributos que posee cada objeto. Y centra su atencién en la generacion de
los conceptos subyacentes al contexto, asi como a la obtencién de “reglas”, que
describan las relaciones entre los atributos de dicho contexto.

La mineria de datos se usa en la parte computacional del KDD, especial-
mente en lo concerniente al descubrimiento de reglas asociacién y de patrones
frecuentes en un conjunto de datos. Los métodos del FCA se han usado en la
mineria de datos, lo que permite mejorar el tiempo en la extraccion de reglas de
asociacién minimales y no redundantes, en datos con gran correlaccion. Ademas,
mediante el reticulo de los conceptos, se mejora la visualizacion de las estructuras
conceptuales, con objeto de encontrar patrones, regularidades, excepciones, ect.

Entre los algoritmos de obtencién de reglas de asociacién que hacen uso del
FCA se encuentran A—Close [65], PASCAL [9], Closet [68] y TITANIC [91]. El
sistema TOSCANA [97], de uso comercial, permite analizar sistemas conceptuales
de datos mediante aplicacién de técnicas del FCA. El sistema CONEXP, que
proporciona un entorno para el andlisis y la exploracién de los conceptos de un
contexto, lo hemos usado para explorar algunos ejemplos y obtener graficamente
el reticulo de los conceptos de un contexto, que mostramos en este capitulo.

La variedad de dominios a los que se ha aplicado el FCA va desde medicina,
psicologia y ciencias sociales hasta ciencias de la informacién o ingenieria civil
(véase www.upris.org.uk/fca/fca.html). Como ejemplos, enumeramos algunas
de sus aplicaciones:

= Clasificacién y procesamiento de correos electrénicos [19].
» Descubrimiento de conocimiento en textos médicos [I8].
= Técnicas de aprendizaje [28].

= Anélisis de herencias en una jerarquia de clases [1].

En este capitulo formalizamos en PVS los fundamentos y algunos algoritmos
de la teoria del FCA, con la idea de que sirva de base para la obtencion de imple-
mentaciones de los algoritmos de esta teoria, verificados formalmente. Para ello,
seguiremos el desarrollo del libro de Ganter y Wille “Formal Concept Analysis”
[33]. Como puede observarse en dicho texto, las nociones basicas del FCA estan
basadas en el uso de conjuntos. Por ejemplo, el entorno en el que se desarrolla
la teoria estd formado por un conjunto de objetos y un conjunto de atributos,
junto con informacién acerca de los atributos que posee cada objeto. Entonces,
a la hora de especificar estas nociones en PVS, podemos usar el tipo set[T],
que representa a los conjuntos con elementos en T, o el tipo finite_set[T] si
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so6lo queremos considerar conjuntos finitos. De esta forma, tanto las especifica-
ciones en PVS como el razonamiento con ellas, estardan muy proximas a la teoria
matematica original.

Ademas, también queremos construir especificaciones de algunos algoritmos
(por ejemplo, uno para obtener los conceptos de un contexto formal, o bien
otro para obtener una base de reglas del contexto) y que dichas especificacio-
nes sean evaluables. Pero si el tipo que usamos para construirlas es set[T] o
finite_set[T], las especificaciones no seran evaluables. Ahora bien, en el capitu-
lo 6 vamos a desarrollar un marco que posibilita la construccién de especificaciones
evaluables, usando listas, a partir de especificaciones que usan conjuntos finitos.
Por ello, en este capitulo, describiremos una formalizacion de la teoria del FCA,
basada en el uso conjuntos finitos. Y, en el capitulo 8, construiremos especifica-
ciones evaluables de los algoritmos descritos en éste.

5.2. El reticulo de los conceptos

En esta seccién se introducen los conceptos de contexto formal y concepto
formal, probandose que el conjunto de conceptos de un contexto, junto con la
relacion de subconcepto tiene estructura de reticulo completo. La formalizacion
en PVS se encuentra desarrollada en la teoria contextos_formales (paginas B7I-
B7Y).

El marco en el que se establecen los conceptos se conoce como contexto
formal: una terna (O, A, I), donde O es un conjunto de objetos, A es un conjunto
de atributos e I es una relacidon entre los elementos de O y los de A, es decir,
un subconjunto de O x A. Si (d, a) € I, decimos que “el objeto d tiene el atributo

a’.

Ejemplo 5.1 Ilustramos esta definicién con un ejemplo relativo a relaciones bi-
narias. Los objetos son seis conjuntos de pares, y los atributos cinco propiedades:
reflexiva, simétrica, transitiva, total y de equivalencia. Representamos el contexto
mediante una tabla, en la que se marcan los objetos que poseen un determinado
atributo.

Reflexiva | Simétrica | Transitiva | Total | Equivalencia
S X X X X
Sy X X
S3 X X X
S X X
Ss X X X
Se X X X

Para la formalizacién en PVS, consideramos dos tipos no interpretados, T1 T2,
que denotan preobjetos y preatributos, respectivamente, y usamos una estructura
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con tres campos para representar un tipo generalizado sobre el cual definiremos
el tipo que representa a los contextos formales finitos .

161
FFCT: TYPE = [# obj: finite_set[T1],

atrib: non_empty_finite_set[T2],
relacion: finite_set[[T1, T2]1]1 #]

Expresamos el tipo de los contextos formales finitos como un subtipo de FFCT:

162
FFC:TYPE = {C:FFCT | LET Ob = obj(C), A = atrib(C), I = relacion(
IN V par€I: LET (ob, a) = par IN obelOb A acA}

En todo el capitulo, C = (O, A, I') denotard un contexto formal finito. Usare-
mos las variable d, d1, d2 para representar preobjetos y a, al, a2 para preatri-
butos.

C: VAR FFC
d,d1,d2: VAR T1
a,al,a2: VAR T2

5.2.1. Operaciones basicas en contextos formales: deriva-
cion

Dado un contexto formal finito C' = (O, A,I), se definen los operadores

de derivacién asociados entre los conjuntos potencia P(O) y P(A), y se prue-

ba que constituyen una conexién de Galois entre O y A. En PVS definiremos

los operadores de derivacién sobre los tipos mas generales, finite_set[T1] y

finite_set[T2] y, posteriormemte, los restringiremos a los tipos determinados
por los respectivos conjuntos potencia.

Definicién 5.2 Dado un conjunto de preobjetos X, la intenciéon de X con res-
pecto a C, denotada por X', se define como:

){I__ ‘4a si )(::(3
|\ {e€eTy: (Vde X) dla}, si X#£0O

163
intencion(C) (X): finite_set[T2] =

IF empty?(X)

THEN atrib(C)

ELSE {a: T2 | V (d:(X)): relacion(C)(d, a)}
ENDIF

3Para que el contexto no sea vacio, supondremos que, al menos, el conjunto de atributos es
no vacfo.
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Es decir, si X es un conjunto de objetos de C, la intencién de X respecto de C
es el conjunto de atributos de C' que poseen todos los objetos de X.

Definicién 5.3 Dado un conjunto de preatributos Y, la extension de Y con
respecto a C', denotada por Y', se define como

Vi — 0, si Y=0
T\ {deTi:Va€Y) dla}, si Y#O

[ 164

extension(C) (Y: finite_set[T2]): finite_set[T1] =
IF empty?(Y)
THEN obj(C)
ELSE {d: T1 | V (a:(Y)): relacion(C)(d, a)}
ENDIF

Dualmente, si Y es un conjunto de atributos de C, la extensién de Y es el conjunto
de objetos de C' con todos loss atributos de Y.
En el contexto del ejemplo Bl se tiene

. {Sl’ SQ}I = {S}’ {Sﬁ}l = {R> 57 TO}
L] {S}I = {51752753756}7 {TT‘,TO, E}I: @
Se prueba que el rango del operador intencion(C) estd contenido en P(A).

165

intencion_subset_atrib: LEMMA intencion(C)(X) C atrib(C)

Por tanto, podemos definir el operador restringido a los correspondientes con-
juntos potencia, como sigue:

intencion_r(C) (X: (powerset(obj(C)))): (powerset(atrib(C))) =
intencion(C) (X)

Analogamente, se prueba que el rango del operador extension(C) esta contenido
en P(0), lo que permite restringirlo a los conjuntos potencia:

166

extension_subset_obj: LEMMA extension(C)(Y) C obj(C)

extension_r(C) (Y: (powerset(atrib(C)))): (powerset(obj(C))) =
extension(C) (Y)

A partir de los operadores previos, definimos los operadores de clausura, de
forma que si X es un conjunto de objetos de C, la clausura de X es el conjunto
de objetos de C con todos los atributos que poseen los elementos de X. Anélo-
gamente, si Y es un conjunto de atributos de C, la clausura de Y es el conjunto
de atributos de C que poseen los objetos con los atributos de Y.

La especificacién de estos operadores en PVS la hacemos sobre conjuntos de
preobjetos y de preatributos, como sigue:
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167

clausura_o(C) (X): finite_set[T1] = extension(C) (intencion(C) (X))
clausura_a(C) (Y): finite_set[T2] intencion(C) (extension(C) (Y))

Y, a partir de ellos, los operadores de clausura restringidos a conjuntos de objetos
y de atributos de C.

Definicién 5.4 Dado un conjunto de objetos X, la clausura de X con respecto
a C, denotada por X", es el conjunto de objetos de C' que poseen todos los
atributos de X'. Andlogamente, dado un conjunto de atributos Y, la clausura
de Y con respecto a C, denotada por Y", es el conjunto de atributos de C que
poseen todos los objetos de X'.

168
clausura_o_r(C) (X: (powerset(obj(C)))): (powerset(obj(C))) =

clausura_o(C) (X)

clausura_a_r(C) (Y: (powerset(atrib(C)))): (powerset(atrib(C))) =
clausura_a(C) (Y)

En el ejemplodl {77, To, E}" ={R,S,Tr,To, E}y {S1,S2}" = {S1, S2, S3, Se}

5.2.2. Propiedades de los operadores de derivacién

En esta subseccién establecemos las propiedades de los operadores definidos,
que garantizan que intencion_r(C) y extension_r(C) constituyen una conexion
de Galois entre O y A.

Lema 5.5 Dados X1, X5, conjuntos finitos de preobjetos, se verifica

X, C X, = X, CX]|

169
intencion_subset: LEMMA
X1 C X2 = intencion(C) (X2) C intencion(C) (X1)
Lema 5.6 Dados Y7, Y5, conjuntos finitos de preatributos, se verifica
ViCY, =Y C V!
170

extension_subset: LEMMA
Y1 C Y2 = extension(C) (Y2) C extension(C) (Y1)

Lema 5.7 Sea C un contexto formal y X un conjunto de objetos de C'. Entonces,

X g XII y XIII — XI
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171
subset_clausura_o: LEMMA
X C obj(C) = X C clausura_o(C) (X)

int_clausura_o: LEMMA
X C obj(C) = intencion(C) (clausura_o(C) (X)) = intencion(C) (X)

Demostracion:
Por doble inclusion, usando esencialmente las propiedades de la teoria de

conjuntos, incluida en el preludio de PVS.
O

Lema 5.8 Sea C' un contexto formal e Y un conjunto de atributos de C. Enton-

ces,
Y C Y” e YIII — YI

172
subset_clausura_a: LEMMA
Y C atrib(C) = Y C clausura_a(C) (Y)

ext_clausura_a: LEMMA
Y C atrib(C) = extension(C) (clausura_a(C) (Y)) = extension(C) (Y)

Lema 5.9 Sean X un conjunto de objetos de C' e Y un conjunto de atributos de
C'. Son equivalentes:

1. XCVY
2. YCX!
3. XxYCI

173
equivalente_subset_1: LEMMA

X C obj(C) & Y C atrib(C) =
(X C extension(C)(Y) < Y C intencion(C) (X))

equivalente_subset_2: LEMMA
X C obj(C) & Y C atrib(C)
= (X C extension(C)(Y) <= V (d:(X), a:(Y)): relacion(C)(d,a))

Demostracién:
Probamos (1) <= (2) y (1) <= (3), a partir de las definiciones.
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5.2.3. Conceptos en un contexto formal

La nocién de concepto relativo a un contexto formal sintetiza la idea de un
conjunto de objetos, caracterizados por el conjunto de atributos que poseen. Da-
do un contexto formal C', se considera que un concepto que se puede “extraer”
de C esta formado por un conjunto de objetos de C, junto con el conjunto de
atributos que los caracterizan. La definicion formal de esta nocién de concepto es
la siguiente.

Definicién 5.10 Un concepto formal en un contexto formal C = (O, A, ) es
un par (X,Y) donde X CO,Y CA, X'=Y eY’' = X. Decimos que X eY son
la extension y la intencion, respectivamente, del concepto (X,Y).

174

es_concepto_c?(C) ((X,Y)): bool =
XCobj(C)) & YCatrib(C)) & intencion(C) (X)=Y & extension(C) (Y)=X

PROJ_1(par
PROJ_2(par

extension_concepto(C) (par:concepto_c(C)): finite_set[T1]
intencion_concepto(C) (par:concepto_c(C)): finite_set [T2]

En todo contexto, siempre podemos extraer al menos un concepto, el formado
por los objetos que poseen todos los atributos de C', como muestra el siguiente
resultado.

Lema 5.11 FEl conjunto de los conceptos de un contexto C = (O, A,I) es no
vacio, pues (A', A") es un concepto.

175
concepto_c_no_vacio_2: LEMMA L7
es_concepto_c?(C) (extension(C) (atrib(C)), clausura_a(C) (atrib(C)))

concepto_c_no_vacio_corol: COROLLARY 3 (x: concepto_c(C)): TRUE

Una vez probado que en todo contexto C' existe alglin concepto, establecemos
el tipo de los conceptos sobre un contexto C' como:

176
concepto_c(C): NONEMPTY_TYPE = (es_concepto_c?(C))

Entre los conceptos de un contexto formal C se puede establecer una relacién
natural, entendiendo que un concepto contiene o es “mayor” que otro cuando
contiene a los objetos de éste.

Definicién 5.12 Sea C' un contexto. Decimos que el concepto (X1,Y7) es sub-
concepto de (X, Y3) si X; C Xy (o, lo que es equivalente, Yo C Y7).
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177

subconcepto_c?(C) (parl, par2: concepto_c(C)): bool =
PROJ_1(parl) C PROJ_1(par2)

cond_equiv_subconcepto_c: LEMMA
V (parl, par2: concepto_c(C)):
subconcepto_c?(C) (parl, par2) <= PR0OJ_2(par2) C PR0OJ_2(parl)

Demostracion:
La prueba de la condicion equivalente de subconcepto se realiza a partir de

las definiciones, usando los lemas y .

O

Notacién 5.13 Denotamos por B(O, A, I) el conjunto de los conceptos de un
contexto formal C = (O, A,I) y por < la relacién de subconcepto definida en
B(O, A, I), siempre que no se preste a confusion.

Una caracteristica importante del conjunto de conceptos de un contexto es
que forman un reticulo completo. Probemos que, en efecto, B(O, A, I), junto con
la relacion < tiene estructura de reticulo completo. Para ello, probamos en primer
lugar, que < define un orden parcial en B(O, A, I).

Lema 5.14 La relacion < es reflexiva y transitiva. Es decir, (B(O,A,I),<) es
un preorden.

178
subconcepto_c_es_reflexiva: LEMMA

reflexive?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_transitiva: LEMMA
transitive?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_preorden: LEMMA
preorder? [concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

Demostracion:
Las pruebas se realizan directamente, usando las propiedades correspondientes
de la teoria de conjuntos, incluidas en el preludio de PVS.
O

Lema 5.15 La relacién < es antisimétrica. Es decir, (B(O, A, I), <) es un orden
parcial.
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179
subconcepto_c_es_antisimetrica: LEMMA

antisymmetric?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

Demostracion:
La demostracion se realiza aplicando extensionalidad, y usando tanto la defi-

nicién de subconcepto_c? como la condicién equivalente.
d

Por tanto, se tiene que < es un orden parcial en B(O, A, I).

180
subconcepto_c_es_orden_parcial: LEMMA

partial_order?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

JUDGEMENT subconcepto_c?(C) HAS_TYPE (partial_order?[concepto_c(C)])

Asi, estamos en condiciones de enunciar el resultado que garantiza que todo
conjunto de conceptos de un contexto formal C, &, posee supremo e infimo. La
prueba se va a hacer construyendo, efectivamente, el supremo y el infimo de S.
Como estamos tratando con contextos formales finitos, el conjunto de posibles
conceptos es también finito. Asi pues, sélo consideraremos conjuntos finitos de
conceptos. Ademds, en el capitulo 8 construiremos especificaciones evaluables
de las funciones que calculan el supremo y el infimo de un conjunto finito de
conceptos. Por ello, a la hora de especificar 1a unién o la interseccién de conjuntos
finitos usaremos las funciones union_f e intersection_f, que definen la unién y
la interseccién, respectivamente, de un conjunto finito de conjuntos finitos .

En primer lugar, consideramos el conjunto de intenciones (respec. extensiones)
de un conjunto de conjuntos de preobjetos (respec. preatributos). Las especifica-
ciones en PVS de las funciones que obtienen dichos conjuntos, son las siguientes:

181

conj_intenciones_c(C) (F): finite_set[finite_set[T2]]
image (intencion(C)) (F)

conj_extensiones_c(C) (G): finite_set[finite_set[T1]]
image (extension(C)) (G)

La propiedad fundamental es que la interseccion arbitraria de extensiones
(resp. intenciones) es una intencién (resp. extensién). Aunque estas propiedades
son ciertas para conjuntos cualesquiera, las enunciamos en PVS para conjuntos
finitos, pues estamos considerando contextos formales finitos. En cualquier caso,
en la demostracién no se hace uso de esta caracteristica.

or [y [
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Lema 5.16 Sea F una familia no vacia de conjuntos de preobjetos de un contexto
formal C. Se tiene que

UA=Nx':XeF}

182
intencion_union_gen: LEMMA

nonempty?(F) =
intencion(C) (union_£f(F)) = intersection_f(conj_intenciones_c(C)(F))

Demostracion:
Por doble inclusién, usando las definiciones y propiedades de la teoria de
conjuntos.

0

De igual forma, se tiene la propiedad andloga para extensiones.

Lema 5.17 Sea G una familia no vacia de conjuntos de preatributos de un con-
texto formal C. Se tiene que

o =N{v":veg}

183
extension_union_gen: LEMMA

nonempty?(G) =
extension(C) (union_f(G)) = intersection_f(conj_extensiones_c(C) (G))

Para probar que el conjunto de conceptos de un contexto formal C' es un
reticulo completo, vamos a construir, explicitamente, el supremo y el infimo de
un conjunto de conceptos S. Para ello, necesitamos acceder tanto a las intenciones
como a las extensiones de los elementos de S, para lo cual definimos las siguientes
funciones:

18]

intenciones_conj_conceptos(C) (S: finite_set[concepto_c(C)]):
finite_set [finite_set[T2]] =
image (intencion_concepto(C)) (8)

extensiones_conj_conceptos(C) (S: finite_set[concepto_c(C)]):
finite_set[finite_set[T1]]=
image (extension_concepto(C)) (S)

Usandolas, especificamos las funciones que calculan el supremo y el infimo
como sigue:

sup({(Xe, i) - k € K1) = ((J x)", N %)

kEK keEK
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inf({(Xe, Vi) : k € K) = () X, (| ¥)")

keEK keK

185
supremo (C) (S:non_empty_finite_set [concepto_c(C)]): concepto_c(C) =

(clausura_o(C) (union_f (extensiones_conj_conceptos(C)(S))),
intersection_f (intenciones_conj_conceptos(C)(S)))

infimo(C) (S:non_empty_finite_set [concepto_c(C)]): concepto_c(C) =
(intersection_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S)),
clausura_a(C) (union_f (intenciones_conj_conceptos(C) (5))))

Obsérvese que, en las definiciones de infimo y supremo se ha declarado que
el rango de ambas funciones es concepto_c(C). Por tanto, para su admisién, se
generan las siguientes condiciones de subtipo que tienen que ser probadas.

186
supremo_TCC1: OBLIGATION

V (C: contexto_formal, S: set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(clausura_o(C) (union_f (extensiones_conj_conceptos(C)(S)))),
intersection_f (intenciones_conj_conceptos(C) (S))

infimo_TCC1: OBLIGATION
YV (C: contexto_formal, S: set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(intersection_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S)),
clausura_a(C) (union_f (intenciones_conj_conceptos(C) (8))))

Por ello, antes de definir las funciones infimo y supremo, se establece el
siguiente lema.

Lema 5.18 Dado el conjunto de conceptos S = {(Xy, Yy) : k € K}, se tiene que
{X) : k € K} = conj_extensiones_c({Y) : k € K})
{Yy:k € K} = conj_intenciones_c({Xy : k € K})

187

conj_ext_conceptos_es_conj_extensiones: LEMMA
V (S:finite_set[concepto_c(C)]):
extensiones_conj_conceptos(C) (S) =
conj_extensiones_c(C) (intenciones_conj_conceptos(C) (8))

conj_int_conceptos_es_conj_intenciones: LEMMA
V (S:finite_set[concepto_c(C)]):
intenciones_conj_conceptos(C) (S) =
conj_intenciones_c(C) (extensiones_conj_conceptos(C) (S))
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Demostracién:
Para demostrar los lemas previos es suficiente probar las siguientes igualdades
entre funciones:

intencion(C) o extension_concepto(C) = intencion_concepto(C)
extension(C) o intencion_concepto(C) = extension_concepto(C)

y usar la propiedad que garantiza que dadas dos funciones f y g y un conjunto

S, (g0 f)(S) =g(f(S5))- -

Una vez admitidas las definiciones probamos que, en efecto, obtienen el infimo
y el supremo, respectivamente, de S. Para especificar estos resultados en PVS usa-
mos las funciones del preludio greatest_lower_bound? y least_upper_bound?.

Lema 5.19 Para todo conjunto finito no vacio de conceptos de C, S, infimo(S)
es la mayor de las cotas inferiores de S.

188
infimo_es_infimo_p: THEOREM

V (S:non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
greatest_lower_bound? (subconcepto_c?(C)) (infimo(C) (S), S)

Este lema genera la siguiente condicion, que se prueba usando el lema

189
infimo_es_infimo_c_TCC1: OBLIGATION

V (C: contexto_formal): 3 (x: concepto_c(C)): TRUE

Lema 5.20 Para todo conjunto finito no vacio de conceptos de C, S, supremo(S)
es la menor de las cotas superiores de S.

190

supremo_es_supremo_p: THEOREM
V (S:non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
least_upper_bound?(subconcepto_c?(C)) (supremo(C)(S), S)

Demostracion:
Las demostraciones se realizan a partir de las definiciones, usando la condicién
equivalente de subconcepto_c?.
O

Asi, hemos probado en PVS el siguiente teorema:

La funcién greatest_lower bound?(<) (x,S) comprueba que x es la mayor de las cotas
inferiores de S. Andlogamente, greatest_lower_bound?(<) (x,S) comprueba que x es la menor
de las cotas superiores de S.



124 Capitulo 5. Un modelo del andlisis formal de conceptos en PVS

Teorema 5.21 (B(0, A,I),<) es un reticulo completo.

En el ejemplo BTl el conjunto de los conceptos del contexto es:

{({Sb52553754’S5>SG}7®)> ({51,55,56},{R}), ({51’52’53’56}a{5})7
({Slasﬁ}a{R’ S})7 ({51753554155}7{TT})7 ({51,55},{R, TT})a
({51783}:{57 TT}): ({52783554755786}:{T0}): ({55786}7{R7 TO})?
({52783:56}: {Sv TO})? ({Sﬁ}a {Rv S: TO}): ({53784755}7{TT7 TO}),
({Ss},{R,Tr,To}), ({Ss},{S,Tr,To}), ({S1},{R,S,Tr, E}),
(0,{R,S,Tr,To,E})}

Y el reticulo correspondiente es el siguiente:

donde estan marcados con una etiqueta aquellos nodos que represeentan concep-
tos cuya intenciéon estd formada por un tnico atributo.

5.3. Algoritmo de generacion de los conceptos

En esta secciéon mostramos una especificacion de un algoritmo para generar el
conjunto de los conceptos de un contexto formal finito, y probamos su correccion.
En primer lugar, establecemos las siguientes propiedades, a partir de las cuales se
pueden especificar algoritmos duales para generar los conceptos de un contexto
formal:

(1) Todo concepto del contexto C' = (O, A, I) es de la forma (X", X') para algin
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conjunto de objetos X. Y, reciprocamente, todo par de la forma (X", X')
donde X es un conjunto de objetos de C, es un concepto de C.

(2) Todo concepto del contexto C' = (O, A, I) es de la forma (Y, Y") para algin
conjunto de atributos Y. Y, reciprocamente, todo par de la forma (Y',Y")
donde Y es un conjunto de atributos de C', es un concepto de C.

(3) Para todo conjunto de objetos X, X' = (), {d}’

(4) Para todo conjunto de atributos Y, Y’ = (), {a}’

Como puede obsevarse, estas propiedades dan lugar a dos posibles algoritmos,
uno basado en las propiedades (1) y (3), y otro dual usando las propiedades
(2) vy (4). Como es mds usual que en un contexto el nimero de atributos sea
considerablemente menor que el nimero de objetos, vamos a describir el algoritmo
que usa las propiedades (2) y (4), que consiste en:

1. Generar el conjunto de todas las posibles extensiones de los conceptos, usan-
do (4).

2. Para cada elemento del conjunto generado en el paso anterior, obtener su
intencion y formar el concepto correspondiente. De esta forma, se tendria
el conjunto de todos los conceptos del contexto.

La formalizacién en PVS de la seccion se encuentra desarrollada en la teoria
conceptos_contexto (paginas B79HBR3)).

Lema 5.22 Para todo conjunto de objetos X, (X", X') es un concepto de C.

191
forma_de_concepto_f_obj_1_cl: LEMMA

V (X: finite_set[T1]):
X C obj(C) = es_concepto_c?(C) (clausura_o(C) (X), intencion(C) (X))

Demostracién:
Es suficiente aplicar la definicién de subconcepto y el lema .

Lema 5.23 Todo concepto del contexto C es de la forma (X", X') para algiin
conjunto de objetos X.

192
forma_de_concepto_f_obj_2_cl: LEMMA

V (par: concepto_c(C)): 3 (X: finite_set[T1]):
X C obj(C) & par = ((clausura_o(C) (X)), intencion(C) (X))
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Demostracion:

Dado un concepto de C', basta tomar X como la extensién de dicho concepto.
O

Entonces, si denotamos por CONCEPTOS(C) al conjunto de conceptos del con-
texto formal C':

193
CONCEPTOS(C) : set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]] =

{par: [finite_set[T1], finite_set[T2]]| es_concepto_c?(C) (par)}

se tiene que CONCEPTOS(C) = {(X", X"') : X C O}.

forma_de_conceptos_obj: LEMMA
CONCEPTOS(C) =
{par: [finite_set[T1], finite_set[T2]]| 3 (X: finite_set[T1]):
X C obj(C) & par=((clausura_o(C)(X)),intencion(C) (X))}

Lema 5.24 Para todo conjunto de atributos Y, (Y',Y") es un concepto de C.

19]

forma_de_concepto_f_atrib_1_cl: LEMMA
V (Y: finite_set[T2]):
YCatrib(C) = es_concepto_c?(C) ((extension(C) (Y),clausura_a(C)(Y)))

Demostracion:

Basta aplicar el lema .

O

Lema 5.25 Todo concepto del contexto C es de la forma (Y',Y") para algiin
conjunto de atributos Y.

(195

forma_de_concepto_f_atrib_2_cl: LEMMA
V (par: concepto_c(C)): 3 (Y: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) & par = (extension(C)(Y), clausura_a(C)(Y))

Como consecuencia, se tiene que CONCEPTOS(C) = {(Y',Y"): Y C A}

forma_de_conceptos_atrib: LEMMA
CONCEPTOS(C) =
{par: [finite_set[T1], finite_set[T2]]1| 3 (Y: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) & par=(extension(C)(Y), clausura_a(C)(Y))}
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Finalmente, nétese que las propiedades (3) y (4) a las que hemos hecho re-
ferencia en la introduccion de la seccién son casos particulares de los resultados

(2 y ()

Asi pues, el algoritmo para generar los conceptos de un contexto formal finito
C = (0, A, R) que especificamos es el siguiente:

1. Generar el conjunto § de todas las extensiones del conjunto de atributos de
C, A=A{ay,...,a,}, de forma recursiva. Es decir, S = {Y': Y C A}.

2. Para cada elemento X del conjunto generado en el apartado anterior, ob-
tener su intencion y formar el concepto correspondiente, obteniéndose el
conjunto {(X, X"): X € S} ={(Y",Y"):Y C A} = CONCEPTOS(C).

La construccién de § la hacemos en pasos sucesivos, como sigue:

= Paso 0: generar el conjunto de extensiones de @, Sy = {O} pues @' = O.

= Paso k + 1: generar el conjunto de extensiones de {a1, ..., a1}, denotado
por Siy1, a partir del conjunto de extensiones de {a, ..., a;}, denotado por
Sk, usando (4):

8k+1 =85, U {D N {ak+1}' :D e Sk}

La especificacién de este algoritmo en PVS queda como sigue:

196

genera_conceptos(C): set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]] =
LET fun = LAMBDA(X: finite_set[T1]): (X, intencion(C) (X)) IN
image (fun) (genera_extensiones(C))

donde la funcién genera extensiones construye el conjunto formado por las
extensiones de los conceptos de C, de la forma siguiente:

197

genera_extensiones(C): finite_set[finite_set[T1]] =
genera_extensiones_aux(C) (atrib(C), {obj(C)})

genera_extensiones_aux(C) (Y: finite_set[T2],
S: finite_set[finite_set[T1]]):
RECURSIVE finite_set[finite_set[T1]] =
IF empty?(Y)
THEN S
ELSE genera_extensiones_aux(C) (rest(Y),
agrega_extension_elto(C) (choose(Y),S))
ENDIF
MEASURE card(Y)
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Como auxiliar, hemos usado la funcién agrega_extension_elto que, dados a
y S, construye el conjunto SU {D N{a}' : D € 8}, cuya especificaciéon en PVS
es:

198

agrega_extension_elto(C)(a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
finite_set[finite_set[T1]] =
LET fun = LAMBDA(D: finite_set[T1]): D N extension(C) ({a})) IN
union(S, image(fun)(S))

Vamos a probar que el algoritmo de generacién de los conceptos de C' es
correcto. Es decir, que los elementos del conjunto genera_conceptos(C) son,
justamente, los conceptos de C'. Como hemos denotado por CONCEPTOS(C) al
conjunto de conceptos del contexto formal C| el teorema de correccién del algo-
ritmo genera_conceptos en PVS es el siguiente:

199

correccion_genera_conceptos_c: THEOREM
genera_conceptos(C) = CONCEPTOS(C)

La demostracion de este teorema requiere algunos lemas previos que prueben,
esencialmente, la correccion de la funcién genera_extensiones. Es decir, hemos
de probar que, en efecto, genera_extensiones(C) es el conjunto {Y': Y C A}.

En primer lugar, definimos un predicado que comprueba que todos los ele-
mentos de un conjunto determinado son extensiones de conjuntos de atributos de
C, como sigue:

. . . . . Jﬂ
es_conj_extensiones_relativas_£f?7(C) (S: finite_set[finite_set[T1]]
: bool =
V (X:(8)): 3 (Y:finite_set[T2]): Y C atrib(C) & X = extension(C) (Y)

Las propiedades destacables de cada una de las funciones que intervienen en
la especificacion de la funciéon genera_conceptos y que se usan para probar su
correccion, son las siguientes:

Lema 5.26 Sea a un atributo de C' y § un conjunto finito de extensiones de atri-
butos de C'. Entonces, agrega_extension_elto(C) (a,S) también es un conjunto
de extensiones de C'.

201
agrega_extension_elto_correcto_relativo: LEMMA

V (a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_relativas_£f7(C) (S) & atrib(C)(a) =
es_conj_extensiones_relativas_f?7(C) (agrega_extension_elto(C) (a, S))
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Lema 5.27 Sea Y un conjunto finito de atributos de C y & un conjunto finito
cuyos elementos son extensiones de conjuntos de atributos de C'. Entonces, el
conjunto genera_extensiones_aux(C) (Y,S) es un conjunto de extensiones de
conjuntos de atributos de C.

202
genera_extensiones_aux_correcto_relativo: LEMMA

V (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_relativas_£f7(C)(S) & Y C atrib(C) =
es_conj_extensiones_relativas_£f7(C) (genera_extensiones_aux(C) (Y,S)]

Demostracion:
Por induccion en Y, segin el esquema , descrito en el capitulo 2.

Con este resultado, se prueba de forma inmediata el siguiente lema.

Lema 5.28 EI conjunto genera_extensiones(C) es un conjunto de extensiones
de conjuntos de atributos de C'.

203
genera_extensiones_correcto_relativo: LEMMA

es_conj_extensiones_relativas_£f7(C) (genera_extensiones(C))

De esta forma, estamos en condiciones de probar una de las inclusiones del
teorema de correcciéon de la funcién genera_conceptos.

Teorema 5.29 Todo elemento del conjunto genera_conceptos(C) es un con-
cepto de C.

20]

genera_conceptos_correcto_b: LEMMA
V (par:[finite_set[T1], finite_set[T2]]):
par € genera_conceptos(C) = es_concepto_c?(C) (par)

Demostracién:

Sea par un elemento de genera_conceptos(C). Por la defincién de la funcién,
par = (X, X') siendo X un elemento del conjunto genera extensiones(C). Por
, X es la extensién de un conjunto de atributos de C, es decir, Y C atrib(C)

tal que X =Y’. Luego, par = (Y',Y"), que es un concepto de C, por .

Para probar la otra inclusion, establecemos previamente los resultados nece-
sarios relativos a las funciones auxiliares.

Lema 5.30 Sean Y un conjunto finito de preatributos y S un conjunto finito
cuyos elementos son conjuntos finitos de preatributos. Entonces, S es subconjunto
de genera_extensiones_aux(C) (Y,S).
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205
genera_extensiones_aux_completo_11:LEMMA

V (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
S C genera_extensiones_aux(C)(Y,S))

Lema 5.31 Sea Y un conjunto finito de preatributos y S un conjunto finito de
conjuntos finitos de preatributos. Si D € S es un conjunto finito de objetos de C
v Z CY, entonces DN Z' €genera_extensiones_aux(C) (Y,S).

206
genera_extensiones_aux_completo_12:LEMMA

V (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):

V (Z: finite_set[T2], D: finite_set[T1]):
ZCY&DC obj(C) &D € S

= D N extension(C) (Z) € genera_extensiones_aux(C) (Y, S)

Demostracion:
Por induccion en Y, segin el esquema , descrito en el capitulo 2:

= Y = (), trivial
n Y #0O

Por definicion,
genera_extensiones_aux(C)(Y,S) =

genera_extensiones_aux(C)(rest(Y),
agrega_extension_elto(choose(Y),S))

Sabemos que

VD € S, DN {choose(Y)} € agrega_extension_elto(choose(Y),S
greg

Por hipétesis de induccion
VD, € agrega extension elto(choose(Y),S), VZ; C rest(Y)
D, N Z{ es un elemento de
genera_extensiones_aux(C)(rest(Y),
agrega _extension_elto(choose(Y),S))
Entonces, dados D € S y Z C Y, consideramos dos casos

Caso 1: choose(Y) & Z
Entonces, Z C rest(Y). Por otra parte, si D € S,
D € agrega_extension_elto(choose(Y),S))

Luego, por h. i., DN Z' € genera_extensiones_aux(C)(Y,S)
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Caso 2: choose(Y) € Z

Sabemos que existe Z; C rest(Y), tal que Z = Z; U {choose(Y)}.
Luego, Z' = Z] N {choose(Y)}
Sea D € S. Entonces,

DNZ =Dn(Z N {choose(Y)}) = (D N {choose(Y)})N Z!
Por tanto,

D N {choose(Y)} € agrega_extension_elto(choose(Y),S))

Luego, por h.i. (D N {choose(Y)}') N Z] es un elemento de

genera_extensiones_aux(C)(rest(Y),

agrega extension elto(choose(Y),S))

Es decir DN Z' € genera_extensiones_aux(C)(Y,S).

g

Con este lema, se prueban ficilmente los siguientes resultados, con lo que se
concluye la prueba de la correccién de la funciéon genera_conceptos.

Lema 5.32 Si Y es un conjunto finito de atributos de C, entonces Y' es un
elemento del conjunto genera_extensiones(C).

207

genera_extensiones_completo: LEMMA
V(Y: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) = extension(C)(Y) € genera_extensiones(C)

Teorema 5.33 El conjunto genera_conceptos(C) contiene a todos los concep-
tos de C.

208

genera_conceptos_completo: THEOREM
V(par: concepto_c(C)): par € genera_conceptos(C)

5.4. Implicaciones entre atributos

A veces, hay que clasificar una gran cantidad de objetos con respecto a un
numero, relativamente pequeno, de atributos. En estos casos, interesa disponer
de reglas que expresen las relaciones entre los atributos del contexto, en el sentido
siguiente: “si un objeto posee los atributos a4, ..., a,, también posee los atribu-
tos by,...,b,". Esta reglas se denominan implicaciones entre atributos. En esta



132 Capitulo 5. Un modelo del andlisis formal de conceptos en PVS

seccién se introduce la nocién de implicacién entre atributos y su semdntica. El
principal teorema establece la igualdad entre los modelos de las implicaciones
validas en un contexto y las intenciones de los conceptos de dicho contexto. Con
ello, se pone de manifiesto la relaciéon entre los conceptos de un contexto y las
implicaciones entre atributos de dicho contexto. El contenido de la seccién se
encuentra desarrollado en la teorfa implicaciones_atrib (paginas BS3H3R0]).

Definicién 5.34 Una implicacién entre atributos en un contexto formal fi-
nito C' es un par de conjuntos de atributos (Y1, Y3). Notacion: Y1 — Ys.

En PVS, declaramos en primer lugar, el tipo implicacion_gen para repre-
sentar implicaciones entre preatributos y, para cada contexto C', establecemos el
subtipo de las implicaciones entre atributos de C, como sigue:

209

implicacion_gen: TYPE = [# antecedente: finite_set[T2],
consecuente: finite_set[T2] #]

implicacion(C): TYPE =
{imp: implicacion_gen | antecedente (imp)
consecuente (imp)

atrib(C) &

c
C atrib(C) }

Describimos a continuacion las nociones semanticas sobre las implicaciones de
un contexto formal C'.

Definicién 5.35 Sea Y; — Y, una implicacion entre atributos del contexto C'y

Z un conjunto finito de preatributos. Decimos que 7 respeta o es modelo de
Yi=>YsiViZ€Z6Y, C 7.

En el contexto del ejemplo BT, el conjunto {R, S} es modelo de la implicacién

{R} — {5}

210
respeta_imp?(C) (Z: finite_set[T2], imp: implicacion(C)): bool =

antecedente(imp) ¢ Z V consecuente(imp) C Z

Lema 5.36 Sea Y, — Y, una implicacion entre atributos del contexto C'y Z

un conjunto finito de preatributos. Entonces, Z respeta Y1 — Y, si y solo si
YiCZ=Y,CZ.

211
respeta_imp_equiv: LEMMA

V (Z: finite_set[T2], imp: implicacion(C)):
respeta_imp?(C) (Z, imp) &
antecedente(imp) C Z = consecuente(imp) C Z)




5.4. Implicaciones entre atributos 133

Definicién 5.37 Decimos que una implicacién entre atributos de un contexto
C=(0,A,1),Y, = Y, es vilida en C si para todo objeto d € O, {d} respeta
la implicacién. Notacién: C =Y; — Y,

212
es_valida?(C) (imp: implicacion(C)): bool =

V (d: T1): d € obj(C) = respeta_imp?(C) (intencion(C) ({d}), imp)

En el ejemplo Bl la implicacién {R, S, Tr} — {E} es valida en el contexto, pues
{E} C{R,S,Tr} ={R,S,Tr, E}.

Las implicaciones vélidas en un contexto formal C' se pueden caracterizar en
funcion del operador de clausura, mediante el siguiente resultado.

Lema 5.38 Y, — Y; es vdlida en C si y sélo si Yo C Y/

213
valida_prop_1_cl: LEMMA

V (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) &
consecuente (imp) C clausura_a(C) (antecedente (imp))

Otras caracterizaciones son las siguientes:

Lema 5.39 Una implicacion del contexto C, Y, — Y;, es valida en C si y sélo si
Y1 — {a} es vdlida en C, para todo a € Y.

277

valida_prop_2: LEMMA
V (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp)
-~
(V(a:T2): a € consecuente(imp) =
es_valida?(C) ((# antecedente:= antecedente(imp),
consecuente:= singleton(a) #)))

Lema 5.40 (Comprobacién en el reticulo de conceptos) Una implicacién de C,
Y1 — Y, es vdlida en C si y sélo si (Y{],Y]") < ({a},{a}"), para todo a € Y,.

215

valid_prop_3_cl: LEMMA
YV (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) <

(V(a:T2): a € consecuente(imp) =

subconcepto_c?(C) ((extension(C) (antecedente (imp)),
clausura_a(C) (antecedente (imp))),
(extension(C) (singleton(a)),
clausura_a(C) (singleton(a)))))
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Definicién 5.41 Sea L un conjunto de implicaciones del contexto C

= Un conjunto finito de preatributos Z respeta o es modelo de L si Z
respeta todas las implicaciones de L.

216
respeta_imp?(C) (Z: finite_set[T2], L:set[implicacion(C)]): booIl =
V (imp: (L)): respeta_imp?(C)(Z, imp)

» Una implicacién de C, Y] — Y5, es consecuencia de L si todo conjunto de
atributos Z que respete L, también respeta Y1 — Y. Notacién: L =Y, —
Y,

es_consecuencia(C) (imp:implicacion(C), L:set[implicacion(C)]
:bool =
V (Y: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) & respeta_imp?(C) (Y,L) = respeta_imp?(C) (Y,imp)

En el contexto del ejemplo Bl la implicacién { R} — {R, S} es consecuencia del
conjunto {{R} — {S}}.

Finalizamos la seccién con el resultado que relaciona los modelos de las impli-
caciones validas en un contexto C' con las intenciones de los conceptos de dicho
contexto. Para ello, denotamos por VALIDAS(C) el conjunto de implicaciones de
un contexto C, validas en dicho contexto.

218
VALIDAS(C): set[implicacion(C)] =
{imp:implicacion(C)| es_valida?(C) (imp)}
Y por MODELOS(C) (L) el conjunto de los modelos de las implicaciones de L.
219

MODELOS(C) (L: set[implicacion(C)]): set[finite_set[T2]] =
{Z: finite_set[T2] | Z C atrib(C) & respeta_imp?(C)(Z,L)}

Teorema 5.42 FEl conjunto de los modelos de las implicaciones validas en un
contexto formal C' es el conjunto de las intenciones de los conceptos de C'.

220
modelos_validas: THEOREM

MODELOS (C) (VALIDAS(C)) = intenciones_conj_conceptos(C) (CONCEPTOS(C)}

Demostracion:
La prueba se hace por doble inclusion:
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= Si Z es un modelo de las implicaciones validas en C, entonces Z es modelo de
7 — Z", que es valida por . Por tanto, Z = Z". Luego, si consideramos
el concepto de C, (7', Z), se tiene que Z es su intencién.

= Por otra parte, si Z es la intenciéon de un concepto de C', dicho concepto
es de la forma (7', 7). Veamos que, en este caso, Z es modelo de todas
las implicaciones validas en C. En efecto, sea Y; — Y5 una implicacion
valida en C' (por , Y, C Y/") y supongamos que Y; C Z. Entonces,
Yo CY/" C Z" = Z. Por tanto, Z es modelo de Y; — Y5.

d

5.5. Base de Duquenne—Guigues

5.5.1. Base de implicaciones

El conjunto de todas las implicaciones entre atributos validas en un contexto
puede ser excesivamente grande y contener muchas implicaciones triviales. Por
ello, interesa disponer de conjuntos pequetios de implicaciones que sean suficientes
para deducir las demas. Para ello, establecemos la nocion de base de implicaciones.

Una base de implicaciones entre atributos es un conjunto de implicaciones
adecuado (cada implicacién es vélida), completo (todas las implicaciones validas
son consecuencia de la base) y no redundante (ninguna de sus implicaciones es
consecuencia de las restantes). En esta seccién, se define la base de Duquenne—
Guigues, se demuestra que es una base de implicaciones y se especifica un al-
goritmo para calcularla, demostrandose su correccién. La formalizaciéon en PVS
esta desarrollada en la teoria base DG (paginas BRBH3ZI2).

Definicién 5.43 Sea L un conjunto de implicaciones de un contexto formal C'.

= Decimos que L es adecuado respecto de C' si todos sus elementos son
implicaciones validas en C'.

221
es_adecuado(C) (L:set[implicacion(C)]): bool =

V(imp: (L)): es_valida?(C) (imp)

= Decimos que L es completo respecto de C si toda implicaciéon Y, — Y,
valida en C, es consecuencia de L.

CEY - Y=LEY>Y,
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222
es_completo(C) (L:set[implicacion(C)]): bool =

V(imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) = es_consecuencia(C) (imp,L)

= Decimos que L es no redundante respecto de C si ninguna implicacion
de L es consecuencia del resto de las implicaciones de L.

YioYeoel=L\{V1-oY YT oY,

223
es_no_redundante(C) (L:set [implicacion(C)]): bool =

V(imp: (L)): NOT es_consecuencia(C) (imp, remove(imp, L))

= Decimos que L es cerrado respecto de C si contiene a todas sus conse-
cuencias.

22
es_cerrado(C) (L:set[implicacion(C)]): bool = (224
V(imp: implicacion(C)): es_consecuencia(C) (imp,L) = imp € L

Asi, dado un contexto formal C, se busca un conjunto de implicaciones de
C, L(C), que sea adecuado, no redundante y completo. Guigues y Duquenne [39]
han probado que, para todo contexto con un ntimero finito de atributos, existe un
conjunto de implicaciones con estas caracteristicas, llamado stem base o base
de Duquenne—-Guigues.

Para ello, se define la nocién de pseudointencién en un contexto C' como un
conjunto de atributos, que no coincide con su clausura, pero que contiene las
clausuras de todos sus subconjuntos propios, que son pseudointenciones.

Definicién 5.44 Un conjunto de atributos de C, P, es una pseudointencién
de un contexto formal C si:

= P # P" (o, lo que es equivalente, P" ¢ P)
» Para toda pseudointencién R con R C P, R" C P.

En PVS, especificamos la nocién de pseudointencion, respecto de un contexto
C, sobre conjuntos finitos de preatributos:

225
es_pseudo_intencion?(C) (Y): RECURSIVE bool =

Y # clausura_a(C)(Y) &

V (R: finite_set[T2]): R C Y & es_pseudo_intencion?(C) (R)
= clausura_a(C)(R) C Y

MEASURE card(Y)
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A partir de este predicado establecemos el tipo de las pseudointenciones rela-
tivas a un contexto C' como

226

pseudo_int (C): TYPE = (es_pseudo_intencion?(C))

y definimos el conjunto de las pseudointenciones de un contexto C' que son con-
juntos de atributos de C:

227

PSEUDOINT(C): set[finite_set[T2]] =
{Y | Y C atrib(C) & es_pseudo_intencion?(C) (Y)}

En el contexto del ejemploBl el conjunto { £} es una pseudointencién, ya que
{EY" = {R,S,Tr,E} ¢ {E} y contiene la clausura de todos sus subconjuntos
propios, pues @ = @ C {E}. En cambio, {Tr, To, E} no es pseudointencién, pues
aunque {T'r,To, E}" = {R,S,Tr,To,E} ¢ {Tr,To, E}, no contiene a {E}".

Definicién 5.45 Sea C' un contexto formal finito. La base de Duquenne—
Guigues de C es el conjunto

L(C)={Y - Y":Y € PSEUDOINT(C) }
En el ejemplo BTl la base de Duquenne—Guigues es:
LC)={{E} = {R,S,Tr,E},{R,S,Tr,E} — {E}}

La especificacién en PVS del conjunto £(C) es la siguiente:

228
IMPS(C): set[implicacion(C)] =

image (LAMBDA (Y): (# antecedente := Y,
consecuente := clausura_a(C)(Y) #))

(PSEUDOINT(C))

Veamos que, en efecto, la base de Duquenne-Guigues de C' es una base de
implicaciones de C. Para ello, se prueban los siguientes resultados:

Lema 5.46 Si el conjunto de atributos Y es una pseudointencion, entonces Y no
es modelo de la implicacién Y — Y".

229
cn_pseudo_intencion_cl: LEMMA
es_pseudo_intencion?(C)(Y) & Y C atrib(C)

= NOT respeta_imp?(C) (Y, (# antecedente:= Y,
consecuente:= clausura_a(C) (Y) #))
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Lema 5.47 La base de Duquenne-Guigues de un contexto C' es un conjunto de
implicaciones adecuado.

230
IMPS_es_adecuado: LEMMA es_adecuado(C) (IMPS(C))
Demostracién:
Es consecuencia directa de .
O

Lema 5.48 La base de Duquenne-Guigues de un contexto formal C' es un con-
junto de implicaciones no redundante.

231
IMPS_es_no_redundante: LEMMA es_no_redundante(C) (IMPS(C))

Demostracién:

Sea Y — Y una implicacién de £(C). Por construccién de la base, ¥ es un
conjunto de atributos de C, que es pseudointencién. Veamos que ¥ — Y"” no es
consecuencia de L(C)\{Y — Y"}. En efecto, si consideramos el propio Y verifica:

= Por , Y no es modelo de Y — Y.

= Veamos que Y es modelo de todas las implicaciones de £(C) \ {Y — Y"}.
En efecto, tomemos una implicacién Z — Z" de dicho conjunto. Evidente-
mente, Y # Z. Entonces, si Z C Y, necesariamente Z C Y y, por ser Z
pseudointencion, se tiene que Z” C Y. Por tanto, Y es modelo de Z — Z”.

O

Lema 5.49 La base de Duquenne-Guigues de un contexto C' es un conjunto
completo de implicaciones.

232
IMPS_es_completo: LEMMA es_completo(C) (IMPS(C))

Demostracién:

Hay que probar lo siguiente: toda implicacién Y; — Y5 validaen C = (O, A, I),
es consecuencia de L£(C). Es decir, que si R C Ay R respeta L£(C), entonces R
también respeta Y; — Y;. Lo probamos, distinguiendo dos casos:

= Caso 1: R=R"
Supongamos Y; C R, entonces usando los lemas y , se tiene que
Y C R". Por otra parte, por ser valida, Y5 C Y. Luego, Y> C R" = R.
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= Caso 2: R # R"
En primer lugar, comprobamos que si R respeta £(C) y R # R’, entonces
R es una pseudointencion. En efecto, es suficiente probar que se verifica
la segunda condicion: sea () una pseudointencion tal que Q C R. Por ser
pseudointencién, @@ — Q" € L(C) y, por tanto, R respeta ) — Q". Luego,
Q" C R.

Entonces, R — R" € L(C). Como R respeta L(C), R respeta R — R" y,
por tanto, R” C R. Como siempre se verifica R C R", tendriamos R = R",
en contra de la hipotesis.

g

5.5.2. Generacién de la base de Duquenne—Guigues

La base de Duquenne-Guigues no es la unica base de implicaciones de un
contexto formal C'. Pero juega un papel especial, por dos razones: tiene un niimero
minimo de elementos (i.e., no existe otra base con menos elementos) y puede
ser obtenida de forma algoritmica. En esta subseccién se presenta un algoritmo
(genera_imps) para calcularla y se demuestra su correccién.

La definicién de una funcién que genere la base de Duquenne—Guigues es in-
mediata si se dispone del conjunto de las pseudointenciones. Es decir, si gen_s (C)
es una funcién tal que gen_s(C) = PSEUDOINT(C), entonces genera_imps(C) =
image (f) (gen_s(C)), donde f(Y) =Y — Y". Por tanto, serd suficiente especi-
ficar un algoritmo (gen_s) que calcule dicho conjunto y demostrar su correccién.

La definicion recursiva de pseudointencién nos proporciona un algoritmo para
generarlas, de forma escalonada segiin el cardinal, como sigue:

= Paso 0: obtener las pseudointenciones de C' de cardinal 0: Sy = {@} si O es
pseudointencién y Sy = @, en otro caso.

= Paso k + 1: obtener las pseudointenciones de C' de cardinal menor o igual
que k + 1, Sk11, a partir de las pseudointenciones de C' de cardinal menor
o igual que k, S, para k < card(A). Para ello, introducimos una nocién
restringida de pseudointencién como sigue: Sea § un conjunto de conjuntos
de preatributos y P un conjunto de preatributos. Decimos que P es una
pseudointencion restringida a S si verifica:

e P+£P"
e Para todo X € S, si X C P entonces X" C P

Entonces, el conjunto S;11 puede escribirse como:
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Sk—f—l :SkU{P§A|P\ :k+1/\
P es una pseudointencién restringida a S}

Finalmente, el conjunto & 4 estd formado por todas las pseudointenciones con
cardinal menor o igual que |A|. Es decir, S|4 = PSEUDOINT(C).

Veamos cémo especificar en PVS el calculo por pasos del conjunto Sj4. En
primer lugar, especificamos la nocién de pseudointencién, respecto de un contexto
C, restringida a un conjunto &, como sigue:

[ 233

es_pseudo_int_rest?(C) (Y: finite_set[T2],
S: finite_set[finite_set[T2]]): bool =
clausura_a(C)(Y) € Y &
V (Y1:(S)): Y1 C Y = clausura_a(C)(Y1) C Y

Notacién 5.50 Sean Ay S conjuntos finitos de conjuntos finitos de preatributos.
Representamos por pseudo_restringidas(C) (A,S) el conjunto de los elementos
de A que son pseudointenciones restringidas a S.

23]
pseudo_restringidas(C) (A: finite_set[finite_set[T2]],

S: finite_set[finite_set[T2]]):
finite_set[finite_set[T2]] =
{Y: finite_set[T2] | Y € A & es_pseudo_int_rest?(C) (Y,S)}

También especificamos en PVS el conjunto &, como

S(C:FFC, (k:nat)): finite_set[finite_set[T2]] =
{X: finite_set[T2] | X C atrib(C) &
es_pseudo_intencion?(C) (X) & card[T2] (X) <= k}

y probamos que

union(S(C,k),
pseudo_restringidas(C) (subconjuntos(atrib(C),1+k), S(C,k)))
= S8(C, 1 + k)

donde la funcién subconjuntos(B,n), incluida en el apéndice A, obtiene los sub-
conjuntos de B de cardinal n.

Para especificar la funcién gen_s definimos la funcién auxiliar gen_s_pasos,
que toma como argumentos un conjunto finito de atributos Y, un nimero natural
k < card(Y) y un conjunto finito de conjuntos finitos de preatributos S. La
funcién gen_s_pasos es una funcién recursiva que, en cada paso, le anade a S
los subconjuntos de Y de cardinal j, que son pseudointenciones restringidas a S,
empezando por j = k hasta j = |Y|.
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235

gen_s_pasos(C) (Y: finite_set[T2],
k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]]):
RECURSIVE set[finite_set[T2]] =

LET NS = pseudo_restringidas(C) (subconjuntos(Y,k), S) IN
IF k = card(Y) THEN union(S, NS)
ELSE gen_s_pasos(C) (Y,k+1,union(S,NS)) ENDIF
MEASURE card(Y)-k

Si los argumentos iniciales son el conjunto de atributos A, 0y @, en cada paso
k el conjunto § que se va construyendo es, precisamente, S;. Luego, la salida del
algoritmo serd S| 4|, que coincide con el conjunto PSEUDOINT(C).

Asi la especificacién del algoritmo que obtiene todas las pseudointenciones de
un contexto finito C, es:

236
gen_s(C) :set[finite_set[T2]] = gen_s_pasos(C) (atrib(C),0,emptyset

Probamos en PVS que el algoritmo representado por la funcién gen_s es co-
rrecto.

Teorema 5.51 Sea C un contexto formal finito. Entonces, gen_s(C) es el con-
junto de las pseudointenciones de C', que son conjuntos de atributos de C.

237

correccion_gen_s: THEOREM gen_s(C) = PSEUDOINT(C)

Demostracion:
La prueba se realiza probando las dos inclusiones.

1. En primer lugar, probamos que si Z es un elemento de gen_s(C), entonces
Z es un conjunto de atributos de C, que es pseudointencion de C":

gen_s_correcto: LEMMA
V(Z:finite_set[T2]): Z€gen_s(C) = es_pseudo_intencion?(C) (Z)

gen_s_correcto_b: LEMMA
V(Z:finite_set[T2]): Z € gen_s(C) = Z C atrib(C)

Para ello, introducimos la notacién SC(C, Y, k) para representar el conjunto
formado por los conjuntos de atributos de C', contenidos en Y, que son
pseudointenciones de C, de cardinal menor que k:
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pseudo_card(C,Y, (k:nat) ): finite_set[finite_set[T2]] =
{X: finite_set[T2] | XCatrib(C) & es_pseudo_intencion?(C) (X)
& X C Y & card[T2] (X) < k}
Asi, hemos de probar que si S = SC(C, Y, k) y Z es un elemento del conjunto
gen_s_pasos(C) (Y,k,S), entonces Z C Y y Z es una pseudointencion de
C.
La expresiéon en PVS de este resultado es:
gen_s_pasos_correcto_10: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2],
k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]],
Z: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) & S=pseudo_card(C,Y,k) & Z€ gen_s_pasos(C) (Y,k,S
= Z C Y & es_pseudo_intencion?(C) (Z)
La prueba se realiza por induccion en card(Y)-k, usando que
SC(C,Y,k+1) =
SC(C,Y, k) U pseudo_restringidas(C)(subconjuntos(Y; k), SC(C,Y, k))
2. En segundo lugar, probamos que si Z es un conjunto de atributos de C', que

es pseudointenciéon de C', entonces Z es un elemento de gen_s(C).

Para ello, se prueba por induccién en card(Y)-k que, si Z es un conjun-
to de atributos de cardinal menor o igual que %k, y no ha sido generado
mediante gen_s_pasos(C) (Y,k,S), con § = SC(C,Y, k), entonces Z no es
una pseudointencion de C.

gen_s_pasos_completo_14: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2],
k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]],
Z: finite_set[T2]):
Y C atrib(C) & Z C atrib(C) & S = pseudo_card(C,Y,k) &
Z CY & card(Z) <= k & Z ¢ gen_s_pasos(C) (Y,k,S)
= NOT es_pseudo_intencion?(C) (Z)

Como lema auxiliar, probamos también que la funcién gen_s_pasos es de-
creciente en k
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gen_s_pasos_subset_k: LEMMA
V (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y))):
Y C atrib(C) & k # card(Y) =
gen_s_pasos (C) (Y,k+1,pseudo_card(C,Y,k+1)) C
gen_s_pasos(C) (Y,k,pseudo_card(C,Y,k))

con lo que se verifica, directamente, que

gen_s_pasos_subset: LEMMA
V (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y))):
Y C atrib(C) & card(Y) # 0 =
gen_s_pasos (C) (Y,k,pseudo_card(C,Y,k)) C gen_s_pasos(C)(Y,0,0)

g

Obsérvese que el algoritmo para generar la base de Duquenne—Guigues recibe
como dato de entrada un contexto formal finito C' y devuelve el conjunto forma-
do por las implicaciones que forman dicha base. A la hora de especificar el tipo
del rango de dicho algoritmo podemos establecer que sea un conjunto de impli-
caciones genéricas (set[implicacion_gen]), o bien conjuntos de implicaciones
especificas de C' (set[implicacion(C)]). Este segundo caso es mds restrictivo
pero, con respecto a la prueba de su correcciéon es mas adecuado, pues ésta con-
siste en probar que el conjunto generado coincide con el conjunto IMPS(C), cuyo
tipo es set[implicacion(C)]. Ahora bien, en el capitulo 8 realizaremos una
construcciéon evaluable de este algoritmo y, en cierto sentido “equivalente” a él.
Para ello, es més conveniente que el tipo del rango sea set[implicacion_gen].
Por esta razon, realizamos dos especificaciones, una con cada uno de los posibles
tipos para el rango, y probamos que coinciden sobre el rango menor.

238
genera_imps_g(C): set[implicacion_gen] =

LET fun = LAMBDA (Y: finite_set[T2]):
(# antecedente:= Y, consecuente:= clausura_a(C) (Y) #)
IN image (fun) (gen_s(C))

genera_imps(C): set[implicacion(C)] =
LET fun = LAMBDA (Y: finite_set[T2]):
(# antecedente:= Y, consecuente:= clausura_a(C) (Y) #)
IN image (fun) (gen_s(C))

genera_imps_igual_genera_imps_g: LEMMA
genera_imps(C) = genera_imps_g(C)
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Una vez probada la correccién del algoritmo que genera el conjunto de pseu-
dointenciones de un contexto formal finito C, finalizamos la seccién estableciendo
la correccion del algoritmo que genera la base de Duquenne-Guigues.

Teorema 5.52 Dado un contexto formal finito C, genera_imps(C) = L(C).

239
correccion_genera_imp: THEOREM genera_imps(C) = IMPS(C)

Demostracién:

Por definicion, genera_imps(C) = image(f) (gen_s(C)), donde la funcién f
es f(Y)=Y — Y". Ademis, por , gen_s(C) = PSEUDOINT(C). Luego,
genera_imps(C) = image (f) (PSEUDOINT(C)) = IMPS(C).

d



Capitulo 6

Marco genérico para
refinamientos en PVS

En el marco de un sistema formal, en nuestro caso PVS, se desea realizar una
especificacién de un proceso o algoritmo, probar sus propiedades (por ejemplo, su
correccién) y que dicho algoritmo sea evaluable (incluso eficiente). El problema
que surge, con frecuencia, es que si la especificacién es evaluable no suele ser facil
o natural razonar sobre ella; y si se razona facilmente, no se puede evaluar o es
muy ineficiente. Las cuestiones que nos plantea este problema son, pues, como
conciliar los dos aspectos, por cual decantarse, o qué relaciéon hay entre distintas
especificaciones de un algoritmo.

Hay que tener en cuenta que, a la hora de construir una especificacién de un
algoritmo, lo primero que se hace es elegir los tipos de datos que se van a usar.
Esta eleccién determinara tanto la forma de razonar sobre ella como su posible
evaluabilidad o eficiencia.

En nuestro caso, la especificacién del cdlculo del menor punto fijo de un pro-
grama definido realizada en el capitulo 4 @ no es evaluable, pues esta basada en
el uso del tipo de los conjuntos finitos. ;Qué hacer, entonces, si queremos calcular
efectivamente el menor punto fijo de un programa? Una opcién seria realizar otra
especificacion basada en tipos de datos evaluables y probar de nuevo sus propie-
dades. O bien, realizar otra especificacién y relacionarla con la anterior, de forma,
que las propiedades que verifica la primera se “trasladen” a la segunda.

Esto tltimo es justamente lo que queremos hacer. Pero no sélo en este caso.
Queremos establecer un marco general, que permita relacionar distintas especifi-
caciones de un algoritmo. El punto clave serd representar un tipo abstracto 7T A;
por otro tipo T'A,, sobre el que las operaciones sean evaluables (esta represen-
taciéon puede hacerse en pasos sucesivos). Y las operaciones sobre el tipo més
general habran de ser “refinadas” por otras, de forma que presenten el mismo
comportamiento. Dicho marco esta basado en la nocién de refinamiento introdu-
cida por Jones en [43], usada por Dold en [24, 23]. En [43] se define la nocién de
data reification, que trata sobre la transicién entre tipos de datos abstractos y

145
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concretos, y de la correccién de la misma.

La principal ventaja serda poder realizar especificaciones seméanticamente sim-
ples (usando tipos de datos abstractos) sobre las que se pueda razonar bien, y
relacionarlas con otras especificaciones evaluables (que usan tipos de datos con-
cretos) de los mismos conceptos y, en cierto sentido, equivalentes a la anterior.

Como hemos comentado en capitulo dedicado a introducir el sistema PVS,
el lenguaje de especificacién de PVS estd disenado para servir como una légica
expresiva y no como un lenguaje de programacién. Por ello, no todas las espe-
cificaciones en PVS son evaluables. En particular, no lo son las que hacen uso
del tipo de los conjuntos finitos. Ain asi, se dispone de un interesante fragmento
del lenguaje que si es evaluable como se describe en [80], y hemos comentado en
RN

En este capitulo establecemos las nociones de refinamiento de tipos y de opera-
ciones, y estudiamos las propiedades de las operaciones que se conservan a través
de los refinamientos. Como caso particular, estudiamos el refinamiento del tipo de
los conjuntos finitos de PVS mediante el tipo de dato listas. De esta forma, como
las especificaciones realizadas en la formalizacién de las teorias en los capitulos
anteriores usan conjuntos finitos, podremos refinarlas por otras basadas en listas,
que seran evaluables.

6.1. Refinamiento de tipos

En esta seccion se define el concepto de refinamiento de tipos, se establece
la relacién de igualdad inducida en un tipo por un refinamiento y se prueban
algunas de sus propiedades. La formalizacion en PVS se encuentra desarrollada
en las teorias refinamiento, refinamiento_equiv y refinamiento_prod_cart

(péaginas 260-262).

Definicién 6.1 Sean R y T dos tipos no interpretados. Decimos que R es un
refinamiento del tipo T mediante la funcion f : R — T, si f es sobreyectiva
(i.e. si todo elemento de T' puede ser representado por un elemento de R).

270
f: VAR [R->T]
es_refinamiento?(f): bool = surjective?(f)
Evidentemente, id : T" — T es un refinamiento.
241

identidad_ref: LEMMA es_refinamiento?[T, T] (id)

Por abuso de lenguaje, diremos indistintamente que R es un refinamiento de
T mediante f : R — T, que f : R — T es un refinamiento, que f es un
refinamiento de 7" por R, o que R refina a T mediante f. En lo que sigue, g
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representard un refinamiento de 7" por R. Es decir, los elementos de R pueden
verse como representaciones o concreciones de los elementos de T (que se ven
como abstracciones).

272
g: VAR (es_refinamiento?[T, R])

La funcién g induce, de manera natural, una relacién de equivalencia en R:
dos elementos de R son equivalentes si representan el mismo elemento de 7. Es
decir, dados 71,72 € R, 11 =4 12 & g(r1) = g(r2).

243
igual?(g) (r1,r2:R): bool = g(rl) = g(r2) L2

igual?_es_de_equivalencia: LEMMA equivalence?[R] (igual?(g))

En caso de que g sea inyectiva, la relacién =, es la igualdad entre los elementos
del tipo R.

[ 244

igual?_injective: LEMMA
injective?(g) = igual?(g) = =

Noétese que el lenguaje de PVS permite hacer un amplio uso de la sobrecarga
de los simbolos. En este caso, hemos usado el simbolo = con un doble significado:
como la igualdad entre los elementos de R y como la igualdad entre dos relaciones.

En principio, si R refina a T’ mediante g, la relacion entre los elementos no tiene
por qué ser biyectiva. Ahora bien, si consideramos el tipo formado por el conjunto
cociente R/ =, y definimos la aplicacién correspondiente [g] : R/ =,— T como
[g]([r]) = g(r), entonces R/ =, es un refinamiento de T, mediante la funcién
inyectiva [g].

g
R T
rep [g]
R/ =,
En la teoria equivalence_classﬂ se ha formalizado el conjunto cociente ge-
nerado por una relacién de equivalencia == sobre un tipo 7" mediante E[T,==],

la clase de equivalencia de un elemento z de 7" por equiv_class(x), y la fun-
cién que elige un representante de una clase de equivalencia por rep. Entonces,
representando en PVS la funcién [g] por f_equiv(g), se tiene:

!Esta teoria, descrita en [62] se ha incluido en el apéndice C (paginas E59HZ5T).
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245
f_equiv(g) (A:E[R, igual?(g)]):T = g(rep(A)) k

clases_equiv_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento? [T, E[R, igual?(g)]](f_equiv(g))

f_equiv_inyectiva: LEMMA injective?(f_equiv(g))

Por ultimo, establecemos que un determinado tipo puede ser refinado en pa-
sos sucesivos. Y que el producto cartesiano de dos refinamientos de tipos es un
refinamiento del producto cartesiano de los tipos.

Lema 6.2 Si R es un refinamiento de T' mediante f y () es un refinamiento de
R mediante g, entonces () es un refinamiento de T' mediante f o g.

[ 246

comp_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[T, R](f) & es_refinamiento?[R, Q] (g) =>
es_refinamiento? [T, QI(f o g)

Definicién 6.3 Dadas las funciones f1 : Ry — T1 y fo : Ry — T5, definimos
la funcién fi X fo: Ry X Ry — Ty X Ty como: (f1 X fo)(r1,72) = (f1(r1), fo(r2))

(227

prod_cart(£f1,£f2) (par: [R1, R2]): [T1, T2] =
(£1(PROJ_1(par)), £2(PROJ_2(par)))

Lema 6.4 Si R; es un refinamiento de T, mediante f; y Ry es un refinamiento
de T, mediante f5, entonces el producto cartesiano Ry X Ry es un refinamiento
del producto cartesiano T x Ty mediante f; X fs.

248
prod_cart_es_refinamiento: LEMMA

es_refinamiento?[T1, R1]1(f1) & es_refinamiento?[T2, R2](f2)
= es_refinamiento?[[T1,T2], [R1, R2]](prod_cart(f1, £2))

6.2. Refinamiento de operaciones

En el marco que estamos desarrollando, queremos relacionar distintas especi-
ficaciones de un mismo algoritmo. Esencialmente, podemos considerar una espe-
cificacién de un algoritmo como una operacién o funcién op; : 71y — 15, donde 7}
y 15 son los tipos que representan las posibles entradas y salidas del algoritmo,
respectivamente. En este sentido, otra especifaciéon del mismo algoritmo vendria
dada por otra funcién opy : Ry — Rs, donde R; se usa para representar las
entradas y Ry para representar las salidas del algoritmo. De manera natural, se
entiende que op; y op, son especificaciones del mismo algoritmo si tienen el mismo
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“comportamiento”, lo que expresaremos mediante el concepto de refinamiento de
operaciones.

En esta seccion se presenta la formalizacién en PVS de la nocién refinamiento
de operaciones, realizada en la teoria refinamiento_oper (paginas Z63H263). En
ella, se establece cudndo una operacién es un refinamiento de otra, suponiendo
que entre los tipos que constituyen los dominios y los rangos de las operaciones
se tienen los refinamientos correspondientes.

Consideremos una funcién op : Ty — 15 y supongamos que tenemos los refina-
mientos de tipos dados por las funciones f; : Ry — 11y fo : Ry — T5. Entonces,
decimos que la funcién op,.r : B; — Ry es un refinamiento de op si el siguiente
diagrama es commutativo:

7, =2 T

Alo# A

R T4 R,

Figura 6.1: Diagrama relativo al refinamiento de una operacién

249
refinamiento_oper[T1, T2, R1, R2: TYPE,

(IMPORTING refinamiento)
f1: (es_refinamiento?[T1, R1]),
f2: (es_refinamiento?[T2, R2])]: THEORY

op: VAR [T1 -> T2], op_ref: VAR [R1 -> R2]

es_refinamiento_op?(op, op_ref): bool =
V (r1:R1): op(fi1(r1)) = f2(op_ref(rl))

Obsérvese que, entre los parametros de la teoria refinamiento_oper, estan
incluidas las funciones f; y f2, que constituyen los refinamientos entre los dominios
y los rangos, respectivamente.

Por otra parte, dada una operacién op y un refinamiento suyo, opyy, se define
la correspondiente operacion entre los conjuntos cocientes de los tipos refinados,
y se prueba que es también un refinamiento de op.

Lema 6.5 Sean f, : Ry — 11 y fo : Ry — T, refinamientos de tipos. Sea
op : Ty — T una funcién y op,.s : Ri — Ry un refinamiento de op. La funcion
op=: R/ =4, — Ry/ =y,, definida por op=([r1]) = [opres(r1)] es un refinamiento
de op.
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op
T T
f f
. f I 7
Rif=p 1 OPL S Ry/ =4,
Oop=

250

op_ref_equiv(op,op_ref) (A: E[R1, igual?(f1)]): E[R2, igual?(£f2)] =
equiv_class[R2, igual?(£2)] (op_ref(rep(A)))

op_ref_equiv_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (op, op_ref) =>
es_refinamiento_op?[T1, T2, E[R1, igual?(f1)], E[R2, igual?(f2)],
f_equiv[T1, R1](£f1), f_equiv[T2, R2](£2)]
(op, op_ref_equiv(op, op_ref))

En esencia, la definicién de refinamiento de una funcién requiere que la funcién
Opres tenga el mismo comportamiento que op. Ademds, es deseable que propieda-
des de la funcién op se “trasladen” a la funcién op,.¢. En particular, si op y opy.y
son especificaciones de un algoritmo, queremos que de la correcciéon de op pueda
deducirse la correccion de op,.s. Siendo mas precisos, supongamos que hemos pro-
bado la correccién de la funcion op en términos de precondicion y postcondicion.
Es decir, si p es el predicado que describe la condicién que han de verificar las
entradas del algoritmo especificado por op, y ¢ describe la relacion entre el dato
de entrada y el de salida, suponemos que hemos probado un teorema de la forma:

(Vz € Th)[p(z) = q(z, 0p(z))]

Para expresar que la funcién op,.s tiene el mismo comportamiento que op,
consideramos los predicados pref ¥ gres, refinamientos de p y g, respectivamente,
y probamos que se verifica

(VZ S Rl)[pref(z) = QTef(za Opref(z))]

que es, justamente, el teorema de correccién correspondiente a opy..
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251
p: VAR pred[T1], p_ref: VAR pred[R1]

q: VAR pred[[T1, T2]], q_ref: VAR pred[[R1, R2]]

ref_preserva_correccion: LEMMA
LET f = prod_cart[T1, T2, R1, R2](f1,f2) IN
es_refinamiento_op?[T1,T2,R1,R2,f1,f2] (op,op_ref) &
es_refinamiento_op?[T1,bool,R1,bool,f1,id[bool]l] (p,p_ref) &
es_refinamiento_op?[[T1,T2] ,bool, [R1,R2],bool,f,id[bool]l] (q,q_ref) &
V (x: T1): p(x) = qx, op(x))) =
V (z: R1): p_ref(z) = q_ref(z, op_ref(z))

&

La prueba se realiza directamente, a partir de las definiciones.

Es decir, si hemos probado la correccién de una especificaciéon de un algorit-
mo, tenemos garantizada la correcciéon de cualquier otra especificaciéon de dicho
algoritmo, siempre que probemos que es un refinamiento de la primera.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es que, normalmente, en la especi-
ficacion de un algoritmo intervienen varias funciones. Veamos, entonces, que los
refinamientos de operaciones se mantienen mediante la composiciéon de funciones.
Esto nos permitira refinar cada una de las funciones que se usen en una especifi-
cacion, y combinarlas para obtener asi un refinamiento de dicha especificacion.

Lema 6.6 Sean f; : R; — I}, con i = 1,2, 3 refinamientos de tipos. Si opy,,, :
R, — Ry refina a la operacion op; : Ty — Ty y op,,,; : Ro —> Rj3 refina a
opy : T, — T3, entonces la composicién opy,,; © 0py,,, refina a opz o op;.

La expresion de este resultado en PVS es:

252
comp_oper_es_refinamiento: LEMMA

es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, f2] (opl, opl_ref) &
es_refinamiento_op?[T2, T3, R2, R3, f2, £3](op2, op2_ref) =
es_refinamiento_op?[T1,T3,R1,R3,f1,£3] (op2 o opl,op2_ref o opl_ref)

op1 op2
T1 EE— TQ — T3

I

Opl'ref op2ref
R — Ry, —— Rj

Figura 6.2: Refinamiento de la composicién de operaciones
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Corolario 6.7 Si op,.s refina a op, entonces la iteracion n-sima de op,.s refina
a la iteracion n—sima de op.

258

iteracion_es_refinamiento: COROLLARY
es_refinamiento_op? (op,op_ref)
= es_refinamiento_op?(iterate(op,n),iterate(op_ref,n))

Demostracién:
Por induccién en n, usando que la iteracién (j + 1)-sima de una funcién es la
composicion de la funcién con su iteracion j-sima y la propiedad [Z53|.

Por ultimo, estudiamos algunas propiedades sobre relaciones que se conservan
a través de un refinamiento.

Lema 6.8 Sean f : R — T un refinamiento de tipos, p una relaciéon en T y ¢
una relacion en R, que es un refinamiento de p. Entonces, si p es una relacién de
equivalencia, ¢ también lo es.

TxT %4 bool

foT " z'd[

Rx R i> bool

Figura 6.3: Las relaciones de equivalencia se preservan mediante refinamientos.

refinamiento_preserva_rel_equivalencia: LEMMA (254
es_refinamiento_op?[[T,T],bool, [R,R],bool,prod_cart(f,f),id[bool]]
(ps ¢)
& equivalence?(p)
= equivalence?(¢)

Hay que hacer notar que la propiedad de antisimetria de una relaciéon no se
conserva a través de un refinamiento, si éste no es inyectivo. Es decir,sip: T — T
es una relacién antisimétrica y ¢ : R — R es un refinamiento suyo, entonces
se tiene: p(ri,72) A p(re,r1) = o(f(r1), f(r2)) A ¢(f(re), f(r1)). Y, por ser ¢
antisimétrica, f(r;) = f(r2), de donde no se deduce, en general, que 11 = 7s.
Como consecuencia, tenemos que la propiedad de ser relacién de orden parcial no
se conserva a través de un refinamiento. Ahora bien, si consideramos la relacion
inducida en el conjunto cociente R/ =y, si podemos asegurar que se conserva
dicha propiedad.
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6.3. Caso de estudio: un refinamiento de con-
juntos finitos

En esta seccién se establece un refinamiento del tipo de los conjuntos fi-
nitos sobre un tipo 7', finite_set[T], por el tipo de dato de las listas so-
bre un tipo R, 1ist[R], a partir de un refinamiento de 7" por R. Ademas, se
presentan operaciones entre listas que refinan a las operaciones entre conjun-
tos finitos. La formalizacién en PVS se encuentra desarrollada en las teorias
refinamiento_conj_finitos, refinamiento_conj_finitos_gen,
refinamiento_conj_finitos_image, refinamiento_powerset y
refinamiento_subconjuntos_card (paginas Z6ETHZRY)).

6.3.1. Refinamiento de tipo

Como hemos comentado al principio del capitulo, las especificaciones que usan
conjuntos finitos no son evaluables. En principio, parece natural representar un
conjunto finito por una lista con los mismos elementos, aunque no de manera
Unica, pues puede variar el orden de los elementos o haber elementos repetidos.
Por otra parte, es posible que se manejen conjuntos finitos cuyos elementos sean
de un tipo que también sea necesario refinar. Asi, si consideramos que el tipo R
refina al tipo 7', representaremos un conjunto finito de elementos de 7" mediante
una lista de elementos de R.

Para ello, dado un refinamiento f : R — 7', definimos la funcién recursiva
c(f) que transforma un elemento de 1ist[R] en un elemento de finite_set [T]
y probamos que es sobreyectiva.

[255]
c(f)(1: 1ist[R]): RECURSIVE finite_set[T] =
CASES 1 OF
null: 0@,
cons(x, 11): add(f(x), c(£f)(11))
ENDCASES

MEASURE length(1)

En primer lugar, caracterizamos la funciéon c(f), probando queﬁ

c(£)() ={f(z):zel}

Lema 6.9 Sea | una lista de elementos de R e y un elemento de T. Entonces,

yecf) )= Tzel: y=f(z)

20bsérvese que también podriamos haber definido la funcién c(£) de esta forma.
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256
imagen_c_caract: LEMMA
member (y, c(£)(1)) < 3 x: member(x, 1) & y = f(x)
Demostracién:
Por induccién y simplificacion en .
U

Lema 6.10 FEltipolist[R] es un refinamiento del tipo finite_set [T] mediante
la funcién c(f).

257

c_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[finite_set[T], 1ist[R]] (c(f))

Demostracion:
Por la definicién refinamiento de tipos, hay que probar

VyeT:3zeR: f(z) =y) = (VY € finite set[T]: 3l € 1list[R] : ¢(f)() =Y)

Lo probamos por induccién en Y, segin el esquema de induccién , descrito en
el capitulo 2.
O

6.3.2. Refinamiento de operaciones

Una vez que tenemos un refinamiento de finite_set[T] mediante 1ist[R],
para cada operacién con conjuntos finitos presentamos una operacion con listas,
que la refina. En algunos casos, probaremos que una de las operaciones sobre
listas definidas en el preludio refina a una operaciéon sobre conjuntos finitos y,
en otros, tendremos que definir la operacién correspondiente. La siguiente tabla
muestra una lista con las operaciones sobre conjuntos finitos y sus correspondien-
tes refinamientos.

| conjuntos finitos | listas | figura |
empty? null? 6.4
add cons
member member, member(igual?(f)) | E7
union append
intersection inter, inter(igual?(f))
remove elimina, elimina(igual?(f)) 610
choose car 0. 111
rest rest_l, rest_1(igual?(f)) 612
subset? sublista?, sublista?(igual?(f)) | EI3
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card cardinal 1, cardinal 1(igual?(f))
Union Append
Intersection | Inter, Inter(igual?(f))
powerset powerset_ref
6.3.2.1. Refinamiento de empty?
Lema 6.11 EI predicado null? es refinamiento de empty?.
empty?
finite_set[T] —— bool
()] #
null?
list[R] —— bool
Figura 6.4: Refinamiento del predicado empty?
258
null?_es_refinamiento_empty?: LEMMA
es_refinamiento_op?[finite_set[T],bool,list[R],bool,c(f),id[bool]]
(empty?, null?)
6.3.2.2. Refinamiento de add
Lema 6.12 La operacion cons es refinamiento de add.
add
T x finite_set[I| —— finite_set[T]
Fetr)] # )
R x list[R] —  1list[R]
Figura 6.5: Refinamiento de add
259
cons_es_refinamiento_add: THEOREM

es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T],
[R, 1ist[R]], list[R],
prod_cart(f, c(£f)), c(£)]
(add, cons)
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6.3.2.3. Refinamiento de member

El predicado de pertenencia a una lista (member) no es, en general, un refina-
miento del predicado de pertenencia a conjuntos finitos (member), puesto que si
el refinamiento subyacente f : R —— T no es inyectivo, puede haber elementos
x & 1 tales que f(x) € ¢(f)(l). Por tanto, el diagrama correspondiente no seria
commutativo.

Lema 6.13 Si f es inyectivo, el predicado de pertenencia a una lista es un refi-
namiento del predicado de pertenencia a conjuntos finitos.

member

T x finite_set[IT] —— bool

f x coﬂ " id]

member

R x list[R] — bool

Figura 6.6: Refinamiento de member

260
member_es_refinamiento_member: THEOREM

injective?(f) =
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], bool,
[R, 1list[R]], bool,
prod_cart(f, c(f)), id[booll]
(member, member)

En los casos en los que f sea inyectivo tenemos, pues, que el predicado member
refina a member. Esto comprende uno de los casos mas frecuentes. Concretamente,
el caso de representar los conjuntos finitos con elementos en 7' mediante listas de
elementos de T'. Ahora bien, no debemos olvidar que el objetivo que perseguimos
es construir especificaciones evaluables de un algoritmo a partir de una especific-
cacién abstracta del mismo. Y, puede ocurrir que para ello, sea necesario refinar
también el tipo T, mediante una funcién no inyectiva M.

En ese caso, hemos de disponer de un predicado sobre listas que refine a
member. Para ello, se define un predicado de pertenencia a listas, médulo una
relacién de equivalencia, se caracterizan los elementos del conjunto ¢( f) en funcién
de dicho predicado, y se prueba que el predicado de pertenencia a listas, modulo
la relacién =y, refina a member.

3Por ejemplo, en el caso de que se necesite refinar un conjunto cuyos elementos son, a su
vez, conjuntos.



6.3. Caso de estudio: un refinamiento de conjuntos finitos 157

261
rel: VAR (equivalence?[R])

member (rel) (x,1) : RECURSIVE bool =
CASES 1 OF
null: FALSE,
cons(a, 12): rel(a, x) V member(rel)(x, 12)
ENDCASES
MEASURE length(1)

Lema 6.14 Sea |l una lista de elementos de R e y un elemento de T'. Entonces,

yec(f)l) e rez, I y= f(z)

262
imagen_c_caract_rel: LEMMA

y € c(£)(1) & I x: member(igual?(f)) (x,1) & y=f(x)

member

T x finite_set[I] ——— bool

f c(fﬁ " z-dT

member (=y)

R x list[R] — Dbool

Figura 6.7: Refinamiento de member

Lema 6.15 Si f : R—— T es un refinamiento de tipos, entonces el predicado
member (igual?(f)) refina al predicado member.

263
member_rel_es_refinamiento_member: THEOREM

es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], bool,
[R, 1ist[R]], bool,
prod_cart(f, c(f)), id[booll]]
(member, member(igual?(f)))

Evidentemente, en el caso en que se refine el tipo de los conjuntos finitos con
elementos en T por listas de elementos de 7" de manera natural, es decir f = idr,
se tendrd que member(=;4, ) es el predicado member. Mds ain, se tiene que si f es
inyectivo, entonces member(=;) es member. Asi, el resultado se puede obtener

como consecuencia de [Z&3|.

member_member_rel: LEMMA
injective?(f) => member (igual?(f)) = member

En lo que sigue, rel es una relacién de equivalencia en R.
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6.3.2.4. Refinamiento de union

Lema 6.16 La operacién append es un refinamiento de la operacion union.

union

finite_set[T] x finite_set[I|] —— finite_set[]]

() % c(fﬂ 4 c(fﬂ

append
list[R] x list[R] - list[R)]

Figura 6.8: Refinamiento de union

append_es_refinamiento_union: LEMMA 1264
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T],
[1ist[R], 1list[R]], list[R],
prod_cart(c(£f),c(£f)), c(f)]
(union, append)

6.3.2.5. Refinamiento de interseccion

A la hora de refinar la interseccion de conjuntos finitos, hay que tener en
cuenta que si definimos la operacion inter sobre listas de manera natural usando
el predicado member, sélo tendremos que esta operacién refina a la interseccion
en el caso de que f sea injectivo. Como nos interesa tener un refinamiento de la
interseccién en todos los casos, seguimos el siguiente proceso.

En primer lugar, definimos la intersecciéon de dos listas, tanto moédulo una
relacion de equivalencia como directamente, y probamos que esta iltima es un
caso particular de la primera.

26
inter(rel) (11,12): RECURSIVE 1list[T] = [264
CASES 11 OF
null: null,

cons(x,1s): IF member(rel)(x, 12)
THEN cons(x, inter(rel) (1s, 12))
ELSE inter(rel) (1s, 12) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(11)
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inter(11,12): RECURSIVE list[T] =
CASES 11 OF
null: null,
cons(x,1ls): IF member(x, 12)
THEN cons(x, inter(ls, 12))
ELSE inter(ls, 12) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(11)

inter_rel_id: LEMMA
inter (=) = inter

En segundo lugar, probamos que la operacién interseccién, médulo la igual-
dad definida por f, (inter=,), es un refinamiento de la interseccién de conjuntos
finitos. Como caso particular, se tiene que si f es inyectivo, entonces inter tam-
bién refina la interseccion de conjuntos finitos, puesto que en ese caso, inter=, =
inter.

interseccion

finite set[T] x finite_set[I|] ———— finite_set[T]

(/) x c(fﬂ # C(f)T

list[R] x list[R] — list[R)]

Figura 6.9: Refinamiento de intersection

. o . . [ 265]
inter_rel_es_refinamiento_intersection: THEQOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T]
[1ist[R], 1list[R]], 1list[R],
prod_cart(c(£f),c(£)), c(f)]
(intersection, inter(igual?(f)))

inter_inter_rel: LEMMA
injective?(f) => inter(igual?(f)) = inter

inter_es_refinamiento_intersection: COROLLARY
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T]
[1ist[R], list[R]], list[R],
prod_cart(c(£f),c(£)), c(£f)]
(intersection, inter)
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El proceso que hemos seguido para refinar la operacién interseccién de conjun-
tos finitos sera el que seguiremos para la mayoria de las operaciones con conjuntos
finitos.

6.3.2.6. Refinamiento de remove

Para refinar la operacion remove definimos, en primer lugar, las operaciones
elimina— y elimina y probamos que esta tltima es un caso particular de la
primera.

266
elimina(rel) (x,1): RECURSIVE 1list[R] =

CASES 1 OF
null: null,
cons(y,12): IF rel(x, y)
THEN elimina(rel) (x, 12)
ELSE cons(y, elimina(rel) (x, 12)) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(1)

elimina(x,1): RECURSIVE list[R] =
CASES 1 OF
null: null,
cons(y,12): IF x=y

THEN elimina(x, 12)
ELSE cons(y, elimina(x, 12)) ENDIF

ENDCASES

MEASURE length(1)

elimina_rel_id: LEMMA
elimina(=) = elimina

Probamos que la operacién elimina=, es un refinamiento de la operacion
remove de conjuntos y, como caso particular, se tiene que si f es inyectivo, en-
tonces elimina también lo es, puesto que en ese caso, elimina=, = elimina.

remove

T x finite_set[I| ——— finite set[T]

f x c(fﬁ " c(fﬂ

elimina=

R x list|R)| —_— list[R)|

Figura 6.10: Refinamiento de remove
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267

elimina_es_refinamiento_remove: THEOREM
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T],
[R, 1list[R]], 1list[R],
prod_cart(f, c(£)), c(£)]
(remove, elimina)

elimina_elimina_rel: LEMMA
injective?(f) = elimina(igual?(f)) = elimina

elimina_rel_es_refinamiento_remove: THEOREM
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T],
[R, 1list[R]], 1list[R],
prod_cart (f, c(£f)), c(£f)]
(remove, elimina(igual?(£f)))

6.3.2.7. Refinamiento de choose

En las especificaciones de algunos algoritmos usaremos la funcién choose de
PVS, que elige un elemento de un conjunto no vacio. Por tanto, si luego queremos
construir un refinamiento evaluable de ella, hemos de disponer de una funcién que
refine a choose. Consideraremos, como funcién para elegir un elemento de una
lista no vacia, la funcién car (i.e., elegimos el primer elemento de la lista). Ahora
bien, como la funcién de elecciéon de conjuntos no estd determinada, hemos de
introducir el siguiente axioma: “la funcién de eleccién epsilon sobre un conjunto
de la forma ¢(f)(1), siendo [ una lista no vacia, elige el elemento f(car(l))”.

268
car_epsilon: POSTULATE

cons?(1) = epsilon(c(f) (1)) = f(car(l))

Hay que hacer notar que la funcién de eleccién de conjuntos sélo tiene sentido
sobre conjuntos no vacios. Por tanto, la operacién sobre listas que la refine sélo
estard definida sobre listas no vacias. Por ello, para tener el diagrama con los
refinamientos de tipos correspondientes es necesario disponer de un refinamiento
del tipo de los conjuntos finitos no vacios por el de listas no vacias. Asi, dado el
refinamiento de tipos f : R — T, definimos la funcién cnv(f), que transforma
una lista no vacia de elementos de R en un conjunto finito no vacio de elementos
de T', y probamos que es refinamiento de tipos.

269
cnv(f) (1: (cons?[R])): non_empty_finite_set[T] = c(£f) (1)

cnv_es_refinamiento_no_vacio: THEOREM
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], (cons?[R])] (cnv(f))
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De esta forma, estamos en disposicion de probar que la funcion car refina a
la funcién choose, restringida a los conjuntos finitos no vacios.

choose

non_empty_finite set[T] —— T

cnv(fﬁ 4 f

car

(cons?[R]) — R

Figura 6.11: Refinamiento de choose

car_es_refinamiento_choose_2: THEOREM 270
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[T], T,
(cons?[R]), R, cnv(f), £l
(choose, car)

6.3.2.8. Refinamiento de rest

Asociada a la funcién de eleccion, se tiene la funcién rest, que elimina de un
conjunto no vacio el elemento elegido por choose. Para refinarla, definimos las
operaciones rest_1— y rest_1 y probamos que esta ultima es un caso particular

de la primera.

. 271
rest_1(rel)(1): list[R] =
IF null?(1) THEN null ELSE elimina(rel) (car(1l), 1) ENDIF

rest_1(1): 1list[R] =
IF null?(1) THEN null ELSE elimina(car(l), 1) ENDIF

rest_l_rel_id: LEMMA
rest_1(=) = rest_1

Probamos que la operacién rest_1=, es un refinamiento de la operacion rest
de conjuntos y, como caso particular, se tiene que si f es inyectivo, entonces
rest_1 también lo es, puesto que en ese caso, rest_1=, = rest_1.
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rest

finite_set[T] —— finite_set[T]

() # )

list[R] — list[R]

Figura 6.12: Refinamiento de rest

272

rest_1l_rel_es_refinamiento_rest: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[T],
list[R], 1list[R]l, c(£f), c(£)]
(rest, rest_1(igual?(£f)))

rest_l_rest_l_rel: LEMMA
injective?(f) => rest_1(igual?(f)) = rest_l

rest_1l_es_refinamiento_rest: COROLLARY
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[T],
list[R], 1list[R], c(£f), c(£)]
(rest, rest_1)

6.3.2.9. Refinamiento de subset?

Para refinar la operacién subset? definimos, en primer lugar, las operaciones
sublista?= y sublista? y probamos que esta tltima es un caso particular de
la primera.

. [272]
sublista?(rel) (11,12): RECURSIVE bool =
CASES 11 OF
null: TRUE,
cons(x, 1): member(rel)(x, 12) & sublista?(rel) (1, 12)
ENDCASES

MEASURE length(11)

sublista?(11,12): RECURSIVE bool =
CASES 11 OF
null: TRUE,
cons(x, 1): member(x, 12) & sublista?(l, 12)
ENDCASES
MEASURE length(11)
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sublista_rel_id: LEMMA
sublista?(=) = sublista?

Probamos que la operacién sublista?=, es un refinamiento de la operacién
subset? de conjuntos y, como caso particular, se tiene que si f es inyectivo, enton-
ces sublista? también lo es, puesto que en ese caso, sublista?=, = sublista?.

subset?

finite_set[T] X finite_set[I] ——— bool

() % c(fﬁ " z’dT

list[R] X list[R] ———— Dbool

Figura 6.13: Refinamiento de subset?

273
sublista?_rel__es_refinamiento_subset?: THEOREM

es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool,
prod_cart(c(f),c(£f)), id[bool]]
(subset?, sublista?(igual?(£f)))

sublista_sublista_rel: LEMMA
injective?(f) = sublista?(igual?(f)) = sublista?

sublista?_es_refinamiento_subset?: COROLLARY
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool,
prod_cart(c(f),c(£f)), id[booll]
(subset?, sublista?)

Ademas, a partir del predicado sublista? se define sublista_estricto? y
se prueba que refina a strict_subset?.

6.3.2.10. Refinamiento de la igualdad de conjuntos finitos

En primer lugar, definimos un predicado de igualdad entre conjuntos finitos,
susceptible de ser refinado por un predicado sobre listas, y probamos que es una
relacién de equivalencia.
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27]

igual_c?(A,B:finite_set[T]):bool = A = B

igual_c7_es_de_equivalencia: LEMMA
equivalence? [finite_set [T]] (igual_c?)

Para refinarlo definimos, en primer lugar, los predicados igual_17- e igual 17
y probamos que este 1ltimo es un caso particular del primero.

275

igual_17(rel)(11,12): bool =
sublista?(rel) (11, 12) & sublista?(rel) (12, 11)

igual_17(11,12): bool = sublista?(1l1l, 12) & sublista?(12, 11)

igual_1_rel_id: LEMMA igual_17(=) = igual_17

Después, probamos que el predicado igual 17= es un refinamiento del predi-
cado igual_c? de conjuntos y, como caso particular, se tiene que si f es inyectivo,
entonces igual 17 también lo es, puesto que en ese caso, igual 1?7- = igual 17.

igual_c?

finite_set[T] X finite_set[T] ——— bool

(/) x C(f)T " idT

list[R] x list[R] —— Dbool

Figura 6.14: Refinamiento de igual_c?

276

igual_17_rel_es_refinamiento_igual_c: THEOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool,
prod_cart(c(f),c(£f)), id[bool]]
(igual_c?, igual_17(igual?(f)))

igual_1_igual_l_rel: LEMMA
injective?(f) = igual_17(igual?(f)) = igual_17?

igual_17_es_refinamiento_igual_c: COROLLARY
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool,
prod_cart (c(f),c(£f)), id[booll]
(igual_c?, igual_17)
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6.3.2.11. Refinamiento del cardinal

Definimos el cardinal de una lista, médulo una relaciéon de equivalencia, como
el nimero de elementos no equivalentes de la lista. Para ello, eliminamos de la
lista los elementos equivalentes segun la relacién, y calculamos su longitud.

277
elimina_duplicados(rel) (1): RECURSIVE 1ist[T] =
CASES 1 OF
null: null,

cons(x, 11): IF member(rel) (x, 11)
THEN elimina_duplicados(rel) (11)
ELSE cons(x, elimina_duplicados(rel) (11)) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(1)

cardinal_1(rel) (1): nat =
length(elimina_duplicados(rel) (1))

Andlogamente, se define la operacién cardinal 1 y se prueba que es un caso
particular de la anterior.
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cardinal _1_rel_id: LEMMA

cardinal_1(=) = cardinal_l

Probamos que la operaciéon cardinal_1—, refina a la funcién cardinal de un
conjunto finito:

card

finite_set[] ——— N

c(fﬁ 4 z‘d[

cardinal_lzf

list[R] ———

Figura 6.15: Refinamiento de card

Para ello, hay que considerar la especificacién de la funcion cardinal realizada
en el preludio, donde se define el cardinal de un conjunto finito S como el minimo
de los n € N para los que existe una inyeccién de S en {0,1,...,n —1}.

Probamos que si una lista 1 no contiene elementos equivalentes por una deter-
minada relacion de equivalencia, entonces existe una biyeccién entre el conjunto
c(£) (1s) y el conjunto {0,1,...,n — 1}, siendo n la longitud de 1.
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sin_duplicados?(rel) (1) : RECURSIVE bool = =
CASES 1 OF
null: TRUE,
cons(x, 11): NOT member(rel)(x, 11) & sin_duplicados?(rel) (11)
ENDCASES

MEASURE length(1)

sin_duplicados_rel_bij_conj_2: LEMMA
sin_duplicados?(igual?(£)) (1) =
3 (g: [(c(£)(1)) -> belowl[length(1)]]): bijective?(g)

Demostracion:
La prueba se hace por induccion en [
= 1 = null:
Basta tener en cuenta que c(f) (null) es el conjunto vacio y considerar la
funcién ¢ idénticamente nula.
= 1 = (r, 1ls) y se verifica la hipotesis de induccién para 1s.

Si 1 no tiene elementos repetidos, por la definiciéon de sin_duplicados?, 1s
no tiene elementos repetidos. Entonces, por hipétesis de induccién, existe
una biyeccién g; : c(f)(1s) — below[length(ls)]. Usando esta funcidn,
definimos ¢ : ¢(f)(cons(r,1s)) — below|[l + length(1ls)] como sigue:

| 1length(ls), si y=f(r)

9(y) = { a(y), si y € c(f)(1s)

y probamos que g es biyectiva.

g

Probamos también que la lista elimina duplicados=, (1s) no contiene ele-
mentos equivalentes y que representa el mismo conjunto que la lista 1s.
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elimina_rel_sin_duplicados: LEMMA
sin_duplicados?(rel) (elimina_duplicados(rel) (1))

elimina_duplicados_rel_igual_conj: LEMMA
c(f) (elimina_duplicados(igual?(£)) (1)) = c(£f) (1)

Por ultimo, probamos que cardinal_l-, es un refinamiento de card y, si f
es injectivo, que cardinal_1 también lo es, pues en ese caso, cardinal_1l=, =
cardinal_1.
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281
cardinal_1l_rel_es_refinamiento_card: THEOREM

es_refinamiento_op?[finite_set[T], nat,
list[R], nat, c(f), id[nat]]
(card, cardinal_1(igual?(f)))

cardinal _1_caardinal_1_rel: LEMMA
injective?(f) = cardinal_1(igual?(f)) = cardinal_l

cardinal_1_es_refinamiento_card: COROLLARY
injective?(f) =
es_refinamiento_op?[finite_set[T], nat,
list[R], nat, c(f), id[nat]]
(card, cardinal_1l)

6.3.2.12. Refinamiento de Union

En el preludio, la funcién Union tiene como dominio el tipo set [set [T]1]. Para
poder refinarla mediante listas, es necesario restringir el dominio de la funcién
Union a conjuntos finitos de conjuntos finitos, y el rango a conjuntos finitos. Por
esta razon, definimos la funcién union_f como sigue:
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union_f(S: finite_set[finite_set[T]]): finite_set[T] =

Union(S)

Para refinarla, definimos recursivamente la concatenacion generalizada de una
lista de listas y probamos que es un refinamiento de union_f:

Append(LL) : RECURSIVE 1list[T] = 257
CASES LL OF
null: null,
cons(ls, LL2): append(ls, Append(LL2))
ENDCASES

MEASURE length(LL)

append_g_es_refinamiento_union: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[finite_set[T]], finite_set[T],
list[1list[R]], 1list[R],
c(c[T, RI(£)), c(f)]
(union_f, Append)
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union_f

finite_set[finite set[T]] —— finite_set[T]

c(c()] # )

Append
list[list[R]| — list[R)]

Figura 6.16: Refinamiento de la unién generalizada

6.3.2.13. Refinamiento de Interseccion

En el preludio de PVS la funcién Intersection esta definida para cualquier
conjunto de conjuntos. Obviamente, se tiene que la interseccién del conjunto vacio
es el conjunto universal, representado en PVS por fullset. Para poder refinarla
mediante unaa operaciéon sobre listas, es necesario restringir el dominio de la
funcién Intersection a conjuntos finitos no vacios de conjuntos finitos, pues
no se dispone de una lista que represente al conjunto universal. Por tanto, para
poder expresar adecuadamente la nocién de refinamiento, definimos la operacion
intersection_f como sigue:
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intersection_f(S:non_empty_finite_set[finite_set[T]]): finite_set 3
Intersection(S)

Para refinarla, definimos las operaciones Inter— e Inter y probamos que
Inter es un caso particular de Inter—.
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Inter(rel) (LL: (cons?[1ist[T]])): RECURSIVE 1list[T] =
IF null?(cdr(LL))
THEN car (LL)
ELSE inter(rel) (car(LL), Inter(rel) (cdr(LL))) ENDIF
MEASURE length(LL)

Inter (LL: (cons?[1ist[T]])): RECURSIVE 1list[T] =
IF null?(cdr(LL))
THEN car (LL)
ELSE inter(car(LL), Inter(cdr(LL))) ENDIF
MEASURE length(LL)

Inter_rel_id: LEMMA
Inter(=) = Inter

Probamos que Inter=, es un refinamiento de intersection_f y, como caso
particular en el caso de que f sea inyectivo, que Inter también lo es.
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intersection_f

non_empty finite set[finite_set[T]] —————— finite set[T]

cnv(c( f))T # C(fﬁ

(cons?[1list[R]]) —_ list[R]

Figura 6.17: Refinamiento de la interseccién generalizada
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inter_g_es_refinamiento_intersection_rel: THEOREM
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[finite_set[T]],
finite_set[T],
(cons?[list[R]]), 1list[R],
cnv(c[T,R1(£)), c(£)]
(intersection_f , Inter(igual?(f)))

6.3.2.14. Refinamiento del conjunto potencia

El dominio de la operacién powerset definida en el preludio es el tipo de los
conjuntos. Queremos refinar esta operacion mediante listas. Por ello, es necesario
restringir el dominio y el rango a conjuntos finitos. Lo hacemos definiendo la
operacion powerset_f como sigue:
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powerset_f(A: finite_set[T]): finite_set[finite_set[T]] =
powerset (A)

Para refinarla, hemos de disponer de la nocién de potencia de una lista. Dada
una lista 1s, diremos que una lista de listas LL es una potencia de 1s si para
toda lista contenida en 1s, existe una lista en LL con exactamente los mismos
elementos que ella, y para cada elemento de LL, existe una lista contenida en
1s con los mismos elementos. Obviamente, dada 1s no existe una tunica LL que
sea su potencia. Sélo podemos considerar que la potencia de una lista es unica,
modulo la relacién de igualdad que considera como listas iguales las que tienen
los mismos elementos.

Especificamos un prodecimiento para obtener una potencia de una lista, de la
forma siguiente [ :

4La expresién en PVS de una lista, detallando sus elementos se hace mediante una expresién
de la forma (: a, b, c :).
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incluye_en_cada(x,LL) : RECURSIVE list[1ist[T]] = 288
CASES LL OF
null: null,
cons (11, LL2): cons(cons(x, 11), incluye_en_cada(x, LL2))
ENDCASES

MEASURE length(LL)

powerset_ref_2(1s): RECURSIVE 1list[list[T]] =

CASES 1s OF

null: (: null :),
cons(x, 12): LET aux = powerset_ref_2(12) IN
append(incluye_en_cada(x, aux), aux)

ENDCASES
MEASURE length(1ls)

Probamos que, en efecto, esta especificacion construye una potencia de una
lista dada:
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powerset_ref_2_csl_rel: LEMMA
sublista?(igual?(£f)) (11, 12) =
3 13: member(igual?(c(£f))) (13, powerset_ref_2(12)) &
igual?(c(£)) (11, 13)

Como consecuencia, probamos que powerset_ref_2 es un refinamiento de

powerset_f.

powerset_f

finite_set[I]| ———— finite_set[finite_set[T]]

c(fﬂ " c(c(f»]

powerset_ref 2

list[R] —_— list[list[R]]

Figura 6.18: Refinamiento del conjunto potencia
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powerset_ref_2_es_refinamiento_g: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[finite_set[T]],
list[R], list[list[R]1],
c(f), c(c(£))](powerset_f, powerset_ref_2)
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6.3.2.15. Refinamiento del conjunto imagen

Dada una funcién g : 7 — 75 y un conjunto de elementos de 77, S, la funcién
image del preludio obtiene el conjunto imagen de S por g, image(g) (S). En el
caso de conjuntos finitos, se tiene la aplicacién

image(g) : finite_set[T1] — finite_set|T2]

Probamos que si f; : R; — T;, i = 1,2 son refinamientos de tipos y h: Ry — Ry
refina a g, entonces la funcién map(h) refina a la funcién image (g):
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map_es_refinamiento_image: THEOREM

es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £f2](g, h) =
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2],
list[R1], list[R2],
c(f1), c(£f2)]
(image(g), map(h))

image(g)
finite_set[T}] ——— finite_set[]}]

C(flﬂ # C(fz)T

, nap()
llSt[Rl] EE— 1iS't[R2]

Figura 6.19: Refinamiento del conjunto imagen

Por 1ltimo, comentemos que una vez establecido que determinadas opera-
ciones entre listas refinan a operaciones sobre conjuntos finitos, muchas de las
propiedades de dichas operaciones sobre listas se han probado a través del refi-
namiento. Entre ellas, destacamos las siguientes:

cardinal_1_plus: THEOREM
cardinal_1(11) + cardinal_1(12) =
cardinal_1(append(11,12)) + cardinal_l(inter(11, 12))

sublista_estricto?_cardinal_1: LEMMA
sublista_estricto?(11, 12) = cardinal_1(11) < cardinal_1(12)

map_conserva_igual_17: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, f2](g,h) =
(igual_17(igual?(£f1))(11,12) =
igual_17(igual?(£2)) (map(h) (11), map(h) (12)))




Capitulo 7

Una formalizacion evaluable de la
l6gica proposicional

Las especificaciones de algoritmos realizadas en la formalizacién de la logica

proposicional, descrita en los capitulos 3 y 4 de este trabajo, no son evaluables.
La razén es que hemos representado las clausulas y los programas usando el tipo
de los conjuntos finitos. Nuestro objetivo ahora es construir especificaciones eva-
luables de dichos algoritmos, basandonos en el marco para refinamientos descrito
en el capitulo 6. Para ello, vamos a seguir los siguientes pasos:

1.

Realizaremos una representacién de las cldusulas de Horn, los programas
definidos y las interpretaciones, usando listas (desarrollada en la teoria

clausulas_1 [piginas B38-339)).

Presentaremos una especificacion genérica de funciones que transforman las
representaciones anteriores en las representaciones de los mismos conceptos,
basada en conjuntos finitos (en la teoria relacion_rep_clausulas [paginas

B39-344]).

A través de dichas funciones de transformacion, introduciremos la semanti-
ca de cldusulas representadas mediante listas (desarrollada en la teoria
semantica_clausulas_1 [pdginas BATH3O0).

Realizaremos especificaciones evaluables de los algoritmos de la légica pro-
posicional, descritos en el capitulo 4, usando las nociones de refinamiento
del capitulo anterior. Concretamente:

» Especificaremos un algoritmo de célculo de la base de Herbrand de
un programa definido, y probaremos que es un refinamiento evalua-
ble de la especificacion de la base de Herbrand, descrita previamente
(desarrollada en la teoria base_herbrand_1 [paginas BhO-B52)).

» Andlogamente para el menor modelo de Herbrand de un programa (de-
sarrollada en la teorfa menor modelo_herbrand 1 [péginas B52H354]).
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» Especificaremos un algoritmo de cdlculo del operador de consecuencia
inmediata y probaremos que es un refinamiento evaluable del operador
de consecuencia, especificado usando conjuntos finitos (desarrollado en
la teorfa consecuencia_i_1 [paginas Bh5HB0H]).

» Especificaremos dos algoritmos para calcular el menor punto fijo de
un programa definido y probaremos que son refinamientos evalua-
bles de la funciéon que define el menor punto fijo de un programa,
especificada en la teoria semantica_p_f (desarrollados en las teorias
menor_punto_fijo_1 y menor_punto_fijo_iterado_1 [pdg. BETH3GM).

= En cuanto a los algoritmos de refutacion, en el capitulo 4 hemos descri-
to en qué consiste el proceso de resolucion, pero no se ha especificado
un algoritmo o una funcién, susceptible de ser refinada. Ahora bien,
si hemos probado la independencia de la regla de computacién. Por
tanto, los distintos algoritmos de refutaciéon dependerdn, fundamen-
talmente, del proceso de busqueda usado para encontrar el objetivo
vacio. En este capitulo, especificaremos distintos procesos de refuta-
cién, usando busqueda en anchura, en profundidad y en profundi-
dad iterativa (desarrollados sld_resolucion_1, sld resolucion_1_3
y sld_resolucion 1 via r 2 (pdginas BEOH3GD).

7.1. Una formalizacion evaluable

7.1.1. Representacion

Consideremos un tipo no vacio D, que representa directamente el conjunto de
atomos o simbolos proposicionales. Representamos las clausulas como pares cuyos
elementos son listas de atomos, considerando el primer elemento del par como la
cabeza de la cldusula y el segundo elemento como su cuerpo:
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clausula: TYPE = [1ist[T], 1list[T]]

cabeza(C: clausula): 1ist[T] = PR0OJ_1(C)
cuerpo(C: clausula): list[T] = PR0OJ_2(C)

Entendemos que una clausula es de Horn si su cabeza tiene como maximo un
elemento, es una cldusula definida si su cabeza tiene exactamente un elemento y
es un objetivo definido si su cabeza es la lista vacia. Si, ademés, su cuerpo es la
lista vacia, entonces representa el objetivo vacio.

293
es_cl_horn(cl:clausula): bool = length(cabeza(cl)) <= 1

cl_horn: TYPE = (es_cl_horn)

es_cl_definida(cl:cl_horn): bool = length(cabeza(cl)) =1
cl_definida: TYPE = (es_cl_definida)
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29]

es_objetivo_definido(cl:cl_horn): bool = null?(cabeza(cl))
objetivo_definido: TYPE = (es_objetivo_definido)

es_vacio(G:objetivo_definido): bool = null?(cuerpo(G))

Representamos un programa definido mediante una lista de cldusulas defini-
das:
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programa: TYPE = list[cl_definida]

En cuanto a las interpretaciones, desde el punto de vista de la légica proposi-
cional son, esencialmente, conjuntos de 4tomos. Si los algoritmos que se desea ha-
cer evaluables, no dependen directamente del uso de una representacién evaluable
de la nociéon de interpretacién, podemos seguir considerandolas como conjuntos
o conjuntos finitos de atomos. En cualquier caso, dispondremos también de una
representacion evaluable del concepto de interpretacion como lista de atomos,
puesto que el algoritmo para calcular el menor punto fijo de un programa hace
uso de ellas.

7.1.2. Relacion entre las dos representaciones

En esta subseccién se presenta una especificaciéon genérica de las transforma-
ciones de las dos representaciones de cldusulas de Horn, programas definidos e
interpretaciones establecidas: una basada en el tipo de dato listas y otra basada
en conjuntos finitos. Ademas, se describen mediante axiomas las propiedades que
deben verificar dichas transformaciones.

Denotamos por 7; la teoria desarrollada en clausulas_1[T], que contiene la
representacion basada en listas, y por 75 la teoria desarrollada en clausulas[T],
que contiene la representacion basada en conjuntos finitos.

Bésicamente, hemos de establecer una relacién entre las dos representaciones
de los atomos y de los distintos tipos de cldusulas.

‘ Concepto ‘ Tipo ‘ Tipo ‘ Funcién
Atomo D atomo|T] transf_atomo
Clausula definida | cl_definida[D] clausula_def[T] | transf_clausula_def
Objetivo definido | objetivo_definido[D] | objetivo_def[T]| | transf objetivo_def
Clausula de Horn | cl_horn[D] clausula_horn[T] | transf_clausula_horn

La representacién basada en conjuntos finitos es mas general que la que usa
listas. O, dicho de otra forma, la representacién basada en listas es mas fina. Asi,
un mismo concepto (p.e. interpretacién finita) tiene mas de una representacién
como lista y sélo una como conjunto finito. Por ello, las funciones que transformen
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la representacién de un concepto usando listas en otra representacion del mismo
usando conjuntos finitos habran de ser, en general, sobreyectivas.

Ahora bien, los &tomos son las unidades bésicas de cada representacion. Como
queremos que el universo sobre el que se construye los programas sea el mismo,
exigimos que la funciéon que relaciona las dos representaciones de atomos sea
biyectiva.

transf_atomo_axl: AXIOM surjective?(transf_atomo)
transf_atomo_ax2: AXIOM injective?(transf_atomo)

transf_clausula_def_ax1l: AXIOM surjective?(transf_clausula_def)
transf_objetivo_def_axl: AXIOM surjective?(transf_objetivo_def)

transf_clausula_horn_ax1l: AXIOM surjective?(transf_clausula_horn)

También es necesario especificar axiomas que relacionan, basicamente, estas
funciones. Por ejemplo, como el tipo c1_definida[D] es un subtipo de c1_horn[D],
establecemos como axioma que si C' es una cldusula definida de 77, sus transfor-
madas por transf_clausula def y transf_clausula_horn coinciden, y el co-
rrespondiente axioma de subtipo. Andlogamente, para objetivos definidos y para
el objetivo vacio.

transf_cabeza_clausula_def: AXIOM
V(C: cl_definidalD]):
transf_atomo(car(cabeza(C))) = cabeza(transf_clausula_def(C))

transf_clausula_horn_ax2: AXIOM
V(C:cl_definida[D]) :transf_clausula_horn(C) = transf_clausula_def (C]

transf_clausula_horn_ax3: AXIOM
V (C: objetivo_definido[D]):
transf_clausula_horn(C) = transf_objetivo_def(C)

transf_clausula_horn_def_ax: AXIOM
Y (C: cl_definida[D]): es_clausula_def (transf_clausula_horn(C))

transf_clausula_horn_obj_ax: AXIOM
V (C: objetivo_definido[D]):es_objetivo_def (transf_clausula_horn(C)

transf_clausula_horn_obj_vacio_ax: AXIOM
V (G: (es_vacio[D])): vacia?(transf_clausula_horn(G))

Por tltimo, los siguientes axiomas hacen referencia a los transformados de los
atomos que forman la cabeza y el cuerpo de las clausulas.
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transf_cabeza_cl_def: AXIOM
V(C: cl_definidal[D]):
transf_atomo(car(cabeza(C))) = cabeza(transf_clausula_horn(C))

transf_cuerpo: AXIOM
V(CH: cl_horn[D], x:D):
x€cuerpo(CH) = transf_atomo(x) € cuerpo(transf_clausula_horn(CH))

transf_cuerpo_2: AXIOM
V(CH: cl_horn[D], x:D):
transf_atomo(x) € cuerpo(transf_clausula_horn(CH)) = x€cuerpo(CH)

A partir de éstas, usando la funcion que transforma listas en conjuntos
finitos, tendremos determinadas las funciones que transforman programas, listas
de clausulas de Horn e interpretaciones.

‘ Tipo ‘ Tipo ‘ Funcién ‘
clausulas_l[D].programa | clausulas[T].programa c(transf_clausula_def)
list[c]_horn[D]] finite_set[clausula_horn[T]] | c(transf_clausula_horn)
list[D] interpretacion_finita[T] c(transf_atomo)

En este caso, las propiedades de la funcién determinan las propiedades de
estas funciones. El tinico axioma que imponemos es para asegurar que a través de
las funciones transf_clausula horn y transf_interp se conserva la propiedad
de que el cuerpo de una clausula esté contenido en una interpretacion.

transf_interp_ax3: AXIOM
VY (I: 1list[D], C: cl_definidal[D]):
sublista?(cuerpo(C), I) &
cuerpo(transf_clausula_horn(C)) C transf_interp(I)

7.1.3. Semantica

En esta subseccion se introduce la semantica de la teoria representada me-
diante listas, a través de la semantica establecida para la representacién basada
en conjuntos finitos, utilizando para ello las funciones de transformacién descri-
tas previamente. La formalizacién en PVS se encuentra desarrollada en la teoria
semantica_clausulas_1 (paginas BA7HZLM).

Obsérvese que en la légica proposicional, una interpretacion es, en esencia, un
conjunto finito o infinito, de dtomos. Asi lo hemos considerado en la representa-
cién de la logica proposicional realizada en la teoria 7;. En la teoria 7; estamos
desarrollando otra representacién de la légica proposicional, de forma que:
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= sea equivalente a la anterior (lo que, en este caso, quiere decir que las
especificaciones contenidas en 7; sean refinamientos de las correspondientes
especificaciones de 7).

= sea evaluable.

Ahora bien, la cuestién es si todas las nociones que definamos en 7; han de
ser evaluables, o bien si disponer de algunas definiciones no evaluables que sdlo
usaremos para razonar, y uUnicamente tener definiciones evaluables de algunas
funciones. En este sentido, en relacién con la definicién de modelo de una clausula
(o de un programa) podemos:

= especificar cudndo un conjunto de dtomos de 7; es modelo (no evaluable)
= especificar cudndo una lista de 4&tomos de 7T; es modelo (no evaluable)
= especificar cudndo una lista de 4&tomos de T; es modelo (evaluable)

En el caso de las especificaciones no evaluables lo hacemos a través de las
funciones que constituyen el refinamiento, con lo que se tiene, directamente, que
son equivalentes a las definiciones realizadas en 75. En el caso de la especificacién
evaluable se define directamente, usando la estructura de lista en la que estd basa-
da la representacion, y después se prueba que es refinamiento de la especificacion
hecha en 7s.

Como hemos comentado, la especificacién evaluable de modelo se necesita
para la especificacién de un algoritmo que calcula el menor modelo de Herbrand
de un programa de 7;. Para los demads algoritmos es suficiente disponer de la
especificacion no evaluable de dicho concepto.

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién:

CH: VAR c1l_horn[D]

C: VAR cl_definidal[D]

P,P1,P2: VAR clausulas_1[D].programa

I,I1,I2: VAR interpretacion[T] % conjunto de atomos de T2
Int,Int1:VAR set[D] % interpretaciones de T1

L,L1,L2: VAR 1ist[D] % interpretaciones (evaluables) de T1
FSC: VAR finite_set[cl_horn[D]]

LSC: VAR 1list[cl_horn[D]]

Definicién 7.1 Modelo de una cldusula:

= Int es modelo de C'H si su imagen por transf atomo es modelo de la
transformada de C H por transf_clausula_horn:

es_modelo(Int,CH): bool =
es_modelo(image (transf_atomo) (Int), transf_clausula_horn(CH))
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= [ es modelo de C'H si el conjunto transf_interp(L) es modelo de la trans-
formada de CH por transf_clausula_horn:

es_modelo(L,CH) : bool =
es_modelo(transf_interp(L), transf_clausula_horn(CH))

» L es modelo (nocién evaluable) de CH si:
e existe algiin atomo del cuerpo de C'H que no pertenece a L, en el caso
en que la cabeza de CH sea la lista nula, o bien

e ¢l dtomo de la cabeza de CH pertenece a L o existe algin dtomo del
cuerpo de C'H que no pertenece a L, en otro caso.

es_modelo_e(L,CH): bool =
IF null?(cabeza(CH))
THEN some (LAMBDA(x): x ¢ L) (cuerpo(CH))
ELSE car(cabeza(CH)) € L V

some (LAMBDA(x): x ¢ L) (cuerpo(CH))
ENDIF

Andlogamente, para clausulas definidas y objetivos definidos:

es_modelo_e(L,C): bool =
car(cabeza(C)) € L V some(LAMBDA(x): x ¢ L) (cuerpo(C))

es_modelo_e(L,G): bool = some(LAMBDA(x): x ¢ L) (cuerpo(G))

Definicién 7.2 Modelo de un programa:

» [ es modelo de P si el conjunto transf_interp(L) es modelo del transfor-
mado de P por transf_programa.

» L es modelo (nocién evaluable) de P si L es modelo de todas las cldusulas
de P.

es_modelo(L,P): bool = es_modelo(transf_interp(L) ,transf_programa(P))

es_modelo_e(L,P): bool = every(LAMBDA(C): es_modelo_e(L,C)) (P)

Probamos que las definiciones evaluables de modelo son refinamientos de las
nociones especificadas en el capitulo 4, como se muestra en las figuras [l y
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es_modelo

clausula horn[T] —— Dbool

f] o id

es_modelo_e

cl horn[D] — bool

Figura 7.1: Refinamiento de la funcién es_modelo. Se ha denotado por f la funcion
transf_clausula_horn.

es_modelo

clausulas|T|.programa —— bool

f] # o id

es_modelo_e

clausulas 1[D].programa ——— > bool

Figura 7.2: Refinamiento de la funcién es_modelo. Se ha denotado por f la funcién
transf_programa.

Por 1ltimo, especificamos las nociones (no evaluables) de consecuencia légica
e insatisfacibilidad, a través de las funciones de transformacién, como sigue:

es_cons_logica(x,LSC): bool =
es_cons_logica(transf_atomo(x), transf_lista_cl_horn(LSC))

es_cons_logica(x,P): bool =
es_cons_logica(transf_atomo(x), transf_programa(P))

es_insatisfacible(LSC): bool =
es_insatisfacible(transf_lista_cl_horn(LSC))

7.1.4. Interpretacion

En esta subseccion usamos la capacidad de PVS de interpretar teorias pa-
ra establecer una interpretacién de la teoria relacion rep_clausulas (pagi-
nas B39H344)), en la que concretamos las funciones no interpretadas declaradas
en dicha teoria. Dicha interpretacion se ha especificado en PVS en la teoria
relacion rep_clausulas_interpretacion (paginas BZ4H3AT).

Definimos las siguientes funciones que usamos para interpretar las funciones
declaradas previamente:
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296
transf_a_1(x:T):atomo[T] = a(x)
transf_clausula_def_1(C:cl_definidal[T]): clausula_def[T] =
(# cabeza:= transf_a_1(car(cabeza(C))),
cuerpo:= re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)
transf_objetivo_def_1(C: objetivo_definido[T]): objetivo_def[T] =
(# cabeza:= falso,
cuerpo:= re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)
transf_cl_h_1(C:cl_horn[T]): clausula_horn[T] =
(# cabeza:= IF cons?(proj_1(C))
THEN transf_a_1(car(cabeza(C)))
ELSE falso ENDIF,
cuerpo:= re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)
Con ello, la interpretacion de la teoria relacion_rep_clausulas es:
' 297
IMPORTING relacion_rep_clausulas[T,T]

{{transf_atomo:= transf_a_1,
transf_clausula_def:= transf_clausula_def_1,
transf_objetivo_def:= transf_objetivo_def_1,
transf_clausula_horn:= transf_cl_h_1}}

Al realizar esta interpretacion, todos los axiomas impuestos sobre estas fun-
ciones se transforman en obligaciones de prueba, que hemos de demostrar (son las
17 obligaciones IMP_x_TCCn de las paginas B44H347]). Las pruebas se hacen usando
las propiedades de la funcién , que definimos en el capitulo 6 para refinar el
tipo de los conjuntos finitos.

7.2. Especificaciones evaluables

7.2.1. Algoritmo de calculo de la base de Herbrand

En esta subseccion se especifica un algoritmo de célculo de la base de Herbrand
de un programa, y se prueba que es un refinamiento evaluable de la especificacién
de la base de Herbrand del capitulo 4.

En primer lugar, definimos una funcién que calcula una lista con los simbolos
proposicionales de una cldusula de Horn, teniendo en cuenta que dicha lista se
obtiene concatenando la cabeza de la clausula con su cuerpo.

298
simb_prop_1(CH): list[D] = append(cabeza(CH),cuerpo(CH))
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Y probamos que es un refinamiento de la funcién simb_prop:

simb_prop

clausula horn[7] ——— finite_set[atomo[7]

] " ]

simb_prop-1
cl -horn[D] —_— list[D]

Figura 7.3: Refinamiento de la funcién simb_prop. Se ha denotado por f; la fun-
cion transf_clausula_horn y por f5 la funcién transf_interp

Con ella, podemos especificar la funcién que calcula la base de Herbrand de
una lista LCH de clausulas de Horn, concatenando las listas formadas por los
simbolos proposicionales de las clausulas de LCH.

. . [299]
base_herbrand_1(LCH): list[D] = Append(map(simb_prop_1) (LCH))

Probamos que la funcién base_herbrand 1 refina a la funciéon base_herbrand,
como mostramos en el diagrama siguiente:

base_herbrand

finite_set|clausula horn[T|] ——— interpretacion finita[7]]

] 4 ]

base_herbrand_1

list[c1l-horn[D]] A list[D]

Figura 7.4: Refinamiento de la funcién base_herbrand. Se ha denotado por f; la
funcién transf_lista_cl horn y por f5 la funcién transf_interp.

Particularizando, obtenemos la base de Herbrand de un programa P, restrin-
giendo los dominios y los rangos de ambas funciones, de la siguiente forma:

. : - .HM
base_herbrand_p(P: clausulas[T].programa): interpretacion_finital[T] =
base_herbrand (P)

base_herbrand_1_p(P: clausulas_1[D].programa): list[D] =
base_herbrand_1(P)

Finalmente, probamos que base_herbrand_1_p es refinamiento de la funcién
que calcula la base de Herbrand de un programa.
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base_herbrand_p

clausulas|[T].programa —— interpretacion finita[T

flT # fJ

base_herbrand_1l_p
clausulas|D].programa ——— list[D]

Figura 7.5: Refinamiento de la funcién base_herbrand. Se ha denotado por f; la
funcién transf_programa y por f, la funcién transf_interp.

Como consecuencia, las propiedades de la primera especificacion de la base
de Herbrand se transmiten a la segunda. De esta forma, obtenemos los siguientes
resultados, que se prueban haciendo uso de las propiedades de los refinamientos
de operaciones:

301
base_herbrand_1_es_modelo: COROLLARY

es_modelo(base_herbrand_1(P), P)

cardinal_base_herbrand_1_p: COROLLARY
cardinal_l(base_herbrand_1(P)) =
card(base_herbrand(transf_programa(P)))

Terminamos la subseccion mostrando un ejemplo de calculo de la base de Her-
brand. Para ello, consideremos el programa P; y los objetivos GG; y GG, siguientes:

P: p +s
p <<q,r
T
q <
pP1 < S

Py S Gi:+p Gy:+p,s

cl: cl_definidal[string] (C: "p" 1), (2 "s" )

c2: cl_definidalstring] = ((: "p" :), (: "g", "r" :))
c3: cl_definidalstring] = ((: "r" :), null )

c4: cl_definida[string] = ((: "q" :),

c6: cl_definidalstring] = ((: "pi" :), (: "s" :)
c6: cl_definidal[string] = ((: "p2" :), (: "s" :)
P1: clausulas_l[string].programa = (: cl, c2, c3,

)
)

c4, cb, c6 :)

(null, (: "p" ) )
(111111, (: npn , ngt:) )

Gl: objetivo_definido[string]
G2: objetivo_definido[string]
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Consideremos también el programa P, y los objetivos siguientes:

P: g e
e <a
e < G21 “—a GQQ “—e

c2_1: cl_definida[string] (C:m"a" ), (: "e" )

c2_2: cl_definida[string] (C: e ), (: "a" :))

c2_3: cl_definidal[string] (C: "e" ), null)

P2: clausulas_l[string].programa = (: c2_1, c2_2, c2_3 :)
G2_1: objetivo_definido[string] (nul1l, (: "a" :) )

G2_2: objetivo_definido[string] = (null, (: "e" :) )

La sesion de calculo en el evaluador basico de PVS es:

<GndEval> "base_herbrand_1(P1)"
==> (: Ilpll’ "S”, Ilpll’ llqll’ Ilrll, Ilrll’ llqll’ llplll’ "S", llp2ll’ IISII :)

<GndEval> "elimina_duplicados(base_herbrand_1(P1))"
==> (: npn, "I'", Ilqll, "pi”, llp2ll’ ||s|| :)

<GndEval> "cardinal_1(base_herbrand_1(P1))"
==> 6

<GndEval> "base_herbrand_1(P2)"
==> (: nan’ nen’ "e", Ilall’ gt :)

<GndEval> "cardinal_1(base_herbrand_1(P2))"

7.2.2. Algoritmo de calculo del menor modelo de Her-
brand

En esta subseccion se especifica un algoritmo de célculo del menor modelo de
Herbrand de un programa, y se prueba que es un refinamiento evaluable de la
especificacion del menor modelo de Herbrand, realizada en el capitulo 4.

Recordemos, en primer lugar, la especificacién realizada:

302
menor_modelo_herbrand(P): finite_set[atomo] =

Intersection(conj_modelos_herbrand(P))

En el capitulo 6 hemos definido la funcién Inter y hemos probado que re-
fina a la funcién que obtiene la intersecciéon de un conjunto finito de conjuntos.
Luego, es suficiente definir una funcién que obtenga una lista con los modelos de
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Herbrand de un programa P y construir la especificacion evaluable, sustituyendo
ambas funciones. Para ello, comenzamos especificando una funciéon recursiva, que
extrae los modelos de P de una lista cuyos elementos son listas de atomos de D.
Obsérvese que, para que esta funcién sea evaluable, hemos de usar la especifica-
ci6én evaluable del concepto de modelo (es_modelo_e):

308
extrae_modelos_e(P,LL): RECURSIVE list[list[D]] =
CASES LL OF
null: null,

cons(L,LL2): IF es_modelo_e(L,P) THEN cons(L,extrae_modelos_e(P,LL2))
ELSE extrae_modelos_e(P,LL2)
ENDIF

ENDCASES

MEASURE length(LL)

Con ella, podemos definir una funciéon que obtiene una lista con las sublistas
de la base de Herbrand de P que son modelos de P, y definir la funcién que
obtiene el menor modelo de Herbrand de .

[ 304

conj_modelos_herbrand_e(P): (cons?[list[D]]) =
extrae_modelos_e(P, powerset_ref_2(base_herbrand_1_p(P)))

menor_modelo_herbrand_e(P): 1list[D] =
Inter(conj_modelos_herbrand_e(P))

Con esta definicién y, usando las propiedades de Inter, powerset_ref 2 y
base_herbrand_1 p como refinamientos de operaciones, se prueba que, en efec-
to, la especificacién menor _modelo_herbrand e es un refinamiento de la funcién
menor_modelo_herbrand. Asi las propiedades de la primera se transmitiran a la
segunda.

menor_modelo_herbrand . . L.
clausulas|T].programa > interpretacion finita[T]

] " ]

menor_modelo_herbrand._e

clausulas|[D].programa > list[D]

Figura 7.6: Refinamiento de la funcién menor_modelo_herbrand. Se ha denotado
por f; la funcién transf_programa y por f, la funcién transf_interp.

IN6tese que las funciones evaluables obtienen una representacién de la base de Herbrand o
del menor modelo de Herbrand que, evidentemente, no es tnica.
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Por 1iltimo, mostramos el resultado del calculo del menor modelo de Herbrand
de los programas especificados en la subseccién previa. La sesion de cédlculo en el
evaluador basico de PVS es:

<GndEval> "menor_modelo_herbrand_e(P1)

==> ( . llpll s Ilpll , Ilqll , llrll s Ilrll s llqll : )

<GndEval> "elimina_duplicados (menor_modelo_herbrand_e(P1))"
==> (: npn’ "I‘", Ilqll :)

<GndEval> "elimina_duplicados (menor_modelo_herbrand_e(P2))"
==> (: nan’ gt :)

7.2.3. Algoritmo de calculo del operador de consecuencia

En esta subseccién se especifica un algoritmo de cédlculo del operador con-
secuencia inmediata y se prueba que es un refinamiento evaluable del operador
especificado en el capitulo 4. Para ello, definimos una funcién recursiva que, dado
un programa P y una lista de atomos de D, obtiene una lista con las consecuencias
inmediatas de dicha lista:

305
consecuencia_i(P) (I): RECURSIVE 1list[D] =

CASES P OF
null: null,
cons(C, P2): IF sublista?(cuerpo(C), I)
THEN cons(car(cabeza(C)), consecuencia_i(P2)(I))
ELSE consecuencia_i(P2) (I) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(P)

Usando las propiedades de sublista? y de transf_interp, se caracteriza
esta funcion, probando el siguiente resultado, que conduce a establecer que, para
todo programa P, la funcién consecuencia_i(P) es un refinamiento de la funcion
c.i_f (transf_programa(P)).

c_i_f(transf_programa(P)
interpretacion_finita[7 > interpretacion_finita|T]

f] 4 f]

consecuencia_i(P)

list[D] > list[D]

Figura 7.7: Refinamiento de la funcién c_i_f(transf_programa(P). Se ha denotado
por f la funcién transf_interp
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306

consecuencia_i_correcto_p_f: THEOREM
transf_interp(consecuencia_i(P)(I)) =
c_i_f (transf_programa(P)) (transf_interp(I))

7.2.4. Algoritmo de calculo del menor punto fijo

En esta subseccion especificamos dos algoritmos para calcular el menor punto
fijo de un programa, y probamos que ambos son refinamientos evaluables de
la funcién que define el menor punto fijo de un programa, especificada en el
capitulo 4. En dicho capitulo, definimos el menor punto fijo de un programa
definido, usando que el operador de consecuencia es monétono, y la construccién
del menor punto fijo para funciones mondtonas descrita en la teoria de dominios

]

307

mpf (P): interpretacion = u(c_i(P))

Ademas, probamos que el menor punto fijo de un programa P es la n—ésima
potencia del operador de consecuencia inmediata restringido, siendo n el cardinal
de la base de Herbrand de P.

308
mpf_potencia_c_i_corol_f: COROLLARY

mpf (P) = iterate(c_i_f(P),card(base_herbrand(P))) (emptyset)

Como tenemos refinamientos evaluables de cada una de las funciones que in-
tervienen en esta segunda especificacién del menor punto fijo de un programa,
la definicién de una funcién evaluable que la refine se obtiene directamente sus-
tituyendo cada una de ellas por la correspondiente funcién refinada. Asi, una
especificacion evaluable del menor punto fijo es:

[ 309

menor_punto_fijo_i(P): 1list[D] =
iterate(consecuencia_i(P), cardinal_1(base_herbrand_1(P))) (null)

Aplicando la propiedada que garantiza que la composicién de refinamientos de
funciones es un refinamiento , probamos que la funcién menor_punto_fijo_i
es un refinamiento evaluable de la funcién mpf (figura [ZS).

También hemos probado que el menor punto fijo de un programa P puede
alcanzarse en una potencia del operador de consecuencia, menor que el cardinal
de la base de Herbrand de P . Teniendo en cuenta esta propiedad, podemos
describir un algoritmo que calcule las potencias sucesivas del operador de con-
secuencia y obtenga asi el menor punto fijo de P. La especificacion realizada en
PVS es la siguiente:
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mpf
clausulas|T].programa > interpretacion_finita[T]

flT # fJ

menor_punto_fijo_i

clausulas|[D].programa ; list[D]

Figura 7.8: Refinamiento de la funcion mpf. Se ha denotado por f; la funcion
transf_programa y por fo la funcién transf_interp.

. . . [310]
menor_punto_fijo_aux(P)(I:1ist[D]): RECURSIVE list[D] =

LET I1 = append(consecuencia_i(P)(I),I) IN
IF igual_17(I1, I)
THEN I
ELSE menor_punto_fijo_aux(P)(I1) ENDIF
MEASURE ...

menor_punto_fijo(P): 1list[D] = menor_punto_fijo_aux(P)(null)

Como la funcién auxiliar es recursiva, hemos de proporcionar una funcién de
medida que decrezca estrictamente en cada llamada recursiva, hasta alcanzar el
punto fijo. Obsérvese que, en el uso de dicha funcién auxiliar para calcular el
menor punto fijo, comenzamos con la lista vacia y, en cada paso, aiadimos los
elementos que son consecuencias de los que ya se tienen. Ademas, el crecimiento
de esta lista esta acotado por la base de Herbrand del programa. Es decir, una
funcién de medida adecuada podria ser la diferencia entre el cardinal de la base
de Herbrand de P y el cardinal de la interpretacion. Ahora bien, si comenzamos
con una interpretacion cualquiera no podemos garantizar que dicha diferencia sea
un numero natural. Por ello, introducimos la nocién de interpretacién principal
relativa a un programa P y definimos la funcién menor_punto_fijo_aux(P) sobre
dichas interpretaciones, proporcionando asi la funcién de medida aludida.

311
interpretacion_l_principal(P): TYPE =

{I: 1list[D] | sublista?(I,base_herbrand_1(P))}

medida_p_f(P) (I: interpretacion_l_principal(P)): nat =
cardinal_1(base_herbrand_1(P)) - cardinal_1(I)
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312
menor_punto_fijo_aux(P) (I:interpretacion_l_principal(P)):

RECURSIVE list[D] =
LET I1 = append(consecuencia_i(P) (I),I) IN
IF igual_17(I1, I)
THEN I
ELSE menor_punto_fijo_aux(P)(I1) ENDIF
MEASURE medida_p_f (P) (I)

menor_punto_fijo(P): 1ist[D] = menor_punto_fijo_aux(P)(null)

En este caso, no hemos obtenido una especificacién a partir de otra previa,
mediante la sustitucién de las funciones que intervienen en la descripcion de la
primera por sus funciones refinadas. Por tanto, no podemos hacer uso de las pro-
piedades de la composicién de refinamientos de funciones. Entonces, para probar
que la funcién menor_punto_fijo es un refinamiento evaluable de mpf, probamos
lo siguiente:

1. Si J es el resultado de menor_punto_fijo(P), entonces J es el menor punto
fijo de consecuencia_i(P), bajo las relaciones igual 17 y sublista?.

313
menor_punto_fijo_correcto: THEOREM

menor_punto_fijo(P) = J
= igual_l17(consecuencia_i(P)(J), J) &
(VI1: igual_17(consecuencia_i(P)(I1),I1) = sublista?(J,I1))

2. Si I es un punto fijo del operador consecuencia_i(P) bajo las relaciones
igual 17 y sublista?, entonces transf_interp(I) es un punto fijo del
operador c_i(transf_programa(P)).

(317

conserva_puntos_fijos: LEMMA
igual_17[D] (consecuencia_i(P)(I), I)
= fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (transf_interp(I))

conserva_menor_punto_fijo: COROLLARY
fixpoint?(c_i(transf_programa(P)))
(transf_interp(menor_punto_fijo(P)))

3. El transformado de menor_punto_fijo(P) es subconjunto de cualquier pun-
to fijo del operador de consecuencia inmediata del transformado del progra-
ma P.
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315
transf_menor_punto_fijo_es_el_menor: THEOREM

fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (IC)
= subset?(transf_interp(menor_punto_fijo(P)), IC)

4. El transformado de menor_punto_fijo(P) es el menor punto fijo del ope-
rador consecuencia inmediata del transformado del programa P.

316
transf_menor_punto_fijo_es_menor_punto_fijo: COROLLARY

least_fixpoint?(c_i(transf_programa(P)))
(transf_interp(menor_punto_fijo(P)))

Con todo ello, probamos el resultado que nos garantiza que menor_punto_fijo
es un refinamiento de mpf:

317

menor_punto_fijo_es_refinamiento_mpf: THEOREM
transf_interp(menor_punto_fijo(P)) = mpf (transf_programa(P))

Por 1ltimo, comentemos que los resultados probados sobre las funciones que
especifican el menor punto fijo de un programa P, o el menor modelo de Herbrand,
se “trasladan” de manera natural, a través del refinamiento. Por ejemplo, se
prueba facilmente, el siguiente resultado:

mmh_igual_mpf: COROLLARY
igual_17 (menor_modelo_herbrand_e(P), menor_punto_fijo_i(P))

Veamos, para terminar, el cdlculo del menor punto fijo del programa P;. La
sesion de calculo en el evaluador basico de PVS es:

<GndEval> "menor_punto_fijo(P1)"
==> ( . Ilpll , Ilrll s Ilqll s Ilrll s Ilqll . )

<GndEval> "elimina_duplicados(menor_punto_fijo(P1))"
==> (: npn’ llrll’ Ilqll :)

<GndEval> "menor_punto_fijo_i(P1)"
=> (: npn’ nyw nqn )
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7.2.5. Algoritmos de resolucion SLD

En esta subseccion presentamos especificaciones de algoritmos de refutacion
que difieren, esencialmente, en el proceso de busqueda utilizado. El resultado
muestra que, a la hora de especificar un proceso para obtener una refutacién, la
regla de computacion que utilicemos es irrelevante. Asi, una vez fijada una regla
de computacion, podemos construir el correspondiente espacio de busqueda como
un arbol, llamado drbol SLD.

En general, dados un programa P y un objetivo G, un arbol SLD para
P U{G} es un arbol que verifica las siguientes condiciones:

= Cada nodo del arbol es un objetivo definido.
= La raiz es G.

» Si {A,...,4;,...,A,} con m > 1 es un nodo del rbol, y A; es el
atomo seleccionado, entonces para cada cldusula de P de la forma A; <
{B4, ..., By}, dicho nodo tiene como hijoa < {A1,...,B1,..., Bg, ..., An}

= Si un nodo es el objetivo vacio, no tiene hijos.

En particular, dada una regla de computacién R, el drbol SLD para P U {G}
via R es un arbol en el que la funcién R selecciona los atomos. Entonces, por
el teorema , si P U {G} es insatisfacible, el arbol SLD para P U {G} via
R contiene el objetivo vacio. Un procedimiento de refutaciéon SLD queda, pues,
determinado por una regla de computacién junto con un proceso de bisqueda.
Por tanto, la completitud de dicho procedimiento dependera de la completitud
del método de biisqueda correspondiente.

El sistema Prolog usa como regla de computacién la selecciéon del dtomo mas
a la izquierda en el objetivo, junto el proceso de biisqueda en profundidad en
el arbol. Por tanto, no se puede garantizar su terminacién. Para especificar este
procedimiento en PVS, comenzamos por definir una funcién que calcula la resol-
vente de un objetivo propio (no vacio) y una cldusula, suponiendo que el 4tomo
seleccionado es el primero del cuerpo de dicho objetivo:

resolvente((G: (es_objetivo_propio)),C): objetivo_definido =
(null, append(cuerpo(C), cdr(cuerpo(G))))

Noétese que esta definicion de resolvente es impropia, puesto que no exigimos
que tenga sentido su calculo. Es decir, no exigimos que la cabeza de la clausula
C' coincida con el primer atomo del cuerpo del objetivo GG. Por ello, cuando se
use esta funcién en un proceso de resolucién SLD, habrd que garantizar que C'y
G verifiquen esta condicién.

Como el proceso de bisqueda puede no terminar, hemos de establecer una
medida para garantizar su terminacién en PVS, mediante el axioma adecuado:
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medida(P,G) : nat

medida_ax: AXIOM
V (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) =
(V (C: cl_definidalT]):
car (cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) =
medida(P, resolvente(G, C)) < medida(P, G))

De esta forma, estamos en condiciones de especificar el siguiente procedimiento
para determinar la demostrabilidad de G a partir de P, usando la funcién some
del preludio de PVS para implementar la busqueda en profundidad.

demostrable_por_s1d(P,G): RECURSIVE bool
IF es_vacio(G)
THEN TRUE
ELSE some (LAMBDA(C): car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) &
demostrable_por_s1d(P, resolvente(G,C))) (P)

ENDIF
MEASURE medida(P,G)

Noétese que en el caso del programa P, y el objetivo G91, el proceso de bisqueda
en profundidad no encuentra la solucion.

Podemos observar la evaluacién de demostrable_por_sld con los ejemplos
anteriores. La sesion de célculo en el evaluador bésico de PVS es:
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<GndEval> "demostrable_por_sld(P1,G1)"
==> TRUE

<GndEval> "demostrable_por_sld(P1,G2)"
==> FALSE

<GndEval> "demostrable_por_sld(P2,G2_1)"
Error: Stack overflow (signal 1000)

Especificamos ahora un procedimiento de refutacién SLD, manteniendo la
regla de computacion consistente en elegir el primer atomo del cuerpo de G, y
realizando la biisqueda en anchura. La implementacién de la bisqueda en anchura
puede hacerse mediante una “cola” de nodos por analizar. Esta cola estara repre-
sentada por una lista y se actualizara introduciendo los nuevos nodos al final de
dicha lista. Asi, la especificaciéon en PVS queda:

medida_res_3(P,G,LG) : nat

medida_res_3_ax: AXIOM
Y (G: objetivo_definido[T], LG: list[objetivo_definido[T]],
P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) =
(V (L: list[objetivo_definido[T]]):
L = lista_resolventes(P, G) =
(Vv (NLG: list[objetivo_definido[T]]):
NLG = append(LG, L) & NOT null?(NLG) =
medida_res_3(P, car[objetivo_definido[T]](NLG),
cdr[objetivo_definido[T]] (NLG))
< medida_res_3(P, G, LG)))

demostrable_por_sld_3_aux(P,G,LG) : RECURSIVE bool =
IF es_vacio(G) THEN
TRUE
ELSE LET L = lista_resolventes(P,G),
NLG = append(LG,L) IN
IF null?(NLG) THEN
FALSE

ELSE demostrable_por_sld_3_aux(P,car(NLG),cdr(NLG))
ENDIF

ENDIF

MEASURE medida_res_3(P,G,LG)

demostrable_por_s1d_3(P,G): bool =
demostrable_por_sld_3_aux(P,G,null)

donde:
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lista_resolventes(P, (G: (es_objetivo_propio))):
RECURSIVE list[objetivo_definido] =
CASES P OF
null: null,
cons(C1,P1): IF car(cabeza (Cl)) = car(cuerpo(G)) THEN
cons (resolvente(G,C1), lista_resolventes(P1,G))
ELSE lista_resolventes(P1,G) ENDIF

ENDCASES
MEASURE length(P)

Nota 7.3 Es conocido que la bisqueda en anchura en un arbol es un procedi-
miento completo. La prueba de la completitud se basa en demostrar, por induc-
cién, que se encuentra un determinado nodo en un nimero finito de pasos. El
orden en el que se hace la induccién es un orden lexicogréafico (n,r(n)), en el que
n representa el nivel y 7(n) el lugar que ocupa un nodo en el nivel n. Ahora bien,
la implementacion que especificamos aqui no contempla directamente el nivel co-
rrespondiente a cada nodo. Por otra parte, no estamos interesados en mostrar
ahora la completitud de la bisqueda en anchura, sino sélo en mostrar un ejem-
plo evaluable. Por esa razén, hemos declarado una medida e impuesto el axioma
correspondiente.

La sesion de calculo en el evaluador basico de PVS muestra que, en este caso,
el proceso de busqueda si encuentra solucién en el caso del programa P y el
objetivo Goy:

<GndEval> "demostrable_por_sld_3(P1,G1)"
==> TRUE

<GndEval> "demostrable_por_sld_3(P1,G2)"
==> FALSE

<GndEval> "demostrable_por_sld_3(P2,G2_2)"
==> TRUE

<Gndeval> "demostrable_por_sld_3(P2,G2_1)"
==> TRUE

Por 1ltimo, especificamos otro procedimiento de refutaciéon SLD, usando cual-
quier regla de computacién, siendo la busqueda mediante profundidad iterativa.
Ademas, vamos a realizar, en primer lugar, una nueva especificacién de la fun-
cioén que calcula la resolvente, eliminando del cuerpo del objetivo todos los &tomos
iguales al seleccionado:
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R: VAR [(es_objetivo_propio) -> T]

es_regla_computacion(R): bool =
V (G: (es_objetivo_propio)): R(G) € cuerpo(G)

tiene_resolvente_1(G,C): bool = car(cabeza(C)) € cuerpo(G)

PD_1: TYPE = {par: [(es_objetivo_propio), cl_definidal |
LET (G, C) = par IN tiene_resolvente_1(G,C)}

resolvente_g(par:PD_1): objetivo_definido[T] =
LET (G, C) = par IN
(null, append(elimina(car (cabeza(C)),cuerpo(G)),cuerpo(C)))

En segundo lugar, especificamos una funcién que determina si P U {G} tie-
ne una refutacién de longitud n via R, usando busqueda en profundidad. Y,
aplicdndola sucesivamente, comprobamos si P U {G} tiene una refutacién:

demostrable_por_sld_long_via_r_2(R:(es_regla_computacion)) (P,G,n):
RECURSIVE bool =
IFn=0
THEN es_vacio(G)
ELSE es_objetivo_propio(G) &
some (LAMBDA(C) : car(cabeza(C)) = R(G) &
demostrable_por_sld_long_via_r_2(R) (P,resolvente_g(G,C) ,n-1)) (P)
ENDIF
MEASURE n

medida_aux ((R: (es_regla_computacion)),P,G,n): nat

comprueba_demostrable_aux((R: (es_regla_computacion)),P,G,n):
RECURSIVE bool =
IF demostrable_por_sld_long_via_r_2(R)(P,G,n)
THEN TRUE
ELSE comprueba_demostrable_aux(R,P,G,n+1)
ENDIF
MEASURE medida_aux(R,P,G,n)

demostrable_por_sld_via_r_2(R: (es_regla_computacion))(P,G): bool =
IF es_vacio(G)
THEN TRUE
ELSE
comprueba_demostrable_aux(R,P,G,1)
ENDIF
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Consideremos la regla de computacién R; que consiste en elegir el primer
atomo del cuerpo de un objetivo, y veamos el comportamiento del algoritmo
demostrable_por_sld_long via_r_2 en los programasy objetivos de los ejemplos

anteriores. La sesion de calculo en el evaluador bésico de PVS es:

R_1(G: (es_objetivo_propio)): string = car(cuerpo(G))

<GndEval> "demostrable_por_sld_via_r_2(R_1) (P2,G2_2)"
==> TRUE

<Gndeval> "demostrable_por_sld_via_r_2(R_1) (P2,G2_1)"
==> TRUE

<GndEval> "demostrable_por_sld_via_r_2(R_1) (P1,G1)"
==> TRUE

<GndEval> "demostrable_por_sld_via_r_2(R_1) (P1,G2)"
==> no termina

Para terminar, mostramos una especificacion de un algoritmo para obtener
una prueba por resoluciéon SLD de un objetivo a partir de un programa, en el
caso de que sea demostrable. Para ello, en primer lugar, especificamos la nocién de
demostracion o refutacion: dados P y (G, una refutaciéon por resolucion SLD de
G a partir de P es una lista de pares < Gy, Cy >, ..., < G;,C; >, ..., < G, C, >,
tal que Gy = G, Cy € P, la cabeza de Cj coincide con el primer atomo del cuerpo
de Gy, G7 = resolvente(Gy, Cy) y la lista < G1,Cy >,...,< Gp,C,, > es una

prueba por resoluciéon SLD de G;.

% Tipo de paso de demostracién: par_de es el tipo de los pasos de
% demostraciém.
par_de: TYPE = [objetivo_definido,cl_definidal]

% Tipo de demostracién: de es el tipo de las demostraciones o
% pruebas por resolucién SLD.
de: VAR list[par_de]

es_refutacion(de,P,G): RECURSIVE bool =
CASES de OF
null: es_vacio(G),
cons(par, de2): es_objetivo_propio(G) &
LET (G1,Cl1) = par
INGL =G &C1L €P &
car(cabeza (C1)) = car(cuerpo(G)) &
es_refutacion(de2,P,resolvente(G,C1))
ENDCASES
MEASURE length(de)
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Para construir una funciéon que obtiene una prueba por resolucién, definimos
una funcién recursiva auxiliar prueba_por_sld_aux_b que toma como argumentos
el programa P, el objetivo a resolver an cada momento GG, y una lista P; con las
clausulas de P que quedan para resolver el objetivo actual. Esta funciéon busca una
prueba por resolucion para el objetivo G, usando el programa P. Termina cuando
G=00P = (.Si G =0 devuelve un par cuyo primer elemento es TRUE y
el segundo es una lista de pares de demostracion, que constituye una prueba por
resolucion SLD de G, a partir de P. Si P, = (), devuelve el par formado por
FALSE y la lista vacia. Para ello, declaramos previamente una funciéon de medida
e imponemos el axioma necesario para probar su terminacion.

prueba_por_sld_b(P,G): list[par_de] =
PR0OJ_2(prueba_por_sld_aux_b(P,G,P))

medida_c(P,G,P1): nat

prueba_por_sld_aux_b(P,G,P1): RECURSIVE [bool, list[par_del] =
IF es_vacio(G) THEN
(TRUE, null)
ELSIF null?(P1) THEN
(FALSE, null)
ELSIF car(cabeza (car (P1))) = car(cuerpo(G)) THEN
LET temp=prueba_por_sld_aux_b(P,resolvente(G,car(P1)),P)
IN IF PROJ_1(temp) THEN
(TRUE, cons((G, car(P1)),PR0OJ_2(temp)))
ELSE prueba_por_sld_aux_b(P, G, cdr(P1))
ENDIF
ELSE prueba_por_sld_aux_b(P, G, cdr(P1))
ENDIF
MEASURE medida_c(P,G,P1)

Mediante los resultados siguientes, probamos la correccién de este algoritmo en
la teorfa s1d_resolucion_1_correccion (paginas BG7HBEY).

Teorema 7.4 Si G es el objetivo vacio, entonces prueba_por_sld_b(P,G) es una
refutacién de P U {G}.

318

prueba_por_sld_b_correcto_vacio: THEOREM
es_vacio(G) = es_refutacion(prueba_por_sld_b(P,G), P, G)

Teorema 7.5 Sea P un programa definido. Si G es un objetivo propio y el re-
sultado de prueba_por_s1d_b(P,G) es una lista no vacia, entonces dicha lista es
una refutacién de P U {G}.
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319
prueba_por_sld_b_correcto: THEOREM

es_objetivo_propio(G) & cons?(prueba_por_sld_b(P,G))
= es_refutacion(prueba_por_sld_b(P,G), P, G)

Demostracion:
La prueba se basa en los dos resultados siguientes, que establecemos sobre la
funcién auxiliar prueba_por_sld_aux_b:

1. Si el segundo elemento del par prueba_por_sld_aux_b(P,G,P1) es una lista
no vacia, entonces el primer elemento de dicho par es TRUE.

prueba_por_sld_aux_correcto_11: LEMMA
es_objetivo_propio(G) &
cons? (PROJ_2(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1)))
= PROJ_1(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1))

La prueba se hace por induccién en medida b(P,G,P1), distinguiendo si el
atomo de la cabeza de la primera clausula de P; coincide o no con el primer
atomo del cuerpo de G.

2. Sea P un programay P; una lista de clausulas de P. Si el primer elemento de
prueba_por_sld_aux b(P, G, P1) es TRUE, entonces el segundo elemento
es una refutacién de P U {G}.

prueba_por_sld_aux_b_correcto: THEOREM
(WC: C€ePl=Ce€P) =
(PROJ_1(prueba_por_sld_aux_b(P,G,P1)) =
es_refutacion(PROJ_2(prueba_por_sld_aux_b(P,G,P1)), P, G))

La prueba se hace por induccién en medida b(P,G,P1), distinguiendo los
cuatro casos que contiene la definicién de prueba_por_sld_aux.b.

0

Por 1ltimo, mostramos la sesion de cdlculo en el evaluador basico de PVS y un
grafico con la prueba del ejemplo:

<GndEval> "prueba_por_sld_b(P1, G1)"

==> (: (((. :)’ (: npn :))’ ((. npn :)’ (: Ilqll’ Hyph :)))’
(CC: ), CG:"g", "r" ), (CG"g" ), (: DN,
(CC: o), oo o)), (Coo"r” o), (2o:))) )

<GndEval> "prueba_por_sld_b(P1, G2)"

==> (: :)
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Capitulo 8

Una formalizacion evaluable del
AFC

Las especificaciones de algoritmos del andlisis formal de conceptos, descrita
en el capitulo 5 de este trabajo, no son evaluables. La razon es que para facilitar
el razonamiento hemos usado el tipo finite_set[T] en la representacién de los
elementos basicos de la teoria y en la especificacién de los algoritmos. Nuestro ob-
jetivo ahora es construir especificaciones evaluables de dichos algoritmos, usando
el marco para refinamientos descrito en el capitulo 6. Para ello, vamos a seguir el
siguiente esquema:

1. Realizaremos representaciones de los tipos sobre los que se sustenta la for-
malizacion de la teoria, usando para ello el tipo 1ist[T], y probaremos que
refinan a los anteriores.

2. Realizaremos especificaciones evaluables de las funciones y de los algorit-
mos del andlisis formal de conceptos, usando las nociones de refinamiento.
Concretamente:

» Definiremos especificaciones evaluables de los operadores de derivacion,
de las nociones de concepto y subconcepto, y de las funciones que
calculan el supremo y el infimo de una lista de conceptos (desarrollado
en la teorfa contextos_formales_ref [pdginas BI2-HAT]).

» Construiremos un refinamiento evaluable del algoritmo que calcula
los conceptos de un contexto formal finito (desarrollado en la teoria

conceptos_contexto_ref [paginas HIA-ATT).

= Describiremos la construcciéon de un refinamiento evaluable del algo-
ritmo que genera la base de Duquenne-Guigues de un contexto formal
finito (en la teoria base DG_ref [paginas HOOHATH]).

201
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8.1. Representacion de los contextos formales

En esta seccion definimos refinamientos de los tipos declarados en la formali-
zacion del AFC realizada en el capitulo 5, usando el refinamiento de los conjuntos
finitos mediante listas, realizado previamente. Es decir, representaremos los con-
juntos finitos mediante listas, y sustituiremos las operaciones sobre conjuntos
finitos por las operaciones sobre listas que las refinan, segin la tabla

La representacién de un contexto formal finito generalizado es:

320
FFCT_rep: TYPE = [# obj_rep: list[T1],
atrib_rep: (cons?[T2]),
relacion_rep: 1list[[T1, T2]1] #]
y la representacién de un contexto formal finito es:
321

FFC_rep: TYPE = {R: FFCT_rep | LET Re_rep = relacion_rep(R) IN
every(LAMBDA (par: [T1, T2]):
PROJ_1(par) € obj_rep(R) &
PROJ_2(par) € atrib_rep(R)) (Re_rep)}

La funcién que transforma la representacion de contextos formales finitos ge-
neralizados usando listas, en la representacion de contextos formales finitos gene-
ralizados usando conjuntos finitos es:

322
trans(R: FFCT_rep): FFCT[T1,T2] =

(# obj:= c(id[T1]) (obj_rep(R)),
atrib:= c(id[T2]) (atrib_rep(R)),
relacion:= c(id[[T1,T2]]) (relacion_rep(R)) #)

Lema 8.1 La funcién trans establece un refinamiento del tipo FFCT por el tipo
FFCT_rep.

323
trans_es_ref_FFCT: LEMMA

es_refinamiento? [FFCT[T1,T2], FFCT_rep] (trans)

Demostracién:

La prueba se hace usando que si C' = (O, A,I) es un contexto formal finito,
los conjuntos O, A e I son finitos y, por tanto, existen listas [y, [ y I3 que los
representan. Luego, basta considerar

R = (# obj_rep:= 11, atrib_rep:= 12, relacion_rep:= 13 #)
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como representante de C. Es decir, trans(R) = C.
O

En lo que sigue, usaremos las variable C', ', C5 para denotar contextos
formales finitos representados por el tipo FFC, y R, R;, Ry para los contextos
representados por el tipo FFC_rep.

A partir de la funcién trans definimos la funcién que transforma un elemento
de FFC_rep en otro de FFC, y probamos que es un refinamiento de tipos, usando
723 |.

32
trans_f(R: FFC_rep): FFC[T1, T2] = trans(R) i

trans_f_es_ref_FFC: LEMMA
es_refinamiento? [FFC[T1, T2], FFC_rep] (trans_f)

8.2. Especificaciones evaluables de los operado-
res de derivacion

La especificacion del operador intencién realizada en el capitulo 5 es decla-
rativa, es decir, la intencién de un conjunto X se declara como un conjunto de
elementos que verifican una propiedad. Por tanto, no podemos construir un refina-
miento suyo “sustituyendo sus componentes”. En este caso, hemos de realizar una
definicién recursiva del operador intencién y probar que refina a la especificacion
anterior.

Si R es un contexto formal finito, /; una lista de preobjetos y [, una lista de
preatributos, definimos la funcién intencion_rep_aux(R), que obtiene recursiva-
mente una lista con los elementos de [, relacionados con todos los elementos de
l1, segun el contexto R:

intencion_rep_aux(R) (11: list[T1], 12: 1ist[T2]):
RECURSIVE list[T2] =
CASES 12 OF
null: null,
cons(a,ls): IF every(LAMBDA (d:T1): (d,a) € relacion_rep(R))(11)
THEN cons(a, intencion_rep_aux(R) (11, 1s)) ELSE
intencion_rep_aux(R) (11, 1s) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(12)

Usando esta funcién auxiliar, definimos la intencion de una lista de preob-
jetos X respecto de un contexto formal R como una lista de atributos de R,
relacionados con todos los elementos de X, definida a partir de la funcién auxi-
liar como sigue:
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325
intencion_rep(R) (X: list[T1]): 1list[T2] =

intencion_rep_aux(R) (X, atrib_rep(R))

Y probamos que, para cada contexto, el operador intencion_rep(R) es un refi-
namiento del operador intencion(trans_f(R)) (figura BIl):

intencion(trans_f(R))

finite set[T] > finite set[Ty]

c(id[Tl])T # c(id[Tﬂ)T

intencion_rep(R)

~

1iSt[T1] 1iSt[TQ]

Figura 8.1: Refinamiento del operador intencién

La prueba se realiza caracterizando, por induccién, los elementos de la lista
intencion_rep_aux(R) (11, 12) como los elementos de [, relacionados con todos
los de ;.

De la misma forma, se define la funciéon evaluable que especifica el operador
extension y se prueba que extension_rep(R) es un refinamiento del operador
extension(trans_f(R)).

326
extension_rep_aux(R) (11: list[T1], 12: 1list[T2]):

RECURSIVE 1list[T1] =
CASES 11 OF
null: null,
cons(d,1ls): IF every(LAMBDA (a:T2): (d,a) € relacion_rep(R))(12)
THEN cons(d, extension_rep_aux(R) (1s, 12)) ELSE
extension_rep_aux(R) (1s, 12) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(11)

extension_rep(R) (Y: 1ist[T2]): 1ist[T1] =
extension_rep_aux(R) (obj_rep(R), Y)

Una vez refinados los operadores de derivacion asociados a un contexto formal,
podemos construir especificaciones evaluables de los operadores de clausura, sin
mas que sustituir cada funciéon por la correspondiente funcién refinada, como
sigue:
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clausura_o_rep(R) (X: list[T1]): list[T1]
extension_rep(R) (intencion_rep(R) (X))

clausura_a_rep(R) (Y: 1ist[T2]): list[T2]
intencion_rep(R) (extension_rep(R) (Y))

Se prueba facilmente que estos operadores son refinamientos de los opera-
dores de clausura, especificados en el capitulo 5 (figura . Ademas, todas las
Y )
propiedades de las especificaciones conjuntistas de los operadores de derivacion
y de clausura, se “trasladan” a las correspondientes especificaciones evaluables a
través de la nocién de refinamiento.

clausura_a(trans_f(R))

finite_set[T] > finite_set[]}]

c(id[Tg])T # c(id[Tg])T

clausura_a_rep(R)

list[T3)]

~

list[T3]

Figura 8.2: Refinamiento del operador clausura_a

Terminamos esta subsecciéon mostrando un ejemplo de la evaluacién de estos
operadores en el evaluador basico de PVS. Para ello, en primer lugar, especifica-
mos el ejemplo relativo a las relaciones binarias del capitulo 5:

objetos_r:list[string] = (: "S1", "S2", "S3", "§4", "St", "S6" :)
atributos_r: list[string] = (: "R", "S", "Tr", "To", "E" :)

relacion_r: list[[string, string]] =
(: (n51n, an), (n51n, nsn), (n31n’ ”Tr”), (n31n’ "E"),
(nszn’ nsn)’ (nszn’ "TO"),
(ns3n’ nsn)’ (ns3n’ "Tr"), (HSBH’ HTOH)’
(ns4n’ "Tr"), (ns4n’ "TO"),
(nssn’ an)’ (nssn’ "Tr"), (nssn’ HTOH)’
(HSGH’ an)’ (HSGH’ nsn)’ (HS6H’ "TO”) :)

C_r: FFC_rep[string, string] =
(# obj_rep:= objetos_r,
atrib_rep:= atributos_r,
relacion_rep:= relacion_ #)

La sesién de célculo en el evaluador basico de PVS es:
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% Consideramos las siguientes listas de objetos y de atributos:

11: list[string] = (: "S1", "S2" :)

12: list[string] = (: "S6" :)

13: list[string] = (: "S" :)

14: list[string] = (: "Tr", "To", "E" :)

<GndEval> "intencion_rep(C_r) (11)"
==> (: "S" :)

<GndEval> "intencion_rep(C_r) (12)"
==> (: an’ "S", "To" :)

<GndEval> "extension_rep(C_r) (13)"
==> (: "Slll’ "SQ"’ ||SB||’ ||S6|| :)

<GndEval> "extension_rep(C_r) (14)"
==> (: :)

<GndEval> "clausura_a_rep(C_r) (14)"
==> ( R IIRII s IISII s IlTrll s IITOII s IIEII :)

<GndEval> "clausura_o_rep(C_r) (11)"
==> (: ”Sl”, IIS2II’ IIS3II’ IISGII :)

8.3. Refinamiento del tipo de los conceptos

Para definir una funcién que refine al predicado es_concepto_c? usamos que
sublista? es un refinamiento evaluable de subset?, y que la funcién igual 17
refina la igualdad de conjuntos finitos. Por tanto, para definir un refinamiento
evaluable del predicado es_concepto_c? serd suficiente sustituir cada operacion
entre conjuntos finitos por la correspondiente funcion refinada. La especificacion
en PVS queda como sigue:

328
es_concepto_c_rep?(R) (par: [1ist[T1], 1ist[T2]]1): bool =

LET (11, 12) = par IN sublista?[T1] (11, obj_rep(R)) &
sublista?[T2] (12, atrib_rep(R)) &
igual_17[T2] (intencion_rep(R)(11), 12) &
igual_17[T1] (extension_rep(R)(12), 11)

A partir de las propiedades que aseguran que cada una de las operacio-
nes que intervienen en la definicién de es_concepto_c_rep? refina a cada una
de las usadas en la definicién de es_concepto_c? se prueba que el predicado
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es_concepto_c_rep?(R) refina al predicado es_concepto_c?(trans_f(R)) (figu-

ra [833).

es_concepto_c?(trans_f(R))

finite_set[T}] x finite_set[T}] > bool
c(id[T1]) x c(id[Tz])T # id[bool]]
es_concepto_c_rep?(R)
list[T}] x list[T3)] ’ AN bool

Figura 8.3: Refinamiento del predicado es_concepto_c?

Usando , probamos que dado el contexto R = (0, A, I), el par (A’, A") es
un concepto de R, por lo que establecemos el tipo de los conceptos de un contexto
formal como sigue:

329
concepto_c_rep(R): NONEMPTY_TYPE = (es_concepto_c_rep?(R))

y probamos que el tipo concepto_c_rep(R) refina al tipo concepto_c(trans_f(R)),
mediante la funcién c(id[T1]) X ¢(id[T3]), que denotamos por trans_concepto(R)

trans_concepto(R) (par: concepto_c_rep(R)): concepto_c(trans_f(R)) =
prod_cart(c(id[T1]1), c(id[T2])) (par)

Con respecto a la igualdad inducida en el tipo refinado, sabemos que es de
la forma igual?(trans_concepto(R)), pero que ésta no es evaluable. Por otra
parte, es conveniente tener una definiciéon equivalente y evaluable, definida di-
rectamente sobre el tipo concepto_c_rep(R). Para definirla, usamos la funcién
igual_17 que si es evaluable:

330
igual_concepto_rep_e(R) (parl,par2: [list[T1], 1list[T2]]): bool =
igual_1?(PROJ_1(parl) ,PROJ_1(par2)) &
igual_17(PROJ_2(parl) ,PROJ_2(par2))
y probamos, usando , que son equivalentes:
331

igual_concepto_rep_e_igual?: LEMMA
igual_concepto_rep_e(R) = igual?(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2]1)))
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Obsérvese que la relacién igual_concepto_rep_e(R) es evaluable, mientras
que igual?(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2]))) no lo es, aunque ambas espe-
cificaciones tienen el mismo “valor”.

Pasamos a definir una especificacion evaluable que refine a la relacién de sub-
concepto. Para ello, definimos previamente las funciones que refinan a las funcio-
nes de acceso a las componentes de un concepto, y sustituimos cada operacion
por la correspondiente funcién refinada:

332
intencion_concepto_rep(R) (par:concepto_c_rep(R)) :1list [T2]=proj_2(paT
extension_concepto_rep(R) (par:concepto_c_rep(R)) :1ist[T1]=proj_1(par)
subconcepto_c_rep?(R) (parl, par2: concepto_c_rep(R)): bool =

sublista?(extension_concepto_rep(R) (parl),
extension_concepto_rep(R) (par2))

Obsérvese que la relacién subconcepto_c_rep?(R) no es una relacién de orden
parcial, pues la propiedad de antisimetria no se conserva a través del refinamiento,
por no ser inyectivo. En el caso de considerar la relacién en el conjunto cociente,
generado mediante la relacién de igualdad inducida en concepto_c_rep(R) por
la funcién trans_concepto, si se verificaria dicha propiedad.

Por 1ltimo, probamos que la relacién subconcepto_c_rep?(R) refina a la re-
lacién subconcepto_c?(trans_f(R)) (figura B4):

subconcepto_c?(trans_f(R))

concepto_c(trans_f(R)) x concepto_c(trans_f(R)) > bool

a " ]

subconcepto_c_rep?(R)

concepto_c rep(R) x concepto_c_rep(R) —  bool

Figura 8.4: Refinamiento del predicado es_concepto_c?, donde f_1 denota la
funcién trans_concepto(R) X trans concepto(R) y f_ 2 denota la funcién
id[bool]

8.4. Especificaciones evaluables del infimo y el
supremo

De la misma forma que hemos construido una especificacion evaluable de la
relacién de subconcepto, construimos especificaciones evaluables que calculan el
infimo y el supremo de una lista de conceptos, sustituyendo cada funcién por las
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correspondientes funciones refinadas. Para ello definimos, en primer lugar, funcio-
nes que refinan a las que obtienen el conjunto de intenciones (resp. extensiones)
de un conjunto de conceptos, usando que la funcién map refina a la funcién image.
Si R un contexto formal finito y LL una lista de conceptos de R, definimos
la funcién intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL) que obtiene una lista con
las intenciones de los conceptos de LL. De igual forma, se obtiene una lista con
las extensiones de los conceptos de LL, mediante la expresion
extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)

333

intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
list[list[T2]]=
map(intencion_concepto_rep(R)) (LL)

extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
list[1ist[T1]]=
map (extension_concepto_rep(R)) (LL)

Probamos que ambas funciones son refinamientos, usando .

Asi, estamos en condiciones de especificar las funciones que calculan, efectiva-
mente, el infimo y el supremo de una lista no vacia de conceptos de R. Si LL una
lista no vacia de conceptos de R, definimos las funciones infimo_rep(R) (LL) y
supremo_rep(R) (LL) como sigue:

[334

infimo_rep(R) (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])): concepto_c_rep(R) =
(Inter(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),
clausura_a_rep(R) (Append(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL))))

supremo_rep(R) (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])): concepto_c_rep(R) =
(clausura_o_rep(R) (Append(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL))),
Inter(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

Para asegurar que se verifican las condiciones de tipo generadas por estas de-
finiciones, hemos probado previamente los resultados siguientes, que garantizan
que el rango de ambas funciones es el tipo concepto_c_rep(R). En la prueba,
usamos que cada funcién que interviene en la especificacion refina a la correspon-
diente funcién usada en las especificaciones de las funciones infimo y supremo,
y los lemas que prueban las condiciones descritas en [34|.

Lema 8.2 Sea R un contexto formal finito y LL una lista no vacia de conceptos
de R. Entonces:
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335
infimo_rep_11: LEMMA

V (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(Inter(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),
intencion_rep(R)
(extension_rep(R) (Append(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL))))

A

supremo_rep_lema_1: LEMMA
V(LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(extension_rep(R)
(intencion_rep(R) (Append(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL))))
Inter (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

-

Probamos que, en efecto, las funciones infimo_rep(R) y supremo_rep(R) refinan
a las funciones infimo (trans_f(R)) y supremo (trans_f(R)), respectivamente.

infimo (trans_f(R))
non_empty_finite_set[concepto_c(trans_f(R))] concepto_c(trans_f(R))

infimo_rep(R)
(cons?[concepto_c_rep(R)]) concepto_c_rep(R)

Refinamiento de la funciéon infimo(trans_f(R)), donde f denota la funcién
c(trans_concepto(R)) y g a la funcién trans_concepto (R).

Terminamos esta subseccién mostrando los resultados de la evaluacién de estas
funciones en el evaluador bésico de PVS, usando el ejemplo B}

335

% Consideremos las siguientes listas de conceptos:
S1: list[[list[stringl, list[string]l]] =
(: ((. Ilslll, IISQII, nssn’ nge" :), (: ngn :)),
((: "Sl", IISSII :)’ (: IIRII’ IISII :)) :)

82: list[[list[string]l, list[stringll] =
(: ((: "S]." :)’ (: IIRII’ IISII’ IlTrll’ IIEII :)),
((: Ilsill’ nggn :), (: an’ "Tr" .)) :)

S3: list[[list[stringl, list[string]l] =
(: (( "Sl", nggn :)’ (: an’ "Tr" :))’
((: "Sl", nssn :)’ (: nsn’ "Tr" )) :)
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<GndEval> "infimo_rep(C_r) (S1)"
==> ((: n31n’ ngg" :)’ (: an’ ngn :))

<GndEval> "infimo_rep(C_r) (S2)"
==> ((: "Si" :)’ (: "R"’ "S"’ "Tr”’ "E" :))

<GndEval> "supremo_rep(C_r) (S1)"
==> ((: "Sl", HSQH’ ns3n’ ngg" :)’ (: ngn :))

<GndEval> "supremo_rep(C_r) (S2)"
==> ((: "Si”, nggn :)’ (: an’ nTr" :))

<GndEval> "infimo_rep(C_r) (S3)"
==> ((: "Si" :)’ (: "R"’ "S"’ "Tr”’ "E" :))

<GndEval> "supremo_rep(C_r) (S3)"
==> ((: "Sl”, nssn’ ns4n’ nggn :)’ (: "Tr" :))

8.5. Algoritmo de calculo de los conceptos.

En esta seccién se describe la construccién de un refinamiento evaluable de
la especificacién del algoritmo para generar el conjunto de los conceptos de un
contexto formal finito, descrito en el capitulo 5. Lo haremos sustituyendo cada
una de las funciones que intervienen en su definicion por las correspondientes
funciones refinadas. El proceso seguido es el siguiente:

= Refinamiento de la funcién agrega_extension_elto:

agrega_extension_elto_rep(R) (a: T2, 1230)

LL:1ist[1ist[T1]]) :1list[1list[T1]] =

LET fun=LAMBDA(1s:1ist[T1]): inter(ls,extension_rep(R)((: a :))
IN append(LL, map(fun) (LL))

= Refinamiento de la funcién genera_extensiones_aux:

. . . . o
genera_extensiones_aux_rep(R) (12:1ist[T2], LL:1ist[1list[T11])=

RECURSIVE list[1list[T1]] =

CASES 12 OF

null: LL,

cons(a, 11): genera_extensiones_aux_rep(R) (rest_1(12),

agrega_extension_elto_rep(R) (car(12), LL))
ENDCASES
MEASURE length(12)
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= Refinamiento de la funcién genera_extensiones:

358
genera_extensiones_rep(R): list[list[T1]] =
genera_extensiones_aux_rep(R) (atrib_rep(R), (: obj_rep(R) :))

» Refinamiento de la funcién genera_conceptos:

359
genera_conceptos_rep(R): list[[1ist[T1], list[T2]]] =

LET fun = LAMBDA(1ls: 1ist[T1]): (1s, intencion_rep(R)(1s)) IN
map (fun) (genera_extensiones_rep(R))

Abordamos ahora dos cuestiones. En primer lugar, probar que la funcién
genera_conceptos_rep es un refinamiento de la funcién genera_conceptos. Pa-
ra ello, es suficiente tener en cuenta que cada una de las funciones que se usan
son refinamientos de las funciones correspondientes.

Teorema 8.3 La funcidn genera_conceptos_rep refina a genera_conceptos.

[ 340

genera_conceptos_rep_es_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op? [FFC[T1, T2],
finite_set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]],
FFC_rep[T1, T2],
list[[1ist[T1], 1ist[T211],
trans_f [T1,T2],c(prod_cart (c(id[T1]1),c(id[T2]1)))]
(genera_conceptos, genera_conceptos_rep)

genera_conceptos

FFC > finite_set[[finite_set[T'l],finite_set[T2]]]
trans_f[ # gT
genera_conceptos_rep ) . )
FCC_rep > list[[list[T'1],1ist[T2]]]

Figura 8.5: Refinamiento de la funcién genera_conceptos, donde g la funcién
c(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2]))

Demostracion:

La demostracién se basa en probar que cada una de las funciones que hemos
definido para construir la especificacién genera_conceptos_rep es un refinamien-
to de la funcién correspondiente, y usar el resultado . Para ello, probamos
previamente los lemas siguientes:
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= La funcién agrega_extension_elto_rep(R) refina a la funcién
agrega_extension_elto(trans_f(R)).

= La funcién genera_extensiones_aux_rep(R) refina a la funcién
genera_extensiones_aux(trans_f(R)).

» La funcién genera extensiones_rep refina a genera_extensiones.

O

En segundo lugar, probar la correccién del algoritmo genera_conceptos_rep,
para lo cual usaremos la correcciéon de genera_conceptos, que estd expresada
mediante la igualdad de conjuntos siguiente:

genera_conceptos(C) = CONCEPTOS(C) = {par| es_concepto_c?(C) (par)}

Ahora bien, un concepto (o un par de conjuntos finitos) no tiene una represen-
tacién tunica como par de listas. Por tanto, asi como el conjunto CONCEPTQS(C)
es unico, la lista formada por los conceptos de un contexto formal finito R no
es unica. Es mads, tiene dos grados por los que pierde la unicidad: por ser una
lista que representa a un conjunto, con lo que distintas listas con los elemen-
tos ordenados de forma diferente o repetidos representan al mismo conjunto; y
porque los elementos de CONCEPTOS(C) también admiten més de una representa-
cién. Entonces, la expresion de la correccion del algoritmo genera_conceptos_rep
seria de la forma siguiente: “par es un concepto de R si y sélo si en la lista
genera_conceptos_rep(R) hay un elemento equivalente a él (i.e., igual médulo
la relacién de igualdad igual_concepto_rep-e(R))”. Para ello, definimos el si-
guiente predicado, que reconoce, dado un contexto formal finito R y una lista
LL, si para cada concepto de R hay un elemento en LL que lo representa:

341
es_conj_todos_conceptos_e_rep?(R:FFC_rep[T1, T2],

LL:1ist[[1ist[T1], 1ist[T2111): bool =
V (paril:[1list[T1], list[T2]]1):
es_concepto_c_rep?(R) (parl) <
3 (par2:[1list[T1], 1list[T2]]): par2 € LL &
prod_cart(c(id[T1]),c(id[T2])) (parl) =
prod_cart (c(id[T1]),c(id[T2])) (par2)

Entonces, enunciamos el teorema de la forma siguiente:

Teorema 8.4 Correccion de genera_conceptos._rep:

[342

correccion_genera_conceptos_e_se_preserva: THEOREM
es_conj_todos_conceptos_e_rep?(R, genera_conceptos_rep(R))
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Demostracion:
Usando la definicién , los resultados relativos a los refinamientos de las
funciones que intervienen y el teorema de correccion [T74|.
O

Obsérvese que la funcién genera_conceptos_rep obtiene una lista con elemen-
tos que pueden ser repetidos. Mediante la funcién genera_conceptos_rep_sd(R)
calculamos una lista sin elementos duplicados, con los conceptos de R:

genera_conceptos_rep_sd(R): list[[list[T1], list[T2]]] =
elimina_duplicados(igual_concepto_rep_e(R)) (genera_conceptos_rep(R))

Probamos que las listas obtenidas mediante genera_conceptos_rep_sd(R) y
genera_conceptos_rep(R) son iguales, mddulo la relacién de igualdad
igual_concepto_rep_e(R):

[344]

elimina_duplicados_genera_conceptos_rep_igual: LEMMA
igual_17(igual_concepto_rep_e(R)) (genera_conceptos_rep_sd(R),
genera_conceptos_rep(R))

Terminamos mostrando los resultados de la evaluacién de la funciéon que cal-
cula los conceptos de R en el evaluador basico de PVS, usando el ejemplo :

344

<GndEval> "genera_conceptos_rep_sd(C2_rep)"
==>
(: (C: m"s1v, ng2m, ng3", "g4n  nwgh" o vge" :), (: :)),
((: "si", "S5", "S6" :), (: "R" :)),
((: "siv, "s2n, ws3", "gen 1), (: "SM 1)),
((: Ilslll’ IISGII :), (: IIRII’ IISII :))’
(¢: "s1", mg3m, "s4", "s5" :), (: "Tr" :)),
((: llsill’ IISSII :), (: IIRII’ IlTrll :))’
(C: "s1my, ms3" &), (: "s", "Tr" :)),
((: IISQII’ IISSII’ IIS4II’ IISSII’ IISGII :)’ (: IITOII :))’
((C: "s5", "s6" :), (: "R", "To" :)),
((: "s2", "S3", "S6" :), (: "S", "To" :)),
((: IISGII :)’ (: IIRII’ Ilsll, IITOII :))’
((: "83", "g4n ) ngh" :), (: "Tr", "To" :)),
((: ”35" :)’ (: IIRII’ IlTrll’ IlToll :))’
(¢: "83" :), (: "s", "Tr", "To" :)),
((: llSill :)’ (: IIRII’ IISII’ llTrll’ IIEII :)),
(¢: ), (¢ "R", "g", "Tr", "To", "E" :)) :)




8.6. Generacién de la base de Duquenne—Guigues 215

% Cdlculo del supremo y el infimo de todos los conceptos:

<GndEval> "infimo_rep(C2_rep) (genera_conceptos_rep_sd(C2_rep))"
==> ((: ngqn :)’ (: "R.", nsn’ IlTrll’ "TO", wEn .))

<GndEval> "supremo_rep(C2_rep) (genera_conceptos_rep_sd(C2_rep))"
==> ((: llSill’ IISQII’ "S3", IIS4II’ IISSII’ IIS6II :)’ (: IITOII :))

8.6. Generacion de la base de Duquenne—Guigues

En esta seccion se describe la construccion de un refinamiento evaluable del
algoritmo (genera_imps) que calcula la base de Duquenne-Guigues de un contex-
to formal finito, especificado en el capitulo 3. Lo haremos sustituyendo cada una
de las funciones por las correspondientes funciones refinadas. Para ello, hemos de
construir refinamientos de las siguientes funciones:

= gen_s
= gen_s_pasos
= pseudo_restringidas

= es_pseudo_int_rest?

Para definirlas, usaremos a su vez, los refinamientos que tenemos de las funciones
que se usan en las respectivas definiciones.

Comenzamos definiendo los tipos que representan a las implicaciones entre
atributos de un contexto formal, usando listas, que refinan a los tipos definidos
en el capitulo 3.

La representacion de las implicaciones entre preatributos usando listas es:

775

implicacion_gen_ref: TYPE = [# antecedente_ref: 1list[T2],
consecuente_ref: list[T2] #]

Definimos una funciéon que transforma la representacién de las implicaciones
entre preatributos usando listas (implicacion_gen ref), en la representacion ba-
sada en el uso de conjuntos finitos (implicacion gen), y probamos que dicha
funcién es un refinamiento de tipos.

346
transf_imp_gen(imp_g_r:implicacion_gen_ref): implicacion_gen[Ti,T&Téf'
(# antecedente:= c(id[T2]) (antecedente_ref (imp_g_r)),
consecuente:= c(id[T2]) (consecuente_ref (imp_g_r)) #)

implicacion_gen_ref_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[implicacion_gen[T1, T2], implicacion_gen_ref]
(transf_imp_gen)
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Demostracion:

La prueba se basa en que si imp = Y; — Y5 es una implicacién entre atributos,
tanto Y; como Y, son conjuntos finitos y, por tanto, existen listas I; y Iy que los
representan. Luego, es suficiente considerar la implicacion

imp rep = (# antecedente_ref: 11, consecuente_ref: 12 #)

y probar que transf_imp_gen(imp_rep) = imp.
O

La representacién de las implicaciones entre atributos de un contexto formal
finito R, usando listas, es:
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implicacion_ref(R): TYPE =
{imp_r: implicacion_gen_ref |
sublista?[T2] (antecedente_ref (imp_r), atrib_rep(R)) &
sublista?[T2] (consecuente_ref (imp_r), atrib_rep(R))}

Noétese que, para todo contexto R, implicacion_ref(R) es un subtipo del
tipo implicacion_gen_ref, al igual que implicacion(C) es un subtipo del tipo
implicacion_gen. Entonces, a partir de la funcién transf_imp_gen definimos
una funcién especifica para cada contexto, transf_imp_gen(R), y probamos que
dicha funcién es un refinamiento de tipos:

348
transf_imp_gen(R) (imp_r:implicacion_ref(R)): implicacion(trans_f (K))=
transf_imp_gen(imp_r)

implicacion_ref_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[implicacion(trans_f(R)), implicacion_ref(R)]
(transf_imp_gen(R))

Describimos los pasos seguidos en la construccién del refinamiento de la fun-
cién genera_imps:

= Refinamiento de la funcién es_pseudo_int_rest?:

es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s:1ist[T2],LL:1ist[1ist[T2]]): bool =
NOT sublista?[T2] (clausura_a_rep(R)(1s), 1s) &
every (LAMBDA(1: 1ist[T2]):
IF sublista_estricto?[T2](1, 1s)
THEN sublista?[T2] (clausura_a_rep(R) (1), 1ls)
ELSE TRUE ENDIF) (LL)

= Refinamiento de la funcién pseudo_restringidas:
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pseudo_restringidas_ref (R) (LL, S: 1list[1list[T2]]):
RECURSIVE list[list[T2]] =
CASES LL OF
null: null,
cons(1ls,LL2): IF es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s, S)
THEN cons(ls,pseudo_restringidas_ref(R) (LL2,5))

ELSE pseudo_restringidas_ref(R) (LL2, S) ENDIF
ENDCASES

MEASURE length(LL)

= Refinamiento de la funcién gen_s_pasos:

gen_s_pasos_ref (R) (1s:1ist[T2], k:upto(cardinal_1[T2](1s)),
S:1ist[1ist[T2]]): RECURSIVE list[list[T2]] =

LET NS = pseudo_restringidas_ref(R) (sublistas_card[T2] (1s,k),S
IN IF k = cardinal_1[T2](1s) THEN

append (S, NS) ELSE

gen_s_pasos_ref (R) (1s, k+1, append(S, NS))

ENDIF
MEASURE cardinal_1[T2](1s)-k

= Refinamiento de la funcién gen_s:

gen_s_ref (R): list[list[T2]] =
gen_s_pasos_ref (R) (atrib_rep(R), 0, null)

= Refinamiento de la funcién genera_imps:

genera_imps_ref(R): list[implicacion_gen_ref[T1,T2]] =
LET fun = LAMBDA (Y: 1ist[T2]):
(# antecedente_ref:=Y,
consecuente_ref:= clausura_a_rep(R) (Y) #)
IN map(fun) (gen_s_ref(R))

A partir de los lemas que garantizan que las funciones usadas en la especifica-
cién de genera_imps_ref refinan a las usadas en la definicién de genera_imps_g,
se prueba el siguiente teorema.

Teorema 8.5 La funcién genera_imps_ref refina a la funcion genera_imps_g.
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349
genera_imps_ref_es_refinamiento: THEOREM

es_refinamiento_op? [FFC[T1,T2], finite_set[implicacion_gen[T1,T2]],
FFC_rep[T1,T2], list[implicacion_gen_ref[T1,T2]]
trans_f[T1,T2],
c(transf_imp_gen[T1,T2])]
(genera_imps_g, genera_imps_ref)

-

genera_imps._g

FFC > finite_set[implicacion gen]
tra.ns_fT # gI
genera_imps_ref
FCC_rep —  list[implicacion gen ref|

Figura 8.6: Refinamiento de la funcién genera_imps_g, donde g la funcién
c(transf_imp_gen)

Nétese que la funcién gen_s_ref obtiene una lista con elementos posiblemente
repetidos. Como consecuencia, genera_imps_ref genera una lista que puede con-
tener implicaciones iguales. Ahora bien, igual que hemos hecho para la funcién que
calcula los conceptos de un contexto, definimos la funcién genera_imps_ref_b que
obtiene una lista, sin elementos repetidos, con las implicaciones que constituyen
la base de Duquenne-Guigues del contexto.

genera_imps_ref_b(R): list[implicacion_gen_ref[T1,T2]] =
LET fun = LAMBDA (Y: 1list[T2]):
(# antecedente_ref:= Y,
consecuente_ref:= clausura_a_rep(R) (Y) #)
IN map(fun) (elimina_duplicados[1ist[T2]] (igual_17[T2]) (gen_s_ref (R)]

s

Finalizamos mostrando el cdlculo de la base de Duquenne—Guigues del ejemplo

Ba:

<GndEval> "genera_imps_ref_b(C_r)"
==> (: (# antecedente_ref := (: "E" :),
consecuente_ref := (: "R", "§", "Tr", "E" :) #),
(# antecedente_ref := (: "Tr", "S", "R" :),
consecuente_ref := (: "R", "S", "Tr", "E" :) #) :)




Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo presentamos algunas consideraciones en relacién con los ob-
jetivos planteados al comienzo de este trabajo, asi como posibles lineas de conti-
nuacion del mismo.

Los objetivos planteados al comienzo del trabajo eran la formalizacién de
teorias matematicas en sistemas de razonamiento automatico, la verificacién for-
mal de algoritmos de dichas teorias y la realizacion de dicha verificacién de forma
que el razonamiento dentro del sistema no se viera complicado de manera artifi-
cial.

En este sentido, podemos decir que hemos hecho realidad nuestras expectati-
vas iniciales, puesto que:

= Se ha mostrado que es posible desarrollar teorias matematicas formalizadas
en un entorno como el que proporciona PVS, de forma que el razonamiento
realizado sobre las especificaciones sea, esencialmente, del mismo nivel de
dificultad del que se haria fuera del sistema de razonamiento. Ademas, las
demostraciones se han realizado guiando al demostrador mediante indica-
ciones que corresponden a grandes pasos de prueba, y dejando que, a partir
de ellas, el demostrador actie de forma automatica.

= Los guiones de prueba generados son similares a las demostraciones presen-
tadas en en un texto matematico que desarrolle la misma teoria.

= Se ha construido un marco genérico en el que relacionar especificaciones de
un mismo concepto o algoritmo.

= Se ha elaborado una bateria de operaciones sobre listas y se ha proba-
do que refinan a operaciones entre conjuntos finitos. Estas operaciones se
podrd usar para refinar algoritmos cuyas especificaciones estén basadas en
el uso de conjuntos finitos.

= Se ha realizado una formalizacién de la programacién légica proposicional,
probandose la equivalencia entre las distintas interpretaciones semdnticas
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de los programas légicos. Asimismo, se ha probado la completitud fuerte
de la resolucion SLD, usando una representacién abstracta de los elementos
que intervienen en el proceso de resolucién. Finalmente, se han construido
refinamientos evaluables de los los algoritmos de la programacion légica
proposicional.

= Se ha formalizado la teoria del analisis formal de conceptos, de forma abs-
tracta y se han obtenido refinamientos evaluables de los algoritmos de dicha
teoria.

En la consecucion de dichos objetivos hay dos factores que han jugado un
papel fundamental: el sistema de razonamiento elegido y la forma de abordar la
formalizacion.

Como ya hemos comentado, la motivacién fundamental para elegir PVS ha
sido la capacidad para combinar la potencia expresiva y la naturalidad en el razo-
namiento con la posibilidad de obtener algoritmos evaluables. Estas caracteristi-
cas se han puesto de manifiesto ampliamente en el desarrollo de esta memoria.
En particular, es de destacar la capacidad de PVS para cuantificar sobre propo-
siciones y predicados, para tratar la igualdad sobre funciones no interpretadas.
Ademas, ha sido de gran utilidad el uso de las teorias construidas en el preludio,
de la biblioteca de conjuntos finitos y el mecanismo de empaquetar teorias en
bibliotecas para ser usadas posteriormente.

Sin embargo, hemos encontrado también algunas dificultades en el uso del
sistema, que podemos concretar en los aspectos siguientes:

= Cuando la formalizacién de las teorias se distribuyen en distintos directo-
rios (lo que conlleva la creacién por parte del sistema de distintos contex-
tos), hemos detectado algunos problemas relacionados con la importacién
de teorias, que no ocurre si todas las teorias pertenecen a un mismo con-
texto. En este sentido, hemos optado por mantener una jerarquia entre los
directorios (y, por tanto, entre los contextos), aunque hayamos tenido que
anular un determinado contexto antes de acceder a otro que lo use, mediante
el mecanismo de importacién.

= Como hemos comentado en el capitulo 2, en la definiciéon de una funcién se
exige declarar el tipo, tanto del dominio como del rango de dicha funcion.
Por otra parte, una funcién se puede aplicar sobre cualquier subtipo de su
dominio, usando la conversién restrict. Esto tiene la clara ventaja de no
tener que realizar distintas definiciones de una misma funcién. Sin embar-
go, puede hacer que algunas pruebas se compliquen de forma artificiosa,
pues el sistema extenderd o restringird el tipo, segun el caso. Para evitarlo,
en algunos casos hemos optado por especializar las definiciones en los sub-
tipos correspondientes, haciendo uso de la posibilidad que ofrece PVS de
sobrecargar un simbolo.
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= Aunque a partir de la versiéon 2 de PVS, se ha incorporado un evaluador
basico, que permite la evaluacién de funciones de un fragmento del lenguaje,
éste se encuentra aun poco desarrollado. Entre las dificultades encontradas
en su uso, una de ellas ha sido la sintaxis de la entrada de las expresiones
a evaluar, pues los delimitadores de la expresion son las dobles comillas, lo
que dificulta la evaluacién de expresiones que incluyen comillas. Por otra
parte, para que el resultado de la evaluacion sea correcto, la expresion ha
debido ser semanticamente verificada, cosa que no puede hacerse desde el
evaluador. Por ello, en la mayoria de los casos hay que declarar en la teoria
una constante que represente la expresién a evaluar, comprobar su correc-
cién seméantica y, posteriormente, realizar su evaluacién. Otra limitacién del
evaluador es la imposibilidad de admitir teorias parametrizadas.

En los planes de desarrollo del sistema (ver el documento [31]), se contemplan
soluciones a estas dificultades, asi como, la posibilidad de integrar PVS con otros
sistemas.

Una idea del trabajo de formalizacion desarrollado se puede apreciar en la
siguiente tabla:

‘ Biblioteca ‘ Lemas ‘ Sintaxis ‘ Tipos ‘ Pruebas ‘
Conjuntos 66 0.01 | 27.29 9.69
Listas 114 0.00 | 22.19 16.66
Marco para refinamiento 234 0.01 | 150.52 53.63
Programacién légica proposicional 479 0.01 | 564.26 | 202.64
Anélisis formal de conceptos 296 0.02 | 335.29 191.00

donde la primera columna corresponde a las bibliotecas de teorias recogidas en
los apéndices, la segunda corresponde al niimero de lemas probados en cada una
de ellas; y las siguientes al tiempo, en segundos, empleado por el sistema en el
andlisis sintactico, la verificaciéon de tipos y la prueba de los lemas de cada una
de las teorias.

En esta tabla puede observarse que el tiempo empleado en la verificacion de
tipos es dos o tres veces superior al tiempo usado en la prueba de los lemas de
una teoria. Esto es debido a que las pruebas de las condiciones de correccién de
tipos (TCCs) se hacen de manera automdtica por el sistema, usando basicamente
la estrategia grind, mientras que las pruebas de los lemas han sido optimizadas
por el usuario.

Estas bibliotecas estan constituidas por teorias relacionadas entre si por el
mecanismo de importacién de PVS. En los graficos que incluimos en las paginas
siguientes, se muestra el grado de dependencia de dichas teorias.
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refinamiento_powerset

propiedades_potencia_listas

ades_operaciones_listas_via_ref

refinamiento_conj_finitos refinamiento_rel_equivalencia

refinamiento_prop

refinaphiento_comp_oper

refinamiento_id

refinamiento_comp

refinamiento_op

proyecgiones

refinamiento

Jerarquia de teorias correspondiente al refinamiento del conjunto potencia.
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sld_resolucion_via

sld_resolucion

semantica_p_f

consecuencia_i inclusion_opc

semantica_declarativa

semantica_clausulas

clausulas

semantica_proposicional

conectivas_def atomos

formula_prop

Jerarquia de teorias correspondiente a la prueba de la completitud fuerte de
la resolucién SLD.
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menor_modelo_herbrand_|

base_ herbrand |

e

semantica_declarativa semantica_clausulas_|

\

semantica_clausulas relacion_rep_clausulas

\

clausulas clausulas_|

e

semantica_proposicional

>

conectivas_def atomos

<

formula_prop

Jerarquia de teorias correspondiente al algoritmo que calcula el menor modelo
de Herbrand.
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menor_punto_fijo_|

consecuencia_i_| base_herbrand_| semantica_p_f

semantica_clausulas_| inclusion_opc

relacion_rep_claus semantica_declarativa

clausulas_| semantica_clausulas

clausulas

semantica_proposicional

conectivas_def atomos

formula_prop

Jerarquia de teorias correspondiente al algoritmo que calcula el menor punto fijo.
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conceptos_contexto_ref

AN

contextos_formales_ref conceptos_contexto

4

contextos_formales

Jerarquia de teorias correspondiente al algoritmo de generacién de los concep-
tos de un contexto formal.

base_DG_ref

a

base_DG implicaciones_atrib_ref

ph

implicaciones_atrib contextos_formales_ref
conceptos_contexto

contextos_formales

Jerarquia de teorias correspondiente al algoritmo de calculo de una base de
implicaciones.
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El trabajo presentado en esta memoria puede continuarse en las siguientes
lineas:

= En la formalizacion de la programacién légica nos hemos limitado a desa-
rrollar la programacién légica proposicional. Este trabajo puede extenderse,
como se hace en [50)], para incluir negacién, predicados de primer orden (da-
talog), funciones (Prolog puro), corte y predicados aritméticos (Prolog). Para
estas extensiones es esencial la formalizacién del algoritmo de unificacién
del que, actualmente, hemos realizado una primera formalizacién basada
en el algoritmo de Martelli-Montanari. Una vez realizada una verificacién
formal de este algoritmo, abordariamos la tarea de obtener, mediante refi-
namientos de las funciones que se usan, otras especificaciones del mismo,
correctas y evaluables.

Por otra parte, los distintos algoritmos de resolucién dependen fundamen-
talmente de los algoritmos de buisqueda en arboles de computacién. En este
sentido, seria interesente elaborar especificaciones de los distintos procesos
de bisqueda evaluables y correctas. En [24], Dold desarrolla un tratamiento
formal en PVS de los pasos de transformacién en el desarrollo de progra-
mas. Seria interesente analizar si la metodologia de refinamientos presentada
se puede aplicar a los esquemas de procesos desarrollados por Dold, para
obtener algoritmos evaluables. Estos se podran usar, posteriormente, para
obtener algoritmos que implementen el proceso de resolucién SLD.

= El andlisis formal de conceptos es una teoria sobre la que se han desarrollado
algoritmos que se aplican al descubrimiento del conocimiento o a la mineria
de datos, como comentamos en el capitulo 5. El trabajo iniciado en esta
memoria va encaminado hacia la obtencién de implementaciones de dichos
algoritmos, verificadas formalmente. En este sentido, el trabajo desarrollado
puede continuarse en tres direcciones:

e La verificacién formal de otros algoritmos de la teoria, o de otros algo-
ritmos mas eficientes, tanto para la generacion de los conceptos como
para la obtencion de una base de implicaciones.

e La ampliacién del fragmento de teoria formalizado.

e La inmersién de los fundamentos del andlisis formal de conceptos en
la teoria de operadores de clausura.

= Otra linea de trabajo es la bisqueda de relaciones entre las bases de reglas
de un contexto formal finito y los programas légicos proposicionales. Como
consecuencia, se podrian obtener resultados de una de las teorias a partir
de la otra.

= En cuanto a la metodologia de refinamientos desarrollada para relacionar
especificaciones de un mismo algoritmo, creemos que es lo suficientemente
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robusta para garantizar su aplicabilidad a otras teorias, con alto contenido
matematico y algoritmico. En particular, a teorias ya formalizadas en PVS,
como las desarrolladas por un equipo de desarrolladores de la NASA, enca-
bezados por R. Butler [I5]. O bien, a las extensiones de las bibliotecas de
la programacion logica proposicional y el andlisis formal de conceptos, que
hemos comentado en los puntos anteriores. Queda también abierta la posi-
bilidad de construir otros refinamientos de los algoritmos desarrollados en
este trabajo, usando tipos de datos mas eficientes, bien directamente a par-
tir de las especificaciones mas abstractas, o bien a partir de especificaciones
ya refinadas.
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Apéndice A

Extension de la teoria de
conjuntos

A.1. Operaciones sobre conjuntos finitos

operaciones_conj_finitos[T: TYPE]: THEORY
BEGIN

x: VAR T
A, Y: VAR finite_set[T]
k: VAR nat

union_f_TCC1: OBLIGATION
FORALL (S: finite_set[finite_set[T]]):
is_finite[T]
(Union[T] (extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE](S)));

union_f(S: finite_set[finite_set[T]]): finite_set[T] =
Union(extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE](S))

union_f_bd: LEMMA
FORALL (S1, S2: finite_set[finite_set[T]]):
S1 = S2 IMPLIES union_f(S1) = union_f(S2)

intersection_f_TCC1: OBLIGATION
FORALL (S: non_empty_finite_set[finite_set[T]]):
is_finitel[T]
(Intersection[T]
(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE](S)));

intersection_f(S: non_empty_finite_set[finite_set[T]]): finite_set[T] =
Intersection(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE](S))

intersection_f_bd: LEMMA

237
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FORALL (S1, S2: non_empty_finite_set[finite_set[T]]):
S1 = S2 IMPLIES intersection_f(S1) = intersection_f(S2)

powerset_f(A: finite_set[T]): finite_set[finite_set[T]] =
restrict[setof[T], finite_set[T], boolean] (powerset (A))

subconjuntos(A, k): set[finite_set[T]] =
{Y | subset?(Y, A) AND card(Y) = k}

subconjuntos_finito: LEMMA
FORALL (A: finite_set[T], k: upto(card(A))):

is_finite(subconjuntos(A, k))

singleton_f(x): finite_set[T] = singleton(x)
END operaciones_conj_finitos

A.2. Propiedades de conjuntos

propiedades_conjuntos[T: TYPE]: THEORY
BEGIN

X, y: VAR T

S, S1, S2: VAR set[T]

FS, FS1: VAR finite_set[T]

P: VAR pred[T]

A, B: VAR set[set[T]]

FS1, FS2: VAR finite_set[finite_set[T]]
SS1, SS2: VAR set[finite_set[T]]

cardinal_subconjunto_estricto: LEMMA
strict_subset?(FS, FS1) IMPLIES card[T](FS) < card[T](FS1)

vacuidad_pred_falso: LEMMA ({x | FALSE}) = emptyset

vacuidad_pred_falso_gen: LEMMA
(FORALL x: NOT P(x)) IMPLIES ({x | P(x)}) = emptyset

union_vacios: LEMMA empty?(S1) AND empty?(S2) IFF empty?(union(S1, S2))

union_vaciol: LEMMA empty?(S1) IMPLIES union(S1, S2) = S2

union_vacio2: LEMMA empty?(S2) IMPLIES union(S1, S2) = S1

Union_emptyset: LEMMA Union(emptyset[set[T]]) = emptyset[T]
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union_vacia: LEMMA
FORALL (F: set[set[T]]):
empty?(Union(F)) IMPLIES (FORALL (X: (F)): empty?(X))

extend_emptyset: LEMMA
extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE] (emptyset) = emptyset

pertenencia_unitario: LEMMA member (x, singleton(x))
no_vacuidad_unitario: LEMMA NOT empty?(singleton(x))

member_union: CLAIM
member (x, union(S1, S2)) IFF (member(x, S1) OR member(x, S2))

csl_subconjunto: LEMMA
subset?(S1, add(x, S2)) AND NOT member(x, S1) IMPLIES subset?(S1, S2)

cn_add_subset: LEMMA
subset?(add(x, S1), S2) IMPLIES subset?(S1, S2) AND member(x, S2)

cs_add_subset: LEMMA
subset?(S1, S2) AND member (x, S2) IMPLIES subset?(add(x, S1), S2)

csl_member: LEMMA subset?(S1, S2) AND member(x, S1) IMPLIES member(x, S2)

remove_subset: LEMMA
subset?(S, S1) AND NOT S(x) IMPLIES subset?(S, remove(x, S1))

cs_propiedad_subconjunto: LEMMA
(FORALL x: member(x, S2) IMPLIES P(x)) AND subset?(S1, S2) IMPLIES
(FORALL x: member(x, S1) IMPLIES P(x))

cs_propiedad_union_1: LEMMA
(FORALL x: member(x, union(S1, S2)) IMPLIES P(x)) IMPLIES
(FORALL x: member(x, S1) IMPLIES P(x))

cs_propiedad_union_2: LEMMA
(FORALL x: member(x, union(S1, S2)) IMPLIES P(x)) IMPLIES
(FORALL x: member(x, S2) IMPLIES P(x))

CNS_elemento_conjunto_finito_TCC1: OBLIGATION
FORALL (FS: finite_set[T], x: T):
NOT empty?(FS) AND NOT member(x, rest(FS)) IMPLIES nonempty?[T](FS);

CNS_elemento_conjunto_finito: CLAIM
NOT empty?(FS) IMPLIES
(member (x, FS) IFF member(x, rest(FS)) OR x = choose(FS))

CNS_elemento_conjunto_finito_2: CLAIM
NOT empty?(FS) IMPLIES
(FORALL x: (member(x, FS) IFF member(x, rest(FS)) OR x = choose(FS)))
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descomposicion_conj_no_vacio_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (S: set[T]): NOT empty?(S) IMPLIES nonempty?[T](S);

descomposicion_conj_no_vacio: LEMMA
NOT empty?(S) IMPLIES union(rest(S), singleton[T] (choose(S))) = S

prop_todos_conjunto_TCC1: OBLIGATION
FORALL (FS: finite_set[T]): NOT empty?(FS) IMPLIES nonempty?[T] (FS);

prop_todos_conjunto: CLAIM
NOT empty?(FS) IMPLIES
(FORALL (P: pred[T]):
P(choose(FS)) AND (FORALL x: member(x, rest(FS)) IMPLIES P(x)) IFF
(FORALL x: member(x, FS) IMPLIES P(x)))

CS_Union_subset: LEMMA
(FORALL (S: (A)): subset?(S, S1)) IMPLIES subset?(Union(A), S1)

Union_union_distributiva_s: LEMMA
Union(union(A, B)) = union(Union(A), Union(B))

Union_singleton: LEMMA Union(singleton(S)) = S

Union_extend_singleton: LEMMA
Union(extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE] (singleton(FS))) = FS

union_extend_distributiva: LEMMA
extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE] (union(FS1, FS2))
union(extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE] (FS1),
extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE](FS2))

union_extend_distributiva_s: LEMMA
extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE] (union(SS1, SS2))
union(extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE](SS1),
extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE](SS2))

Intersection_subset: LEMMA
member (S, A) IMPLIES subset?(Intersection(A), S)

subset_Intersection: LEMMA
(FORALL (S: (A)): subset?(S1, S)) IMPLIES subset?(S1, Intersection(A))

cs3_subconjunto: LEMMA
subset? (union(remove(x, S), S1), S2) AND member(x, S2) IMPLIES
subset?(S, S2)

cs4_subconjunto: LEMMA
subset?(remove(x, S), S1) AND member(x, S1) IMPLIES subset?(S, S1)

union_remove_add: LEMMA
member (y, S1) AND NOT member(x, S1) IMPLIES
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union(remove(y, add(x, S1)), S2) = add(x, union(remove(y, S1), S2))

choose_subset_1: LEMMA
FORALL (Z, A: set[T]):
subset?(Z, A) AND nonempty?(A) AND NOT member (choose(A), Z) IMPLIES
subset?(Z, rest(d))

choose_subset_2: LEMMA
FORALL (Z, A: set[T]):
subset?(Z, A) AND nonempty?(A) AND member (choose(A), Z) IMPLIES
(EXISTS (Z1: set[T]):
subset?(Z1, rest(A)) AND Z = add(choose(A), Z1))

cardinal_no_unitario: LEMMA
NOT empty?(FS) AND NOT singleton?(FS) IMPLIES card(FS) > 1

pertenece_union_1: LEMMA
member (x, S1) AND NOT member(x, S2) IMPLIES
remove(x, union(S1, S2)) = union(remove(x, S1), S2)

pertenece_union_2: LEMMA
member (x, S2) AND NOT member(x, S1) IMPLIES
remove(x, union(S1, S2)) = union(S1, remove(x, S2))

pertenece_union_3: LEMMA
member (x, S1) AND member (x, S2) IMPLIES
remove(x, union(S1, S2)) = union(remove(x, S1), remove(x, S2))

remove_commutativo: LEMMA
member(x, S) AND member(y, S) AND x /= y IMPLIES
remove(y, remove(x, S)) = remove(x, remove(y, S))

cn_pertenece_union: LEMMA
member (x, union(S1, S2)) IMPLIES
(member (x, S1) AND NOT member(x, S2)) OR
(member (x, S2) AND NOT member(x, S1)) OR
(member (x, S1) AND member(x, S2))

pertenece_union: LEMMA
remove(x, union(S1, S2)) = union(remove(x, S1), remove(x, S2))
END propiedades_conjuntos

propiedades_conjuntos_ref [T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

x: VAR T

A, B, C: VAR set[T]
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AF, BF, CF: VAR finite_set[T]

cs_remove_subset: LEMMA
member (x, A) AND subset?(A, add(x, B)) IMPLIES subset?(remove(x, A), B)

cn_igual_add: LEMMA
member (x, A) AND remove(x, A) = C IMPLIES A = add(x, C)

card_subset_strict: LEMMA
strict_subset?(AF, BF) IMPLIES card(AF) < card(BF)

subset_neg_11: LEMMA
subset?(A, add(x, B)) AND NOT subset?(A, B) IMPLIES member (x, A)

subset_neg: LEMMA
subset?(A, add(x, B)) AND NOT subset?(A, B) IMPLIES
(EXISTS C: subset?(C, B) AND A = add(x, C))
subset_neg_finito: COROLLARY
subset?(AF, add(x, BF)) AND NOT subset?(AF, BF) IMPLIES

(EXISTS CF: subset?(CF, BF) AND AF = add(x, CF))
END propiedades_conjuntos_ref

A.3. Propiedades del minimo y el maximo

min_nat_extension[T: TYPE FROM nat]: THEORY
BEGIN

IMPORTING min_nat
S, S1, S2: VAR non_empty_finite_set[T]
a, b, x: VAR T
pertenece_min: LEMMA member(x, S) IMPLIES min(S) <= x
cota_inferior_min: LEMMA (FORALL (x: (S)): b <= x) IMPLIES b <= min(S)
IMPORTING finite_sets@finite_sets_minmax[T,
restrict[[real, real],
[T, 11,
boolean]
(<=)1
pertenece_max: LEMMA member(x, S) IMPLIES max(S) >= x

cota_superior_max: LEMMA (FORALL (x: (S)): x <= b) IMPLIES max(S) <= b

max_singleton: LEMMA max(singleton(x)) = x
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min_singleton: LEMMA min(singleton(x)) = x
max_subset: LEMMA subset?(S1, S2) IMPLIES max(S1) <= max(S2)

min_subset: LEMMA subset?(S1, S2) IMPLIES min(S2) <= min(S1)
END min_nat_extension






Apéndice B

Extension de la teoria de listas

B.1. Operaciones sobre listas

operaciones_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

x, x1, x2: VAR T
1, 11, 12, 13, 1s: VAR 1list[T]
rel: VAR (equivalence?[T])
member_TCC1: OBLIGATION
FORALL (a: T, 12: 1list[T], 1: list[T], rel: (equivalence?[T]), x: T):
1 = cons(a, 12) AND NOT rel(a, x) IMPLIES
length[T] (12) < length[T](1);
member (rel) (x, 1): RECURSIVE bool =
CASES 1 OF null: FALSE, comns(a, 12): rel(a, x) OR member(rel) (x, 12)
ENDCASES
MEASURE length(l)

cs1l_member_rel: LEMMA
member (rel) (x1, 1) AND rel(x1l, x2) IMPLIES member(rel) (x2, 1)

cs2_member_rel: LEMMA member(x, 1) IMPLIES member(rel) (x, 1)

cnl_member_rel: LEMMA
member (rel) (x, 1) IMPLIES (EXISTS x1: member(x1l, 1) AND rel(x, x1))

igual_es_de_equivalencia: LEMMA (equivalence?[T](=))

equal_TCC1l: OBLIGATION equivalence?[T](=);

245
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JUDGEMENT = HAS_TYPE (equivalence?[T])
member_rel_id_ext: LEMMA member(=) (x, 1) = member(x, 1)
member_rel_id: LEMMA member (=) = member

inter_TCC1: OBLIGATION
FORALL (1s: 1list[T], x: T, 11: 1list[T], 12: 1ist[T]):
11 = cons(x, 1ls) AND member (x, 12) IMPLIES
length[T](1s) < length[T](11);

inter_TCC2: OBLIGATION
FORALL (1s: 1list[T], x: T, 11: 1list[T], 12: 1list[T]):
11 = cons(x, 1s) AND NOT member(x, 12) IMPLIES
length[T] (1s) < length[T](11);

inter (11, 12): RECURSIVE 1list[T] =
CASES 11
OF null: null,
cons(x, 1s):
IF member(x, 12) THEN cons(x, inter(ls, 12))
ELSE inter(ls, 12)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(ll)

inter_TCC3: OBLIGATION
FORALL (1s: 1list[T], x: T, 11: 1list[T], 12: 1list[T],
rel: (equivalence?[T])):
11 = cons(x, 1s) AND member (rel) (x, 12) IMPLIES
length[T] (1s) < length[T](11);

inter_TCC4: OBLIGATION
FORALL (1s: 1list[T], x: T, 11: 1list[T], 12: 1list[T],
rel: (equivalence?[T])):
11 = cons(x, 1ls) AND NOT member(rel) (x, 12) IMPLIES
length[T](1s) < length[T](11);

inter(rel) (11, 12): RECURSIVE 1list[T] =
CASES 11
OF null: null,
cons(x, 1s):
IF member (rel) (x, 12) THEN cons(x, inter(rel) (1s, 12))
ELSE inter(rel) (1s, 12)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(11)

inter_rel_id_ext: LEMMA inter(=) (11, 12) = inter(11, 12)

inter_rel_id: LEMMA inter(=) = inter
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elimina_ TCC1: OBLIGATION
FORALL (12: 1ist[T], y: T, 1: list[T], x: T):
1 = cons(y, 12) AND x = y IMPLIES length[T](12) < length[T](1);

elimina_TCC2: OBLIGATION
FORALL (12: list[T], y: T, 1: list[T], x: T):
1 = cons(y, 12) AND NOT x = y IMPLIES length[T](12) < length[T](1);

elimina(x, 1): RECURSIVE 1list[T] =
CASES 1
OF null: null,
cons(y, 12):
IF x = y THEN elimina(x, 12) ELSE cons(y, elimina(x, 12)) ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(l)

elimina_TCC3: OBLIGATION
FORALL (12: 1ist[T], y: T, 1: list[T], rel: (equivalence?[T]), x: T):
1 = cons(y, 12) AND rel(x, y) IMPLIES length[T](12) < length[T](1);

elimina_TCC4: OBLIGATION
FORALL (12: list[T], y: T, 1: list[T], rel: (equivalence?[T]), x: T):
1 = cons(y, 12) AND NOT rel(x, y) IMPLIES
length[T] (12) < length[T](1);

elimina(rel) (x, 1): RECURSIVE 1list[T] =

CASES 1
OF null: null,
cons(y, 12):

IF rel(x, y) THEN elimina(rel) (x, 12)
ELSE cons(y, elimina(rel) (x, 12))
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(l)
elimina_rel_id_ext: LEMMA elimina(=)(x, 1) = elimina(x, 1)

elimina_rel_id: LEMMA elimina(=) = elimina

rest_1_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (1: 1ist[T]): NOT null?(1l) IMPLIES cons?[T](1);

rest_1(1): 1ist[T] = IF null?(1l) THEN null ELSE elimina(car(l), 1) ENDIF

rest_1(rel) (1): 1list[T] =
IF null?(1l) THEN null ELSE elimina(rel) (car(1l), 1) ENDIF

rest_1_rel_id_ext: LEMMA rest_1(=) (1) = rest_1(1)
rest_1l_rel_id: LEMMA rest_1(=) = rest_1

sublista?(11, 12): RECURSIVE bool =
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CASES 11 OF null: TRUE, cons(x, 1): member(x, 12) AND sublista?(1l, 12)
ENDCASES
MEASURE length(11)

sublista?(rel) (11, 12): RECURSIVE bool =
CASES 11
OF null: TRUE,
cons(x, 1): member(rel) (x, 12) AND sublista?(rel) (1, 12)
ENDCASES
MEASURE length(11)

sublista_rel_id_ext: LEMMA sublista?(=) (11, 12) = sublista?(11, 12)
sublista_rel_id: LEMMA sublista?(=) = sublista?

sublista_implica_sublista_rel: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES sublista?(rel) (11, 12)

elimina_duplicados_TCC1: OBLIGATION
FORALL (11: 1list[T], x: T, 1: 1list[T]):
1 = cons(x, 11) AND member(x, 11) IMPLIES
length[T]1(11) < length[T](1);

elimina_duplicados_TCC2: OBLIGATION
FORALL (11: 1ist[T], x: T, 1: list[T]):
1 = cons(x, 11) AND NOT member(x, 11) IMPLIES
length[T](11) < length[T](1);

elimina_duplicados(1l): RECURSIVE 1list[T] =
CASES 1
OF null: null,
cons(x, 11):
IF member(x, 11) THEN elimina_duplicados(11)
ELSE cons(x, elimina_duplicados(11))
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(1)

sin_duplicados?(1): RECURSIVE bool =
CASES 1
OF null: TRUE, cons(x, 11): NOT member(x, 11) AND sin_duplicados?(11)
ENDCASES
MEASURE length(l)
cardinal_1(1): nat = length(elimina_duplicados(1))
igual_17(11, 12): bool = sublista?(1l1, 12) AND sublista?(12, 11)

igual_17(rel) (11, 12): bool =
sublista?(rel) (11, 12) AND sublista?(rel) (12, 11)

igual_1_rel_id: LEMMA igual_17(=) = igual_17
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igual_1_implica_igual_1_rel: LEMMA
igual_17(11, 12) IMPLIES igual_17(rel) (11, 12)

sublista_estricto?(11, 12): bool =
sublista?(11, 12) AND NOT sublista?(12, 11)

sublista_estricto?(rel) (11, 12): bool =
sublista?(rel) (11, 12) AND NOT sublista?(rel) (12, 11)

sublista_estricto_rel_id: LEMMA sublista_estricto?(=) = sublista_estricto?

elimina_duplicados_TCC3: OBLIGATION
FORALL (11: 1ist[T], x: T, 1: list[T], rel: (equivalence?[T])):
1 = cons(x, 11) AND member(rel) (x, 11) IMPLIES
length[T] (11) < length[T]1(1);

elimina_duplicados_TCC4: OBLIGATION
FORALL (11: 1ist[T], x: T, 1: list[T], rel: (equivalence?[T])):
1 = cons(x, 11) AND NOT member(rel) (x, 11) IMPLIES
length[T]1(11) < length[T](1);

elimina_duplicados(rel) (1): RECURSIVE 1list[T] =
CASES 1
OF null: null,
cons(x, 11):
IF member(rel) (x, 11) THEN elimina_duplicados(rel) (11)
ELSE cons(x, elimina_duplicados(rel)(11))
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(1)

elimina_duplicados_rel_id_ext: LEMMA
elimina_duplicados(=) (1) = elimina_duplicados(1)

elimina_duplicados_rel_id: LEMMA
elimina_duplicados(=) = elimina_duplicados

sin_duplicados?(rel) (1) : RECURSIVE bool =
CASES 1
OF null: TRUE,
cons(x, 11): NOT member(rel)(x, 11) AND sin_duplicados?(rel) (11)
ENDCASES
MEASURE length(1)

sin_duplicados_rel_id_ext: LEMMA
sin_duplicados?(=) (1) = sin_duplicados?(1)

sin_duplicados_rel_id: LEMMA sin_duplicados?(=) = sin_duplicados?

cardinal_1(rel) (1): nat = length(elimina_duplicados(rel) (1))
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cardinal_1_rel_id_ext: LEMMA cardinal_1(=) (1) = cardinal_1(1)

cardinal_1_rel_id: LEMMA cardinal_1(=) = cardinal_1l
END operaciones_listas

operaciones_gen_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING operaciones_listas[T]
x, x1, x2: VAR T

1, 11, 12, 13, 1s: VAR list[T]
LL: VAR 1list[1list[T]]

rel: VAR (equivalence?[T])

Append_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL2: list[1ist[T]], 1s: 1list[T], LL: 1list[list[T]]1):
LL = cons(ls, LL2) IMPLIES length[1list[T]](LL2) < length[list[T]](LL);

Append (LL) : RECURSIVE 1ist[T] =
CASES LL OF null: null, cons(ls, LL2): append(ls, Append(LL2)) ENDCASES
MEASURE length(LL)

Inter_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL: (cons?[1list[T]])):
NOT null?(cdr(LL)) IMPLIES cons?[1list[T]] (cdr[1ist[T]1](LL));

Inter_TCC2: OBLIGATION
FORALL (LL: (cons?[list[T]])):
NOT null?(cdr(LL)) IMPLIES
length[1ist[T]] (cdr[1ist[T]](LL)) < length[1list[T]](LL);

Inter (LL: (cons?[1ist[T]])): RECURSIVE 1list[T] =
IF null?(cdr(LL)) THEN car(LL) ELSE inter(car(LL), Inter(cdr(LL))) ENDIF
MEASURE length(LL)

Inter(rel) (LL: (cons?[1ist[T]])): RECURSIVE 1list[T] =
IF null?(cdr(LL)) THEN car(LL)
ELSE inter(rel) (car(LL), Inter(rel) (cdr(LL)))
ENDIF
MEASURE length(LL)

Inter_rel_id_ext: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[1list[T]])): Inter (=) (LL) = Inter(LL)

Inter_rel_id: LEMMA Inter(=) = Inter



B.1. Operaciones sobre listas 251

END operaciones_gen_listas

B.1.1. Potencia de una lista

potencia_listas[T: TYPE+]: THEORY

BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

x, y: VAR T
1, 11, 12, 1s: VAR list[T]
LL: VAR list[1ist[T]]
powerset_ref_TCC1: OBLIGATION
FORALL (12: 1ist[T], x: T, 1ls: 1list[T]):

1s = cons(x, 12) IMPLIES length[T](12) < length[T](1s);

powerset_ref (1s): RECURSIVE list[list[T]] =

CASES 1s
OF null: (: null :),
cons(x, 12):

append (map (LAMBDA (11: 1list[T]): cons(x, 11)) (powerset_ref(12)),
powerset_ref (12))
ENDCASES
MEASURE length(ls)

incluye_en_cada_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL2: list[1list[T]], 11: 1list[T], LL: list[list[T]]):
LL = cons(11, LL2) IMPLIES length[list[T]](LL2) < length[list[T]](LL);

incluye_en_cada(x, LL): RECURSIVE list[list[T]] =
CASES LL
OF null: null,
cons(11, LL2): cons(cons(x, 11), incluye_en_cada(x, LL2))
ENDCASES
MEASURE length(LL)

powerset_ref_2(1s): RECURSIVE list[1list[T]] =

CASES 1s
OF null: (: null :),
cons(x, 12):

LET aux = powerset_ref_2(12) IN
append(incluye_en_cada(x, aux), aux)
ENDCASES
MEASURE length(1ls)
END potencia_listas
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B.1.2. Sublistas de tamano fijo

sublistas_cardinal_def [T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING propiedades_operaciones_listas[T]
X, y: VAR T

1, 11, 12, 1s: VAR list[T]

LL: VAR 1list[1list[T]]

sublistas_card_aux2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL2: list[list[T]], 1s: 1list[T], LL: list[list[T]], x: T):
LL = cons(ls, LL2) AND member(x, 1ls) IMPLIES
length[1ist[T]](LL2) < length[list[T]](LL);

sublistas_card_aux2_TCC2: OBLIGATION
FORALL (LL2: list[1list[T]], 1ls: 1list[T], LL: list[list[T]], x: T):
LL = cons(ls, LL2) AND NOT member(x, 1ls) IMPLIES
length[1ist[T]](LL2) < length[list[T]](LL);

sublistas_card_aux2(x, LL): RECURSIVE list[list[T]] =
CASES LL
OF null: null,
cons(ls, LL2):
IF member(x, 1s) THEN sublistas_card_aux2(x, LL2)
ELSE cons(cons(x, 1s), sublistas_card_aux2(x, LL2))
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(LL)

sublistas_card_aux1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (a: T, 12: 1list[T], 1ls: 1list[T]):
1s = cons(a, 12) IMPLIES length[T](12) < length[T](1s);

sublistas_card_aux1(ls, LL): RECURSIVE 1list[1list[T]] =
CASES 1s
OF null: null,
cons(a, 12):
append(sublistas_card_aux2(a, LL), sublistas_card_aux1(12, LL))
ENDCASES
MEASURE length(ls)

sublistas_card_TCC1: OBLIGATION
FORALL (1s: list[T], k: upto(cardinal_1[T](1s))):
NOT k = O IMPLIES k -— 1 >= 0 AND k - 1 <= cardinal_1[T](1s);



B.2. Esquemas de induccién 253

sublistas_card_TCC2: OBLIGATION
FORALL (1s: list[T], k: upto(cardinal_1[T](1s))):
NOT k = 0 IMPLIES k - 1 < k;

sublistas_card(ls: 1list[T], k: upto(cardinal_1[T](1s))): RECURSIVE
list[1list[T]] =
IF k = 0 THEN (: null :)
ELSE sublistas_card_aux1(ls, sublistas_card(ls, k - 1))
ENDIF
MEASURE k
END sublistas_cardinal_def

B.2. Esquemas de induccion

induccion_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING operaciones_listas[T]
1, 11, 12: VAR 1list[T]

p: VAR pred[list[T]]

n: VAR nat

induction_long: LEMMA
(FORALL 1: p(1)) IFF (FORALL n, 1: length(l) = n IMPLIES p(1))

induccion_f_1: LEMMA
(FORALL 1:
(FORALL 12: length(12) < length(l) IMPLIES p(12)) IMPLIES p(1))
IMPLIES (FORALL 1: p(1))

induction_cardinal_1l: LEMMA
(FORALL 1: p(1)) IFF (FORALL n, 1l: cardinal_1(1) = n IMPLIES p(1))

induccion_cardinal_1: LEMMA
(FORALL 1:
(FORALL 12: cardinal_1(12) < cardinal_1(1) IMPLIES p(12)) IMPLIES
p(1))
IMPLIES (FORALL 1: p(1))
END induccion_listas
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B.3. Propiedades

propiedades_operaciones_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

ENDASSUMING

IMPORTING operaciones_listas[T]

x, x1, x2: VAR T

1, 11, 12, 13, 1s: VAR list[T]

rel: VAR (equivalence?[T])

member_rel_caract: LEMMA
member (rel) (x, 1) IFF (EXISTS x1: member(x1, 1) AND rel(x1l, x))

cn_pertenece_rel: COROLLARY
member (rel) (x, 1) AND rel(x, x1) IMPLIES member(rel) (x1, 1)

inter_cons_1: LEMMA
member (x, 12) IMPLIES inter(cons(x, 11), 12) = cons(x, inter(11, 12))

inter_cons_2: LEMMA
NOT member(x, 12) IMPLIES inter(coms(x, 11), 12) = inter(1l1, 12)

caract_inter: LEMMA
member (x, inter (11, 12)) IFF member(x, 11) AND member(x, 12)

member_rel_member: LEMMA member (x, 1) IMPLIES member (rel) (x, 1)

caract_inter_rel: LEMMA
member (x, inter(rel) (11, 12)) IFF member(x, 11) AND member (rel) (x, 12)

elimina_cons_1: LEMMA
x = x1 IMPLIES elimina(x, cons(xl, 1)) = elimina(x, 1)

elimina_cons_2: LEMMA
x /= x1 IMPLIES elimina(x, cons(x1l, 1)) = cons(xl, elimina(x, 1))

pertenece_elimina_lista: LEMMA
member (x, elimina(x1, 1)) IMPLIES member(x, 1)

pertenece_elimina_distinto: LEMMA
member (x, elimina(x1, 1)) IMPLIES x /= x1

pertenece_lista_elimina: LEMMA
member (x, 1) AND x /= x1 IMPLIES member(x, elimina(x1l, 1))

pertenece_rel_elimina_lista: LEMMA
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member (x, elimina(rel) (x1, 1)) IMPLIES member(x, 1)

pertenece_rel_elimina_distinto: LEMMA
member (x, elimina(rel) (x1, 1)) IMPLIES NOT rel(x1l, x)

pertenece_rel_lista_elimina: LEMMA
(member (x, 1) AND NOT rel(x1l, x)) IMPLIES member(x, elimina(rel) (x1, 1))

rest_l_cons: LEMMA
member (x, rest_1l(cons(xl, 1))) IFF x /= x1 AND member(x, 1)

cn_member_rest_1l: LEMMA member(x, rest_1(1)) IMPLIES member (x, 1)
cn_member_rest_1l_rel: LEMMA member(x, rest_1(rel) (1)) IMPLIES member(x, 1)

member_or_TCC1: OBLIGATION
FORALL (1: 1ist[T], x: T): member(x, 1) IMPLIES cons?[T](1);

member_or: LEMMA member (x, 1) IMPLIES x = car(l) OR member(x, cdr(1l))
elimina_no_pertenece: LEMMA NOT (member(x, 1)) IMPLIES elimina(x, 1) =1

elimina_pertenece_length: LEMMA
cons?(1) AND member(x, 1) IMPLIES length(elimina(x, 1)) < length(l)

rest_1_length: LEMMA cons?(1) IMPLIES length(rest_1(1)) < length(l)

caract_sublista?_every: LEMMA
sublista?(11, 12) IFF every(LAMBDA (x): member(x, 12))(11)

caract_sublista?_rel_every: LEMMA
sublista?(rel) (11, 12) IFF every(LAMBDA (x): member (rel) (x, 12)) (11)

sublista_cons: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES sublista?(cons(x, 11), comns(x, 12))

sublista_member_1: LEMMA
sublista?(1l1, cons(x, 12)) AND NOT member(x, 11) IMPLIES
sublista?(11, 12)

sublista_car: LEMMA
cons?(11) AND sublista?(cdr(11), 12) AND member(car(11), 12) IMPLIES
sublista?(11, 12)

sublista_null: LEMMA sublista?(null, 1)

elimina_duplicados_member: LEMMA
member (x, elimina_duplicados(1l)) IMPLIES member(x, 1)

elimina_duplicados_member_2: LEMMA
member(x, 1) IMPLIES member(x, elimina_duplicados(1l))
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elimina_sin_duplicados: LEMMA sin_duplicados?(elimina_duplicados(1))

elimina_duplicados_member_rel: LEMMA
member (rel) (x, elimina_duplicados(rel) (1)) IMPLIES member(rel)(x, 1)

elimina_duplicados_member_rel_2: LEMMA
member (rel) (x, 1) IMPLIES member(rel)(x, elimina_duplicados(rel) (1))

elimina_rel_sin_duplicados: LEMMA
sin_duplicados?(rel) (elimina_duplicados(rel) (1))

sin_duplicados_rel_cons: LEMMA
sin_duplicados?(rel) (cons(x, 11)) AND member(rel) (x1, 11) IMPLIES
NOT rel(x, x1)

member_car: LEMMA cons?(1) IMPLIES member(car(1l), 1)
END propiedades_operaciones_listas

propiedades_operaciones_gen_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

ENDASSUMING

IMPORTING operaciones_gen_listas[T], induccion_listas

x, x1, x2: VAR T

1, 11, 12, 13, 1s: VAR 1list[T]

LL: VAR 1list[1ist[T]]

rel: VAR (equivalence?[T])

append_2_cons: LEMMA
member (x, append(11, 12)) IFF member(x, 11) OR member(x, 12)

append_cons: LEMMA
member (x, Append(cons(1l, LL))) IFF member(x, 1) OR member(x, Append(LL))

caract_append_exist: LEMMA
member (x, Append(LL)) IFF (EXISTS 1: member(l, LL) AND member(x, 1))

caract_inter_rel: LEMMA
member (rel) (x, inter(rel) (11, 12)) IFF
member (rel) (x, 11) AND member(rel) (x, 12)

caract_inter: LEMMA
member (x, inter(11, 12)) IFF member(x, 11) AND member(x, 12)

caract_inter_every_1_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[1list[T]]), x: T):
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member (rel) (x, Inter(rel) (LL)) IMPLIES
every (LAMBDA (1: 1ist[T]): member(rel) (x, 1)) (LL)

caract_Inter_every_1_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[1list[T]]), x: T):
member (rel) (x, Inter(rel) (LL)) IMPLIES
(FORALL 1: member (1, LL) IMPLIES member (rel) (x, 1))

caract_inter_every_1: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[T11), x: T):
member (x, Inter(LL)) IMPLIES
every(LAMBDA (1: 1ist[T]): member(x, 1)) (LL)

caract_inter_every_2_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[1list[T]]), x: T):
every (LAMBDA (1: 1ist[T]): member(rel) (x, 1)) (LL) IMPLIES
member (rel) (x, Inter(rel) (LL))

caract_inter_every_2: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[T]]), x: T):
every (LAMBDA (1: 1ist[T]): member(x, 1)) (LL) IMPLIES
member (x, Inter(LL))
END propiedades_operaciones_gen_listas

listas_prop_1[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
x: VAR T
1, 1s: VAR 1list[T]
P, q: VAR pred[T]

some_exists: LEMMA
some(p) (1s) IMPLIES (EXISTS (x: T): (member(x, 1s) AND p(x)))

some_exists_2: LEMMA
(EXISTS (x: T): (member(x, 1ls) AND p(x))) IMPLIES some(p) (1s)

every_implies: LEMMA
((FORALL (x: T): p(x) IMPLIES q(x)) AND every(p)(ls)) IMPLIES
every(q) (1s)

every_car: LEMMA cons?(1ls) AND every(p)(1ls) IMPLIES p(car(ls))

every_cdr: LEMMA cons?(1ls) AND every(p) (1s) IMPLIES every(p) (cdr(ls))

every_member: LEMMA member(x, 1s) AND every(p)(1ls) IMPLIES p(x)
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cn_longitud_0: LEMMA length(l) = O IMPLIES NOT member(x, 1)

cn_longitud_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (1: 1ist[T]): length(1)

1 IMPLIES cons?[T](1);

Il
[y

cn_longitud_1: LEMMA length(1) IMPLIES (member(x, 1) IFF x = car(l))

END listas_prop_1
pertenece_tipo[T: TYPE+, S: TYPE FROM T]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
x: VAR S
1s: VAR list[S]
y: VAR T

member_tipo_lista: LEMMA
member [T] (y, 1s) AND S_pred(y) IMPLIES member[S](y, 1s)

member_tipo_lista_1: LEMMA member[T] (x, ls) IMPLIES member[S](x, 1s)

member_tipo_lista_2: LEMMA member[S](x, 1s) IMPLIES member[T] (x, 1s)
END pertenece_tipo



Apéndice C

Marco para refinamientos

C.1. Clases de equivalencia

equivalence_class[T: TYPE, ==: (equivalence?[T])]: THEORY
BEGIN

X, y: VAR T

equiv_class(x): setof[T] = {y | y == x}

E: TYPE = {A: setof[T] | EXISTS x: A = equiv_class(x)}
rep_TCC1: OBLIGATION FORALL (A: E): EXISTS (x: T): TRUE;
rep_TCC2: OBLIGATION FORALL (A: E): A(epsilon[T](A));
rep(A: E): (A) = epsilon(A)

CONVERSION equiv_class
CONVERSION equivalence_class.rep

equiv_class_covers: LEMMA FORALL x: EXISTS (A: E): member(x, A)

equiv_class_separates: LEMMA
NOT (x == y) => disjoint?(equiv_class(x), equiv_class(y))

equiv_class_igual: LEMMA
NOT (disjoint?(equiv_class(x), equiv_class(y))) =>

equiv_class(x) = equiv_class(y)

equiv_class_elto: LEMMA member(x, equiv_class(x))
END equivalence_class
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C.2. Refinamiento de tipos

refinamiento[T, R: TYPE]: THEORY
BEGIN

f: VAR [R > T]

es_refinamiento?(f): bool = surjective?(f)

g: VAR (es_refinamiento?[T, R])

igual?(g) (r1, r2: R): bool = g(rl) = g(r2)
igual?_es_de_equivalencia: LEMMA equivalence?[R] (igual?(g))
igual?_TCC1: OBLIGATION FORALL (g): equivalence?[R](igual?(g));
JUDGEMENT igual?(g) HAS_TYPE (equivalence?[R])

igual?_injective: LEMMA injective?(g) => igual?(g) = =
END refinamiento

refinamiento_id[T: TYPE]: THEORY
BEGIN

IMPORTING refinamiento
identidad_ref: LEMMA es_refinamiento?[T, T](id)
id_TCC1: OBLIGATION es_refinamiento?[T, T](id[T]);

JUDGEMENT id HAS_TYPE (es_refinamiento?[T, T])
END refinamiento_id

C.2.1. Refinamiento inducido en el tipo cociente

refinamiento_equiv[T, R: TYPE]: THEORY
BEGIN

IMPORTING refinamiento

IMPORTING equivalence_class

g: VAR (es_refinamiento?[T, R])

f_equiv_TCC1: OBLIGATION FORALL (g): equivalence?[R] (igual?[T, R]1(g));
f_equiv(g) (A: E[R, igual?(g)]): T = g(rep(A))

f_equiv_bd: LEMMA
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FORALL (r1, r2: R):
member (r2, equiv_class[R, igual?(g)](r1)) IMPLIES g(rl) = g(r2)

clases_equiv_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[T, E[R, igual?(g)]](f_equiv(g))

f_equiv_TCC2: OBLIGATION
FORALL (g): es_refinamiento?[T, E[R, igual?[T, R](g)]](f_equiv(g));

JUDGEMENT f_equiv(g) HAS_TYPE (es_refinamiento?[T, E[R, igual?(g)]l])
f_equiv_bd_reciproco: LEMMA
FORALL (r1, r2: R):
g(r1) = g(r2) IMPLIES member(r2, equiv_class[R, igual?(g)]l(r1))

f_equiv_inyectiva: LEMMA injective?(f_equiv(g))

f_equiv_biyectiva: LEMMA bijective?(f_equiv(g))
END refinamiento_equiv

C.2.2. Composicion de refinamientos

refinamiento_comp[T, R, Q: TYPE]: THEORY
BEGIN

IMPORTING refinamiento

f: VAR [R -> T]

g: VAR [Q -> R]

comp_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[T, R](f) AND es_refinamiento?[R, Q](g) =>
es_refinamiento?[T, Q1 (f o g)

f1: VAR (es_refinamiento?[T, R])

£2: VAR (es_refinamiento?[R, Q)

oh_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f1, f2): es_refinamiento?[T, QJ(o[Q, R, T]1(f1, £2));

JUDGEMENT o(f1, f£2) HAS_TYPE (es_refinamiento?[T, Q])
END refinamiento_comp

C.2.3. Refinamiento del producto de tipos

proyecciones[T1, T2: TYPE]: THEORY
BEGIN
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proyeccion_1(par: [T1, T2]): T1 = PROJ_1(par)

proyeccion_2(par: [T1, T2]): T2 = PROJ_2(par)

END proyecciones

refinamiento_prod_cart[T1, T2, R1, R2: TYPE]: THEORY
BEGIN

f1: VAR [R1 -> T1i]

£2: VAR [R2 -> T2]
IMPORTING refinamiento
IMPORTING proyecciones
IMPORTING refinamiento_oper

prod_cart(f1, £2) (par: [R1, R2]): [T1, T2] =
(£1(PROJ_1(par)), £2(PROJ_2(par)))

prod_cart_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[T1, R1](f1) AND es_refinamiento?[T2, R2] (f2) IMPLIES
es_refinamiento?[[T1, T2], [R1, R2]](prod_cart(f1, £2))

gl: VAR (es_refinamiento?[T1, R1])
g2: VAR (es_refinamiento?[T2, R2])

prod_cart_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (g1, g2):
es_refinamiento?[[T1, T2], [R1, R2]](prod_cart(gl, g2));

JUDGEMENT prod_cart(gl, g2) HAS_TYPE
(es_refinamiento?[[T1, T2], [R1, R2]])

proyeccion_1_rep_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[T1, T2], T1, [R1, R2], R1, prod_cart(gl, g2), gi]
(proyeccion_1[T1, T2], proyeccion_1[R1, R2])

proyeccion_2_rep_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[T1, T2], T2, [R1, R2], R2, prod_cart(gl, g2), g2]
(proyeccion_2[T1, T2], proyeccion_2[R1, R2])
END refinamiento_prod_cart
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C.3. Refinamiento de operaciones

C.3.1. Definicion

refinamiento_oper[T1, T2, R1, R2: TYPE, (IMPORTING refinamiento) f1:
(es_refinamiento?[T1, R1]), f2:
(es_refinamiento?[T2, R2])]: THEORY

BEGIN

op: VAR [T1 -> T2]
op_ref: VAR [R1 -> R2]
es_refinamiento_op?(op, op_ref): bool =

FORALL (r1l: R1): op(fi1(r1)) = f2(op_ref(rl))
END refinamiento_oper

C.3.2. Operacién inducida sobre los tipos cociente

refinamiento_oper_equiv[T1, T2, R1, R2: TYPE+, (IMPORTING refinamiento) f1:
(es_refinamiento?[T1, R1]), f2:
(es_refinamiento?[T2, R2])]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;
T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
R1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R1): TRUE;

R2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_oper, refinamiento_equiv, equivalence_class

op: VAR [T1 -> T2]

op_ref: VAR [R1 -> R2]

gl: VAR (es_refinamiento?[T1, R1])

g2: VAR (es_refinamiento?[T2, R2])

op_ref_equiv_bd_TCC1: OBLIGATION

FORALL (op: [T1 -> T2], op_ref: [R1 -> R2]):

es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](op, op_ref) IMPLIES

equivalence?[R1] (igual?[T1, R1]1(f1));

op_ref_equiv_bd_TCC2: OBLIGATION
FORALL (op: [T1 -> T2], op_ref: [R1 -> R2]):
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es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (op, op_ref) IMPLIES
(FORALL (r, s: R1):
member (s, equiv_class[R1, igual?(f1)](r)) IMPLIES
equivalence?[R2] (igual?[T2, R2](£2)));

op_ref_equiv_bd: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](op, op_ref) =>
(FORALL (r, s: R1):
member (s, equiv_class[R1, igual?(£1)]1(r)) =>
equiv_class[R2, igual?(£2)] (op_ref(r)) =
equiv_class[R2, igual?(£2)] (op_ref(s)))

op_ref_equiv_TCC1: OBLIGATION equivalence?[R1] (igual?[T1, R1](f1));
op_ref_equiv_TCC2: OBLIGATION equivalence?[R2] (igual?[T2, R2] (£2));

op_ref_equiv_TCC3: OUBLIGATION
FORALL (A: E[R1, igual?[T1, R1]1(f1)], op_ref: [R1 -> R2]):
EXISTS (x: R2):
equiv_class[R2, igual?[T2, R2] (£2)] (op_ref (rep[R1l, igual?(£1)](A)))
= equiv_class[R2, igual?[T2, R2](£2)]1(x);

op_ref_equiv(op, op_ref) (A: E[R1, igual?(f1)]): E[R2, igual?(f2)] =
equiv_class[R2, igual?(£f2)] (op_ref (rep(4)))

op_ref_equiv_es_refinamiento_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (op: [T1 -> T2], op_ref: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (op, op_ref) IMPLIES
es_refinamiento?[T1, E[R1, igual?[T1, R1]1(£1)]](f_equiv[T1, R1]1(£f1));

op_ref_equiv_es_refinamiento_TCC2: OBLIGATION
FORALL (op: [T1 -> T2], op_ref: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (op, op_ref) IMPLIES
es_refinamiento?[T2, E[R2, igual?[T2, R2](£2)]1] (f_equiv[T2, R2](£2));

op_ref_equiv_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](op, op_ref) =>
es_refinamiento_op?[T1, T2, E[R1, igual?(£f1)], E[R2, igual?(f2)],
f_equiv[T1, R1](£f1), f_equiv[T2, R2](£2)]
(op, op_ref_equiv(op, op_ref))
END refinamiento_oper_equiv

C.3.3. Composicion de operaciones refinadas

refinamiento_comp_oper[T1, T2, T3, R1, R2, R3: TYPE,
(IMPORTING refinamiento) f1:
(es_refinamiento?[T1, R1]), f2:
(es_refinamiento?[T2, R2]), f3:
(es_refinamiento?[T3, R3])]: THEORY
BEGIN
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IMPORTING refinamiento_oper, refinamiento_comp
opl: VAR [T1 -> T2]
opl_ref: VAR [R1 -> R2]
op2: VAR [T2 -> T3]
op2_ref: VAR [R2 -> R3]
comp_oper_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (opl, opl_ref) AND
es_refinamiento_op?[T2, T3, R2, R3, £2, £3] (op2, op2_ref)
IMPLIES
es_refinamiento_op?[T1, T3, R1, R3, f1, £3]

(op2 o opl, op2_ref o opl_ref)
END refinamiento_comp_oper

refinamiento_iteracion[T, R: TYPE, (IMPORTING refinamiento) f:
(es_refinamiento?[T, R])]: THEORY

BEGIN

IMPORTING refinamiento_oper[T, T, R, R, £, f]

IMPORTING refinamiento_comp_oper[T, T, T, R, R, R, £, £, f]

op: VAR [T -> T]

op_ref: VAR [R -> R]

n: VAR nat

iteracion_es_refinamiento: THEDREM

es_refinamiento_op?(op, op_ref) IMPLIES

es_refinamiento_op?(iterate(op, n), iterate(op_ref, n))

END refinamiento_iteracion

C.3.4. Conservacion de la correccién

refinamiento_prop[T1, T2, R1, R2: TYPE, (IMPORTING refinamiento) f1:

(es_refinamiento?[T1, R1]), f2:
(es_refinamiento?[T2, R2])]: THEORY
BEGIN

IMPORTING refinamiento_id, refinamiento_oper, refinamiento_prod_cart

op: VAR [T1 -> T2]

op_ref: VAR [R1 -> R2]
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p: VAR [T1 -> booll
p_ref: VAR [R1 -> bool]
q: VAR pred[[T1, T2]]
q_ref: VAR pred[[R1, R2]]
r: VAR pred[T2]

r_ref: VAR pred[R2]

ref_preserva_correccion_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (op: [T1 -> T2], op_ref: [R1 -> R2], p: [T1 -> bool],
p_ref: [R1 -> bool]l, f: [[R1, R2] -> [T1, T2]]):
f = prod_cart[T1, T2, R1, R2](f1, £2) AND
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](op, op_ref) AND
es_refinamiento_op?[T1, bool, R1, bool, f1, id[booll](p, p_ref)
IMPLIES es_refinamiento?[[T1, T2], [R1, R211(£);

ref_preserva_correccion: LEMMA
LET f = prod_cart[T1, T2, R1, R2](f1, £2) IN
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2] (op, op_ref) AND
es_refinamiento_op?[T1, bool, R1, bool, f1, id[booll](p, p_ref) AND
es_refinamiento_op?[[T1, T2], bool, [R1, R2], bool, £, id[bool]]
(q, q_ref)
AND (FORALL (x: T1): p(x) IMPLIES q(x, op(x)))
IMPLIES (FORALL (z: R1): p_ref(z) IMPLIES q_ref(z, op_ref(z)))

ref_preserva_completitud_relativa: LEMMA
LET f = prod_cart[T1, T2, R1, R2](f1, f2) IN
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](op, op_ref)
AND es_refinamiento_op?[T1, bool, R1, bool, f1, id[bool]l](p, p_ref)
AND es_refinamiento_op?[T2, bool, R2, bool, f2, id[booll](r, r_ref)
AND injective?(£2)
AND (FORALL (y: T2):
r(y) IMPLIES (EXISTS (x: T1): p(x) AND y = op(x)))
IMPLIES
(FORALL (u: R2):
r_ref (u) IMPLIES (EXISTS (z: R1): p_ref(z) AND u = op_ref(z)))
END refinamiento_prop

C.3.5. Refinamiento de las relaciones de equivalencia

refinamiento_rel_equivalencia[T, R: TYPE]: THEORY
BEGIN

IMPORTING refinamiento_prod_cart, refinamiento_oper
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f: VAR (es_refinamiento?[T, R])

ro: VAR pred[[T, T1]

phi: VAR pred[[R, R]]

refinamiento_preserva_rel_equivalencia_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):

es_refinamiento?[[T, T], [R, R]](prod_cart[T, T, R, RI(f, £));

refinamiento_preserva_rel_equivalencia_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[boolean, boolean] (id[bool]);

refinamiento_preserva_rel_equivalencia: THEOREM
es_refinamiento_op?[[T, T], bool, [R, R], bool, prod_cart(f, f),
id[bool]]
(ro, phi)
AND equivalence?(ro)

IMPLIES equivalence?(phi)
END refinamiento_rel_equivalencia

C.4. Refinamiento: conjuntos finitos
refinamiento_conj_finitos[T, R: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

R_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_prop

f: VAR (es_refinamiento?[T, R])

x, x1, x2: VAR R

y, y1, y2: VAR T

1, 11, 12, 13, 1s: VAR list[R]

rel: VAR (equivalence?[R])

IMPORTING finite_sets@finite_sets_inductions
TL: LIBRARY = "../auxiliares/listas"
IMPORTING TL@propiedades_operaciones_listas[R]

c_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (11: list[R], x: R, f: (es_refinamiento?[T, R]), 1: list[R]):
1 = cons(x, 11) IMPLIES length[R](11) < length[R](1);

c(£f)(1: 1ist[R]): RECURSIVE finite_set[T] =
CASES 1 OF null: emptyset, cons(x, 11): add(f(x), c(f)(11)) ENDCASES
MEASURE length(l)

imagen_c_caract: LEMMA
member (y, c(£) (1)) IFF (EXISTS x: member(x, 1) AND y = f£(x))

c_elimina_duplicados: LEMMA c(f) (elimina_duplicados(1l)) = c(£) (1)

imagen_c_caract_rel_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])): equivalence?[R] (igual?[T, R](£));

imagen_c_caract_rel: LEMMA
member(y, c(f) (1)) IFF (EXISTS x: member(igual?(f))(x, 1) AND y = f(x))

c_elimina_duplicados_rel: LEMMA
c(f) (elimina_duplicados(igual?(£)) (1)) = c(£) (1)

c_es_refinamiento: LEMMA es_refinamiento?[finite_set[T], 1ist[R]] (c(f))

c_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f): es_refinamiento?[finite_set[T], 1list[R]](c(f));

JUDGEMENT c(f) HAS_TYPE (es_refinamiento?[finite_set[T], 1list[R]])

null?_es_refinamiento_empty?: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], bool, list[R], bool, c(f), id[bool]]
(restrict[set[T], finite_set[T], boolean] (empty?), null?)

null?_es_refinamiento_empty?_corol: COROLLARY null?(1l) IFF empty?(c(£f)(1))
cons_es_refinamiento_add_11: LEMMA add(f(x), c(£f)(1)) = c(f) (cons(x, 1))

cons_es_refinamiento_add_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[[T, finite_set[T]], [R, list[R]]]
(prod_cart[T, finite_set[T], R, list[RI](f, c(£)));

cons_es_refinamiento_add: THEOREM
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T], [R, 1list[R]],
list[R], prod_cart(f, c(£)), c(f)]
(restrict[[T, set[T]], [T, finite_set[T]], (nonempty?[T])](add),
cons)

member_es_refinamiento_member_12: LEMMA
member (x, 1) IMPLIES member (f(x), c(£f) (1))

member_rel_es_refinamiento_member_lema: LEMMA
member (£ (x), c(£) (1)) IFF member(igual?(f))(x, 1)
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member_rel_es_refinamiento_member: THEOREM
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], bool, [R, list[R]], bool,
prod_cart(f, c(f)), id[bool]l]
(restrict[[T, set[T]], [T, finite_set[T]], boolean] (member),
member (igual?(f)))

member_member_rel: LEMMA injective?(f) IMPLIES member (igual?(f)) = member

member_es_refinamiento_member: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], bool, [R, list[R]], bool,
prod_cart(f, c(f)), id[booll]
(restrict[[T, set[T]1], [T, finite_set[T]], boolean] (member),
member)

append_es_refinamiento_union_11: LEMMA
union(c(f) (11), c(£)(12)) = c(£f) (append (11, 12))

append_es_refinamiento_union_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: [finite_set[T], finite_set[T]]): is_finite[T] (union[T](x1));

append_es_refinamiento_union_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[[finite_set[T], finite_set[T]], [1list[R], list[RI]]
(prod_cart[finite_set[T], finite_set[T], list[R], list[R]]
(c(£), c(®)));

append_es_refinamiento_union: LEMMA
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T],
[list[R], list[R]], 1list[R], prod_cart(c(f), c(£f)),

c(£)]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]], set[T]]
(union),
append)

intersection_singleton: LEMMA
FORALL (B: set[T], x: T):
member (x, B) IMPLIES intersection(B, singleton(x)) = singleton(x)

intersection_singleton_2: LEMMA
FORALL (B: set[T], x: T):
NOT member(x, B) IMPLIES intersection(B, singleton(x)) = emptyset

intersection_add_1: LEMMA
FORALL (A, B: set[T], x: T):
member (x, B) IMPLIES
intersection(add(x, A), B) = add(x, intersection(A, B))

intersection_add_2: LEMMA
FORALL (A, B: set[T], x: T):
NOT member (x, B) IMPLIES
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intersection(add(x, A), B) = intersection(A, B)

inter_rel_es_refinamiento_intersection_lema: LEMMA
c(f) (inter (igual?(f)) (11, 12)) = intersection(c(f) (11), c(£) (12))

inter_rel_es_refinamiento_intersection_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: [finite_set[T], finite_set[T]]):
is_finite[T] (intersection[T] (x1));

inter_rel_es_refinamiento_intersection: THEOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T],
[list[R], list[R]], list[R], prod_cart(c(f), c(f)),
c(f)]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]], set[T]]
(intersection),
inter(igual?(£)))

inter_inter_rel: LEMMA injective?(f) => inter(igual?(f)) = inter

inter_es_refinamiento_intersection: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], finite_set[T],
[1ist[R], 1list[R]], 1list[R],
prod_cart(c(f), c(£)), c(£)]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]], set[T]]
(intersection),
inter)

elimina_rel_es_refinamiento_remove_lema: LEMMA
remove (f(x), c(£)(1)) = c(f) (elimina(igual?(£f))(x, 1))

elimina_rel_es_refinamiento_remove_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: [T, finite_set[T]]): is_finite[T] (remove[T] (x1));

elimina_rel_es_refinamiento_remove: THEOREM
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T], [R, list[RI],
list[R], prod_cart(f, c(£f)), c(f)]
(restrict[[T, set[T]], [T, finite_set[T]], set[T]](remove),
elimina(igual?(£)))

elimina_elimina_rel: LEMMA
injective?(f) IMPLIES elimina(igual?(f)) = elimina

elimina_es_refinamiento_remove: THEOREM
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[T, finite_set[T]], finite_set[T], [R, list[RI],
list[R], prod_cart(f, c(f)), c(f)]
(restrict[[T, set[T]], [T, finite_set[T]], set[T]] (remove),
elimina)

car_epsilon: POSTULATE cons?(1) IMPLIES epsilon(c(f) (1)) = f(car(1l))
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cnv_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R]), 1: (cons?[R])):
NOT empty?[T](c(£)(1));

cnv(f) (1: (cons?[R])): non_empty_finite_set[T] = c(£) (1)

c_es_refinamiento_no_vacio: LEMMA
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], (cons?[R])]
(restrict[list[R], ((cons?[R])), finite_set[T]1](c(£)))

cnv_es_refinamiento_no_vacio: THEOREM
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], (cons?[R])](cnv(f))

cnv_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f):
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], (cons?[R])](cnv(f));

JUDGEMENT cnv(f) HAS_TYPE
(es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], (cons?[R])])

JUDGEMENT non_empty_finite_set[T] SUBTYPE_OF (nonempty?[T])

car_es_refinamiento_choose_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
(FORALL (x1: ((cons?[R]))): NOT empty?[T](c(f)(x1))) AND
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[T], ((cons?[R]))]
(restrict[1list[R], ((cons?[R])), finite_set[T]](c(£)));

car_es_refinamiento_choose: THEOREM
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[T], T, (cons?[R]), R,
restrict[list[R], ((cons?[R])), finite_set[T]]
(c(£)),
1]
(restrict[(nonempty?[T]), non_empty_finite_set[T], T](choose), car)

car_es_refinamiento_choose_corol_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R]), 1: (cons?[R])):
nonempty? [T] (c(£) (1)) ;

car_es_refinamiento_choose_corol: COROLLARY
FORALL (1: (cons?[R])): choose(c(f) (1)) = f(car(l))

car_es_refinamiento_choose_2: THEOREM
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[T], T, (cons?[R]), R, cnv(f),
]
(restrict[(nonempty?[T]), non_empty_finite_set[T], T](choose), car)

rest_l_rel_es_refinamiento_rest_lema: LEMMA
c(f) (rest_1(igual?(£)) (1)) = rest(c(£f) (1))

rest_l_rel_es_refinamiento_rest_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: finite_set[T]): is_finite[T] (rest[T](x1));
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rest_l_rel_es_refinamiento_rest: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[T], list[R], list[R],
c(f), c(f)]
(restrict[set[T], finite_set[T], set[T]] (rest), rest_l(igual?(f)))

rest_l_rest_1l_rel: LEMMA injective?(f) => rest_1(igual?(f)) = rest_1

rest_l_es_refinamiento_rest: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[T], list[R], list[R],
c(f), c()]
(restrict[set[T], finite_set[T], set[T]] (rest), rest_1)

ro: VAR pred[T]
phi: VAR pred[R]

every_equiv_forall_ref: LEMMA
es_refinamiento_op?[T, bool, R, bool, f, id[booll]l(ro, phi) IMPLIES
(every(phi) (1) IFF (FORALL (y: (c(£)(1))): ro(y)))

sublista?_implica_subset?: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES subset?(c(f) (11), c(f)(12))

sublista?_rel_es_refinamiento_subset?_lema: LEMMA
sublista?(igual?(f)) (11, 12) IFF subset?(c(f) (11), c(£)(12))

sublista?_rel__es_refinamiento_subset?: THEOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]], boolean]
(subset?),
sublista?(igual?(£f)))

cn_sublista_rel: LEMMA
sublista?(igual?(f)) (11, 12) IMPLIES
(EXISTS 13: sublista?(13, 12) AND igual?(c(f)) (11, 13))

sublista_sublista_rel: LEMMA
injective?(f) => sublista?(igual?(f)) = sublista?

sublista?_es_refinamiento_subset?: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]l]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]],
boolean]
(subset?),
sublista?)
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sublista?_es_refinamiento_subset?_11: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
(sublista?(11, 12) IFF subset?(c(f)(11), c(£)(12)))

p: VAR pred[list[R]]
n: VAR nat

sin_duplicados_bij_conj_11: CLAIM
injective?(f) AND NOT member(x, 1) AND member(y, c(f) (1)) IMPLIES
y /= £(x)

cns_menor_sucesor: CLAIM FORALL (m, n: nat): m < n+ 1 IFFm<n ORm=n

sin_duplicados_bij_conj_2: LEMMA
sin_duplicados?(1l) AND injective?(f) IMPLIES
(EXISTS (g: [(c(£)(1)) -> below[length(1)]]): bijective?(g))

elimina_duplicados_igual_conj: LEMMA
injective?(f) IMPLIES c(f) (elimina_duplicados(1l)) = c(£)(1)

sin_duplicados_rel_bij_conj_11: LEMMA
NOT member (igual?(f)) (x, 1) AND member(y, c(f) (1)) IMPLIES y /= f(x)

sin_duplicados_rel_bij_conj_2: LEMMA
sin_duplicados?(igual?(£)) (1) IMPLIES
(EXISTS (g: [(c(£)(1)) -> below[length(1)]1]1): bijective?(g))

elimina_duplicados_rel_igual_conj: LEMMA
c(f) (elimina_duplicados(igual?(£)) (1)) = c(£) (1)

cardinal_l_rel_es_refinamiento_card: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], nat, list[R], nat, c(f), id[nat]]
(card, cardinal_1(igual?(f)))

cardinal_l_caardinal_1_rel: LEMMA
injective?(f) => cardinal_1(igual?(f)) = cardinal_l

cardinal_l_es_refinamiento_card: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T], nat, list[R], nat, c(f), id[nat]]
(card, cardinal_1)

igual_c?(A, B: finite_set[T]): bool = A = B
cns_igual_c?: LEMMA
FORALL (A, B: finite_set[T]):

igual_c?(A, B) IFF subset?(A, B) AND subset?(B, A)

igual_c?_es_de_equivalencia: LEMMA equivalence?[finite_set[T]](igual_c?)
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igual_17_rel_es_refinamiento_igual_c: THEOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[list[R], list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]]
(igual_c?, igual_17(igual?(f)))

igual_l_elimina_duplicados_rel: COROLLARY
igual_17(igual?(f)) (elimina_duplicados(igual?(£)) (1), 1)

igual_l_implica_igual_rel: LEMMA
igual_17(11, 12) IMPLIES igual?(c(f)) (11, 12)

igual 1_igual 1_rel: LEMMA injective?(f) => igual_17(igual?(f)) = igual_ 17

igual_17_es_refinamiento_igual_c: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]]
(igual_c?, igual_17)

igual_l_elimina_duplicados_rel_inyectivo: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES igual_17(elimina_duplicados(igual?(£)) (1), 1)

sublista_estricto?_rel_es_refinamiento_strict_subset?: THEOREM
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]], boolean]
(strict_subset?),
sublista_estricto?(igual?(£f)))

sublista_estricto_sublista_estricto_rel: LEMMA
injective?(f) => sublista_estricto?(igual?(f)) = sublista_estricto?

sublista_estricto?_es_refinamiento_strict_subset?: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[[finite_set[T], finite_set[T]], bool,
[1ist[R], 1list[R]], bool, prod_cart(c(f), c(f)),
id[bool]]
(restrict[[set[T], set[T]], [finite_set[T], finite_set[T]],
boolean]
(strict_subset?),
sublista_estricto?)

sublista_estricto?_es_refinamiento_strict_subset?_corol: COROLLARY
injective?(f) IMPLIES
(sublista_estricto?(11, 12) IFF strict_subset?(c(f)(11), c(£f)(12)))

igualdad_equiv: LEMMA
injective?(f) IMPLIES
(igual_17(11, 12) IFF igual?[finite_set[T], 1list[R]](c(£)) (11, 12))
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append_commutativa_igual: LEMMA
igual?[finite_set[T], list[R]](c(f)) (append(11l, 12), append(1l2, 11))

END refinamiento_conj_finitos

refinamiento_conj_finitos_gen[T, R: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

R_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_conj_finitos

IMPORTING TL@propiedades_operaciones_gen_listas[R]
TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"

IMPORTING TCQoperaciones_conj_finitos[T]

f: VAR (es_refinamiento?[T, R])

append_g_es_refinamiento_union_11_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[finite_set[T], list[R11(c[T, R1(f));

append_g_es_refinamiento_union_11: LEMMA
FORALL (LL: list[list[R]]):
Union(extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c[finite_set[T], list[R]](c(£)) (LL)))
= c(f) (Append (LL))

append_g_es_refinamiento_union_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T]], list[1list[R]]]
(c[finite_set[T], list[R1](c[T, RI(£)));

append_g_es_refinamiento_union: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[finite_set[T]], finite_set[T],
list[1list[R]], 1list[R], c(c[T, RI(£)), c(£)]
(union_f, Append)

igual?_es_de_equivalencia: LEMMA equivalence?[R] (igual?[T, RI(f))

inter_g_es_refinamiento_intersection_11_lema_rel_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R]), LL: (cons?[list[R]]), y: T):
(FORALL (A:
(extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c(clT, RI(£))(LL)))):
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A(y))
IMPLIES equivalence?[R] (igual?[T, R](f));

inter_g_es_refinamiento_intersection_l1_lema_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[R]11), y: T):
(FORALL (A:
(extend[set[T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c(clT, RIC(E)I(LLII)):

A(y))

IMPLIES

(EXISTS (x: R):
member (igual?(f)) (x, Inter(igual?(£))(LL)) AND y = £(x))

inter_g_es_refinamiento_intersection_1l1_rel_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])): equivalence?[R] (igual?[T, R](£));

inter_g_es_refinamiento_intersection_1l1_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[R]])):
subset?(Intersection(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c(clT, RI(E))(LL))),
c(f) (Inter (igual?(£)) (LL)))

every_elto: CLAIM
FORALL (LL: list[1list[R]], 1: list[R], ro: pred[list[R]]):
every(ro) (LL) AND member (1, LL) IMPLIES ro(1l)

inter_g_es_refinamiento_intersection_12_rel: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[R]])):
subset? (c(f) (Inter (igual?(£)) (LL)),
Intersection(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c(c[T, RI(£))(LL))))

inter_g_es_refinamiento_intersection_rel _TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[finite_set[T]],
((cons?[1list[RI1))]
(cnv[finite_set[T], list[R1](c[T, R1(£)));

inter_g_es_refinamiento_intersection_rel: THEOREM
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[finite_set[T]], finite_set[T],
(cons?[1list[R]]), 1list[R], cnv(c[T, RI(£f)), c(£f)]
(intersection_f, Inter(igual?(f)))

inter_g_es_refinamiento_intersection_12: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[list[R]])):
subset?(c(f) (Inter(LL)),
Intersection(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE]
(c(clT, RI(£))(LL))))

inter_g_es_refinamiento_intersection_2: THEOREM
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[finite_set[T]],
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finite_set[T], (cons?[list[R]]), list[R],
cnv(c[T, RI(£)), c(£)]
(intersection_f, Inter)

Union_union_distributiva: LEMMA
FORALL (A, B: finite_set[finite_set[T]]):
Union(extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE] (union(A, B))) =
union(Union(extend[setof[T], finite_set[T], bool, FALSE](A)),
Union(extend[setof [T], finite_set[T], bool, FALSE](B)))

append_append_gen: LEMMA
FORALL (LL1, LL2: 1list[1list[R]]):
igual?[finite_set[T], list[R]]
(c[T, RI(£))

(Append (append (LL1, LL2)), append(Append(LL1), Append(LL2)))
END refinamiento_conj_finitos_gen

C.4.1. Operaciones generalizadas

refinamiento_conj_finitos_image[T1, T2, R1, R2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;

R1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R1): TRUE;

R2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_conj_finitos
IMPORTING finite_sets@finite_sets_eq
f1: VAR (es_refinamiento?[T1, R1])
£f2: VAR (es_refinamiento?[T2, R2])
g: VAR [T1 -> T2]
h: VAR [R1 -> R2]
11: VAR list[R1]
12: VAR list[R2]
caract_map: LEMMA

FORALL (r2: R2):

member (r2, map(h) (11)) IFF
(EXISTS (r1: R1): member(ril, 11) AND r2 = h(rl))
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map_es_refinamiento_image_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
(FORALL (x1: finite_set[T1]): is_finite[T2] (image[T1, T2](g) (x1)));

map_es_refinamiento_image_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T1], 1list[R1]] (c[T1, R1]J(f1));

map_es_refinamiento_image_TCC3: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T2], 1ist[R2]] (c[T2, R2](£f2));

map_es_refinamiento_image: THEOREM
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2]1(g, h) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2], list[R1],
list[R2], c(f1), c(£f2)]
(restrict[set[T1], finite_set[T1], set[T2]] (image(g)), map(h))

TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"
IMPORTING TC@conjuntos_finitos_image

map_es_refinamiento_image_f: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2], 1list[R1],
list[R2], c(f1), c(£f2)]
(image_£f(g), map(h))
END refinamiento_conj_finitos_image

C.4.2. Refinamiento de la funcién imagen

refinamiento_conj_finitos_image[T1, T2, R1, R2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
R1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R1): TRUE;

R2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R2): TRUE;
ENDASSUMING



C.4. Refinamiento: conjuntos finitos

279

IMPORTING refinamiento_conj_finitos
IMPORTING finite_sets@finite_sets_eq
f1: VAR (es_refinamiento?[T1, R1])
£f2: VAR (es_refinamiento?[T2, R2])
g: VAR [T1 -> T2]

h: VAR [R1 -> R2]

11: VAR list[R1]

12: VAR list[R2]

caract_map: LEMMA
FORALL (r2: R2):
member (r2, map(h) (11)) IFF
(EXISTS (rl1: R1): member(rl, 11) AND r2 = h(rl))

map_es_refinamiento_image_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
(FORALL (x1: finite_set[T1]): is_finite[T2] (image[T1, T2](g) (x1)));

map_es_refinamiento_image_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T1], 1ist[R1]](c[T1, R1](£f1));

map_es_refinamiento_image_TCC3: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2]1(g, h) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T2], 1ist[R2]1](c[T2, R2] (£2));

map_es_refinamiento_image: THEOREM
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £f2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2], 1list[R1],
list[R2], c(f1), c(£2)]
(restrict[set[T1], finite_set[T1], set[T2]] (image(g)), map(h))

TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"
IMPORTING TC@conjuntos_finitos_image
map_es_refinamiento_image_f: LEMMA

es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £f2](g, h) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2], list[R1],
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list[R2], c(f1), c(f2)]
(image_£f(g), map(h))
END refinamiento_conj_finitos_image

C.4.3. Propiedades de operaciones sobre listas via refina-

miento
propiedades_operaciones_listas_via_ref[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_conj_finitos[T, T], refinamiento_rel_equivalencia
TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"

IMPORTING TC@propiedades_conjuntos_ref [T]

x: VAR T

1, 11, 12, 13: VAR list[T]

f: VAR [T -> T]

A, B, C: VAR set[T]

id_inyectiva: LEMMA injective?(id[T])

c_lista_unitaria: LEMMA c(id[T]) ((: x :)) = singleton(x)

JUDGEMENT id[T] HAS_TYPE (injective?[T, T])
null?_es_refinamiento_empty?_id: LEMMA null?(1) IFF empty?(c(id[T]) (1))

sublista?_es_refinamiento_subset?_id: LEMMA
sublista?(11, 12) IFF subset?(c(id[T]) (11), c(id[T]) (12))

sublista_reflexiva: LEMMA sublista?(1, 1)

sublista_transitiva: LEMMA
sublista?(11, 12) AND sublista?(12, 13) IMPLIES sublista?(11, 13)

cons_es_refinamiento_add_id: LEMMA
c(id[T]) (cons(x, 1)) = add(x, c(id[T]) (1))

sublista_extension: LEMMA sublista?(l, cons(x, 1))

rest_l_es_refinamiento_rest_id: LEMMA
c(id[T]) (rest_1(1)) = rest(c(id[T]) (1))
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sublista_rest_1: LEMMA cons?(1) IMPLIES sublista?(rest_1(1), 1)

elimina_es_refinamiento_remove_id: LEMMA
c(id[T]) (elimina(x, 1)) = remove(x, c(id[T]) (1))

member_es_refinamiento_member_id: LEMMA
member (x, 1) IFF member(x, c(id[T]) (1))

sublista_elimina_1: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES sublista?(elimina(x, 11), 12)

sublista_elimina: LEMMA
member (x, 11) AND sublista?(1l1, comns(x, 12)) IMPLIES
sublista?(elimina(x, 11), 12)

cardinal_1l_es_refinamiento_card_id: LEMMA
cardinal_1(1) = card(c(id[T]) (1))

CS_cardinal_1_nulo: LEMMA cardinal_1(1) 0 IMPLIES null?(1l)

CS_cardinal_1_null: LEMMA cardinal_1(1) 0 IMPLIES 1 = null

cardinal_elimina: LEMMA
member (x, 1) IMPLIES cardinal_l(elimina(x, 1)) = cardinal_1(1) - 1

CN_cons_cardinal_1: LEMMA cardinal_1(1) >= 1 IMPLIES cons?(1)

inter_es_refinamiento_intersection_id: LEMMA
c(id[T]) (inter (11, 12)) = intersection(c(id[T]) (11), c(id[T]1) (12))

append_es_refinamiento_union_id: LEMMA
c(id[T]) (append (11, 12)) = union(c(id[T]) (11), c(id[T]) (12))

cardinal_l_plus: THEOREM
cardinal_1(11) + cardinal_1(12) =
cardinal_1(append(11, 12)) + cardinal_l(inter(11, 12))

igual_17_es_refinamiento_igual_c_id: LEMMA
igual_17(11, 12) IFF igual_c?(c(id[T]) (11), c(id[T])(12))

igual_17_es_de_equivalencia: LEMMA equivalence?[1list[T]] (igual_17)
sublista_elimina_igual: LEMMA
member(x, 11) AND igual_17(elimina(x, 11), 13) IMPLIES
igual_17(11, cons(x, 13))
elimina_car_igual: LEMMA
cons?(11) AND igual_17(elimina(car(11), 11), 12) IMPLIES
igual_17(11, cons(car(11), 12))

elimina_igual_no_pertenencia: LEMMA
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igual_17(elimina(x, 11), 12) IMPLIES NOT member(x, 12)

sublista_pertenece_car: LEMMA
sublista?(11, 12) AND cons?(11) IMPLIES member(car(11), 12)

sublista?_cardinal_1: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES cardinal_1(11) <= cardinal_1(12)

append_sublista?_1: LEMMA sublista?(11, append(1l1, 12))
append_sublista?_2: LEMMA sublista?(12, append(1l1, 12))

sublista_estricto?_es_refinamiento_strict_subset?_id: LEMMA
sublista_estricto?(11, 12) IFF
strict_subset?(c(id[T]) (11), c(id[T]) (12))

sublista_estricto?_cardinal_l: LEMMA
sublista_estricto?(11, 12) IMPLIES cardinal_1(11) < cardinal_1(12)

sublista_neg: LEMMA
sublista?(1l1, cons(x, 12)) AND NOT sublista?(1l1, 12) IMPLIES
(EXISTS 13: sublista?(13, 12) AND igual_17(11, coms(x, 13)))

append_commutativa_l: LEMMA igual_17(append(11, 12), append(12, 11))

sublista_igual_1_2: LEMMA
igual_17(11, 12) AND sublista?(1l, 11) IMPLIES sublista?(1l, 12)

igual_1_sublista_1: LEMMA
igual_17(11, 12) AND sublista?(12, 1) IMPLIES sublista?(11, 1)

sublista_append_2: LEMMA
sublista?(11, 12) IMPLIES igual_17(append(12, 11), 12)

cs_append_sublista: LEMMA
sublista?(11, 1) AND sublista?(12, 1) IMPLIES
sublista?(append(11, 12), 1)

CN_cardinal_1l_cdr: LEMMA
cons?(1l) AND NOT member (car(l), cdr(l)) IMPLIES
cardinal_1(1) = cardinal_1(cdr(1l)) + 1
END propiedades_operaciones_listas_via_ref

propiedades_map_via_ref[T1, T2, R1, R2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;

R1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R1): TRUE;
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R2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_conj_finitos_image
f1: VAR (es_refinamiento?[T1, R1])

£f2: VAR (es_refinamiento?[T2, R2])

g: VAR [T1 -> T2]

h: VAR [R1 -> R2]

11, 12: VAR list[R1]

map_conserva_igual_17_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £f2](g, h) IMPLIES
equivalence?[R1] (igual?[T1, R11(£f1));

map_conserva_igual_17_TCC2: OBLIGATION
FORALL (f1: (es_refinamiento?[T1, R1]), f2: (es_refinamiento?[T2, R2]),
g: [T1 -> T2], h: [R1 -> R2], 11, 12: 1list[R1]):
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) AND
igual_17(igual?(£f1)) (11, 12)
IMPLIES equivalence?[R2] (igual?[T2, R2](£2));

map_conserva_igual_17: LEMMA
es_refinamiento_op?[T1, T2, R1, R2, f1, £2](g, h) IMPLIES
(igual_17(igual?(£1)) (11, 12) IMPLIES
igual_17(igual?(£2)) (map(h) (11), map(h) (12)))
END propiedades_map_via_ref

propiedades_potencia_listas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING propiedades_operaciones_listas_via_ref
IMPORTING TL@potencia_listas, TL@propiedades_operaciones_gen_listas
X, y: VAR T
1, 11, 12, 1s: VAR 1list[T]
LL: VAR list[list[T]]

incluye_en_cada_cnl: LEMMA
member (12, incluye_en_cada(x, LL)) IMPLIES
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(EXISTS 11: member (11, LL) AND 12 = cons(x, 11))

powerset_ref_2_cnl: LEMMA
member (11, powerset_ref_2(12)) IMPLIES sublista?(1l1, 12)

powerset_ref_2_cs1_11: LEMMA
member (12, powerset_ref_2(11)) IMPLIES
member (12, powerset_ref_2(cons(x, 11)))

incluye_en_cada_cons: LEMMA
member (1ls, LL) IMPLIES member(cons(x, 1ls), incluye_en_cada(x, LL))
END propiedades_potencia_listas

sublistas_cardinal[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING propiedades_operaciones_listas_via_ref

IMPORTING TL@propiedades_operaciones_gen_listas, TL@sublistas_cardinal_def
X, y: VAR T

1, 11, 12, 1s: VAR list[T]

LL: VAR list[list[T]]

pertenece_sublistas_card_aux2_cons: LEMMA
member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)) IMPLIES cons?(11)

CN_pertenece_sublistas_card_aux2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL: list[1list[T]], 11: 1list[T], x: T):
member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)) IMPLIES cons?[T](11);

CN_pertenece_sublistas_card_aux2: LEMMA
member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)) IMPLIES
car(11) = x AND member (cdr(11), LL)

CN_pertenece_sublistas_card_aux2_car: LEMMA
member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)) IMPLIES
NOT member(car(11), cdr(11))

CN_pertenece_sublistas_card_aux2_cardinal_b: LEMMA
member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)) IMPLIES
cardinal_1(11) = cardinal_1(cdr(11)) + 1

CS1_pertenece_sublistas_card_aux2: LEMMA
member (1s, LL) AND NOT member(x, 1ls) IMPLIES
member (cons(x, 1ls), sublistas_card_aux2(x, LL))
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CN_pertenece_sublistas_card_auxl: LEMMA
member (11, sublistas_card_aux1(ls, LL)) IMPLIES
(EXISTS x: member(x, 1ls) AND member (11, sublistas_card_aux2(x, LL)))

CS1_pertenece_sublistas_card_auxl: LEMMA
member (12, LL) AND member (x, 1s) AND NOT member(x, 12) IMPLIES
member (cons(x, 12), sublistas_card_aux1(ls, LL))

sublistas_card_cnl: LEMMA
FORALL (1s: list[T], k: upto(cardinal_1[T](1s))):
member (11, sublistas_card(ls, k)) IMPLIES sublista?[T](11, 1s)

sublistas_card_cn2: LEMMA
FORALL (1s: list[T], k: upto(cardinal_1[T](1ls))):
member (11, sublistas_card(ls, k)) IMPLIES cardinal_1(11) = k

cs_sublistas_cardinal_0_TCC1: OBLIGATION
FORALL (11, 1s: 1ist[T]): null?(11) IMPLIES O <= cardinal_1[T](1s);

cs_sublistas_cardinal_0: LEMMA
null?(11) IMPLIES member (11, sublistas_card(ls, 0))

sublistas_card_cs: LEMMA
FORALL (1s: list[T], k: upto(cardinal_1[T](1s))):
sublista?(11, 1s) AND cardinal_1(11) = k IMPLIES

(EXISTS 12: member(12, sublistas_card(ls, k)) AND igual_17(11, 12))
END sublistas_cardinal

C.4.4. Refinamiento: conjunto potencia

refinamiento_powerset[T, R: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

R_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING refinamiento_conj_finitos, propiedades_potencia_listas
TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"

IMPORTING TCQoperaciones_conj_finitos[T]

1, 1s, 11, 12, 13: VAR list[R]

f: VAR (es_refinamiento?[T, R])

A, B: VAR finite_set[T]
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CNS_pertenencia_powerset_f: LEMMA
member (B, powerset_f(A)) IFF subset?(B, A)

powerset_ref_2_csl: LEMMA
sublista?[R] (11, 12) IMPLIES
(EXISTS 13: member (13, powerset_ref_2(12)) AND igual_17[R] (11, 13))

powerset_ref_2_csl_rel_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R]), 11, 12: list[R]):
sublista?(igual?(f)) (11, 12) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T], list[R11(c[T, R1(f));

powerset_ref_2_csl_rel: LEMMA
sublista?(igual?(f)) (11, 12) IMPLIES
(EXISTS 13:
member (igual?(c(f))) (13, powerset_ref_2(12)) AND
igual?(c(£)) (11, 13))

powerset_ref_2_es_refinamiento_11_g_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[finite_set[T], list[R11(c[T, R1(f));

powerset_ref_2_es_refinamiento_11_g: LEMMA
subset? (powerset_£f (c(£) (1)), c(c(f)) (powerset_ref_2(1)))

powerset_ref_2_es_refinamiento_11: LEMMA
injective?(f) IMPLIES
subset? (powerset_£f (c(£) (1)), c(c(£f)) (powerset_ref_2(1)))

powerset_ref_2_es_refinamiento_12_g: LEMMA
subset?(c(c(f)) (powerset_ref_2(1)), powerset_f(c(f)(1)))

powerset_ref_2_es_refinamiento_12: LEMMA
injective?(f) IMPLIES
subset? (c(c(f)) (powerset_ref_2(1)), powerset_f (c(£)(1)))

powerset_ref_2_es_refinamiento_g_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T]], list[list[R]]]
(c[finite_set[T], list[R]](c[T, RI(£)));

powerset_ref_2_es_refinamiento_g: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[finite_set[T]], list[R],
list[1ist[R]], c(£f), c(c(£))]
(powerset_f, powerset_ref_2)

powerset_ref_2_es_refinamiento: THEOREM
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento_op?[finite_set[T], finite_set[finite_set[T]], 1list[R],
list[list[R]], c(£), c(c(£))]
(powerset_f, powerset_ref_2)
END refinamiento_powerset
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C.4.5. Refinamiento: subconjuntos de cardinal dado

refinamiento_subconjuntos_card[T, R: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

R_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: R): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING sublistas_cardinal[R], refinamiento_conj_finitos
TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"

IMPORTING TC@operaciones_conj_finitos[T]

x: VAR T

A, X, Y: VAR finite_set[T]

k: VAR nat

1, 1s, 11, 12: VAR list[R]

f: VAR (es_refinamiento?[T, R])

subconjuntos_finito: LEMMA
FORALL (A: finite_set[T], k: upto(card(A))):
is_finite(subconjuntos(A, k))

sublistas_card_es_refinamiento_corol_11: LEMMA
FORALL (1s: list[R], k: upto(cardinal_1[R](1s))):
injective?(f) IMPLIES
member (11, sublistas_card(ls, k)) IMPLIES
member (c(£) (11), subconjuntos(c(f)(1s), k))

sublistas_card_es_refinamiento_corol_12_TCC1: OBLIGATION
FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R]), 11: 1list[R], 1s: list[R],
k: upto(cardinal_1[R](1s))):
injective?(f) AND member (c(f) (11), subconjuntos(c(f) (1s), k)) IMPLIES
(FORALL (12):
member (12, sublistas_card(ls, k)) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T], 1list[R]1](c[T, RI(£)));

sublistas_card_es_refinamiento_corol_12: LEMMA
FORALL (1s: list[R], k: upto(cardinal_1[R](1s))):
injective? (f) IMPLIES
member (c(£) (11), subconjuntos(c(f)(1s), k)) IMPLIES
(EXISTS 12:
member (12, sublistas_card(ls, k)) AND igual?(c(f)) (11, 12))

sublistas_card_es_refinamiento_corol_b_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (f: (es_refinamiento?[T, R])):
injective?(f) IMPLIES
es_refinamiento?[finite_set[T], 1list[R]](c[T, R](f));

sublistas_card_es_refinamiento_corol_b: THEOREM
FORALL (1s: list[R], k: upto(cardinal_1[R](1s))):
injective?(f) IMPLIES
subconjuntos(c(£f) (1s), k) = c(c(f)) (sublistas_card(ls, k))
END refinamiento_subconjuntos_card



Apéndice D

Programacion légica
proposicional

D.1. Formalizacion usando conjuntos finitos

D.1.1. Tipo de dato: féormula proposicional

formula_prop[T: TYPE+]: DATATYPE
BEGIN

falso: falsa?

a(simb: T): atomo?

“(fla: formula_prop): negacion?

&(flal, fla2: formula_prop): conjuncion?
END formula_prop

formula_prop_adt[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
formula_prop: TYPE
falsa?, atomo?, negacion?, conjuncion?: [formula_prop -> boolean]
falso: (falsa?)
a: [T -> (atomo?)]
[formula_prop -> (negacion?)]

&: [[formula_prop, formula_prop] -> (conjuncion?)]

simb: [(atomo?) -> T]

289
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fla: [(negacion?) -> formula_prop]

flal: [(conjuncion?) -> formula_prop]

fla2: [(conjuncion?) -> formula_prop]
formula_prop_ord: [formula_prop -> upto(3)]

formula_prop_ord_defaxiom: AXIOM
formula_prop_ord(falso) = 0 AND
(FORALL (simb: T): formula_prop_ord(a(simb)) = 1) AND
(FORALL (fla: formula_prop): formula_prop_ord(~fla) = 2) AND
(FORALL (flal: formula_prop, fla2: formula_prop):
formula_prop_ord(flal & fla2) = 3);

ord(x: formula_prop): upto(3) =
CASES x
OF falso: O,
a(al_var): 1,
~“(tildel_var): 2,
&(and1_var, and2_var): 3
ENDCASES

formula_prop_falso_extensionality: AXIOM
FORALL (falsa?_var: (falsa?), falsa?_var2: (falsa?)):
falsa?_var = falsa?_var2;

formula_prop_a_extensionality: AXIOM
FORALL (atomo?_var: (atomo?), atomo?_var2: (atomo?)):
simb(atomo?_var) = simb(atomo?_var2) IMPLIES atomo?_var = atomo?_var2;

formula_prop_a_eta: AXIOM
FORALL (atomo?_var: (atomo?)): a(simb(atomo?_var)) = atomo?_var;

formula_prop_tilde_extensionality: AXIOM
FORALL (negacion?_var: (negacion?), negacion?_var2: (negacion?)):
fla(negacion?_var) = fla(negacion?_var2) IMPLIES
negacion?_var = negacion?_var2;

formula_prop_tilde_eta: AXIOM
FORALL (negacion?_var: (negacion?)):
("fla(negacion?_var)) = negacion?_var;

formula_prop_and_extensionality: AXIOM
FORALL (conjuncion?_var: (conjuncion?),
conjuncion?_var2: (conjuncion?)):
flal(conjuncion?_var) = flal(conjuncion?_var2) AND
fla2(conjuncion?_var) = fla2(conjuncion?_var2)
IMPLIES conjuncion?_var = conjuncion?_var2;

formula_prop_and_eta: AXIOM
FORALL (conjuncion?_var: (conjuncion?)):
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(flal(conjuncion?_var) & fla2(conjuncion?_var)) = conjuncion?_var;
formula_prop_simb_a: AXIOM FORALL (al_var: T): simb(a(al_var)) = al_var;

formula_prop_fla_tilde: AXIOM
FORALL (tildel_var: formula_prop): fla("tildel_var) = tildel_var;

formula_prop_flal_and: AXIOM
FORALL (andl_var: formula_prop, and2_var: formula_prop):
flal(andl_var & and2_var) = andl_var;

formula_prop_fla2_and: AXIOM
FORALL (andl_var: formula_prop, and2_var: formula_prop):
fla2(andl_var & and2_var) = and2_var;

formula_prop_inclusive: AXIOM
FORALL (formula_prop_var: formula_prop):
falsa?(formula_prop_var) OR
atomo? (formula_prop_var) OR
negacion? (formula_prop_var) OR conjuncion?(formula_prop_var);

formula_prop_induction: AXIOM
FORALL (p: [formula_prop -> boolean]):
(p(falso) AND
(FORALL (al_var: T): p(a(al_var))) AND
(FORALL (tildel_var: formula_prop):
p(tildel_var) IMPLIES p(~tildel_var))
AND
(FORALL (andl_var: formula_prop, and2_var: formula_prop):
p(andl_var) AND p(and2_var) IMPLIES p(andl_var & and2_var)))
IMPLIES
(FORALL (formula_prop_var: formula_prop): p(formula_prop_var));

every(p: PRED[T]) (al: formula_prop): boolean =
CASES a1l
OF falso: TRUE,
a(al_var): p(al_var),
“(tildel_var): every(p) (tildel_var),
&(and1_var, and2_var): every(p) (andl_var) AND every(p) (and2_var)
ENDCASES;

every(p: PRED[T], al: formula_prop): boolean =
CASES a1l
OF falso: TRUE,
a(al_var): p(al_var),
~(tildel_var): every(p, tildel_var),
&(and1_var, and2_var): every(p, andl_var) AND every(p, and2_var)
ENDCASES;

some(p: PRED[T]) (al: formula_prop): boolean =
CASES a1l
OF falso: FALSE,
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a(al_var): p(al_var),

“(tildel_var): some(p) (tildel_var),

&(and1_var, and2_var): some(p) (andl_var) OR some(p) (and2_var)
ENDCASES;

some(p: PRED[T], al: formula_prop): boolean =
CASES a1l
OF falso: FALSE,
a(al_var): p(al_var),
~(tildel_var): some(p, tildel_var),
&(and1_var, and2_var): some(p, andl_var) OR some(p, and2_var)
ENDCASES;

subterm(x, y: formula_prop): boolean =
x =y OR
CASES y
OF falso: FALSE,
a(al_var): FALSE,
~“(tildel_var): subterm(x, tildel_var),
&(and1_var, and2_var):
subterm(x, andl_var) OR subterm(x, and2_var)
ENDCASES;

<<: (well_founded?[formula_prop]l) =
LAMBDA (x, y: formula_prop):
CASES y
OF falso: FALSE,
a(al_var): FALSE,
“(tildel_var): x = tildel_var OR x << tildel_var,
&(and1_var, and2_var):
(x = andl_var OR x << andl_var) OR
x = and2_var 0OR x << and2_var
ENDCASES;

formula_prop_well_founded: AXIOM well_founded?[formula_prop] (<<);

reduce_nat(falsa?_fun: nat, atomo?_fun: [T -> nat],
negacion?_fun: [nat -> nat],
conjuncion?_fun: [[nat, nat] -> nat]):
[formula_prop -> nat] =
LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop):
LET red: [formula_prop -> nat] =
reduce_nat (falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun,
conjuncion?_fun)
IN
CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun,
a(al_var): atomo?_fun(al_var),
“(tildel_var): negacion?_fun(red(tildel_var)),
&(and1_var, and2_var):
conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var))
ENDCASES;
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REDUCE_nat(falsa?_fun: [formula_prop -> nat],
atomo?_fun: [[T, formula_prop] -> nat],
negacion?_fun: [[nat, formula_prop] -> nat],
conjuncion?_fun: [[nat, nat, formula_prop] -> nat]):
[formula_prop -> nat] =
LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop) :
LET red: [formula_prop -> nat] =
REDUCE_nat(falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun,
conjuncion?_fun)
IN
CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun(formula_prop_adtvar),
a(al_var): atomo?_fun(al_var, formula_prop_adtvar),
~(tildel_var):
negacion?_fun(red(tildel_var), formula_prop_adtvar),
&(and1_var, and2_var):
conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var),
formula_prop_adtvar)
ENDCASES;

reduce_ordinal(falsa?_fun: ordinal, atomo?_fun: [T -> ordimnal],
negacion?_fun: [ordinal -> ordinal],
conjuncion?_fun: [[ordinal, ordinal] -> ordinall):
[formula_prop -> ordinal] =
LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop):
LET red: [formula_prop -> ordinal] =
reduce_ordinal (falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun,
conjuncion?_fun)
IN
CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun,
a(al_var): atomo?_fun(al_var),
“(tildel_var): negacion?_fun(red(tildel_var)),
&(and1_var, and2_var):
conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var))
ENDCASES;

REDUCE_ordinal (falsa?_fun: [formula_prop -> ordinal],
atomo?_fun: [[T, formula_prop] -> ordinall,
negacion?_fun: [[ordinal, formula_prop] -> ordinall],
conjuncion?_fun:
[[ordinal, ordinal, formula_prop] -> ordinal]):
[formula_prop -> ordinal] =
LAMBDA (formula_prop_adtvar: formula_prop) :
LET red: [formula_prop -> ordinal] =
REDUCE_ordinal (falsa?_fun, atomo?_fun, negacion?_fun,
conjuncion?_fun)
IN
CASES formula_prop_adtvar
OF falso: falsa?_fun(formula_prop_adtvar),
a(al_var): atomo?_fun(al_var, formula_prop_adtvar),
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~“(tildel_var):
negacion?_fun(red(tildel_var), formula_prop_adtvar),
&(and1_var, and2_var):
conjuncion?_fun(red(andl_var), red(and2_var),
formula_prop_adtvar)
ENDCASES;
END formula_prop_adt

D.1.2. Conectivas

conectivas_def [T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING formula_prop_adt[T]
F1, F2: VAR formula_prop[T]

verdad: formula_prop = “falso;

\/(F1, F2): formula_prop = “("F1 & “F2);

=>(F1, F2): formula_prop = "F1 \/ F2;

<=>(F1, F2): formula_prop = (F1 => F2) & (F2 => F1)
END conectivas_def

D.1.3. Atomos

atomos[T: TYPE+]: THEORY

BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING formula_prop_adt[T]
atomo: TYPE = (atomo?)

JUDGEMENT atomo SUBTYPE_OF formula_prop
END atomos

D.1.4. Clausulas

clausulas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
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ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_proposicionall[T]

A: VAR atomo[T]

t_0: T

cabeza_cl: TYPE = {F: formula_prop | falsa?(F) OR atomo?(F)}

clausula_horn_TCC1: OBLIGATION
EXISTS (x: [# cabeza: cabeza_cl, cuerpo: finite_set[atomo[T]] #]): TRUE;

clausula_horn: TYPE+ = [# cabeza: cabeza_cl, cuerpo: finite_set[atomo] #]
CH: VAR clausula_horn

SC: VAR set[clausula_horn]

FSC: VAR finite_set[clausula_horn]

es_clausula_def (CH): bool = atomo?(cabeza(CH))

clausula_def_ TCC1: OBLIGATION
EXISTS (x: {x: clausula_horn | es_clausula_def(x)}): TRUE;

clausula_def: TYPE+ = (es_clausula_def)

JUDGEMENT clausula_def SUBTYPE_OF clausula_horn

C, C1, C2: VAR clausula_def

cabeza_TCC1: OBLIGATION FORALL (C): atomo?[T] (cabeza(C));
JUDGEMENT cabeza(C) HAS_TYPE atomo[T]
es_objetivo_def(CH): bool = falsa?(cabeza(CH))

objetivo_def_TCC1: OBLIGATION
EXISTS (x: {x: clausula_horn | es_objetivo_def(x)}): TRUE;

objetivo_def: TYPE+ = (es_objetivo_def)

JUDGEMENT objetivo_def SUBTYPE_OF clausula_horn

G, G1, G2: VAR objetivo_def

clausula_horn_tipo: LEMMA es_clausula_def(CH) OR es_objetivo_def (CH)

programa: TYPE = finite_set[clausula_def]
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P, P1, P2: VAR programa

JUDGEMENT cabeza(C) HAS_TYPE atomo

regla?(C): bool = nonempty? (cuerpo(C))

hecho?(C): bool = empty?(cuerpo(C))

vacia?(G): bool

empty? (cuerpo(G))

clausula_horn(F: cabeza_cl, FSA: finite_set[atomo]): clausula_horn =
(# cabeza := F, cuerpo := FSA #)

cabeza_clausula_horn: LEMMA
FORALL (F: cabeza_cl, FSA: finite_set[atomo]):
cabeza(clausula_horn(F, FSA)) = F
cuerpo_clausula_horn: LEMMA
FORALL (F: cabeza_cl, FSA: finite_set[atomo]):
cuerpo(clausula_horn(F, FSA)) = FSA
objetivo_TCC1: OBLIGATION falsa?[T] (falso[T]) OR atomo?[T] (falso[T]);
objetivo_TCC2: OBLIGATION
FORALL (FSA: finite_set[atomo[T]]):
es_objetivo_def (clausula_horn(falso[T], FSA));

objetivo(FSA: finite_set[atomo]): objetivo_def = clausula_horn(falso, FSA)

csl_igualdad_objetivos: CLAIM
vacia?(G) IMPLIES objetivo(singleton(A)) = objetivo(add(A, cuerpo(G)))

objetivo_cuerpo_objetivo: CLAIM objetivo(cuerpo(G)) = G

cuerpo_objetivo_add: CLAIM
cuerpo(objetivo(add(A, cuerpo(G)))) = add(A, cuerpo(G))

cuerpo_objetivo: CLAIM
FORALL (FSA: finite_set[atomo]): cuerpo(objetivo(FSA)) = FSA

hecho_TCC1: OBLIGATION FORALL (A: atomo[T]): falsa?[T](A) OR atomo?[T] (A);
hecho_TCC2: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T]):
es_clausula_def (clausula_horn(A, emptyset[atomo[T]]));
hecho(A: atomo): clausula_def = clausula_horn(A, emptyset)

hecho_b_d: LEMMA FORALL (A: atomo): hecho?(hecho(A))

fla(CH): formula_prop[T] =
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conjuncion(extend[formula_prop[T], atomo[T], bool, FALSE]
(cuerpo(CH)))
=> cabeza(CH)
conj_fla(SC): set[formula_prop[T]] = image(fla) (SC)

IMPORTING finite_sets@finite_sets_eq

conj_fla_TCC1: OBLIGATION
FORALL (FSC): is_finite[formula_prop[T]](conj_fla(FSC));

JUDGEMENT conj_fla(FSC) HAS_TYPE finite_set[formula_prop[T]]

conj_fla_add: LEMMA conj_fla(add(CH, SC)) = add(fla(CH), conj_fla(SC))
END clausulas

D.1.5. Semantica proposicional
semantica_proposicional[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING conectivas_def[T], atomos[T], finite_sets@finite_sets_inductions
TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"
IMPORTING TC@propiedades_conjuntos, TC@propiedades_image
x: VAR T
F, F1, F2: VAR formula_prop[T]
A, A1, A2: VAR atomo
S, S1, S2: VAR set[formula_prop]
FS: VAR finite_set[formula_prop]
simb_prop_TCC1: OBLIGATION
FORALL (F1: formula_prop[T], F: formula_prop[T]):
F = "F1 IMPLIES <<[T](F1, F);
simb_prop_TCC2: OBLIGATION
FORALL (F1, F2: formula_prop[T], F: formula_prop[T]):

F = (F1 & F2) IMPLIES <<[T](F1, F);

simb_prop_TCC3: OBLIGATION
FORALL (F1, F2: formula_prop[T], F: formula_prop[T]):
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F = (F1 & F2) IMPLIES <<[T](F2, F);

simb_prop(F) : RECURSIVE finite_set[atomo] =
CASES F
OF falso: emptyset,
a(x): singleton[atomo[T]] (a(x)),
“(F1): simb_prop(F1),
&(F1, F2): union(simb_prop(F1), simb_prop(F2))
ENDCASES
MEASURE F BY <<

simb_prop_finito: LEMMA is_finite(simb_prop(F))

JUDGEMENT simb_prop(F) HAS_TYPE finite_set[atomo]

simb_prop_falsa: LEMMA falsa?(F) IMPLIES simb_prop(F) = emptyset
atomo_simb_prop: LEMMA atomo?(A) IMPLIES member (A, simb_prop(A))
simb_prop_atomo_igual: CLAIM member (A1, simb_prop(A)) IMPLIES Al = A
simb_prop_negacion: LEMMA simb_prop(“F) = simb_prop(F)
simb_prop_verdad: LEMMA simb_prop(verdad) = emptyset

simb_prop_conjuncion_bin: LEMMA
simb_prop(F1 & F2) = union(simb_prop(F1), simb_prop(F2))

simb_prop_disyuncion_bin: LEMMA
simb_prop(F1 \/ F2) = union(simb_prop(F1), simb_prop(F2))

simb_prop_implicacion: LEMMA
simb_prop(F1 => F2) = union(simb_prop(F1), simb_prop(F2))

interpretacion: TYPE = set[atomo]
interpretacion_finita: TYPE = finite_set[atomo]
I, I1, I2: VAR interpretacion

es_modelo_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x: T, F: formula_prop[T]): F = a(x) IMPLIES atomo?[T](F);

es_modelo(I, F): RECURSIVE bool =
CASES F
OF falso: FALSE,
a(x): member(F, I),
~“(F1): NOT es_modelo(I, F1),
&(F1, F2): es_modelo(I, F1) AND es_modelo(I, F2)
ENDCASES
MEASURE F BY <<
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no_es_modelo_falso: LEMMA NOT es_modelo(I, falso)
es_modelo_atomo: LEMMA es_modelo(I, A) = member(A, I)
es_modelo_negacion: LEMMA es_modelo(I, “F) IFF NOT es_modelo(I, F)

es_modelo_conjuncion_binaria: LEMMA
es_modelo(I, F1 & F2) IFF (es_modelo(I, F1) AND es_modelo(I, F2))

es_modelo_verdad: LEMMA es_modelo(I, verdad)

es_modelo_disyuncion: LEMMA
es_modelo(I, F1 \/ F2) IFF (es_modelo(I, F1) OR es_modelo(I, F2))

es_modelo_implicacion: LEMMA
es_modelo(I, F1 => F2) IFF ((NOT es_modelo(I, F1)) OR es_modelo(I, F2))

es_modelo_equivalencia: LEMMA
es_modelo(I, F1 <=> F2) IFF (es_modelo(I, F1) IFF es_modelo(I, F2))

es_modelo_simb_prop_interpretacion: LEMMA
(FORALL A:
member (A, simb_prop(F)) IMPLIES
(es_modelo(I1, A) = es_modelo(I2, A)))
IMPLIES es_modelo(Il, F) = es_modelo(I2, F)

modelo_restringido: LEMMA
es_modelo(I, F) = es_modelo(intersection(I, simb_prop(F)), F)

es_satisfacible(F): bool = EXISTS I: es_modelo(I, F)
es_valida(F): bool = FORALL I: es_modelo(I, F)
ejemplol: LEMMA es_valida((F1 => F2) \/ (F2 => F1))
ejemplo2: LEMMA es_valida(verdad \/ F)

ejemplo3: LEMMA NOT (es_valida(falso & F))

equivalentes(F1, F2): bool =
FORALL I: es_modelo(I, F1) IFF es_modelo(I, F2)

verdad_neutro_conjuncion: CLAIM equivalentes(F & verdad, F)
equivalentes_falso: LEMMA equivalentes(F, F \/ falso)

equivalentes_neg: LEMMA
equivalentes(F1, F2) IMPLIES equivalentes(“F1, "F2)

equivalentes_disy: LEMMA
equivalentes(F1, F2) IMPLIES equivalentes(F1 \/ F, F2 \/ F)



300 Apéndice D. Programacién légica proposicional

equivalentes_reflexiva: LEMMA reflexive?(equivalentes)
equivalentes_simetrica: LEMMA symmetric?(equivalentes)
equivalentes_transitiva: LEMMA transitive?(equivalentes)
equivalentes_equivalencia: LEMMA equivalence?(equivalentes)
es_modelo(I, S): bool = FORALL F: member(F, S) IMPLIES es_modelo(I, F)

modelo_de_subconjuntos: LEMMA
es_modelo(I, S1) AND subset?(S2, S1) IMPLIES es_modelo(I, S2)

modelo_singleton: LEMMA es_modelo(I, singleton(F)) IFF es_modelo(I, F)

modelo_union: LEMMA
es_modelo(I, union(S1, S2)) IFF (es_modelo(I, S1) AND es_modelo(I, S2))

modelo_add: LEMMA
es_modelo(I, add(F, S)) IFF (es_modelo(I, S) AND es_modelo(I, F))

modelo_add_neg: LEMMA
es_modelo(I, add("F, S)) IFF (es_modelo(I, S) AND NOT es_modelo(I, F))

es_satisfacible(S): bool = EXISTS I: es_modelo(I, S)
es_insatisfacible(S): bool = FORALL I: NOT es_modelo(I, S)
es_valido(S): bool = FORALL I: es_modelo(I, S)
es_no_valido(S): bool = EXISTS I: NOT es_modelo(I, S)
equivalentes_insatisfacible: LEMMA
equivalentes(F1, F2) IMPLIES
(FORALL S:

es_insatisfacible(add(F1, S)) IFF es_insatisfacible(add(F2, S)))

es_cons_logica(F, S): bool =
FORALL I: es_modelo(I, S) IMPLIES es_modelo(I, F)

equivalentes_cons_log: LEMMA
equivalentes(F1, F2) IMPLIES
(FORALL S: es_cons_logica(F1, S) IFF es_cons_logica(F2, S))

cons_logica_insatisfacible: LEMMA
es_cons_logica(F, S) IFF es_insatisfacible(add("F, S))

cons_log_conj_binaria: LEMMA
es_cons_logica(F1 & F2, S) IFF
(es_cons_logica(F1, S) AND es_cons_logica(F2, S))

cons_log_verdad: CLAIM es_cons_logica(verdad, S)



D.1. Formalizacién usando conjuntos finitos 301

conjuncion_TCC1: OBLIGATION
FORALL (FS: finite_set[formula_prop]):
NOT empty?(FS) IMPLIES nonempty?[formula_prop[T]](FS);

conjuncion_TCC2: OBLIGATION
FORALL (FS: finite_set[formula_prop]):
NOT empty?(FS) IMPLIES
card[formula_prop[T]] (rest [formula_prop[T]](FS)) <
card[formula_prop[T]1] (FS);

conjuncion(FS): RECURSIVE formula_prop =
IF empty?(FS) THEN verdad ELSE choose(FS) & conjuncion(rest(FS)) ENDIF
MEASURE card(FS)

conjuncion_vacio: LEMMA conjuncion(emptyset[formula_prop[T]]) = verdad
conjuncion_unitario_aux: LEMMA conjuncion(singleton(F)) = (F & verdad)
conjuncion_unitario: LEMMA equivalentes(conjuncion(singleton(F)), F)

conjuncion_unitario_atomo: LEMMA
equivalentes(conjuncion(singleton[formula_prop] (A)), A)

disyuncion(FS): RECURSIVE formula_prop =
IF empty?(FS) THEN falso ELSE choose(FS) \/ disyuncion(rest(FS)) ENDIF
MEASURE card(FS)

es_modelo_conjuncion: LEMMA
es_modelo(I, conjuncion(FS)) IFF
(FORALL F: member(F, FS) IMPLIES es_modelo(I, F))

no_es_modelo_conjuncion: COROLLARY
NOT es_modelo(I, conjuncion(FS)) IFF
(EXISTS F: member(F, FS) AND NOT es_modelo(I, F))

simb_prop_conjuncion_s_11: LEMMA
simb_prop(conjuncion(FS)) =
Union(extend[setof [atomo[T]], finite_set[atomo[T]], bool, FALSE]
(image (simb_prop) (FS)))

cons_log_conjuncion_s: LEMMA
es_cons_logica(conjuncion(FS), S) IFF
(FORALL F: member(F, FS) IMPLIES es_cons_logica(F, S))
lenguaje: TYPE = set[atomo]

LE: VAR lenguaje

formula_prop_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LE: lenguaje): subset?[atomo[T]] (simb_prop(falso[T]), LE);
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formula_prop_l(LE): TYPE = {F: formula_prop | subset?(simb_prop(F), LE)}
CONTAINING falso

JUDGEMENT formula_prop_1(LE) SUBTYPE_OF formula_prop
es_interpretacion_herbrand(LE) (I): bool = subset?(I, LE)
interpretacion_1(LE): TYPE = (es_interpretacion_herbrand(LE))

interpretacion_restringida: LEMMA
es_interpretacion_herbrand(LE) (intersection(I, LE))

es_satisfacible(LE) (F: formula_prop_1(LE)): bool =
EXISTS (I: interpretacion_1(LE)): es_modelo(I, F)

es_satisfacible_le: LEMMA
FORALL (F: formula_prop_1(LE)):
es_satisfacible(LE) (F) IFF es_satisfacible(F)

es_valida(LE) (F: formula_prop_1(LE)): bool =
FORALL (I: interpretacion_1(LE)): es_modelo(I, F)

es_valida_le: LEMMA
FORALL (F: formula_prop_l(LE)): es_valida(LE)(F) IFF es_valida(F)

es_cons_logica(LE) (F: formula_prop_1(LE), S: set[formula_prop_1(LE)]):
bool =
FORALL (I: interpretacion_1(LE)):
es_modelo(I,
extend[formula_prop[T], formula_prop_1(LE), bool, FALSE]
()
IMPLIES es_modelo(I, F)

interpretacion_restringida_es_modelo_formula: LEMMA
FORALL (F: formula_prop_1(LE)):
es_modelo(I, F) IFF es_modelo(intersection(I, LE), F)

interpretacion_restringida_es_modelo_conjunto: LEMMA
FORALL (S: set[formula_prop_1(LE)]):
es_modelo(TI,
extend[formula_prop[T], formula_prop_1(LE), bool, FALSE]
(8))
IFF
es_modelo(intersection(I, LE),
extend [formula_prop[T], formula_prop_1(LE), bool, FALSE]
(8))

es_cons_logica_le: LEMMA
FORALL (F: formula_prop_1(LE), S: set[formula_prop_1(LE)]):
es_cons_logica(LE) (F, S) IFF
es_cons_logica(F,
extend[formula_prop[T], formula_prop_1(LE), bool,
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FALSE]
(s>

base_herbrand(LE) : set[atomo] = LE

es_modelo_herbrand(LE) (I: interpretacion, F: formula_prop_1(LE)): bool =
es_interpretacion_herbrand(LE) (I) AND es_modelo(I, F)

es_modelo_herbrand(LE) (I: interpretacion, S: set[formula_prop_1(LE)]):
bool =
es_interpretacion_herbrand (LE) (I) AND
es_modelo(TI,
extend [formula_prop[T], formula_prop_1(LE), bool, FALSE]
(s))

END semantica_proposicional

D.1.6. Semantica de clausulas
semantica_clausulas[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

ENDASSUMING

IMPORTING clausulas[T]

IMPORTING TC@propiedades_extend

A, A1, A2: VAR atomo[T]

CH: VAR clausula_horn[T]

C: VAR clausula_def[T]

G: VAR objetivo_def[T]

P, P1, P2: VAR programalT]

I, I1, I2: VAR interpretacion[T]

SC: VAR set[clausula_horn[T]]

FSC: VAR finite_set[clausula_horn[T]]

LE: VAR lenguajel[T]

es_modelo(I, CH): bool = es_modelo(I, fla(CH))

es_modelo_cd((I: interpretacion_finita[T]), C): bool = es_modelo(I, C)
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ej_1_es_modelo: LEMMA es_modelo(singleton(Al), A1)
ej_2_es_modelo: LEMMA A1 /= A2 IMPLIES NOT es_modelo(singleton(Al), A2)

es_modelo_clausula_def_caract_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: clausula_def[T]): atomo?[T] (cabeza(C));

es_modelo_clausula_def_caract: LEMMA
es_modelo(I, C) IFF
member (cabeza(C), I) OR
(EXISTS A: member (A, cuerpo(C)) AND NOT member (A, I))

csl_es_modelo_clausula_def: COROLLARY
member (cabeza(C), I) IMPLIES es_modelo(I, C)

cs2_es_modelo_clausula_def: COROLLARY
member (A, cuerpo(C)) AND NOT member (A, I) IMPLIES es_modelo(I, C)

cs3_es_modelo_clausula_def: COROLLARY
NOT subset?(cuerpo(C), I) IMPLIES es_modelo(I, C)

cnl_es_modelo_clausula_def: COROLLARY
es_modelo(I, C) AND NOT member (cabeza(C), I) IMPLIES
(EXISTS A: member (A, cuerpo(C)) AND NOT member (A, I))

cn2_es_modelo_clausula_def: COROLLARY
es_modelo(I, C) AND NOT member (cabeza(C), I) IMPLIES
NOT subset?(cuerpo(C), I)

es_modelo_objetivo_def_caract: LEMMA
es_modelo(I, G) IFF
(EXISTS A: member (A, cuerpo(G)) AND NOT member (A, I))

no_es_modelo_de_vacia: LEMMA vacia?(G) IMPLIES NOT es_modelo(I, G)

cns_modelo_objetivo_unitario: COROLLARY
es_modelo(I, objetivo(singleton(A))) IFF NOT member(A, I)

csl_es_modelo_objetivo_def_neg: LEMMA
NOT es_modelo(I, G) IMPLIES subset?(cuerpo(G), I)

cnl_es_modelo_objetivo_def: LEMMA
es_modelo(I, G) IMPLIES
(EXISTS A: member (A, cuerpo(G)) AND NOT member (A, I))

es_modelo(I, SC): bool =
FORALL CH: member (CH, SC) IMPLIES es_modelo(I, CH)

es_modelo_cl_fla: LEMMA es_modelo(I, SC) IFF es_modelo(I, conj_fla(SC))

modelo_add_cl: LEMMA
es_modelo(I, add(CH, SC)) IFF (es_modelo(I, SC) AND es_modelo(I, CH))
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es_modelo(I, P): bool = FORALL C: member(C, P) IMPLIES es_modelo(I, C)

es_modelo_extend: LEMMA
es_modelo(I, extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE](P))
IFF es_modelo(I, P)

es_cons_logica(A, SC): bool =
FORALL I: es_modelo(I, SC) IMPLIES es_modelo(I, A)

es_cons_logica_atomo_cl_fla: LEMMA
es_cons_logica(A, SC) IFF es_cons_logica(A, conj_fla(SC))

es_cons_logica(A, P): bool =
FORALL I: es_modelo(I, P) IMPLIES es_modelo(I, A)

es_cons_logica_extend: LEMMA
es_cons_logica(A,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
(P))
IFF es_cons_logica(A, P)

es_cons_logica_atomo_cl_fla_programa: LEMMA
es_cons_logica(A, P) IFF
es_cons_logica(A,
conj_fla(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®)))

es_cons_logica(CH, SC): bool =
FORALL I: es_modelo(I, SC) IMPLIES es_modelo(I, CH)

es_cons_logica_cl_fla: LEMMA
es_cons_logica(CH, SC) IFF es_cons_logica(fla(CH), conj_fla(SC))

es_cons_logica(C, P): bool =
FORALL I: es_modelo(I, P) IMPLIES es_modelo(I, C)

es_cons_logica_extend_cl: LEMMA
es_cons_logica(C,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
®))
IFF es_cons_logica(C, P)

es_cons_logica_cl_fla_programa: LEMMA
es_cons_logica(C, P) IFF
es_cons_logica(fla(C),
conj_fla(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,



306 Apéndice D. Programacién légica proposicional

FALSE]
®)))

es_satisfacible(CH): bool

EXISTS I: es_modelo(I, CH)

es_satisfacible(SC): bool

EXISTS I: es_modelo(I, SC)

es_satisfacible_cl_fla: LEMMA
es_satisfacible(SC) IFF es_satisfacible(conj_f1la(SC))

es_insatisfacible(SC): bool = FORALL I: NOT es_modelo(I, SC)

es_insatisfacible_cl_fla: LEMMA
es_insatisfacible(SC) IFF es_insatisfacible(conj_f1la(SC))

es_insatisfacible_vacio: LEMMA
vacia?(G) IMPLIES
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(@G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®)N)

log_equivalente_hecho: CLAIM equivalentes(A, fla(hecho(A)))

cons_log_l_hecho: LEMMA
es_cons_logica(A, P) IFF es_cons_logica(hecho(A), P)

objetivo_unit_log_equiv: CLAIM
equivalentes(fla(objetivo(singleton(A))), ~A)

cons_log_insatisfacilidad: THEOREM
es_cons_logica(A, SC) IFF
es_insatisfacible(add(objetivo(singleton(A)), SC))

cons_log_insatisfacilidad_p: THEOREM
es_cons_logica(A, P) IFF
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]
(objetivo(singleton(4)),
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,

FALSE]
()
equivalente_fla_objetivo: CLAIM
equivalentes(fla(G),
“conjuncion(extend[formula_prop[T], atomo[T], bool, FALSE]
(cuerpo(®))))

cons_log_objetivo: THEOREM
es_insatisfacible(add(G, SC)) IFF
(FORALL A: member(A, cuerpo(G)) IMPLIES es_cons_logica(A, SC))
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simb_prop(CH): finite_set[atomo] = simb_prop(fla(CH))
simb_prop_contiene_cabeza: LEMMA member (cabeza(C), simb_prop(C))
simb_prop_conjuncion_cuerpo: CLAIM
simb_prop(conjuncion(extend[formula_prop[T], atomo[T], bool, FALSE]
(cuerpo(CH))))
= cuerpo (CH)

CNS_simb_prop: LEMMA
simb_prop(CH) = union(simb_prop(cabeza(CH)), cuerpo(CH))

simb_prop_objetivo_unitario: COROLLARY
simb_prop(objetivo(singleton(A))) = singleton(A)

clausula_horn_1(LE): TYPE =
{CH: clausula_horn | subset?(simb_prop(CH), LE)}

LE(SC) : set[atomo] =
Union(extend[setof [atomo[T]], finite_set[atomo[T]], bool, FALSE]
(image (simb_prop) (SC)))
LE_TCC1: OBLIGATION FORALL (FSC): is_finite[atomo[T]](LE(FSC));
JUDGEMENT LE(FSC) HAS_TYPE finite_set[atomo]

base_herbrand(SC): set[atomo] = base_herbrand(LE(SC))

base_herbrand_TCC1: OBLIGATION
FORALL (FSC): is_finite[atomo[T]] (base_herbrand(FSC));

JUDGEMENT base_herbrand (FSC) HAS_TYPE finite_set[atomo]
JUDGEMENT base_herbrand (FSC) HAS_TYPE interpretacion_finita
LE_add: LEMMA LE(add(CH, SC)) = union(simb_prop(CH), LE(SC))
LE_add_subset: COROLLARY subset?(LE(SC), LE(add(CH, SC)))

es_interpretacion_herbrand(I, SC): bool =
es_interpretacion_herbrand (LE(SC)) (I)

csl_es_interpretacion_herbrand: LEMMA
es_interpretacion_herbrand(I, add(objetivo(singleton(A)), SC)) AND
NOT member (A, I)
IMPLIES es_interpretacion_herbrand(I, SC)

es_modelo_herbrand(I, SC): bool =
es_modelo(I, SC) AND es_interpretacion_herbrand(I, SC)

es_modelo_simb_prop_modelos_cl: LEMMA
(FORALL A:
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member (A, simb_prop(CH)) IMPLIES
(es_modelo(I1l, A) = es_modelo(I2, A)))
IMPLIES (es_modelo(I1, CH) IFF es_modelo(I2, CH))

modelo_c_simb: LEMMA
es_modelo(I, CH) IMPLIES es_modelo(intersection(I, simb_prop(CH)), CH)

simb_prop_clausula_contenidos_b_herbrand: CLAIM
member (CH, SC) IMPLIES subset?(simb_prop(CH), base_herbrand(SC))

CS_modelo_simb_prop_clausula_horn: CLAIM
member (CH, SC) IMPLIES
(FORALL A:
member (A, simb_prop(CH)) IMPLIES
(es_modelo(I, A) =
es_modelo(intersection(I, base_herbrand(SC)), A)))

modelo_c_base_h: LEMMA
es_modelo(I, CH) AND member (CH, SC) IMPLIES
es_modelo(intersection(I, base_herbrand(SC)), CH)

modelo_imp_modelo_herbrand: THEOREM
es_modelo(I, SC) IMPLIES
es_modelo_herbrand(intersection(I, base_herbrand(SC)), SC)

modelo_imp_modelo_herbrand_p: COROLLARY
es_modelo(I, P) IMPLIES
es_modelo_herbrand(intersection(I,
base_herbrand
(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
@),
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®))

insatisfacible_mod_herbrand: THEOREM
es_insatisfacible(SC) IFF (FORALL I: NOT es_modelo_herbrand(I, SC))

insatisfacible_mod_herbrand_alt: COROLLARY
es_insatisfacible(SC) IFF
(FORALL I:
es_interpretacion_herbrand(I, SC) IMPLIES NOT es_modelo(I, SC))

insatisfacible_mod_herbrand_programa: COROLLARY
es_insatisfacible(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
®)
IFF
(FORALL I:
NOT es_modelo_herbrand(I,



D.1. Formalizacién usando conjuntos finitos 309

extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
(P)))

insatisfacible_mod_herbrand_programa_alt: COROLLARY
es_insatisfacible(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
P))
IFF
(FORALL (I:

(powerset (LE(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,

FALSE]
®)N):
NOT es_modelo(I, P))
END semantica_clausulas

D.1.7. Semantica declarativa
semantica_declaratival[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING semantica_clausulas[T]
A, A1, A2: VAR atomo
CH: VAR clausula_horn
C: VAR clausula_def
P, P1, P2: VAR programa
I, I1, I2: VAR interpretacion
SC: VAR set[clausula_horn[T]]
CI: VAR set[interpretacion]
cabeza_pertenece_base_herbrand_g_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: clausula_def[T], SC: set[clausula_horn[T]]):

member (C, SC) IMPLIES atomo?[T] (cabeza(C));

cabeza_pertenece_base_herbrand_g: CLAIM
member (C, SC) IMPLIES member (cabeza(C), base_herbrand(SC))
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cabeza_pertenece_base_herbrand_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: clausula_def[T], P: programal[T]):
member (C, P) IMPLIES atomo?[T] (cabeza(C));

cabeza_pertenece_base_herbrand: CLAIM
member (C, P) IMPLIES

member (cabeza(C),
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®N

base_herbrand_es_modelo: LEMMA
es_modelo(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®),
P)

BH_es_modelo_de_Herbrand: THEOREM
es_modelo_herbrand(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],

bool,
FALSE]
P®)),
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®))

CNS_modelo_herbrand: LEMMA
es_modelo_herbrand(I,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,

FALSE]
®))
IFF
powerset (LE(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE](P)))

(D
AND es_modelo(I, P)

conj_modelos_herbrand_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: programalT]):
is_finite[set[atomo[T]]]
({I: set[atomo[T1] |
powerset [atomo [T]]

(LE[T]
(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™
(D

AND es_modelo[T](I, P)});

conj_modelos_herbrand(P): finite_set[set[atomo]] =
{I: set[atomo[T]] |
powerset (LE(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
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™
(D
AND es_modelo(I, P)}

conj_modelos_herbrand_finitos: LEMMA
every(is_finite) (conj_modelos_herbrand(P))

menor_modelo_herbrand_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: programalT]):
is_finite[atomo[T]] (Intersection[atomo[T]] (conj_modelos_herbrand(P)));

menor_modelo_herbrand(P): finite_set[atomo] =
Intersection(conj_modelos_herbrand(P))

CNS_pertenencia_menor_modelo_herbrand: LEMMA
member (A, menor_modelo_herbrand(P)) IFF
(FORALL I:
es_modelo_herbrand (I,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
(P))
IMPLIES member(A, I))

es_conjunto_de_modelos?(CI, C): bool =
FORALL I: member(I, CI) IMPLIES es_modelo(I, C)

inters_familia_modelo_c_d: LEMMA
es_conjunto_de_modelos?(CI, C) IMPLIES es_modelo(Intersection(CI), C)

es_conjunto_de_modelos?(CI, P): bool =
FORALL I: member (I, CI) IMPLIES es_modelo(I, P)

conj_modelos_herbrand_es_conj_de_modelos: LEMMA
es_conjunto_de_modelos?(conj_modelos_herbrand(P), P)

conj_modelos_p_imp_conj_mod_c: CLAIM
es_conjunto_de_modelos?(CI, P) AND member(C, P) IMPLIES
es_conjunto_de_modelos?(CI, C)

inters_familia_modelo_conj_c_d: LEMMA
es_conjunto_de_modelos?(CI, P) IMPLIES es_modelo(Intersection(CI), P)

menor_modelo_es_modelo: THEOREM es_modelo(menor_modelo_herbrand(P), P)

menor_modelo_es_interpretacion_herbrand: LEMMA
es_interpretacion_herbrand (menor_modelo_herbrand(P),
extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®))
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menor_modelo_es_modelo_herbrand: THEOREM
es_modelo_herbrand (menor_modelo_herbrand(P),
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®))

menor_modelo_es_el_menor: THEOREM
es_modelo_herbrand(I,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
P))
IMPLIES subset?(menor_modelo_herbrand(P), I)

menor_modelo_es_el_menor_corol: COROLLARY
subset? (menor_modelo_herbrand (P),
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®)N)

JUDGEMENT menor_modelo_herbrand(P) HAS_TYPE interpretacion_finita

mmh_menor_todos_los_modelos: COROLLARY
es_modelo(I, P) IMPLIES subset?(menor_modelo_herbrand(P), I)

menor_modelo_con_log: LEMMA
member (A, menor_modelo_herbrand(P)) IMPLIES
member (A,
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®N)
AND es_cons_logica(A, P)

con_log_menor_modelo: LEMMA
member (A,
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®MN
AND es_cons_logica(A, P)
IMPLIES member (A, menor_modelo_herbrand(P))

con_log_equiv_menor_modelo: THEOREM
menor _modelo_herbrand(P) =
(A |
member (A,

base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]

P))
AND es_cons_logica(A, P)})

CL_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (P: programal[T]):
is_finite[atomo[T]]
{a |

member [atomo [T]]
(A,
base_herbrand[T]

(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®MN
AND es_cons_logicalT](A, P)});

CL(P): finite_set[atomo[T]] =
{a |
member (A,
base_herbrand (extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]

®))
AND es_cons_logica(A, P)}

con_log_equiv_menor_modelo_c: COROLLARY menor_modelo_herbrand(P) = CL(P)
END semantica_declarativa

D.1.8. Operador de consecuencia inmediata
consecuencia_i[T: TYPE+]: THEORY

BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

ENDASSUMING

IMPORTING semantica_declarativalT]

CH: VAR clausula_horn

C: VAR clausula_def

A: VAR atomo

I, J: VAR interpretacion

FI: VAR interpretacion_finita

P, P1: VAR programa

n, m: VAR nat

c_i(P)(I): interpretacion =

{A |
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EXISTS C: member(C, P) AND A = cabeza(C) AND subset?(cuerpo(C), I}

cns_pertenece_c_i: LEMMA
member (A, c_i(P)(I)) IFF
(EXISTS C: member(C, P) AND A = cabeza(C) AND subset?(cuerpo(C), I))

cs_pertenece_c_i: COROLLARY
A = cabeza(C) AND member(C, P) AND subset?(cuerpo(C), I) IMPLIES
member (A, c_i(P) (I))

cabeza_pertenece_c_i_TCC1: OBLIGATION

FORALL (C: clausula_def[T], I: interpretacion[T], P: programal[T]):
subset? (cuerpo(C), I) AND member(C, P) IMPLIES atomo?[T] (cabeza(C));

cabeza_pertenece_c_i: COROLLARY
member (C, P) AND subset?(cuerpo(C), I) IMPLIES
member (cabeza(C), c_i(P) (1))

cn_pertenece_c_i: COROLLARY
member (A, c_i(P) (I)) IMPLIES
(EXISTS C: A = cabeza(C) AND member(C, P) AND subset?(cuerpo(C), I))

c_i_en_base_herbrand: LEMMA
subset?(c_i(P) (1),
base_herbrand (extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™

c_i_interp_herbrand: COROLLARY
es_interpretacion_herbrand(c_i(P)(I),
extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
(P))

c_i_TCC1: OBLIGATION FORALL (I, P): is_finite[atomo[T]](c_i(P)(I));
JUDGEMENT c_i(P) (I) HAS_TYPE interpretacion_finita
c_i_f(P) (FI): interpretacion_finita = c_i(P) (FI)
c_i_monotona: LEMMA subset?(I, J) IMPLIES subset?(c_i(P)(I), c_i(P)(J))
potencia_c_i(P, n): interpretacion = iterate(c_i(P), n) (emptyset)
base_herbrand_contiene_potencias: LEMMA

subset?(iterate(c_i(P), n) (emptyset),

base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,

FALSE]
(®)))
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potencia_c_i_finito: OBLIGATION

FORALL (P, n): is_finite[atomo[T]] (potencia_c_i(P, n));

potencia_c_i_finito: JUDGEMENT potencia_c_i(P, n) HAS_TYPE
finite_set[atomo[T]]

potencia_c_i_finito_b: JUDGEMENT potencia_c_i(P, n) HAS_TYPE
interpretacion_finita

c_i_iterate_vacio: LEMMA
subset?(iterate(c_i(P), n) (emptyset), iterate(c_i(P), 1 + n) (emptyset))

c_i_iterate_vacio_gen: COROLLARY
m <= n IMPLIES
subset?(iterate(c_i(P), m) (emptyset), iterate(c_i(P), n) (emptyset))

c_i_modelos_h: THEOREM es_modelo(I, P) IFF subset?(c_i(P)(I), I)
END consecuencia_i

D.1.9. La inclusiéon como orden parcial completo

inclusion_opc[T: TYPE+]: THEORY

BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
PF: LIBRARY = "../auxiliares/dominios"

IMPORTING PF@po[set[T], sets[T].subset?], PF@cpo_defs[set[T]]

TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"

IMPORTING TC@propiedades_conjuntos

a: VAR T

S, S1: VAR set[T]

SS, Cad: VAR set[set[T]]

subset?_es_precop_11: LEMMA chain?(SS) IMPLIES ub?(Union(SS), SS)
subset?_es_precop_12: LEMMA chain?(SS) IMPLIES lub?(Union(SS), SS)
subset?_es_precop_13: LEMMA chain?(Cad) IMPLIES lub_exists?(Cad)
subset?_es_precop: LEMMA precpo?(subset?)

subset?_TCC1: OBLIGATION precpo?[set[T]] (subset?[T]);
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JUDGEMENT subset? HAS_TYPE pCPQ[set[T]]
vacio_es_bottom: LEMMA bottom? (subset?) (emptyset)
subset?_es_cpo: THEOREM cpo?(subset?, emptyset)

IMP_fixpoints_cont_TCC1: OBLIGATION
bottom? [set [T]] (sets[T].subset?) (sets[T].emptyset);

IMPORTING PF@fixpoints_cont[set[T], sets[T].subset?, sets[T].emptyset]
END inclusion_opc

D.1.10. Semantica del punto fijo
semantica_p_f[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING consecuencia_i[T], semantica_declarativalT],
inclusion_opc[atomo[T]],
finite_sets@finite_sets_inductions[atomo]
PF: LIBRARY = "../auxiliares/dominios"
IMPORTING PF@propiedades_cadenas
A, B: VAR atomo
Cl: VAR clausula_def
P, P1: VAR programa
I, J: VAR interpretacion
FI: VAR interpretacion_finita
SS: VAR set[set[atomo]]
Cad: VAR pol[set[atomo], sets[atomo].subset?].Chain
m, n: VAR nat
c_i_monotonic: LEMMA monotonic?(c_i(P))
c_i_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P):

monotonic?[set[atomo[T]], sets[atomo[T]].subset?, set[atomo[T]],
sets[atomo[T]] .subset?]
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(c_ilT1(P));
JUDGEMENT c_i(P) HAS_TYPE Monotonic

mpf_TCC1: OBLIGATION
bottom?[set [atomo[T]]] (sets[atomo[T]] .subset?) (sets[atomo[T]].emptyset) ;

mpf (P) : interpretacion = u(c_i(P))

mpf_subset_mmh_11: LEMMA
subset?(c_1i(P) (menor_modelo_herbrand(P)), menor_modelo_herbrand(P))

mpf_subset_mmh: THEOREM subset?(mpf(P), menor_modelo_herbrand(P))
mpf_es_modelo: LEMMA es_modelo(mpf(P), P)
mpf_es_interp_herbrand: LEMMA
es_interpretacion_herbrand (mpf (P),
extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,

FALSE]
®))

mmh_subset_mpf: THEOREM subset?(menor_modelo_herbrand(P), mpf(P))
mmh_es_mpf: THEOREM menor_modelo_herbrand(P) = mpf (P)

mpf_TCC2: OBLIGATION FORALL (P): is_finite[atomo[T]] (mpf(P));
JUDGEMENT mpf (P) HAS_TYPE interpretacion_finita

mmh_es_punto_fijo_c_i: COROLLARY
fixpoint?(c_1i(P)) (menor_modelo_herbrand(P))

mpf_es_cl: COROLLARY mpf(P) = CL(P)
IMPORTING PF@po_lems[set[atomo[T]], sets[atomo[T]].subset?]
c_i_continua_lema_1_rec: CLAIM
ub?(I, SS) AND member(A, I) AND (FORALL (S: (SS)): NOT S(A)) IMPLIES
ub?(remove(A, I), SS)
c_i_continua_lema_1: LEMMA
lub_exists?(SS) AND
member (A, pol[set[atomo], sets[atomo].subset?].lub(SS))

IMPLIES (EXISTS (S: (SS)): S(A))

c_i_es_continua_11_2: COROLLARY
member (A, 1lub(Cad)) IMPLIES (EXISTS (I: (Cad)): I(A))

c_i_es_continua_11: LEMMA
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FORALL (I: finite_set[atomo]):
subset? (I, lub(Cad)) IMPLIES (EXISTS (J: (Cad)): subset?(I, J))

c_i_es_continua_12: LEMMA
subset?(c_i(P) (lub(Cad)),
polset[atomo], sets[atomo].subset?].lub(set_image(c_i(P)) (Cad)))

c_i_es_continua_13_1: LEMMA ub?(c_i(P) (lub(Cad)), set_image(c_i(P)) (Cad))

c_i_es_continua_13: LEMMA
subset?(po[set[atomo], sets[atomo].subset?].lub
(set_image(c_i(P)) (Cad)),
c_i(P) (ub(Cad)))

c_i_es_continua: THEOREM continuous?(c_i(P))
punto_fijo_c_i: THEOREM mu(c_i(P)) = lub(bottom_iterations(c_i(P)))
calculo_mpf: COROLLARY mpf(P) = lub(bottom_iterations(c_i(P)))

base_herbrand_finito: LEMMA
is_finite(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™)

existencia_punto_fijo_finito: COROLLARY
fixpoint?(c_i(P))(I) IMPLIES
(EXISTS J: is_finite(J) AND fixpoint?(c_i(P))(J) AND subset?(J, I))

base_herbrand_cota_superior_c_i: COROLLARY
ub?(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
™),
bottom_iterations(c_i(P)))

cardinal_potencias_c_i_11_b: CLAIM
strict_subset?(potencia_c_i(P, n + 1), potencia_c_i(P, n + 2)) IMPLIES
strict_subset?(potencia_c_i(P, n), potencia_c_i(P, n + 1))

cardinal_potencias_c_i_b: LEMMA

strict_subset?(potencia_c_i(P, n), potencia_c_i(P, n + 1)) IMPLIES
card(potencia_c_i(P, n + 1)) >=n + 1

cardinal_potencias_c_i_11: CLAIM
strict_subset?(iterate(c_i(P), n + 1) (emptyset),
iterate(c_i(P), n + 2) (emptyset))
IMPLIES
strict_subset?(iterate(c_i(P), n) (emptyset),

iterate(c_i(P), n + 1) (emptyset))

cardinal_potencias_c_i_TCC1: OBLIGATION

FORALL (P: programal[T], n: nat):
strict_subset?(iterate(c_i(P), n) (emptyset),
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iterate(c_i(P), 1 + n) (emptyset))
IMPLIES
is_finite[atomo[T]]
(iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T1(P), 1 + n) (emptyset[atomo[T]]));

cardinal_potencias_c_i: LEMMA
strict_subset?(iterate(c_i(P), n) (emptyset),
iterate(c_i(P), 1 + n) (emptyset))
IMPLIES card(iterate(c_i(P), 1 + n)(emptyset)) >=n + 1

CS_potencia_punto_fijo: LEMMA
n=
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®)))
IMPLIES fixpoint?(c_i(P)) (iterate(c_i(P), n) (emptyset))

CN_potencia_punto_fijo: LEMMA
fixpoint?(c_i(P)) (iterate(c_i(P), m) (emptyset)) IMPLIES
(FORALL n:
reals.<=(m, n) IMPLIES
iterate(c_i(P), n) (emptyset) = iterate(c_i(P), m) (emptyset))

CN_pertenencia_potencias_c_i: COROLLARY
member (I, bottom_iterations(c_i(P))) IMPLIES
(EXISTS n:
reals.<=
(n,
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®ENN
AND I = iterate(c_i(P), n) (emptyset))

potencias_c_i_finito: LEMMA is_finite(bottom_iterations(c_i(P)))

mpf_potencia_c_i: THEOREM
EXISTS n:
reals.<=
(n,
card (base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®NN
AND mpf (P) = iterate(c_i(P), n) (emptyset)

mpf_potencia_c_i_corol: COROLLARY
mpf (P) =
iterate(c_i(P),



320 Apéndice D. Programacién légica proposicional

card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def [T],
bool,
FALSE]

(P)))
(emptyset)

iterate_c_i_f: LEMMA iterate(c_i_f(P), n) (FI) = iterate(c_i(P), n) (FI)
mpf_potencia_c_i_corol_f: COROLLARY
mpf (P) =
iterate(c_i_f (P),
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®ENN

(emptyset)
END semantica_p_f

D.1.11. Semantica procedimental: resolucién SLD
sld_resolucion[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING semantica_p_f[T], finite_sets@finite_sets_inductions[atomo[T]]
A, B: VAR atomo
C: VAR clausula_def
G, G1, G2: VAR objetivo_def
P, P1: VAR programa
I, J: VAR interpretacion
F: VAR finite_set[atomo]
S: VAR finite_set[objetivo_def]

n, m, k: VAR nat

tiene_resolvente_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: clausula_def[T]): atomo?[T] (cabeza(C));

tiene_resolvente(G, C): bool = member(cabeza(C), cuerpo(G))
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PD: TYPE =
{par: [objetivo_def, clausula_def] |
LET (G, C) = par IN tiene_resolvente(G, C)}

resolvente(par: PD): objetivo_def[T] =
LET (G, C) = par IN
objetivo(union(remove (cabeza(C), cuerpo(G)), cuerpo(C)))

es_resolvente?_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: clausula_def[T], G: objetivo_def[T]):
member (cabeza(C), cuerpo(G)) IMPLIES tiene_resolvente(G, C);

es_resolvente?(G2, G, C): bool =
member (cabeza(C), cuerpo(G)) AND G2 = resolvente(G, C)

tiene_refutacion_long_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programal[T], n: nat):
NOT n = 0 IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND member (cabeza(C), cuerpo(G)) IMPLIES n - 1 >= 0);

tiene_refutacion_long TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programal[T], n: nat):
NOT n = 0 IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND member (cabeza(C), cuerpo(G)) IMPLIES n - 1 < n);

tiene_refutacion_long(P, G, n): RECURSIVE bool =
IF n = 0 THEN vacia?(G)
ELSE EXISTS C:
member (C, P) AND
member (cabeza(C), cuerpo(G)) AND
tiene_refutacion_long(P, resolvente(G, C), n - 1)
ENDIF
MEASURE n

tiene_refutacion(P, G): bool = EXISTS n: tiene_refutacion_long(P, G, n)
tiene_refutacion_long(P) (G, n): bool = tiene_refutacion_long(P, G, n)
tiene_refutacion(P) (G): bool = tiene_refutacion(P, G)

Exitos_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: programal[T]):
is_finite[atomo[T]]
({A |
member [atomo [T]]
(A,
base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
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®))
AND
tiene_refutacion(P, objetivo[T] (singleton[atomo[T]](A)))1});

Exitos(P): finite_set[atomo[T]] =
{a |
member (A,

base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]

®N
AND tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A)))}

CS1_pertenece_cuerpo_resolvente: LEMMA
tiene_resolvente(G, C) AND member (A, cuerpo(C)) IMPLIES
member (A, cuerpo(resolvente(G, C)))

CS2_pertenece_cuerpo_resolvente: LEMMA
tiene_resolvente(G, C) AND member (A, cuerpo(G)) AND A /= cabeza(C)
IMPLIES member (A, cuerpo(resolvente(G, C)))

CS1_modelo_resolvente: LEMMA
es_modelo(I, C) AND es_modelo(I, G) AND tiene_resolvente(G, C) IMPLIES
es_modelo(I, resolvente(G, C))

CS2_modelo_resolvente_aux: CLAIM
es_modelo(I, P) AND member(C, P) IMPLIES es_modelo(I, C)

CS2_modelo_resolvente: LEMMA
es_modelo(I, P) AND
es_modelo(I, G) AND member(C, P) AND tiene_resolvente(G, C)
IMPLIES es_modelo(I, resolvente(G, C))

CN_insatisfacible_add_resolvente: LEMMA
member (C, P) AND
tiene_resolvente(G, C) AND
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]
(resolvente(G, C),
extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
™)
IMPLIES
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]
(G’
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™)

CN_tiene_refutacion_long_mayor_0: LEMMA
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tiene_refutacion_long(P, G, n) AND n > 0 IMPLIES NOT vacia?(G)

tiene_refutacion_long_insatisfacible: LEMMA
tiene_refutacion_long(P, G, n) IMPLIES
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
P

sld_adecuacion: THEOREM
tiene_refutacion(P, G) IMPLIES
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

@,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
(P))

tiene_refutacion_cons_logica: COROLLARY
tiene_refutacion(P, G) IMPLIES
(FORALL A: member (A, cuerpo(G)) IMPLIES es_cons_logica(A, P))

exitos_contenido_menor_modelo_herbrand: COROLLARY
subset?(Exitos(P), menor_modelo_herbrand(P))

CN_subconjunto_cuerpo_resolvente: CLAIM
tiene_resolvente(G, C) AND subset?(cuerpo(resolvente(G, C)), I) IMPLIES
subset? (remove (cabeza(C), cuerpo(G)), I) AND subset?(cuerpo(C), I)

tiene_refutacion_long_consecuencia_i: THEOREM
tiene_refutacion_long(P, G, n) IMPLIES
subset? (cuerpo(G), iterate(c_i(P), n) (emptyset))

resolvente_objetivo_add_TCC1: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], C: clausula_def[T], G: objetivo_def[T]):
NOT member (A, cuerpo(G)) AND tiene_resolvente(G, C) IMPLIES
tiene_resolvente(objetivo[T] (add[atomo[T]] (A, cuerpo(G))), C);

resolvente_objetivo_add: CLAIM
tiene_resolvente(G, C) AND NOT member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
resolvente(objetivo(add(A, cuerpo(G))), C) =
objetivo(add(A, cuerpo(resolvente(G, C))))

composicion_refutaciones_1: LEMMA
tiene_refutacion_long(P, G, m) AND
tiene_refutacion_long(P, objetivo(singleton(A)), k)
IMPLIES
(EXISTS n:
reals.<=(n, m + k) AND
tiene_refutacion_long(P, objetivo(add(A, cuerpo(G))), n))

composicion_refutaciones_1_corol: COROLLARY
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tiene_refutacion(P, G) AND tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(4)))
IMPLIES tiene_refutacion(P, objetivo(add(A, cuerpo(G))))

composicion_refutaciones_2: LEMMA
(FORALL A:
member (A, F) IMPLIES tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A))))
IMPLIES tiene_refutacion(P, objetivo(F))

composicion_refutaciones_2_corol: COROLLARY
(FORALL A:
member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A))))
IMPLIES tiene_refutacion(P, G)

resolvente_objetivo_singleton_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], C: clausula_def[T]):
A = cabeza(C) IMPLIES
tiene_resolvente(objetivo[T] (singleton[atomo[T]](A)), C);

resolvente_objetivo_singleton: CLAIM
A = cabeza(C) IMPLIES
resolvente(objetivo(singleton(A)), C) = objetivo(cuerpo(C))

CN_tiene_refutacién_objetivo_unitario: CLAIM
member (C, P) AND
A = cabeza(C) AND tiene_refutacion(P, objetivo(cuerpo(C)))
IMPLIES tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A)))

consecuencia_i_tiene_refutacion: LEMMA
member (A, iterate(c_i(P), n)(emptyset)) IMPLIES

tiene_refutacion(P, objetivo(singleton(A)))

menor_modelo_herbrand_contenido_exitos: LEMMA
subset? (menor_modelo_herbrand(P), Exitos(P))

menor_modelo_herbrand_exitos: THEOREM menor_modelo_herbrand(P) = Exitos(P)

sld_completitud: THEOREM
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
(P)))

IMPLIES tiene_refutacion(P, G)
END sld_resolucion

D.1.12. Completitud fuerte de la resolucién SLD

sld_resolucion_via[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
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ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING sld_resolucion[T]
IMPORTING TC@min_nat_extension[nat]
C, C1, C2: VAR clausula_def[T]

G, G1, G2: VAR objetivo_def[T]

A, B: VAR atomol[T]

I, J: VAR interpretacion[T]

P, P1: VAR programal[T]

S: VAR finite_set[objetivo_def[T]]
n, m, k: VAR nat

F, H: VAR finite_set[atomo[T]]

es_regla_computacion(f: [objetivo_def[T] -> atomo[T]]): bool =
FORALL G: member(f(G), cuerpo(G))

regla_computacion: TYPE = (es_regla_computacion)
f: VAR regla_computacion

tiene_refutacion_long_via_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programal[T], f: regla_computacion,
n: nat):
NOT n = O IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND cabeza(C) = £(G) IMPLIES
tiene_resolvente[T](G, C));

tiene_refutacion_long_via_TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programal[T], f: regla_computacion,
n: nat):
NOT n = 0 IMPLIES
(FORALL (C): member(C, P) AND cabeza(C) = f(G) IMPLIES n - 1 >= 0);

tiene_refutacion_long_via _TCC3: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programalT], f: regla_computacion,
n: nat):
NOT n = 0 IMPLIES
(FORALL (C): member(C, P) AND cabeza(C) = f(G) IMPLIES n - 1 < n);

tiene_refutacion_long_via(P, G, n, f): RECURSIVE bool =
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IF n = 0 THEN vacia?(G)
ELSE EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = £(G) AND
tiene_refutacion_long_via(P, resolvente(G, C), n - 1, f)
ENDIF
MEASURE n

tiene_refutacion_via(P, G, f): bool =
EXISTS n: tiene_refutacion_long_via(P, G, n, f)

IMP_finite_sets_sum_TCC1l: OBLIGATION
identity? [nat]
(restrict[[numfield, numfield], [nat, nat], numfield] (+)) (0);

IMP_finite_sets_sum_TCC2: OBLIGATION
associative?[nat]
(restrict[[numfield, numfield], [nat, nat], numfield] (+))
AND
commutative? [nat]
(restrict[[numfield, numfield], [nat, nat], numfield] (+));

IMPORTING finite_sets@finite_sets_sum[atomo[T],

nat,

O:

restrict[[numfield, numfield],
[nat, nat],
numfield]

1

IMPORTING finite_sets@finite_sets_minmax[nat,
restrict[[real, reall],
[nat, nat],
boolean]
(reals.<=)]

cons_logica_exp: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES
(EXISTS (k: nat):
reals.<=
(k5
card(base_herbrand (extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
™
AND member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset)))

cons_logica_exp_corol: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES
nonempty? ({k: nat |
reals.<=
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(k’
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
P
AND member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset))})

m_exponente_TCC1: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programa[T]):
member (A, CL(P)) IMPLIES
is_finite[nat]
({k: nat |
(reals.<=
(k’
card[atomo[T]]
(base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
P>
AND
member [atomo [T]]
(A’
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T]1(P), k) (emptyset[atomo[T]1))1})
AND
NOT empty?[nat]
({kx: nat |
(reals.<=
(k’
card[atomo [T]]
(base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®»NN)
AND
member [atomo [T]]
(A’
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T](P), k) (emptyset[atomo[T]]1))1});

m_exponente (A, P): nat =
IF member (A, CL(P))
THEN min({k: nat |
reals.<=
(k,
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
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bool,
FALSE]
®)NN
AND member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset))})
ELSE 0
ENDIF

cota_superior_m_exponente: LEMMA
reals.<=
(m_exponente(A, P),
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
®)N

cs_pertenencia_potencia_c_i: LEMMA
member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset)) IMPLIES k >= 1

cons_logica_exp_clausula_1l: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k IMPLIES
member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset))

cons_logica_m_exponente: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES m_exponente(A, P) >= 1

cons_logica_exp_clausula_TCC1: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programal[T], k: nat):
m_exponente(A, P) = k AND member (A, CL(P)) IMPLIES
(FORALL (C): member(C, P) AND cabeza(C) = A IMPLIES k - 1 >= 0);

cons_logica_exp_clausula: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k IMPLIES
(EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset? (cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset)))

IMPORTING finite_sets@finite_sets_nat

m_exponente_cl_caract: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES
(m_exponente(A, P) = k IFF
member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset)) AND
(FORALL n:
reals.<=
(n,
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
(P))))
AND member (A, iterate(c_i(P), n) (emptyset))
IMPLIES reals.<=(k, n)))
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cota_m_exponente_c_i: LEMMA
member (A, iterate(c_i(P), k) (emptyset)) IMPLIES
reals.<=(m_exponente(A, P), k)

cs_m_exponente_1: LEMMA m_exponente(A, P) = 1 IMPLIES member (hecho(A), P)

med_exp_TCC1: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT]):
NOT empty?(F) IMPLIES
NOT empty?[nat]
(image [atomo[T], nat] (LAMBDA A: m_exponente(A, P), F));

med_exp(F, P): nat =
IF empty?(F) THEN 0
ELSE max (image ((LAMBDA A: m_exponente(A, P)), F))
ENDIF

med_exp_subconjunto: LEMMA
subset?(F, H) IMPLIES reals.<=(med_exp(F, P), med_exp(H, P))

med_exp_singleton: LEMMA med_exp(singleton(A), P) = m_exponente(A, P)

med_exp_cons_logica: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES med_exp(singleton(A), P) >=1

med_exp_11: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k AND member(C, P)
AND cabeza(C) = A
AND subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))
IMPLIES med_exp(cuerpo(C), P) < med_exp(singleton(A), P)

med_exp_12: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k AND member(A, F)
AND member (C, P) AND cabeza(C) = A
AND subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))
IMPLIES med_exp(cuerpo(C), P) < med_exp(F, P)

medida_a_TCC1: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT]):
NOT empty?(F) AND singleton?(F) IMPLIES
is_finite[atomo[T]]
(base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
P®PN);

medida_a_TCC2: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT]):
NOT empty?(F) AND singleton?(F) IMPLIES
(FORALL (n:
{n: nat |
n=
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Card[atomo [T]]
(base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®)NH:
n =
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®N
IMPLIES nonempty?[atomo[T]] (F));

medida_a_TCC3: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programal[T]):
NOT empty?(F) AND singleton?(F) IMPLIES

(FORALL (n:
{n: nat |
n =
Card[atomo[T]]
(base_herbrand[T]

(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]

®)NH:
n =

card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®N
IMPLIES
(FORALL (k: mnat):

k = m_exponente(choose(F), P) AND
member (choose(F), CL(P)) AND NOT k = 1
IMPLIES
(FORALL (C):

member (C, P) AND cabeza(C) = choose(F) IMPLIES
k-1>0));

medida_a_TCC4: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programal[T]):
NOT empty?(F) AND singleton?(F) IMPLIES
(FORALL (n:
{n: nat |
n =

Card[atomo[T]]

(base_herbrand[T]

(extend[clausula_horn[T],
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clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®NH:
n =
card (base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®MN
IMPLIES
(FORALL (k: nat):
k = m_exponente(choose(F), P) AND
member (choose(F), CL(P)) AND NOT k = 1
IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND
cabeza(C) = choose(F) AND
subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))
IMPLIES
lex2(med_exp(cuerpo(C), P), card[atomo[T]] (cuerpo(C))) <
lex2(med_exp(F, P), card[atomo[T]]1(F)))));

medida_a_TCC5: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT],
v:
[{z: [finite_set[atomo[T]], programa[T]] |
lex2(med_exp(z‘1l, z‘2), card(z‘1)) <
lex2(med_exp(F, P), card(F))} ->
nat]):
NOT empty?(F) AND singleton?(F) IMPLIES
(FORALL (n:
{n: nat |
n =
Card[atomo [T]]
(base_herbrand[T]
(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®NH:
n =
card (base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®MN
IMPLIES
(FORALL (k: nat):
k = m_exponente(choose(F), P) AND
member (choose(F), CL(P)) AND NOT k = 1
IMPLIES
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is_finite[nat]
({j: nat |
EXISTS C:
member [clausula_def[T]](C, P) AND
cabeza(C) = choosel[atomo[T]](F) AND
subset?[atomo[T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_il[T1(P), k - 1) (emptyset[atomo[T]]))
AND j = v(cuerpo(C), P)})

AND
NOT empty?[nat]
({j: nat |
EXISTS C:

member [clausula_def[T]](C, P) AND
cabeza(C) = choosel[atomo[T]] (F) AND
subset?[atomo [T]]

(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_ilTI(P), k - 1)

(emptyset [atomo[T]]))
AND j = v(cuerpo(C), P)})));

medida_a_TCC6: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]]):
NOT empty?(F) AND NOT singleton?(F) IMPLIES nonempty?[atomo[T]] (F);

medida_a_TCC7: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT]):
NOT empty?(F) AND NOT singleton?(F) IMPLIES
lex2(med_exp(singleton[atomo[T]] (choose[atomo[T]](F)), P),
card[atomo[T]] (singleton[atomo[T]] (choose[atomo[T]](F))))
< lex2(med_exp(F, P), card[atomo[T]](F));

medida_a_TCC8: OBLIGATION
FORALL (F: finite_set[atomo[T]], P: programalT]):
NOT empty?(F) AND NOT singleton?(F) IMPLIES
lex2(med_exp(rest[atomo[T]] (F), P),
card[atomo[T]] (rest[atomo [T]] (F)))
< lex2(med_exp(F, P), card[atomo[T]](F));

medida_a(F, P): RECURSIVE nat =
IF empty?(F) THEN 0
ELSIF singleton?(F)
THEN LET n =
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
™)),
k = m_exponente(choose(F), P)
IN
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IF NOT member (choose(F), CL(P)) THEN expt(n, n)
ELSIF k = 1 THEN 1

ELSE 1 +
min({j: nat |
EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = choose(F) AND
subset? (cuerpo(C),
iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)})
ENDIF
ELSE medida_a(singleton[atomo[T]] (choose(F)), P) + medida_a(rest(F), P)

ENDIF
MEASURE lex2(med_exp(F, P), card(F))

medida_a_vacio: LEMMA empty?(F) IMPLIES medida_a(F, P) = 0
medida_a_vacio_b: LEMMA medida_a(emptyset, P) = 0

medida_a_descomp: LEMMA
subset?(F, CL(P)) AND member(A, F) IMPLIES
medida_a(singleton(A), P) + medida_a(remove(A, F), P) = medida_a(F, P)

medida_a_unitario: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES medida_a(singleton(A), P) >= 1

med(F, H): nat = card(F) + card(H)

medida_a_union: LEMMA
subset?(F, CL(P)) AND subset?(H, CL(P)) IMPLIES
reals.<=(medida_a(union(F, H), P), medida_a(F, P) + medida_a(H, P))

conj_clausulas_resolv_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programal[T], k: nat):
k = m_exponente(A, P) AND k >= 1 IMPLIES
(FORALL (C: clausula_def[T]):
member (C, P) AND cabeza(C) = A IMPLIES k - 1 >= 0);

conj_clausulas_resolv_TCC2: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programal[T]):
is_finite[clausula_def[T]]
(LET k = m_exponente(A, P) IN
IF k >= 1
THEN {C |
member [clausula_def [T]] (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?[atomo[T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T]1(P), k - 1) (emptyset[atomo[T]]))}
ELSE emptyset[clausula_def [T]]
ENDIF) ;
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conj_clausulas_resolv(A, P): finite_set[clausula_def[T]] =
LET k = m_exponente(A, P) IN
IF k >=1
THEN {C |
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset? (cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))}
ELSE emptyset
ENDIF

conj_clausulas_resolv_cl: LEMMA
member (A, CL(P)) IMPLIES nonempty?(conj_clausulas_resolv(A, P))

conj_clausulas_resolv_med: COROLLARY
member (A, CL(P)) IMPLIES
nonempty? (image ((LAMBDA (C): medida_a(cuerpo(C), P)),
conj_clausulas_resolv(4, P)))

medida_a_unitario_cl_TCC1: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programalT], k: nat):
m_exponente(A, P) = k AND member (A, CL(P)) IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))

IMPLIES
is_finite[nat]
({j: nat |
EXISTS C:
member [clausula_def [T]](C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset? [atomo [T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T1(P), k - 1) (emptyset[atomo[T]1]))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)1})
AND
NOT empty?[nat]
({j: nat |
EXISTS C:

member [clausula_def [T]](C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset? [atomo [T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[TI(P), k - 1)
(emptyset [atomo[T]1]))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)}));

medida_a_unitario_cl: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k IMPLIES
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(EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset)) AND
medida_a(cuerpo(C), P) =
min({j: nat |
EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)}))

medida_a_unitario_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], P: programal[T], k: nat):
k > 1 AND m_exponente(A, P) = k AND member (A, CL(P)) IMPLIES
is_finite[nat]
({j: nat |
EXISTS C:
member [clausula_def [T]](C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset? [atomo [T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T]1(P), k - 1) (emptyset[atomo[T]]))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)})

AND
NOT empty?[nat]
({j: nat |
EXISTS C:

member [clausula_def [T]](C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?[atomo [T]]
(cuerpo(C),
iterate[interpretacion[T]]
(c_i[T]1(P), k - 1) (emptyset[atomo[T]]))
AND j = medida_a(cuerpo(C), P)});

medida_a_unitario_2: LEMMA
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k AND k > 1 IMPLIES
medida_a(singleton(A), P) =
1+
min({j: nat |
EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
subset?(cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset)) AND
j = medida_a(cuerpo(C), P)})

medida_a_unitario_cl_mayor: COROLLARY
member (A, CL(P)) AND m_exponente(A, P) = k AND k > 1 IMPLIES
(EXISTS C:
member (C, P) AND
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cabeza(C) = A AND
subset? (cuerpo(C), iterate(c_i(P), k - 1) (emptyset)) AND
medida_a(singleton(A), P) > medida_a(cuerpo(C), P))

medida_g(G, P): nat = medida_a(cuerpo(G), P)

insatisfacible_contenido_BH: LEMMA
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™)

IMPLIES
subset? (cuerpo(G),
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™

insatisfacible_contenido_CL: LEMMA
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™)

IMPLIES subset?(cuerpo(G), CL(P))

potencia_c_i_contenido_CL: LEMMA
subset?(F, iterate(c_i(P), k) (emptyset)) IMPLIES subset?(F, CL(P))

insatisfacible_medida_g_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programalT]):
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]
(@G,
extend[clausula_horn[T],
clausula_def [T],
bool,
FALSE]
®MN
IMPLIES
(FORALL (A):
member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND cabeza(C) = A IMPLIES
tiene_resolvente[T] (G, C)));

insatisfacible_medida_g: THEOREM
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]

(G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
™))

IMPLIES
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(FORALL A:
member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
(EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
medida_g(resolvente(G, C), P) < medida_g(G, P) AND
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]]
(resolvente(G, C),
extend[clausula_horn[T],
clausula_def[T],
bool,
FALSE]
®)»NN)

tiene_refutacion_medida_g_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_def[T], P: programalT]):
tiene_refutacion(P, G) IMPLIES
(FORALL (A):
member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
(FORALL (C):
member (C, P) AND cabeza(C) = A IMPLIES
tiene_resolvente[T](G, C)));

tiene_refutacion_medida_g: THEOREM
tiene_refutacion(P, G) IMPLIES
(FORALL A:
member (A, cuerpo(G)) IMPLIES
(EXISTS C:
member (C, P) AND
cabeza(C) = A AND
medida_g(resolvente(G, C), P) < medida_g(G, P) AND
tiene_refutacion(P, resolvente(G, C))))

sld_independiente_regla_comp: THEOREM
tiene_refutacion(P, G) IMPLIES tiene_refutacion_via(P, G, f)

sld_completitud_via: COROLLARY
es_insatisfacible(add[clausula_horn[T]1]

@G,
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
(P)))

IMPLIES tiene_refutacion_via(P, G, f)
END sld_resolucion_via
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D.2. Formalizacién evaluable, usando listas

D.2.1. Clausulas

clausulas_1[T: TYPE+]: THEORY

BEGIN

ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

TL: LIBRARY = "../auxiliares/listas"

IMPORTING TL@listas_prop_1
x: VAR T

clausula: TYPE = [1ist[T], 1list[T]]

cabeza(C: clausula): list[T] PROJ_1(C)

cuerpo(C: clausula): 1list[T] PR0OJ_2(C)

es_cl_horn(cl: clausula): bool = length(cabeza(cl)) <= 1

cl_horn: TYPE = (es_cl_horn)

JUDGEMENT cl_horn SUBTYPE_OF clausula

es_cl_definida(cl: cl_horn): bool = length(cabeza(cl)) = 1
cl_definida: TYPE = (es_cl_definida)

C, C1, C2: VAR cl_definida

JUDGEMENT cl_definida SUBTYPE_OF cl_horn

JUDGEMENT cl_definida SUBTYPE_OF clausula

cabeza_TCC1: OBLIGATION FORALL (C): cons?[T] (cabeza(C));
JUDGEMENT cabeza(C) HAS_TYPE (cons?[T])

cns_pertenece_cabeza: LEMMA member(x, cabeza(C)) IFF x = car(cabeza(C))
t: T

existe_cl_definida_TCC1: OBLIGATION es_cl_horn((: t :), null[T]);

existe_cl_definida: LEMMA es_cl_definida((: t :), null)

es_regla(C): bool = cons?(cuerpo(C))
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es_hecho(C) : bool = null?(cuerpo(C))
es_objetivo_definido(cl: cl_horn): bool = null?(cabeza(cl))
objetivo_definido: TYPE = (es_objetivo_definido)

G, G1, G2: VAR objetivo_definido

JUDGEMENT objetivo_definido SUBTYPE_OF cl_horn

JUDGEMENT objetivo_definido SUBTYPE_OF clausula
es_vacio(G) : bool = null?(cuerpo(G))

es_objetivo_propio(G): bool = cons?(cuerpo(G))

cl_horn_tipo: LEMMA
FORALL (cl: cl_horn): es_cl_definida(cl) OR es_objetivo_definido(cl)

programa: TYPE = list[cl_definida]

JUDGEMENT programa SUBTYPE_OF list[cl_horn]

P, P1, P2: VAR programa

programa_no_vacio: TYPE = {P: programa | cons?(P)}

resolvente_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definida, (G: (es_objetivo_propio))): cons?[T] (cuerpo(G));

resolvente_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definida, (G: (es_objetivo_propio))):
es_cl_horn(null[T], append[T] (cuerpo(C), cdr[T](cuerpo(G)))) AND
es_objetivo_definido(null[T],
append[T] (cuerpo(C), cdr[T](cuerpo(G))));

resolvente((G: (es_objetivo_propio)), C): objetivo_definido =
(null, append(cuerpo(C), cdr(cuerpo(G))))
END clausulas_1

D.2.2. Relacion formal entra las dos representaciones

relacion_rep_clausulas[D, T: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
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IMPORTING clausulas_1[D] AS T1

IMPORTING clausulas[T] AS T2

REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos

IMPORTING TL@operaciones_listas[D]

IMPORTING TL@pertenece_tipo

IMPORTING TL@listas_prop_1

transf_atomo: [D -> atomo[T]]

transf_atomo_ax1l: AXIOM surjective?(transf_atomo)
transf_atomo_ax2: AXIOM injective?(transf_atomo)
transf_atomo_TCC1: OBLIGATION es_refinamiento?[atomo[T], D] (transf_atomo);
JUDGEMENT transf_atomo HAS_TYPE (es_refinamiento?[atomo[T], D])
transf_clausula_def: [cl_definida[D] -> clausula_def[T]]
transf_clausula_def_ax1l: AXIOM surjective?(transf_clausula_def)

transf_clausula_def_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[clausula_def[T], cl_definida[D]] (transf_clausula_def);

JUDGEMENT transf_clausula_def HAS_TYPE
(es_refinamiento?[clausula_def[T], cl_definida[D]])

transf_cabeza_clausula_def: AXIOM
FORALL (C: cl_definidalD]):
transf_atomo(car(cabeza(C))) = cabeza(transf_clausula_def(C))
transf_objetivo_def: [objetivo_definido[D] -> objetivo_def[T]]
transf_objetivo_def_ax1: AXIOM surjective?(transf_objetivo_def)
transf_objetivo_def_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[objetivo_def[T], objetivo_definido[D]]

(transf_objetivo_def);

JUDGEMENT transf_objetivo_def HAS_TYPE
(es_refinamiento?[objetivo_def [T], objetivo_definido[D]])

transf_clausula_horn: [cl_horn[D] -> clausula_horn[T]]

transf_clausula_horn_axl: AXIOM surjective?(transf_clausula_horn)
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transf_clausula_horn_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[clausula_horn[T], cl_horn[D]] (transf_clausula_horn);

JUDGEMENT transf_clausula_horn HAS_TYPE
(es_refinamiento?[clausula_horn[T], cl_horn[D]])

transf_clausula_horn_ax2: AXIOM
FORALL (C: cl_definidalD]):
transf_clausula_horn(C) = transf_clausula_def (C)

transf_clausula_horn_ax3: AXIOM
FORALL (C: objetivo_definido[D]):
transf_clausula_horn(C) = transf_objetivo_def (C)

transf_clausula_horn_def_ax: AXIOM
FORALL (C: cl_definida[D]): es_clausula_def(transf_clausula_horn(C))

transf_clausula_horn_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[D]): es_clausula_def[T] (transf_clausula_horn(C));

JUDGEMENT transf_clausula_horn(C: cl_definidal[D]) HAS_TYPE clausula_def[T]

transf_clausula_horn_obj_ax: AXIOM
FORALL (C: objetivo_definido[D]):
es_objetivo_def (transf_clausula_horn(C))

transf_clausula_horn_TCC3: OBLIGATION
FORALL (C: objetivo_definido[D]):
es_objetivo_def [T] (transf_clausula_horn(C));

JUDGEMENT transf_clausula_horn(C: objetivo_definido[D]) HAS_TYPE
objetivo_def [T]

transf_clausula_horn_obj_vacio_ax: AXIOM
FORALL (G: (es_vacio[D])): vacia?(transf_clausula_horn(G))

transf_clausula_horn_TCC4: OBLIGATION
FORALL (G: (es_vacio[D])): vacia?[T] (transf_clausula_horn(G));

JUDGEMENT transf_clausula_horn(G: (es_vacio[D])) HAS_TYPE (vacia?[T])

transf_cabeza_cl_def: AXIOM
FORALL (C: cl_definida[D]):
transf_atomo(car(cabeza(C))) = cabeza(transf_clausula_horn(C))

transf_cuerpo: AXIOM
FORALL (CH: cl_horn[D], x: D):
member (x, cuerpo(CH)) IMPLIES
member (transf_atomo(x), cuerpo(transf_clausula_horn(CH)))

transf_cuerpo_2: AXIOM
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FORALL (CH: cl_horn[D], x: D):
member (transf_atomo(x), cuerpo(transf_clausula_horn(CH))) IMPLIES
member (x, cuerpo(CH))

transf_resolvente_cuerpo: AXIOM
FORALL ((G: (es_objetivo_propio[D])), (C: cl_definida[D])):
subset?[atomo[T]]
(cuerpo(transf_clausula_horn(C)),
cuerpo (transf_clausula_horn(resolvente(G, C))))

transf_resolvente_cuerpo_obj_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (A: atomo[T], (C: cl_definida[D]),
(G: (es_objetivo_propio[D]))):
member [atomo[T]] (A, cuerpo(transf_clausula_horn(G))) AND
A /= cabeza(transf_clausula_horn(C))
IMPLIES cons?[D] (cuerpo[D](G));

transf_resolvente_cuerpo_obj: AXIOM
FORALL ((G: (es_objetivo_propio[D])), (C: cl_definidal[D]),
A: atomo[T]):
member [atomo [T]] (A, cuerpo(transf_clausula_horn(G))) AND
A /= cabeza(transf_clausula_horn(C)) AND
car (cabeza(C)) = car(cuerpo(G))
IMPLIES
member [atomo[T]] (A, cuerpo(transf_clausula_horn(resolvente(G, C))))

transf_programa_TCC1: OBLIGATION EXISTS (x: cl_definida[D]): TRUE;

transf_programa: [clausulas_1[D].programa -> clausulas[T].programa] =
c(transf_clausula_def)

transf_programa_axl: LEMMA surjective?(transf_programa)

transf_programa_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[clausulas[T].programa, clausulas_1[D].programal
(transf_programa) ;

JUDGEMENT transf_programa HAS_TYPE
(es_refinamiento?[clausulas[T].programa, clausulas_1[D].programal)

transf_lista_cl_horn:
[1ist[cl_horn[D]] -> finite_set[clausula_horn[T]]] =
c(transf_clausula_horn)

transf_lista_cl_horn_axl: LEMMA surjective?(transf_lista_cl_horn)
transf_lista_cl_horn_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[clausula_horn[T]], list[cl_horn[D]]]

(transf_lista_cl_horn);

JUDGEMENT transf_lista_cl_horn HAS_TYPE
(es_refinamiento?[finite_set[clausula_horn[T]], list[cl_horn[D]]1]1)
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transf_lista_cl_horn_ax2: LEMMA
FORALL (CH: cl_horn[D], LCH: list[cl_horn[D]]):
transf_lista_cl_horn(cons(CH, LCH)) =
add(transf_clausula_horn(CH), transf_lista_cl_horn(LCH))

transf_programa_ax4_b: LEMMA
FORALL (LCH: list[cl_horn[D]], CH: cl_horn[D]):
member (CH, LCH) IMPLIES
member (transf_clausula_horn(CH), transf_lista_cl_horn(LCH))

transf_programa_axb: LEMMA
FORALL (P: clausulas_1[D].programa, C: clausula_def[T]):
member (C, transf_lista_cl_horn(P)) IMPLIES
(EXISTS (C1l: cl_horn[D]):
es_cl_definida[D] (C1) AND
member (C1, P) AND transf_clausula_horn(Cl) = C)

transf_lista_cl_horn_ax6: LEMMA
FORALL (CH: clausula_horn[T], LCH: list[cl_horn[D]]):
member (CH, transf_lista_cl_horn(LCH)) IMPLIES
(EXISTS (C: cl_horn[D]):
member (C, LCH) AND CH = transf_clausula_horn(C))

transf_programa_ax7: LEMMA
FORALL (P: clausulas_1[D].programa, CH: clausula_horn[T]):
member (CH, transf_lista_cl_horn(P)) IMPLIES es_clausula_def [T] (CH)

transf_programa_ax8: LEMMA
FORALL (P: T1.programa):
transf_lista_cl_horn(P) =
extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
(transf_programa(P))

transf_interp: [list[D] -> interpretacion_finita[T]] = c(transf_atomo)

transf_interp_axl: LEMMA
FORALL (I: 1list[D], x: D):
member (x, I) IMPLIES member (transf_atomo(x), transf_interp(I))

transf_interp_ax2: LEMMA
FORALL (I: 1list[D], x: D):
member (transf_atomo(x), transf_interp(I)) IMPLIES member(x, I)

transf_interp_ax3: AXIOM
FORALL (I: 1list[D], C: cl_definidal[D]):
sublista?(cuerpo(C), I) IFF
subset? (cuerpo (transf_clausula_horn(C)), transf_interp(I))

transf_interp_ax4: LEMMA
FORALL (I, J: list[D]):
sublista?(I, J) IFF subset?(transf_interp(I), transf_interp(J))
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transf_interp_axb: LEMMA
FORALL (I, J: list[D]):
igual_17(I, J) IFF transf_interp(I) = transf_interp(J)

transf_interp_ax6: LEMMA surjective?(transf_interp)

transf_interp_TCC1l: OBLIGATION
es_refinamiento?[interpretacion_finitalT], 1list[D]] (transf_interp);

JUDGEMENT transf_interp HAS_TYPE

(es_refinamiento? [interpretacion_finital[T], list[D]])
END relacion_rep_clausulas

D.2.3. Interpretacion de la relaciéon entre las dos repre-

sentaciones
relacion_rep_clausulas_interpretacion[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
x_0: T

IMPORTING clausulas[T] AS T2

IMPORTING clausulas_1[T] AS T1

REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"

IMPORTING REFINAMIENTOQ@refinamiento_conj_finitos[atomo[T], T] AS re_atomo
re_cl_TCC1: OBLIGATION EXISTS (x: cl_horn[T]): TRUE;

IMPORTING REFINAMIENTOQ@refinamiento_conj_finitos[clausula_horn[T],
cl_horn[T]] AS re_cl

re_cld_TCC1: OBLIGATION EXISTS (x: cl_definidal[T]): TRUE;

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos[clausula_def[T],
cl_definida[T]] AS re_cld

IMPORTING REFINAMIENTO@propiedades_operaciones_listas_via_ref
IMPORTING TL@propiedades_operaciones_listas
transf_a_1(x: T): atomo[T] = a(x)

transf_a_1_TCC1: OBLIGATION es_refinamiento?[atomo[T], T](transf_a_1);
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JUDGEMENT transf_a_1 HAS_TYPE (es_refinamiento?[atomo[T], T])

transf_clausula_def_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T]):
es_clausula_def [T]
((# cabeza := transf_a_1(car[T] (cabezal[T](C))),
cuerpo
:= re_atomo[atomo[T], T].c(transf_a_1) (cuerpo[T]1(C)) #));

transf_clausula_def_1(C: cl_definida[T]): clausula_def[T] =
(# cabeza := transf_a_1(car(cabeza(C))),
cuerpo := re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)

transf_objetivo_def_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: objetivo_definido[T]):
es_objetivo_def [T]
((# cabeza := falso[T],
cuerpo
:= re_atomo[atomo[T], T].c(transf_a_1) (cuerpo[T]1(C)) #));

transf_objetivo_def_1(C: objetivo_definido[T]): objetivo_def[T] =
(# cabeza := falso, cuerpo := re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)

transf_cl_h_1_TCC1: OBLIGATION

FORALL (C: cl_horn[T]): cons?(PROJ_1(C)) IMPLIES cons?[T] (cabezal[T] (C));

transf_cl_h_1(C: cl_horn[T]): clausula_horn[T] =
(# cabeza
:= IF cons?(PR0OJ_1(C)) THEN transf_a_1(car(cabeza(C)))
ELSE falso
ENDIF,
cuerpo := re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) #)

transf_cl_h_1_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[clausula_horn[T], cl_horn[T]] (transf_cl_h_1);

JUDGEMENT transf_cl_h_1 HAS_TYPE
(es_refinamiento?[clausula_horn[T], cl_horn[T]])

transf_cl_h_1_cl_definida: LEMMA

FORALL (C: cl_horn[T]):
es_clausula_def (transf_cl_h_1(C)) IMPLIES es_cl_definida(C)

transf_cuerpo_cl_definida: LEMMA
FORALL (C: cl_horn[T]):
re_atomo.c(transf_a_1) (cuerpo(C)) = cuerpo(transf_cl_h_1(C))

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_atomo_ax1_TCC1: OBLIGATION
surjective?[T, atomo[T]] (transf_a_1);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_atomo_ax2_TCC1: OBLIGATION
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injective?[T, atomo[T]] (transf_a_1);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_def_ax1_TCC1l: OBLIGATION
surjective?[cl_definida[T], clausula_def[T]] (transf_clausula_def_1);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_cabeza_clausula_def_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T]):
transf_a_1(car[T] (cabezal[T](C))) = cabeza(transf_clausula_def_1(C));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_objetivo_def_ax1_TCC1l: OBLIGATION
surjective?[objetivo_definido[T], objetivo_def[T]]
(transf_objetivo_def_1);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_ax1_TCC1l: OBLIGATION
surjective?[cl_horn[T], clausula_horn[T]] (transf_cl_h_1);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_ax2_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T]): transf_cl_h_1(C) = transf_clausula_def_1(C);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_ax3_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: objetivo_definido[T]):
transf_cl_h_1(C) = transf_objetivo_def_1(C);

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_def_ax_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T]): es_clausula_def[T] (transf_cl_h_1(C));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_obj_ax_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: objetivo_definido[T]): es_objetivo_def[T] (transf_cl_h_1(C));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_clausula_horn_obj_vacio_ax_TCC1:
OBLIGATION FORALL (G: (es_vacio[T])): vacia?[T] (transf_cl_h_1(G));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_cabeza_cl_def_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T]):
transf_a_1(car[T] (cabezal[T](C))) = cabeza(transf_cl_h_1(C));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_cuerpo_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (CH: cl_horn[T], x: T):
member [T] (x, cuerpo[T](CH)) IMPLIES
member [atomo[T]] (transf_a_1(x), cuerpo(transf_cl_h 1(CH)));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_cuerpo_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (CH: cl_horn[T], x: T):
member [atomo[T]] (transf_a_1(x), cuerpo(transf_cl_h_1(CH))) IMPLIES
member [T] (x, cuerpo[T](CH));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_resolvente_cuerpo_TCC1l: OBLIGATION
FORALL ((G: (es_objetivo_propio[T])), (C: cl_definidalT])):
subset? [atomo[T]]
(cuerpo(transf_cl_h_1(C)),
cuerpo(transf_cl_h_1(resolvente[T] (G, C))));
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IMP_relacion_rep_clausulas_transf_resolvente_cuerpo_obj_TCC1: OBLIGATION
FORALL ((G: (es_objetivo_propio[T])), (C: cl_definidalT]),
A: atomo[T]):

member [atomo[T]] (A, cuerpo(transf_cl_h_1(G))) AND

A /= cabeza(transf_cl_h_1(C)) AND

car[T] (cabezal[T] (C)) = car[T] (cuerpo[T](G))
IMPLIES
member [atomo[T]] (A, cuerpo(transf_cl_h_1(resolvente[T] (G, C))));

IMP_relacion_rep_clausulas_transf_interp_ax3_TCC1: OBLIGATION
FORALL (I: 1ist[T], C: cl_definidalT]):
sublista?[T] (cuerpo[T](C), I) IFF
subset? [atomo[T]] (cuerpo(transf_cl_h_1(C)), transf_interp[T, T]1(I));

IMPORTING relacion_rep_clausulas[T, T]
{{ transf_atomo := transf_a_1,

transf_clausula_def

:= transf_clausula_def_1,
transf_objetivo_def

:= transf_objetivo_def_1,
transf_clausula_horn

:= transf_cl_h_1 }}

END relacion_rep_clausulas_interpretacion

D.2.4. Semantica de clausulas

semantica_clausulas_1[D, T: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING relacion_rep_clausulas[D, T]
IMPORTING semantica_clausulas[T]

x, x1, x2: VAR D

CH: VAR cl_horn[D]

C: VAR cl_definida[D]

P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa
I, I1, I2: VAR interpretacion[T]

Int, Intl: VAR set[D]



348 Apéndice D. Programacién légica proposicional

L, L1, L2: VAR 1list[D]

FSC: VAR finite_set[cl_horn[D]]
LSC: VAR list[cl_horn[D]]

G: VAR objetivo_definido[D]

es_modelo(Int, CH): bool =
es_modelo (image (transf_atomo) (Int), transf_clausula_horn(CH))

imagen_imagen_inversa: CLAIM
image (transf_atomo) (image (inverse(transf_atomo)) (I)) = I

es_modelo_1_caract: LEMMA
es_modelo(I, transf_clausula_horn(CH)) IFF
es_modelo(image (inverse(transf_atomo)) (I), CH)

es_modelo(Int, LSC): bool =
es_modelo (image(transf_atomo) (Int),
restrict[clausula_horn[T], clausula_def[T], boolean]
(transf_lista_cl_horn(LSC)))

es_modelo(Int, P): bool =
es_modelo(image(transf_atomo) (Int), transf_programa(P))

es_modelo_1_caract_p: LEMMA
es_modelo(I,
restrict[clausula_horn[T], clausula_def[T], boolean]
(transf_lista_cl_horn(LSC)))
IFF es_modelo(image (inverse(transf_atomo)) (I), LSC)

modelo_p_es_modelo_cl: LEMMA
es_modelo(Int, P) AND member (C, P) IMPLIES es_modelo(Int, C)

es_modelo(L, CH): bool =
es_modelo(transf_interp(L), transf_clausula_horn(CH))

es_modelo_e_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (CH: cl_horn[D]):
NOT null?(cabeza(CH)) IMPLIES cons?[D] (cabezal[D](CH));

es_modelo_e(L, CH): bool =
IF null?(cabeza(CH))
THEN some (LAMBDA (x): NOT member(x, L)) (cuerpo(CH))
ELSE member (car (cabeza(CH)), L) OR
some (LAMBDA (x): NOT member(x, L)) (cuerpo(CH))
ENDIF

es_modelo_e(L, G): bool = some(LAMBDA (x): NOT member(x, L)) (cuerpo(G))

es_modelo_e(L, C): bool
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member (car (cabeza(C)), L) OR
some (LAMBDA (x): NOT member(x, L)) (cuerpo(C))

es_modelo_e_c_def_igual?: LEMMA
igual_17[D] (L1, L2) IMPLIES (es_modelo_e(L1l, C) IFF es_modelo_e(L2, C))

es_modelo(L, P): bool = es_modelo(transf_interp(L), transf_programa(P))
es_modelo_e(L, P): bool = every(LAMBDA (C): es_modelo_e(L, C))(P)

es_modelo_e_programa_igual?: LEMMA
igual 17[D] (L1, L2) IMPLIES (es_modelo_e(L1l, P) IFF es_modelo_e(L2, P))

es_cons_logica(x, LSC): bool =
es_cons_logica(transf_atomo(x),
restrict[clausula_horn[T], clausula_def[T], boolean]
(transf_lista_cl_horn(LSC)))

es_cons_logica(x, P): bool =
es_cons_logica(transf_atomo(x), transf_programa(P))

es_insatisfacible(LSC): bool =
es_insatisfacible(transf_lista_cl_horn(LSC))

par_de: TYPE = [objetivo_definido, cl_definida]
de: VAR list[par_de]

es_refutacion_TCC1: OBLIGATION
FORALL (de2: list[par_del], par: par_de, G: objetivo_definido[D],
P: clausulas_1[D].programa, de: list[par_de]):
de = cons(par, de2) AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
(FORALL (C1: cl_definida[D], G1: objetivo_definido[D]):
Gl = par‘l AND C1 = par‘2 AND G1 = G AND member(C1, P) IMPLIES
cons?[D] (cuerpo[D] (®)));

es_refutacion_TCC2: OBLIGATION
FORALL (de2: list[par_del], par: par_de, G: objetivo_definido[D],
P: clausulas_1[D].programa, de: list[par_del):
de = cons(par, de2) AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
(FORALL (C1: cl_definida[D], G1: objetivo_definido[D]):
Gl = par‘1l AND C1 = par‘2 AND G1 = G AND member(C1, P)
AND car(cabeza(C1)) = car(cuerpo(G))
IMPLIES length[par_de] (de2) < length[par_de] (de));

es_refutacion(de, P, G): RECURSIVE bool =
CASES de
OF null: es_vacio(G),
cons(par, de2):
es_objetivo_propio(G) AND
LET (G1, C1) = par IN
Gl = G AND



350 Apéndice D. Programacién légica proposicional

member (C1, P) AND
car(cabeza(C1)) = car(cuerpo(G)) AND
es_refutacion(de2, P, resolvente(G, C1))
ENDCASES
MEASURE length(de)
END semantica_clausulas_1

D.2.5. Calculo de la base de Herbrand

base_herbrand_1[T, D: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_declarativalT]

IMPORTING semantica_clausulas_1[D, T]

REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_oper

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos_gen[atomo[T], D]

IMP_refinamiento_conj_finitos_image_TCC1: OBLIGATION
EXISTS (x: cl_horn[D]): TRUE;

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos_image[clausula_horn[T],
finite_set[atomo[T]],
cl_horn[D],
list[D]]

x: VAR D

A: VAR atomo[T]

CH, CH1, CH2: VAR cl_horn

C: VAR cl_definida

LCH: VAR list[cl_horn]

P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa

PC: VAR clausulas[T].programa

SCH: VAR set[clausula_horn]
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simb_prop_1(CH): list[D] = append(cabeza(CH), cuerpo(CH))

simb_prop_l_correcto: THEOREM
member (x, simb_prop_1(CH)) IFF
member (transf_atomo(x), simb_prop(transf_clausula_horn(CH)))

simb_prop_l_refinamiento: COROLLARY
es_refinamiento_op?[clausula_horn[T], finite_set[atomo[T]], cl_horn[D],
list[D], transf_clausula_horn, c(transf_atomo)]
(simb_prop, simb_prop_1)

base_herbrand_1(LCH): list[D] = Append(map(simb_prop_1) (LCH))

base_herbrand_1_sd(LCH): 1list[D] =
elimina_duplicados(base_herbrand_1(LCH))

cns_base_herbrand_1: LEMMA
member (x, base_herbrand_1(LCH)) IFF
(EXISTS CH: member (CH, LCH) AND member(x, simb_prop_1(CH)))

cns_base_herbrand: LEMMA
member (A, base_herbrand(SCH)) IFF
(EXISTS (CH: clausula_horn[T]):
member (CH, SCH) AND member (A, simb_prop(CH)))

base_herbrand_1_correcto_g: THEOREM
member (x, base_herbrand_1(LCH)) IFF
member (transf_atomo(x), base_herbrand(transf_lista_cl_horn(LCH)))

base_herbrand_1_correcto: COROLLARY
member (x, base_herbrand_1(P)) IFF
member (transf_atomo(x), base_herbrand(transf_lista_cl_horn(P)))

cn_pertenencia_transf_interp: CLAIM
FORALL (1s: list[D]):
member (A, transf_interp(ls)) IMPLIES
(EXISTS x: member(x, 1ls) AND A = transf_atomo(x))

base_herbrand_1_correcto_2: THEOREM
transf_interp(base_herbrand_1(LCH)) =
base_herbrand(transf_lista_cl_horn(LCH))

base_herbrand_1_correcto_2_p: COROLLARY
transf_interp(base_herbrand_1(P)) =
base_herbrand (transf_lista_cl_horn(P))

base_herbrand_1_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: finite_set[clausula_horn[T]]):
is_finite[atomo[T]] (base_herbrand[T] (x1));

base_herbrand_1_es_refinamiento: LEMMA
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es_refinamiento_op?[finite_set[clausula_horn[T]],
interpretacion_finital[T], list[cl_horn[D]],
list[D], transf_lista_cl_horn, transf_interp]
(restrict[set[clausula_horn[T]], finite_set[clausula_horn[T]],
set[atomo [T]]]
(base_herbrand),
base_herbrand_1)

base_herbrand_p(P: clausulas[T].programa): interpretacion_finital[T] =
base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool, FALSE]
®)

base_herbrand_1_p(P: clausulas_1[D].programa): list[D] =
base_herbrand_1(P)

base_herbrand_1_es_refinamiento_p: COROLLARY
es_refinamiento_op?[clausulas[T].programa, interpretacion_finital[T],
clausulas_1[D] .programa, list[D], transf_programa,
transf_interp]
(base_herbrand_p, base_herbrand_1_p)

base_herbrand_1_es_modelo: COROLLARY es_modelo(base_herbrand_1(P), P)

cardinal_base_herbrand_1: COROLLARY
cardinal_1l(base_herbrand_1(LCH)) =
card(base_herbrand(transf_lista_cl_horn(LCH)))

cardinal_base_herbrand_1_p: COROLLARY
cardinal_l(base_herbrand_1(P)) =
card(base_herbrand(extend[clausula_horn[T], clausula_def[T], bool,
FALSE]
(transf_programa(P))))
END base_herbrand_1

D.2.6. Calculo del menor modelo de Herbrand

menor_modelo_herbrand_1[T, D: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_declarativalT]
IMPORTING semantica_clausulas_1[D, T]

IMPORTING base_herbrand_1[T, D]
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REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"
IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_oper
IMPORTING REFINAMIENTOQrefinamiento_powerset[atomo[T], D]
x: VAR D
A: VAR atomo[T]
CH, CH1, CH2: VAR cl_horn
C: VAR cl_definida
LCH: VAR list[cl_horn]
P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa
PC: VAR clausulas[T].programa
SCH: VAR set[clausula_horn]
L, I, I1, I2, J: VAR list[D]
LL: VAR list[list[D]]
es_modelo_e_refina_11: LEMMA
es_modelo_e(L, C) IFF
es_modelo(transf_interp(L), transf_clausula_def(C))
es_modelo_e_es_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[[interpretacion_finital[T], clausula_def[T]], bool,
[1ist[D], cl_definida[D]], bool,
prod_cart(transf_interp, transf_clausula_def),
id[bool]]
(restrict[[interpretacion[T], clausula_horn[T]],
[interpretacion_finital[T], clausula_def[T]], boolean]
(es_modelo),

es_modelo_e)

es_modelo_e_refina_12: LEMMA
es_modelo_e(L, P) IFF es_modelo(transf_interp(L), transf_programa(P))

es_modelo_p((I: interpretacion_finita[T]), PC): bool = es_modelo(I, PC)

es_modelo_e_es_refinamiento_p: THEOREM
es_refinamiento_op?[[interpretacion_finital[T], clausulas[T].programa],
bool, [list[D], clausulas_1[D].programal, bool,
prod_cart(transf_interp, transf_programa), id[bool]]
(es_modelo_p, es_modelo_e)

extrae_modelos_e_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (L: 1list[D], LL2: 1list[list[D]], LL: list[list[D]],
P: clausulas_1[D].programa):
LL = cons(L, LL2) AND es_modelo_e(L, P) IMPLIES
length[1list[D]](LL2) < length[list[D]](LL);

extrae_modelos_e_TCC2: OBLIGATION
FORALL (L: 1list[D], LL2: 1list[list[D]], LL: 1list[list[D]],
P: clausulas_1[D].programa) :
LL = cons(L, LL2) AND NOT es_modelo_e(L, P) IMPLIES
length[1ist[D]](LL2) < length[list[D]1(LL);

extrae_modelos_e(P, LL): RECURSIVE list[list[D]] =
CASES LL
OF null: null,
cons(L, LL2):
IF es_modelo_e(L, P) THEN cons(L, extrae_modelos_e(P, LL2))
ELSE extrae_modelos_e(P, LL2)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(LL)

extrae_modelos_e_caract: LEMMA
member (L., extrae_modelos_e(P, LL)) IMPLIES es_modelo_e(L, P)

extrae_modelos_e_cnl: LEMMA
member (L., extrae_modelos_e(P, LL)) IMPLIES member (L, LL)

cs_extrae_modelos_e: LEMMA
member (L, LL) AND es_modelo_e(L, P) IMPLIES
member (L., extrae_modelos_e(P, LL))

conj_modelos_herbrand_e_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: clausulas_1[D].programa):
cons?[1ist[D]]
(extrae_modelos_e(P,
powerset_ref_2[D] (base_herbrand_1_p[T, DI(P))));

conj_modelos_herbrand_e(P): (cons?[list[D]]) =
extrae_modelos_e(P, powerset_ref_2(base_herbrand_1_p(P)))

conj_modelos_herbrand_e_refina_11: LEMMA
conj_modelos_herbrand(transf_programa(P)) =
extend[set[atomo[T]], interpretacion_finita[T], bool, FALSE]
(c(transf_interp) (conj_modelos_herbrand_e(P)))

menor_modelo_herbrand_e(P): list[D] = Inter(conj_modelos_herbrand_e(P))

menor_modelo_herbrand_e_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[clausulas[T].programa, interpretacion_finital[T],
clausulas_1[D] .programa, list[D], transf_programa,
transf_interp]
(menor_modelo_herbrand, menor_modelo_herbrand_e)
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END menor_modelo_herbrand_1

D.2.7. Operador de consecuencia inmediata

consecuencia_i_1[T, D: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;
ENDASSUMING

REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"

IMPORTING REFINAMIENTO@propiedades_operaciones_listas_via_ref[D]
IMPORTING semantica_clausulas_1[D, T]

IMPORTING consecuencia_il[T]

x: VAR D

C, C1, C2: VAR cl_definida

P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa

I, I1, I2, J: VAR list[D]

CH: VAR cl_horn

consecuencia_i_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definida[D], P2: list[cl_definidal[D]], I: 1list[D],
P: clausulas_1[D].programa):
P = cons(C, P2) AND sublista?(cuerpo(C), I) IMPLIES
length[cl_definida[D]] (P2) < length[cl_definida[D]](P);

consecuencia_i_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definida[D], P2: list[cl_definidal[D]], I: 1list[D],
P: clausulas_1[D].programa) :
P = cons(C, P2) AND NOT sublista?(cuerpo(C), I) IMPLIES
length[cl_definida[D]] (P2) < length[cl_definida[D]](P);

consecuencia_i(P) (I): RECURSIVE 1list[D] =
CASES P
OF null: null,
cons(C, P2):
IF sublista?(cuerpo(C), I)
THEN cons(car (cabeza(C)), consecuencia_i(P2)(I))
ELSE consecuencia_i(P2) (I)
ENDIF



356 Apéndice D. Programacién légica proposicional

ENDCASES
MEASURE length(P)

consecuencia_i_caract: LEMMA
member (x, consecuencia_i(P)(I)) IFF
(EXISTS C:
member (C, P) AND sublista?(cuerpo(C), I) AND x = car(cabeza(C)))

consecuencia_i_caract_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (I: 1ist[D], P: clausulas_1[D].programa, CH):
es_cl_definida(CH) AND member (CH, P) AND sublista?(cuerpo(CH), I)
IMPLIES cons?[D] (cabeza[D] (CH));

consecuencia_i_caract_2: LEMMA
member (x, consecuencia_i(P)(I)) IFF
(EXISTS CH:
es_cl_definida(CH) AND
member (CH, P) AND sublista?(cuerpo(CH), I) AND x = car(cabeza(CH)))

consecuencia_i_correcto_1l1_p: LEMMA
subset? (transf_interp(consecuencia_i(P)(I)),
c_i(transf_programa(P)) (transf_interp(I)))

consecuencia_i_correcto_12_p: LEMMA
subset?(c_i(transf_programa(P)) (transf_interp(I)),
transf_interp(consecuencia_i(P)(I)))

consecuencia_i_correcto_p: THEOREM
transf_interp(consecuencia_i(P)(I)) =
c_i(transf_programa(P)) (transf_interp(I))

consecuencia_i_correcto_p_f: COROLLARY
transf_interp(consecuencia_i(P)(I)) =
c_i_f(transf_programa(P)) (transf_interp(I))

consecuencia_i_es_refinamiento_p: THEOREM
es_refinamiento_op?[interpretacion_finital[T], interpretacion_finital[T],
list[D], list[D], transf_interp, transf_interp]
(c_i_f(transf_programa(P)), consecuencia_i(P))

consecuencia_i_monotona: LEMMA
sublista?(I, J) IMPLIES
sublista?(consecuencia_i(P)(I), consecuencia_i(P) (J))

consecuencia_i_igual_1: COROLLARY
igual_17(I, J) IMPLIES
igual_17(consecuencia_i(P)(I), consecuencia_i(P) (J))
END consecuencia_i_1l
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D.2.8. Calculo del menor punto fijo

menor _punto_fijo_l_iterado[T, D: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING menor_modelo_herbrand_1[T, D]
IMPORTING consecuencia_i_1[T, D]

IMPORTING semantica_p_£[T]

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_iteracion
x: VAR D

CH, CH1, CH2: VAR cl_horn

LCH: VAR list[cl_horn]

C, C1, C2: VAR cl_definida

P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa

menor_punto_fijo_i(P): 1list[D] =
iterate(consecuencia_i(P), cardinal_1l(base_herbrand_1(P))) (null)

transf_interp_nula: CLAIM transf_interp(null) = emptyset

menor_punto_fijo_i_correcto: THEOREM
transf_interp(menor_punto_fijo_i(P)) = mpf (transf_programa(P))

menor_punto_fijo_es_refinamiento_mpf_i_op_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: programal[T]): is_finite[atomo[T]] (mpf[T](x1));

menor_punto_fijo_es_refinamiento_mpf_i_op: COROLLARY
es_refinamiento_op?[clausulas[T].programa, interpretacion_finital[T],
clausulas_1[D].programa, list[D], transf_programa,
transf_interp]
(mpf, menor_punto_fijo_1i)

mmh_igual _mpf: COROLLARY
igual_17(menor_modelo_herbrand_e(P), menor_punto_fijo_i(P))
END menor_punto_fijo_l_iterado

menor _punto_fijo_1[T, D: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
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T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;

D_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: D): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING consecuencia_i_1[T, D]
IMPORTING base_herbrand_1[T, D]

x: VAR D

C, C1, C2: VAR cl_definida

P, P1, P2: VAR clausulas_1[D].programa
I, I1, I2, J: VAR list[D]

IC: VAR interpretacion[T]

interpretacion_l_principal(P): TYPE =
{I: 1list[D] | sublista?(I, base_herbrand_1(P))}

consecuencia_i_subconjunto_base_herbrand_1: LEMMA
sublista?(consecuencia_i(P) (I), base_herbrand_1(P))

medida_p_f_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: clausulas_1[D].programa, I: interpretacion_l_principal(P)):
cardinal_1[D] (base_herbrand_1[T, D] (P)) - cardinal_1[D](I) >= 0;

medida_p_f(P)(I: interpretacion_l_principal(P)): nat =
cardinal_1(base_herbrand_1(P)) - cardinal_1(I)

cn_interpretacion_principal: CLAIM
FORALL (I: interpretacion_l_principal(P)):
sublista?(append(consecuencia_i(P) (I), I), base_herbrand_1(P))

suc_no_colapsa_cardinal_1: CLAIM
FORALL (I1: list[D], P: clausulas_1[D].programa,
I: interpretacion_l_principal(P)):
I1 = append(consecuencia_i(P)(I), I) AND NOT igual_17(I1, I) IMPLIES
cardinal_1(I) < cardinal_1(I1)

medida_p_f_paso_TCC1: OBLIGATION
FORALL (I1: list[D], P: clausulas_1[D].programa,
I: interpretacion_l_principal(P)):
NOT igual_17(I1, I) AND I1 = append(consecuencia_i(P)(I), I) IMPLIES
sublista?[D] (I1, base_herbrand_1[T, D] (P));

medida_p_f_paso: LEMMA
FORALL (I1: list[D], P: clausulas_1[D].programa,
I: interpretacion_l_principal(P)):
I1 = append(consecuencia_i(P) (I), I) AND NOT igual_17(I1, I) IMPLIES
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medida_p_f (P) (I1) < medida_p_f(P) (I);

menor_punto_fijo_aux_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (I1: list[D], P: clausulas_1[D].programa,
I: interpretacion_l_principal(P)):
I1 = append(consecuencia_i(P) (I), I) AND NOT igual_17(I1, I) IMPLIES
medida_p_f (P) (I1) < medida_p_f(P) (I);

menor_punto_fijo_aux(P) (I: interpretacion_l_principal(P)): RECURSIVE
list[D] =
LET I1 = append(consecuencia_i(P)(I), I) IN
IF igual_17(I1, I) THEN I ELSE menor_punto_fijo_aux(P) (I1) ENDIF
MEASURE medida_p_£ (P) (I)

menor_punto_fijo_TCC1: OBLIGATION
FORALL (P: clausulas_1[D].programa) :
sublista?[D] (null[D], base_herbrand_1[T, D](P));

menor_punto_fijo(P): list[D] = menor_punto_fijo_aux(P) (null)

cs_menor_punto_fijo_aux_construye_monotona: CLAIM
FORALL (I: interpretacion_l_principal(P)):
sublista?(I, consecuencia_i(P)(I)) IMPLIES
sublista?(append(consecuencia_i(P) (I), I),
consecuencia_i(P) (append(consecuencia_i(P)(I), I)))

menor_punto_fijo_aux_es_punto_fijo: LEMMA
FORALL (I: interpretacion_l_principal(P)):
sublista?(I, consecuencia_i(P)(I)) AND menor_punto_fijo_aux(P)(I) = J
IMPLIES igual_17(consecuencia_i(P) (J), J)

menor_punto_fijo_aux_contenido_puntos_fijos: LEMMA
FORALL (I: interpretacion_l_principal(P)):
menor_punto_fijo_aux(P)(I) = J AND sublista?(I, consecuencia_i(P) (I))
IMPLIES
(FORALL I1:
igual_17(consecuencia_i(P) (I1), I1) AND sublista?(I, I1) IMPLIES
sublista?(J, I1))

menor_punto_fijo_correcto: THEOREM
menor _punto_fijo(P) = J IMPLIES
igual_17(consecuencia_i(P) (J), J) AND
(FORALL I1:
igual_17(consecuencia_i(P) (I1), I1) IMPLIES sublista?(J, I1))

IMPORTING semantica_p_f[T]
IMPORTING REFINAMIENTOQrefinamiento_conj_finitos[atomo[T], D] AS re_atomo
conserva_puntos_fijos: LEMMA

igual_17[D] (consecuencia_i(P)(I), I) IMPLIES
fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (transf_interp(I))
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conserva_menor_punto_fijo: COROLLARY
fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (transf_interp(menor_punto_fijo(P)))

transf_menor_punto_fijo_es_el_menor_11: LEMMA
fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (transf_interp(I)) IMPLIES
subset? (transf_interp(menor_punto_fijo(P)), transf_interp(I))

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos

transf_menor_punto_fijo_es_el_menor: THEOREM
fixpoint?(c_i(transf_programa(P))) (IC) IMPLIES
subset? (transf_interp(menor_punto_fijo(P)), IC)

transf_menor_punto_fijo_es_menor_punto_fijo: COROLLARY
least_fixpoint?(c_i(transf_programa(P)))
(transf_interp(menor_punto_fijo(P)))

menor_punto_fijo_es_refinamiento_mpf: THEOREM
transf_interp(menor_punto_fijo(P)) = mpf (transf_programa(P))

menor_punto_fijo_es_refinamiento_op_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (x1: programal[T]): is_finite[atomo[T]] (mpf[T](x1));

menor_punto_fijo_es_refinamiento_op: COROLLARY
es_refinamiento_op?[clausulas[T].programa, interpretacion_finital[T],
clausulas_1[D] .programa, list[D], transf_programa,
transf_interp]
(mpf, menor_punto_fijo)
END menor_punto_fijo_1

D.2.9. Diversos algoritmos de resoluciéon SLD

sld_resolucion_1[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING
IMPORTING semantica_clausulas_1[T, TJ]
C, C1, C2: VAR cl_definida
G, G1, G2: VAR objetivo_definido
P, P1, P2: VAR clausulas_1[T].programa

medida(P, G): nat

medida_ax_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (G: objetivo_definido[T]):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]): cons?[T] (cuerpo[T](G)));

medida_ax_TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T]):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car (cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) IMPLIES es_objetivo_propiol[T](G));

medida_ax: AXIOM
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) IMPLIES
medida(P, resolvente(G, C)) < medida(P, G))

demostrable_por_sld_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) IMPLIES
medida(P, resolvente[T](G, C)) < medida(P, G));

demostrable_por_sld(P, G): RECURSIVE bool =

IF es_vacio(G) THEN TRUE

ELSE some (LAMBDA (C):
car (cabeza(C)) = car(cuerpo(G)) AND
demostrable_por_sld(P, resolvente(G, C)))

(P)
ENDIF
MEASURE medida(P, G)

medida_c(P, G, P1): nat

medida_c_ax1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) AND NOT null?(P1) IMPLIES cons?[cl_definidalT]](P1);

medida_c_ax1_TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) AND NOT null?(P1) IMPLIES cons?[T] (cuerpol[T](G));

medida_c_ax1_TCC3: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
car (cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G)) AND
NOT null?(P1) AND NOT es_vacio(G)
IMPLIES es_objetivo_propio[T](G);

medida_c_ax1: AXIOM
FORALL (G: objetivo_definido[T], P, P1):
NOT es_vacio(G) AND
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NOT null?(P1) AND car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
IMPLIES

medida_c(P, resolvente(G, car[cl_definida[T]](P1)), P) <
medida_c(P, G, P1)

medida_c_ax2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
NOT null?(P1) IMPLIES cons?[cl_definidal[T]](P1);

medida_c_ax2: AXIOM
FORALL (G: objetivo_definido[T], P, P1):
NOT null?(P1) IMPLIES
medida_c(P, G, cdr[cl_definida[T]](P1)) < medida_c(P, G, P1)

prueba_por_sld_aux_b_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa,
P1: clausulas_1[T].programa) :

NOT es_vacio(G) AND

NOT null?(P1) AND car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
IMPLIES

medida_c(P, resolventel[T] (G, car[cl_definidal[T]](P1)), P) <
medida_c(P, G, P1);

prueba_por_sld_aux_b_TCC2: O0BLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa,
P1: clausulas_1[T].programa,
v:
[{z:
[clausulas_1[T].programa, objetivo_definido[T],
clausulas_1[T].programa] |
medida_c(z‘1, z‘2, z‘3) < medida_c(P, G, P1)} ->
[bool, list[par_delll):
NOT es_vacio(G) AND
NOT null?(P1) AND car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
IMPLIES
(FORALL (temp: [bool, list[par_delT, T111):
temp = v(P, resolvente(G, car(P1)), P) AND NOT PROJ_1(temp)
IMPLIES
medida_c(P, G, cdr[cl_definidal[T]](P1)) < medida_c(P, G, P1));

prueba_por_sld_aux_b_TCC3: O0BLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa,
P1: clausulas_1[T].programa) :
NOT es_vacio(G) AND
NOT null?(P1) AND NOT car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
IMPLIES medida_c(P, G, cdr[cl_definida[T]](P1)) < medida_c(P, G, P1);

prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1): RECURSIVE [bool, list[par_del] =
IF es_vacio(G) THEN (TRUE, null)
ELSIF null?(P1) THEN (FALSE, null)
ELSIF car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
THEN LET temp = prueba_por_sld_aux_b(P, resolvente(G, car(P1)), P) IN
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IF PROJ_1(temp) THEN (TRUE, cons((G, car(P1)), PROJ_2(temp)))
ELSE prueba_por_sld_aux_b(P, G, cdr(P1))
ENDIF

ELSE prueba_por_sld_aux_b(P, G, cdr(P1))

ENDIF

MEASURE medida_c(P, G, P1)

prueba_por_sld_b(P, G): list[par_de] =
PROJ_2 (prueba_por_sld_aux_b(P, G, P))

medida_b(P, G, P1): ordinal = lex2(medida(P, G), length(P1))
END sld_resolucion_1

sld_resolucion_1_3[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_clausulas_1[T, T]

C, C1, C2: VAR cl_definida

G, G1, G2: VAR objetivo_definido

P, P1, P2, LC: VAR clausulas_1[T].programa
LG: VAR list[objetivo_definido]

lista_resolventes_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C1l: cl_definidal[T], P1: list[cl_definidal[T]],
(G: (es_objetivo_propio[T])), P: clausulas_1[T].programa):
P = cons(C1, P1) IMPLIES cons?[T] (cuerpol[T](G));

lista_resolventes_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C1: cl_definidal[T], P1: list[cl_definidal[T]],
(G: (es_objetivo_propiol[T])), P: clausulas_1[T].programa):
P = cons(C1, P1) AND car(cabeza(Cl1)) = car(cuerpo(G)) IMPLIES
length[cl_definida[T]](P1) < length[cl_definidal[T]](P);

lista_resolventes_TCC3: OBLIGATION
FORALL (C1: cl_definidalT], P1: list[cl_definidalT]],
(G: (es_objetivo_propio[T])), P: clausulas_1[T].programa):
P = cons(C1, P1) AND NOT car(cabeza(C1)) = car(cuerpo(G)) IMPLIES
length[cl_definida[T]] (P1) < length[cl_definidal[T]](P);

lista_resolventes(P, (G: (es_objetivo_propio))): RECURSIVE
list[objetivo_definido] =
CASES P
OF null: null,
cons(C1, P1):
IF car(cabeza(C1)) = car(cuerpo(G))
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THEN cons(resolvente(G, C1), lista_resolventes(P1, G))
ELSE lista_resolventes(P1, G)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(P)

medida_res_3(P, G, LG): nat

medida_res_3_ax_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T]):
NOT es_vacio(G) IMPLIES es_objetivo_propio[T](G);

medida_res_3_ax_TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], LG: list[objetivo_definido[T]],
P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (L: list[objetivo_definido[T]]):
L = lista_resolventes(P, G) IMPLIES
(FORALL (NLG: list[objetivo_definido[T]]):
NOT null?(NLG) AND NLG = append(LG, L) IMPLIES
cons?[objetivo_definido[T]1] (NLG)));

medida_res_3_ax: AXIOM
FORALL (G: objetivo_definido[T], LG: list[objetivo_definido[T]],
P: clausulas_1[T].programa):
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (L: list[objetivo_definido[T]]):
L = lista_resolventes(P, G) IMPLIES

(FORALL (NLG: list[objetivo_definido[T]]):
NLG = append (LG, L) AND NOT null?(NLG) IMPLIES
medida_res_3(P, car[objetivo_definido[T]] (NLG),

cdr[objetivo_definido[T]] (NLG))
< medida_res_3(P, G, LG)))

demostrable_por_sld_3_aux_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], LG: list[objetivo_definido[T]],
P: clausulas_1[T].programa) :
NOT es_vacio(G) IMPLIES
(FORALL (L: list[objetivo_definido[T]]):
L = lista_resolventes(P, G) IMPLIES
(FORALL (NLG: list[objetivo_definido[T]]):
NLG = append(LG, L) AND NOT null?(NLG) IMPLIES
medida_res_3(P, car[objetivo_definido[T]] (NLG),
cdr[objetivo_definido[T]] (NLG))
< medida_res_3(P, G, LG)));

demostrable_por_sld_3_aux(P, G, LG): RECURSIVE bool =
IF es_vacio(G) THEN TRUE
ELSE LET L = lista_resolventes(P, G), NLG = append(LG, L) IN
IF null?(NLG) THEN FALSE
ELSE demostrable_por_sld_3_aux(P, car(NLG), cdr(NLG))
ENDIF
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ENDIF
MEASURE medida_res_3(P, G, LG)

demostrable_por_sld_3(P, G): bool = demostrable_por_sld_3_aux(P, G, null)
END sld_resolucion_1_3

sld_resolucion_1_via_r_2[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_clausulas_1[T, T]
C, C1, C2: VAR cl_definida

G, G1, G2: VAR objetivo_definido

P, P1, P2: VAR clausulas_1[T].programa
n: VAR nat

R: VAR [(es_objetivo_propio) -> T]

es_regla_computacion(R): bool =
FORALL (G: (es_objetivo_propio)):
list_props[T] .member (R(G), cuerpo(G))

tiene_resolvente_1(G, C): bool = member (car(cabeza(C)), cuerpo(G))

PD_1: TYPE =
{par: [(es_objetivo_propio), cl_definida] |
LET (G, C) = par IN tiene_resolvente_1(G, C)}

resolvente_g_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (par: PD_1):
es_cl_horn[T]
(LET (G, C) = par IN
(null[T],
append [T]
(elimina[T] (car[T] (cabezalT] (C)), cuerpol[T](G)),
cuerpo[T](C))))
AND
es_objetivo_definido[T]
(LET (G, C) = par IN
(null[T],
append[T]
(elimina[T] (car[T] (cabezal[T] (C)), cuerpol[TI(G)),
cuerpo[T]1(C))));

resolvente_g(par: PD_1): objetivo_definido[T] =
LET (G, C) = par IN
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(null, append(elimina(car(cabeza(C)), cuerpo(G)), cuerpo(C)))

demostrable_por_sld_long_via_r_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], R: (es_regla_computacion), n: nat):
NOT n = O AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car(cabeza(C)) = R(G) IMPLIES tiene_resolvente_1(G, C));

FORALL (G: objetivo_definido[T], R: (es_regla_computacion), n: nat):
NOT n = O AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car (cabeza(C)) = R(G) IMPLIES n - 1 >= 0);

demostrable_por_sld_long_via_r_2_TCC2: OBLIGATION

FORALL (G: objetivo_definido[T], R: (es_regla_computacion), n: nat):
NOT n = O AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
(FORALL (C: cl_definidal[T]):
car (cabeza(C)) = R(G) IMPLIES n - 1 < n);

demostrable_por_sld_long_via_r_2_TCC3: OBLIGATION

demostrable_por_sld_long_via_r_2(R: (es_regla_computacion))(P, G, n):
RECURSIVE bool =
IF n = O THEN es_vacio(G)
ELSE es_objetivo_propio(G) AND
some (LAMBDA (C):
car(cabeza(C)) = R(G) AND
demostrable_por_sld_long_via_r_2(R)

(P,
resolvente_g(G, C),
n- 1))
®
ENDIF
MEASURE n

medida_aux((R: (es_regla_computacion)), P, G, n): nat

medida_aux_ax: AXIOM
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa,
(R: (es_regla_computacion)), n: nat):
NOT demostrable_por_sld_long_via_r_2(R) (P, G, n) IMPLIES
medida_aux(R, P, G, n + 1) < medida_aux(R, P, G, n)

comprueba_demostrable_aux_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P: clausulas_1[T].programa,
(R: (es_regla_computacion)), n: nat):
NOT demostrable_por_sld_long_via_r_2(R) (P, G, n) IMPLIES
medida_aux(R, P, G, n + 1) < medida_aux(R, P, G, n);

comprueba_demostrable_aux((R: (es_regla_computacion)), P, G, n):
RECURSIVE bool =
IF demostrable_por_sld_long_via_r_2(R) (P, G, n) THEN TRUE
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ELSE comprueba_demostrable_aux(R, P, G, n + 1)
ENDIF
MEASURE medida_aux(R, P, G, n)

demostrable_por_sld_via_r_2(R: (es_regla_computacion)) (P, G): bool =
IF es_vacio(G) THEN TRUE
ELSE comprueba_demostrable_aux(R, P, G, 1)
ENDIF

END sld_resolucion_l_via_r_2

D.2.10. Correccion de un algoritmo de demostrabilidad

SLD
sld_resolucion_1_correccion[T: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING semantica_clausulas_1[T, T]
IMPORTING sld_resolucion_1[T]
x, x1, x2: VAR T
CH: VAR cl_horn[T]
C: VAR cl_definidal[T]
P, P1, P2: VAR clausulas_1[T].programa
I, I1, I2: VAR interpretacion[T]
Int, Intl: VAR set[T]
FSC: VAR finite_set[cl_horn[T]]
LSC: VAR list[cl_horn[T]]
G: VAR objetivo_definido[T]
es_insatisfacible_rep: LEMMA
es_insatisfacible(cons(G, P)) IFF
es_insatisfacible(add(transf_clausula_horn(G),
transf_lista_cl_horn(P)))
modelo_resolvente_lista_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T], G: objetivo_definido[T], Int: set[T]):

es_modelo(Int, C) AND es_modelo(Int, G) AND es_objetivo_propio(G)
IMPLIES cons?[T] (cuerpo[T](G));
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modelo_resolvente_lista_l: LEMMA
es_modelo(Int, C) AND
es_modelo(Int, G) AND
es_objetivo_propio(G) AND car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G))
IMPLIES es_modelo(Int, resolvente(G, C))

resolvente_insatisfacible_lista_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definidal[T], P: clausulas_1[T].programa,
G: (es_objetivo_propiol[T])):
member [c1_horn[T]](C, P) AND
es_insatisfacible(cons(resolvente(G, C), P))
IMPLIES cons?[T] (cuerpo[T](G));

resolvente_insatisfacible_lista: LEMMA
FORALL (G: (es_objetivo_propio)):
member [c1_horn[T]](C, P) AND
es_insatisfacible(cons(resolvente(G, C), P)) AND
car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G))
IMPLIES es_insatisfacible(cons(G, P))

resolvente_insatisfacible_lista_p_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: cl_definida[T], P: clausulas_1[T].programa,
G: (es_objetivo_propiol[T])):
member (C, P) AND es_insatisfacible(cons(resolvente(G, C), P)) IMPLIES
cons?[T] (cuerpo[T](G));

resolvente_insatisfacible_lista_p: LEMMA
FORALL (G: (es_objetivo_propio)):
member (C, P) AND
es_insatisfacible(cons(resolvente(G, C), P)) AND
car(cabeza(C)) = car(cuerpo(G))
IMPLIES es_insatisfacible(cons(G, P))

insatisfacible_vacio: LEMMA
FORALL (G: objetivo_definido[T]):
es_vacio(G) IMPLIES es_insatisfacible(cons(G, P))

cn_every_cl_horn: CLAIM
FORALL (LS: list[clausulal[T]]):

every[clausulal[T]]
(LAMBDA (x: clausulal[T]): es_cl_horn(x) AND es_cl_definida(x))
(LS)

IMPLIES every[clausulal[T]] (es_cl_horn) (LS)
cn_objetivo_no_vacio: CLAIM NOT es_vacio(G) IMPLIES es_objetivo_propio(G)
demostrable_por_sld_correcto: THEOREM
FORALL (G: objetivo_definido[T]):

demostrable_por_sld(P, G) IMPLIES es_insatisfacible(cons(G, P))

cs_car_cl_horn_cl_def_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (LS: list[clausulal[T]]):
every[clausulal[T]]
(LAMBDA (x: clausula[T]): es_cl_horn(x) AND es_cl_definida(x))
(LS)
AND NOT null?(LS)
IMPLIES cons?[clausula[T]](LS);

cs_car_cl_horn_cl_def: CLAIM
FORALL (LS: list[clausulalT]]):
NOT null?(LS) AND
every[clausula[T]]
(LAMBDA (x: clausula[T]): es_cl_horn(x) AND es_cl_definida(x))
(LS)
IMPLIES es_cl_horn(car(LS)) AND es_cl_definida(car(LS))

cnl_medida_b: CLAIM
cons?(P1) IMPLIES medida_b(P, G, cdr(P1)) < medida_b(P, G, P1)

cn2_medida_b_TCC1: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
NOT null?(P1) AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
cons?[cl_definidal[T]](P1);

cn2_medida_b_TCC2: OBLIGATION
FORALL (G: objetivo_definido[T], P1: clausulas_1[T].programa):
NOT null?(P1) AND es_objetivo_propio(G) IMPLIES
cons?[T] (cuerpo[T] (G));

cn2_medida_b: CLAIM
NOT null?(P1) AND
es_objetivo_propio(G) AND car(cabeza(car(P1))) = car(cuerpo(G))
IMPLIES medida_b(P, resolvente(G, car(P1)), P) < medida_b(P, G, P1)

prueba_por_sld_aux_b_correcto: THEOREM
(FORALL C: member(C, P1) IMPLIES member(C, P)) IMPLIES
(PROJ_1(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1)) IMPLIES
es_refutacion(PROJ_2(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1)), P, G))

prueba_por_sld_aux_correcto_11: LEMMA
es_objetivo_propio(G) AND cons?(PROJ_2(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1)))
IMPLIES PROJ_1(prueba_por_sld_aux_b(P, G, P1))

prueba_por_sld_b_correcto_vacio: THEOREM
es_vacio(G) IMPLIES es_refutacion(prueba_por_sld_b(P, G), P, G)

prueba_por_sld_b_correcto: THEOREM
es_objetivo_propio(G) AND cons?(prueba_por_sld_b(P, G)) IMPLIES
es_refutacion(prueba_por_sld_b(P, G), P, G)

END sld_resolucion_l_correccion






Apéndice E

Analisis formal de conceptos

E.1. Formalizacién usando conjuntos finitos

E.1.1. Contextos formales finitos: reticulo de los concep-
tos

contextos_formales[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

TC: LIBRARY = "../auxiliares/conjuntos"
IMPORTING TC@operaciones_conj_finitos, TC@propiedades_conjuntos
d: VAR T1

a, al, a2: VAR T2

X, X1, X2: VAR finite_set[T1]

Y, Y1, Y2: VAR finite_set[T2]

Ob: VAR set[T1]

A: VAR set[T2]

I: VAR set[[T1, T2]]

FFCT: TYPE =

[# obj: finite_set[T1],

atrib: non_empty_finite_set[T2],
relacion: finite_set[[T1, T2]] #]

371
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FFC: TYPE =
{C: FFCT |
LET Re = relacion(C) IN
FORALL (par: (Re)): obj(C)(par‘1) AND atrib(C) (par‘2)}

C, C1, C2: VAR FFC

intencion_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, X: finite_set[T1]):
NOT empty?(X) IMPLIES
is_finite[T2] ({a: T2 | FORALL (d: (X)): relacion(C)(d, a)});

intencion(C) (X): finite_set[T2] =
IF empty?(X) THEN atrib(C)
ELSE {a: T2 | FORALL (d: (X)): relacion(C)(d, a)}
ENDIF

intencion_subset_atrib: LEMMA subset?(intencion(C) (X), atrib(C))

intencion_r_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, X: (powerset[T1](obj(C)))): is_finitel[T1]1(X);

intencion_r_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, X: (powerset[T1](obj(C)))):
powerset [T2] (atrib(C)) (intencion(C) (X)) ;

intencion_r(C) (X: (powerset(obj(C)))): (powerset(atrib(C))) =
intencion(C) (X)

extension_11: CLAIM
nonempty?(Y) IMPLIES
subset?({d: T1 | FORALL (a: (Y)): relacion(C)(d, a)}, obj(C))

extension_TCC1: DOBLIGATION
FORALL (C: FFC, Y: finite_set[T2]):
NOT empty?(Y) IMPLIES
is_finite[T1]1({d: T1 | FORALL (a: (Y)): relacion(C)(d, a)l});

extension(C) (Y: finite_set[T2]): finite_set[T1] =
IF empty?(Y) THEN obj(C)
ELSE {d: T1 | FORALL (a: (Y)): relacion(C)(d, a)}
ENDIF

extension_subset_obj: LEMMA subset?(extension(C) (Y), obj(C))

extension_r_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, Y: (powerset[T2](atrib(C)))): is_finite[T2](Y);

extension_r_TCC2: OUBLIGATION
FORALL (C: FFC, Y: (powerset[T2] (atrib(C)))):
powerset[T1] (obj(C)) (extension(C) (Y));
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extension_r(C) (Y: (powerset(atrib(C)))): (powerset(obj(C))) =
extension(C) (Y)

intencion_bd: LEMMA X1 = X2 IMPLIES intencion(C) (X1) = intencion(C) (X2)
extension_bd: LEMMA Y1

Y2 IMPLIES extension(C) (Y1) extension(C) (Y2)

clausura_o(C) (X): finite_set[T1] extension(C) (intencion(C) (X))

clausura_a(C) (Y): finite_set[T2] intencion(C) (extension(C) (Y))

clausura_o_r_TCC1: OBLIGATION

FORALL (C: FFC, X: (powerset[T1](obj(C)))):
powerset[T1] (obj(C)) (clausura_o(C) (X)) ;

clausura_o_r(C) (X: (powerset(obj(C)))): (powerset(obj(C))) =
clausura_o(C) (X)

clausura_a_r_TCC1: OBLIGATION

FORALL (C: FFC, Y: (powerset[T2] (atrib(C)))):
powerset [T2] (atrib(C)) (clausura_a(C) (Y));

clausura_a_r(C) (Y: (powerset(atrib(C)))): (powerset(atrib(C))) =
clausura_a(C) (Y)

intencion_subset: LEMMA
subset? (X1, X2) IMPLIES subset?(intencion(C) (X2), intencion(C) (X1))

extension_subset: LEMMA
subset? (Y1, Y2) IMPLIES subset?(extension(C) (Y2), extension(C) (Y1))

int_ext_subset: LEMMA
subset?(X, obj(C)) IMPLIES subset?(X, extension(C) (intencion(C) (X)))

subset_clausura_o: COROLLARY
subset?(X, obj(C)) IMPLIES subset?(X, clausura_o(C) (X))

ext_int_subset: LEMMA
subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES subset?(Y, intencion(C) (extension(C) (Y)))

subset_clausura_a: LEMMA
subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES subset?(Y, clausura_a(C)(Y))

int_es_int_ext_int: LEMMA
subset?(X, obj(C)) IMPLIES
intencion(C) (extension(C) (intencion(C) (X))) = intencion(C) (X)

int_clausura_o: LEMMA
subset?(X, obj(C)) IMPLIES
intencion(C) (clausura_o(C) (X)) = intencion(C) (X)
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clausura_a_int: LEMMA
subset? (X, obj(C)) IMPLIES
clausura_a(C) (intencion(C) (X)) = intencion(C) (X)

ext_es_ext_int_ext: LEMMA
subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
extension(C) (intencion(C) (extension(C) (Y))) = extension(C) (Y)

ext_clausura_a: LEMMA
subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
extension(C) (clausura_a(C) (Y)) = extension(C) (Y)

equivalente_subset_1: LEMMA
subset? (X, obj(C)) AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
(subset? (X, extension(C)(Y)) IFF subset?(Y, intencion(C) (X)))

equivalente_subset_2: LEMMA
subset? (X, obj(C)) AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
(subset? (X, extension(C)(Y)) IFF
(FORALL (d: (X), a: (Y)): relacion(C)(d, a)))

es_concepto_c?(C) ((X), (Y)): bool =
subset? (X, obj(C)) AND
subset? (Y, atrib(C)) AND intencion(C)(X) = Y AND extension(C)(Y) = X

concepto_c_no_vacio: LEMMA
es_concepto_c?(C)
(extension(C) (atrib(C)),
intencion(C) (extension(C) (atrib(C))))

concepto_c_no_vacio_2: LEMMA
es_concepto_c?(C) (extension(C) (atrib(C)), clausura_a(C) (atrib(C)))

concepto_c_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC):
EXISTS (x:
{x: [finite_set[T1], finite_set[T2]] |
es_concepto_c?(C) (x)}):
TRUE;

concepto_c(C): TYPE+ = (es_concepto_c?(C))
concepto_c_no_vacio_corol: COROLLARY EXISTS (x: concepto_c(C)): TRUE

concepto_s_subtipo: JUDGEMENT concepto_c(C) SUBTYPE_OF
[finite_set[T1], finite_set[T2]]

extension_concepto(C) (par: concepto_c(C)): finite_set[T1] = PROJ_1(par)

intencion_concepto(C) (par: concepto_c(C)): finite_set[T2] = PROJ_2(par)

es_concepto?_c_bd: LEMMA
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X1 = X2 AND Y1 = Y2 AND es_concepto_c?(C) (X1, Y1) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (X2, Y2)

subconcepto_c?(C) (parl, par2: concepto_c(C)): bool =
subset? (extension_concepto(C) (parl), extension_concepto(C) (par2))

cond_equiv_subconcepto_c: LEMMA
FORALL (parl, par2: concepto_c(C)):
subconcepto_c?(C) (parl, par2) IFF
subset? (intencion_concepto(C) (par2), intencion_concepto(C) (parl))

subconcepto_c_es_reflexiva: LEMMA
reflexive?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_transitiva: LEMMA
transitive? [concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_preorden: LEMMA
preorder? [concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_antisimetrica: LEMMA
antisymmetric?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c_es_orden_parcial: LEMMA
partial_order?[concepto_c(C)] (subconcepto_c?(C))

subconcepto_c?_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C): partial_order?[concepto_c(C)] (subconcepto_c7(C));

JUDGEMENT subconcepto_c?(C) HAS_TYPE (partial_order?[concepto_c(C)])
F: VAR finite_set[finite_set[T1]]
G: VAR finite_set[finite_set[T2]]
conj_intenciones_c_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, F: finite_set[finite_set[T1]1]):
is_finite[finite_set[T2]]

(image[finite_set[T1], finite_set[T2]] (intencion(C)) (F));

conj_intenciones_c(C) (F): finite_set[finite_set[T2]] =
image (intencion(C)) (F)

conj_extensiones_c_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, G: finite_set[finite_set[T2]]):
is_finite[finite_set[T1]]
(image[finite_set[T2], finite_set[T1]] (extension(C)) (G));

conj_extensiones_c(C) (G): finite_set[finite_set[T1]] =
image (extension(C)) (G)

conj_intenciones_union_vacia_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (C: FFC, F: finite_set[finite_set[T1]]):
empty? (union_f (F)) AND nonempty?(F) IMPLIES
NOT empty?[finite_set[T2]] (conj_intenciones_c(C) (F));

conj_intenciones_union_vacia: CLAIM
nonempty? (F) AND empty?(union_f(F)) IMPLIES
intersection_f (conj_intenciones_c(C) (F)) = atrib(C)

intencion_union_gen_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, F: finite_set[finite_set[T1]]):
nonempty? (F) IMPLIES
NOT empty?[finite_set[T2]] (conj_intenciones_c(C) (F));

intencion_union_gen: LEMMA
nonempty? (F) IMPLIES
intencion(C) (union_f(F)) = intersection_f(conj_intenciones_c(C) (F))

conj_extensiones_union_vacia_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, G: finite_set[finite_set[T2]]):
empty? (union_f (G)) AND nonempty?(G) IMPLIES
NOT empty?[finite_set[T1]](conj_extensiones_c(C)(G));

conj_extensiones_union_vacia: CLAIM
nonempty?(G) AND empty?(union_f(G)) IMPLIES
intersection_f (conj_extensiones_c(C) (G)) = obj(C)

extension_union_gen_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, G: finite_set[finite_set[T2]]):
nonempty?(G) IMPLIES
NOT empty?[finite_set[T1]] (conj_extensiones_c(C) (G));

extension_union_gen: LEMMA
nonempty?(G) IMPLIES
extension(C) (union_f(G)) = intersection_f (conj_extensiones_c(C)(G))

intenciones_conj_conceptos_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, S: finite_set[concepto_c(C)]):
is_finite[finite_set[T2]]
(image[concepto_c(C), finite_set[T2]] (intencion_concepto(C))(S));

intenciones_conj_conceptos(C) (S: finite_set[concepto_c(C)]):
finite_set[finite_set[T2]] = image(intencion_concepto(C)) (S)

extensiones_conj_conceptos_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, S: finite_set[concepto_c(C)]1):
is_finite[finite_set[T1]]
(image[concepto_c(C), finite_set[T1]] (extension_concepto(C))(S));

extensiones_conj_conceptos(C) (S: finite_set[concepto_c(C)]):
finite_set[finite_set[T1]] = image(extension_concepto(C)) (S)

composicion_e_i_c: LEMMA
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extension(C) o intencion_concepto(C) = extension_concepto(C)

composicion_i_e_c: LEMMA

intencion(C) o extension_concepto(C)

intencion_concepto(C)

conj_ext_conceptos_es_conj_extensiones: LEMMA
FORALL (S: finite_set[concepto_c(C)]):
extensiones_conj_conceptos(C)(S) =
conj_extensiones_c(C) (intenciones_conj_conceptos(C) (S))

intenciones_conj_conceptos_no_vacio: OBLIGATION
FORALL (C, S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
NOT empty?[finite_set[T2]] (intenciones_conj_conceptos(C)(8));

intenciones_conj_conceptos_no_vacio: JUDGEMENT
intenciones_conj_conceptos(C) (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)])
HAS_TYPE non_empty_finite_set[finite_set[T2]]

conj_int_conceptos_es_conj_intenciones: LEMMA
FORALL (S: finite_set[concepto_c(C)]):
intenciones_conj_conceptos(C) (S) =
conj_intenciones_c(C) (extensiones_conj_conceptos(C) (S))

infimo_lema_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
NOT empty?[finite_set[T1]] (extensiones_conj_conceptos(C)(S));

infimo_lema_1: LEMMA
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(intersection_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S)),

intencion(C)
(extension(C)
(union_f
(intenciones_conj_conceptos
(€)(8)))))

infimo_lema_2: LEMMA
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(intersection_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S)),
clausura_a(C)
(union_f (intenciones_conj_conceptos(C) (S))))

infimo_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(intersection_f[T1] (extensiones_conj_conceptos(C)(S)),
clausura_a(C)
(union_f£[T2]
(intenciones_conj_conceptos(C) (S))));
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infimo(C) (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]): concepto_c(C) =
(intersection_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S)),
clausura_a(C) (union_f (intenciones_conj_conceptos(C) (S))))

infimo_es_infimo_p: THEOREM
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
greatest_lower_bound?(subconcepto_c?(C)) (infimo(C) (S), S)

extensiones_conj_conceptos_no_vacio: OBLIGATION
FORALL (C, S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
NOT empty?[finite_set[T1]](extensiones_conj_conceptos(C) (S));

extensiones_conj_conceptos_no_vacio: JUDGEMENT
extensiones_conj_conceptos(C) (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)])
HAS_TYPE non_empty_finite_set[finite_set[T1]]

supremo_lema_1: LEMMA
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)

(extension(C)
(intencion(C)
(union_f
(extensiones_conj_conceptos
€)M,

intersection_f (intenciones_conj_conceptos(C) (S)))

supremo_lema_2: LEMMA
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(clausura_o(C)
(union_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S))),
intersection_f (intenciones_conj_conceptos(C) (S)))

supremo_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC, S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
es_concepto_c?(C)
(clausura_o(C)
(union_f£[T1]
(extensiones_conj_conceptos(C)(S))),
intersection_f[T2] (intenciones_conj_conceptos(C) (8)));

supremo (C) (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]): concepto_c(C) =
(clausura_o(C) (union_f (extensiones_conj_conceptos(C) (S))),
intersection_f (intenciones_conj_conceptos(C)(S)))

supremo_es_supremo_p: THEOREM
FORALL (S: non_empty_finite_set[concepto_c(C)]):
least_upper_bound? (subconcepto_c?(C)) (supremo(C) (S), S)
END contextos_formales
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E.1.2. Generacion del conjunto de los conceptos de un
contexto

conceptos_contexto[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING contextos_formales[T1, T2]
IMPORTING finite_sets@finite_sets_inductions
d: VAR T1

a: VAR T2

C: VAR FFC

forma_de_concepto_f_obj_1: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T1]):
subset? (X, obj(C)) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (extension(C) (intencion(C) (X)), intencion(C) (X))

forma_de_concepto_f_obj_1_cl: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T1]):
subset? (X, obj(C)) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (clausura_o(C) (X), intencion(C) (X))

forma_de_concepto_f_obj_2: LEMMA
FORALL (par: concepto_c(C)):
EXISTS (X: finite_set[T1]):
subset?(X, obj(C)) AND
par = ((extension(C) (intencion(C) (X))), intencion(C) (X))

forma_de_concepto_f_obj_2_cl: LEMMA
FORALL (par: concepto_c(C)):
EXISTS (X: finite_set[T1]):
subset?(X, obj(C)) AND par = ((clausura_o(C) (X)), intencion(C) (X))

CONCEPTOS(C) : set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]] =
{par: [finite_set[T1], finite_set[T2]] | es_concepto_c?(C) (par)}

forma_de_conceptos_obj: LEMMA
CONCEPTOS(C) =
({par: [finite_set[T1], finite_set[T2]] |
EXISTS (X: finite_set[T1]):
subset?(X, obj(C)) AND
par = ((clausura_o(C) (X)), intencion(C) (X))})
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forma_de_concepto_f_atrib_1: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2]):
subset? (Y, atrib(C)) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (extension(C) (Y), intencion(C) (extension(C)(Y)))

forma_de_concepto_f_atrib_1_cl: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2]):
subset? (Y, atrib(C)) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (extension(C) (Y), clausura_a(C) (Y))

forma_de_concepto_f_atrib_2: LEMMA
FORALL (par: concepto_c(C)):
EXISTS (Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND
par = (extension(C) (Y), intencion(C) (extension(C) (Y)))

forma_de_concepto_f_atrib_2_cl: LEMMA
FORALL (par: concepto_c(C)):
EXISTS (Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND par = (extension(C)(Y), clausura_a(C)(Y))

forma_de_conceptos_atrib: LEMMA
CONCEPTOS(C) =
({par: [finite_set[T1], finite_set[T2]] |
EXISTS (Y: finite_set[T2]):
subset? (Y, atrib(C)) AND
par = (extension(C) (Y), clausura_a(C)(Y))})

agrega_extension_elto_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], S: finite_set[finite_set[T1]], a: T2):
is_finite[finite_set[T1]]

(LET fun =
LAMBDA (D: finite_set[T1]):
intersection[T1]
(D, extension[T1, T2](C) (singleton_£[T2](a)))
IN
union[finite_set[T1]]
(S,

restrict[set[T1], finite_set[T1], boolean]
(image[finite_set[T1], set[T1]] (fun) (S))));

agrega_extension_elto(C) (a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
finite_set[finite_set[T1]] =
LET fun =
LAMBDA (D: finite_set[T1]):
intersection(D, extension(C) (singleton_£[T2](a)))
IN
union(S, restrict[set[T1], finite_set[T1], boolean] (image(fun) (S)))

genera_extensiones_aux_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
NOT empty?(Y) IMPLIES nonempty?[T2](Y);
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genera_extensiones_aux_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
NOT empty?(Y) IMPLIES card[T2] (rest[T2](Y)) < card[T2](Y);

genera_extensiones_aux(C)
(Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
RECURSIVE finite_set[finite_set[T1]] =
IF empty?(Y) THEN S
ELSE genera_extensiones_aux(C)
(rest(Y),
agrega_extension_elto(C) (choose(Y), S))
ENDIF
MEASURE card (Y)

genera_extensiones(C): finite_set[finite_set[T1]] =
genera_extensiones_aux(C) (atrib(C), singleton[finite_set[T1]] (obj(C)))

genera_conceptos(C): set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]] =
LET fun = LAMBDA (X: finite_set[T1]): (X, intencion(C) (X)) IN
image (fun) (genera_extensiones(C))

genera_conceptos_finito: THEOREM is_finite(genera_conceptos(C))

es_conj_extensiones_f7(C) (S: finite_set[finite_set[T1]]): bool =
FORALL (X: (8)): EXISTS (Y: finite_set[T2]): X = extension(C) (Y)

es_conj_extensiones_relativas_f7(C)(S: finite_set[finite_set[T1]]):
bool =
FORALL (X: (8)):
EXISTS (Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND X = extension(C) (Y)

extension_union_2: LEMMA
FORALL (Y, Z: finite_set[T2]):
intersection(extension(C) (Y), extension(C)(Z)) =
extension(C) (union(Y, Z))

agrega_extension_elto_correcto: LEMMA
FORALL (a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_£7(C) (S) IMPLIES
es_conj_extensiones_f7(C) (agrega_extension_elto(C) (a, S))

agrega_extension_elto_correcto_relativo: LEMMA
FORALL (a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_relativas_£7(C) (S) AND atrib(C) (a) IMPLIES
es_conj_extensiones_relativas_£7(C) (agrega_extension_elto(C) (a, S))

genera_extensiones_aux_correcto: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_£7(C) (S) IMPLIES
es_conj_extensiones_£7(C) (genera_extensiones_aux(C) (Y, S))
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genera_extensiones_aux_correcto_relativo: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
es_conj_extensiones_relativas_£7(C) (S) AND subset?(Y, atrib(C))
IMPLIES
es_conj_extensiones_relativas_f7(C) (genera_extensiones_aux(C) (Y, S))

genera_extensiones_correcto: THEOREM
es_conj_extensiones_f7(C) (genera_extensiones(C))

genera_extensiones_correcto_relativo: THEOREM
es_conj_extensiones_relativas_£f7(C) (genera_extensiones(C))

genera_conceptos_correcto_11: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T1]):
member (X, genera_extensiones(C)) IMPLIES
es_concepto_c?(C) (X, intencion(C) (X))

genera_conceptos_correcto_b: LEMMA
FORALL (par: [finite_set[T1], finite_set[T2]]):
member (par, genera_conceptos(C)) IMPLIES es_concepto_c7(C) (par)

extension_vacio: LEMMA extension(C) (emptyset[T2]) = obj(C)

genera_extensiones_aux_completo_11: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
subset?(S, genera_extensiones_aux(C) (Y, S))

agrega_extension_elto_completo_11: LEMMA
FORALL (a: T2, S: finite_set[finite_set[T1]]):
FORALL (Z: (S)):
member (intersection(Z, extension(C) (singleton(a))),
agrega_extension_elto(C)(a, S))

extension_add: LEMMA
FORALL (Z: finite_set[T2], a: T2):
extension(C) (add(a, Z)) =
intersection(extension(C) (singleton(a)), extension(C)(Z))

genera_extensiones_aux_completo_12: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], S: finite_set[finite_set[T1]]):
FORALL (Z: finite_set[T2], D: finite_set[T1]):
subset?(Z, Y) AND subset?(D, obj(C)) AND member (D, S) IMPLIES
member (intersection(D, extension(C)(Z)),
genera_extensiones_aux(C) (Y, S))

genera_extensiones_completo: THEOREM
FORALL (Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
member (extension(C) (Y), genera_extensiones(C))

genera_conceptos_completo: LEMMA
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FORALL (par: concepto_c(C)): member(par, genera_conceptos(C))
correccion_genera_conceptos_c: THEOREM genera_conceptos(C) = CONCEPTOS(C)

CONCEPTOS_TCC1: DBLIGATION
FORALL (C): is_finite[[finite_set[T1], finite_set[T2]]1] (CONCEPTOS(C));

JUDGEMENT CONCEPTO0S(C) HAS_TYPE
finite_set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]1]

correccion_genera_conceptos_alt: THEOREM
FORALL (par: [finite_set[T1], finite_set[T2]1):
es_concepto_c?(C) (par) IFF member(par, genera_conceptos(C))
END conceptos_contexto

E.1.3. Implicaciones entre atributos de un contexto. Semanti-
ca

implicaciones_atrib[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING conceptos_contexto[T1, T2]
C: VAR FFC[T1, T2]

implicacion_gen: TYPE =
[# antecedente: finite_set[T2], consecuente: finite_set[T2] #]

implicacion(C): TYPE =

{imp: implicacion_gen |
subset?(antecedente(imp), atrib(C)) AND
subset? (consecuente(imp) , atrib(C))}

respeta_imp?(C)(Z: finite_set[T2], imp: implicacion(C)): bool =
NOT subset?(antecedente(imp), Z) OR subset?(consecuente(imp), Z)

respeta_imp_equiv: LEMMA
FORALL (Z: finite_set[T2], imp: implicacion(C)):
respeta_imp?(C) (Z, imp) IFF
(subset?(antecedente(imp), Z) IMPLIES subset?(consecuente(imp), Z))

es_valida?(C) (imp: implicacion(C)): bool =
FORALL (ob: T1):
member (ob, obj(C)) IMPLIES
respeta_imp?(C) (intencion(C) (singleton(ob)), imp)
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valida_prop_1_11: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IMPLIES
subset? (consecuente (imp) ,
intencion(C) (extension(C) (antecedente (imp))))

valida_prop_1_12: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
subset? (consecuente (imp),
intencion(C) (extension(C) (antecedente (imp))))
IMPLIES es_valida?(C) (imp)

valida_prop_1: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IFF
subset? (consecuente (imp),
intencion(C) (extension(C) (antecedente(imp))))

valida_prop_1_cl: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IFF
subset? (consecuente(imp) , clausura_a(C) (antecedente(imp)))

valida_prop_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], a: T2, imp: implicacion(C)):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
subset?[T2] (antecedente(imp), atrib(C)) AND
subset?[T2] (singleton[T2] (a), atrib(C));

valida_prop_2: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IFF
(FORALL (a: T2):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
es_valida?(C)
((# antecedente := antecedente(imp),
consecuente := singleton(a) #)))

valid_prop_3_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], a: T2, imp: implicacion(C)):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
es_concepto_c?[T1, T2]
©
(extension[T1, T2](C) (antecedente(imp)),
intencion[T1, T2](C) (extension[T1, T2] (C) (antecedente (imp))));

valid_prop_3_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], a: T2, imp: implicacion(C)):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
es_concepto_c?[T1, T2]
©
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(extension[T1, T2](C) (singleton[T2](a)),
intencion[T1, T2](C) (extension[T1, T2](C) (singleton[T2](a))));

valid_prop_3: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IFF
(FORALL (a: T2):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
subconcepto_c?(C)
((extension(C) (antecedente (imp)),
intencion(C) (extension(C) (antecedente(imp)))),
(extension(C) (singleton(a)),
intencion(C) (extension(C) (singleton(a))))))

valid_prop_3_cl_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], a: T2, imp: implicacion(C)):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
es_concepto_c?[T1, T2]
«©
(extension[T1, T2](C) (antecedente(imp)),
clausura_a[T1, T2](C) (antecedente(imp)));

valid_prop_3_cl_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], a: T2, imp: implicacion(C)):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
es_concepto_c?[T1, T2]
«©
(extension[T1, T2](C) (singleton[T2](a)),
clausura_a[T1, T2](C) (singleton[T2](a)));

valid_prop_3_cl: LEMMA
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IFF
(FORALL (a: T2):
member (a, consecuente(imp)) IMPLIES
subconcepto_c?(C)
((extension(C) (antecedente(imp)),
clausura_a(C) (antecedente(imp))),
(extension(C) (singleton(a)),
clausura_a(C) (singleton(a)))))

respeta_imp?(C)(Z: finite_set[T2], S: set[implicacion(C)]): bool =
FORALL (imp: (S)): respeta_imp?(C)(Z, imp)

es_consecuencia(C) (imp: implicacion(C), S: set[implicacion(C)]): bool =
FORALL (Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND respeta_imp?(C) (Y, S) IMPLIES
respeta_imp7?(C) (Y, imp)

VALIDAS(C) : set[implicacion(C)] =
{imp: implicacion(C) | es_valida?(C) (imp)}
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MODELOS(C) (S: set[implicacion(C)]): set[finite_set[T2]] =
{Z: finite_set[T2] | subset?(Z, atrib(C)) AND respeta_imp?(C)(Z, S)}

modelos_validas_11: LEMMA
subset? (MODELOS (C) (VALIDAS(C)),
intenciones_conj_conceptos(C)

(restrict[[finite_set[T1],
finite_set[T2]],
concepto_c[T1, T2](C),
boolean]

(CONCEPT0S(C))))

modelos_validas_12: LEMMA
subset?(intenciones_conj_conceptos(C)
(restrict[[finite_set[T1],
finite_set[T2]],
concepto_c[T1, T2](C),
boolean]
(CONCEPT0S(C))),
MODELOS(C) (VALIDAS(C)))

modelos_validas: THEOREM
MODELOS(C) (VALIDAS(C)) =
intenciones_conj_conceptos(C)
(restrict[[finite_set[T1], finite_set[T2]],
concepto_c[T1, T2]1(C),
boolean]
(CONCEPTO0S(C)))
END implicaciones_atrib

E.1.4. Base de implicaciones: base de Duquenne—Guigues

base_DG[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING implicaciones_atrib[T1, T2]
IMPORTING finite_sets@finite_sets_card_eq
d: VAR T1

a: VAR T2

Y, Y1, Y2: VAR finite_set[T2]
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G, G1: VAR finite_set[finite_set[T2]]
C: VAR FFC
imp: VAR implicacion_gen

k: VAR nat

es_adecuado(C) (L: set[implicacion(C)]): bool
FORALL (imp: (L)): es_valida?(C) (imp)

es_completo(C) (L: set[implicacion(C)]): bool
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_valida?(C) (imp) IMPLIES es_consecuencia(C) (imp, L)

es_no_redundante(C) (L: set[implicacion(C)]): bool =
FORALL (imp: (L)): NOT es_consecuencia(C) (imp, remove(imp, L))

es_cerrado(C) (L: set[implicacion(C)]): bool =
FORALL (imp: implicacion(C)):
es_consecuencia(C) (imp, L) IMPLIES member (imp, L)

conjunto_objetos_finito: LEMMA is_finite(powerset(obj(C)))
conjunto_atributos_finito: LEMMA is_finite(powerset(atrib(C)))

es_pseudo_intencion?_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
Y /= clausura_a(C) (Y) IMPLIES
(FORALL (R: finite_set[T2]):
strict_subset?(R, Y) IMPLIES card[T2](R) < card[T2](Y));

es_pseudo_intencion?(C) (Y): RECURSIVE bool =
Y /= clausura_a(C) (Y) AND
(FORALL (R: finite_set[T2]):
strict_subset?(R, Y) AND es_pseudo_intencion?(C)(R) IMPLIES
subset?(clausura_a(C) (R), Y))
MEASURE card(Y)

pseudo_int(C): TYPE = (es_pseudo_intencion?(C))

PSEUDOINT(C): set[finite_set[T2]] =
{Y | subset?(Y, atrib(C)) AND es_pseudo_intencion?(C) (Y)}

cns_member_PSEUDOINT_cl: LEMMA
member (Y, PSEUDOINT(C)) IFF
member (Y, powerset(atrib(C))) AND
(Y /= clausura_a(C) (Y) AND
(FORALL (R: finite_set[T2]):
member (R, powerset(atrib(C))) AND
strict_subset?(R, Y) AND es_pseudo_intencion?(C) (R)
IMPLIES subset?(clausura_a(C) (R), Y)))
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IMPS(C) : set[implicacion(C)] =
restrict[[# antecedente: finite_set[T2],
consecuente: finite_set[T2] #],
implicacion[T1, T2](C), boolean]
(image (LAMBDA (Y):
(# antecedente := Y, consecuente := clausura_a(C) (Y) #))
(PSEUDOINT(C)))

cn_pseudo_intencion_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFCI[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND es_pseudo_intencion?(C) (Y) IMPLIES
subset?[T2] (Y, atrib(C)) AND
subset?[T2]
(intencion[T1, T2](C) (extension[T1, T2](C)(Y)), atrib(C));

cn_pseudo_intencion: LEMMA
es_pseudo_intencion?(C) (Y) AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
NOT respeta_imp?(C)
(Y,
(# antecedente := Y,
consecuente := intencion(C) (extension(C) (Y)) #))

cn_pseudo_intencion_cl_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
subset? (Y, atrib(C)) AND es_pseudo_intencion?(C) (Y) IMPLIES
subset?[T2] (Y, atrib(C)) AND
subset?[T2] (clausura_al[T1, T2](C) (Y), atrib(C));

cn_pseudo_intencion_cl: LEMMA
es_pseudo_intencion?(C) (Y) AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES
NOT respeta_imp?(C)
(v,
(# antecedente := Y,
consecuente := clausura_a(C) (Y) #))

IMPS_es_adecuado: LEMMA es_adecuado(C) (IMPS(C))

antecedente_imp: CLAIM
imp = (# antecedente := Y1, consecuente := Y2 #) IMPLIES
antecedente(imp) = Y1

consecuente_imp: CLAIM
imp = (# antecedente := Y1, consecuente :
consecuente (imp) = Y2

Y2 #) IMPLIES

IMPS_es_no_redundante: LEMMA es_no_redundante(C) (IMPS(C))
IMPS_es_completo: LEMMA es_completo(C) (IMPS(C))

es_pseudo_int_rest?(C) (Y: finite_set[T2], G: finite_set[finite_set[T2]]):
bool =
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NOT subset?(clausura_a(C)(Y), Y) AND
(FORALL (Y1: (®)):
strict_subset?(Y1l, Y) IMPLIES subset?(clausura_a(C) (Y1), Y))

pseudo_restringidas_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], G, G1: finite_set[finite_set[T2]]):
is_finite[finite_set[T2]]
({Y: finite_set[T2] |
member [finite_set[T2]] (Y, G) AND
es_pseudo_int_rest?(C) (Y, G1D});

pseudo_restringidas(C) (G, G1: finite_set[finite_set[T2]]):
finite_set[finite_set[T2]] =
{Y: finite_set[T2] | member(Y, G) AND es_pseudo_int_rest?(C) (Y, G1)}

gen_s_pasos_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2], k: upto(card[T2](Y))):
card[T2] (Y) - k >= 0;

gen_s_pasos_TCC2: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2], k: upto(card[T2](Y))):
is_finite[finite_set[T2]] (subconjuntos[T2] (Y, k));

gen_s_pasos_TCC3: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], NS: finite_set[finite_set[T2]],
S: finite_set[finite_set[T2]], Y: finite_set[T2],
k: upto(card[T2](Y))):
NS = pseudo_restringidas(C) (subconjuntos(Y, k), S) AND
NOT k = card(Y)
IMPLIES k + 1 <= card[T2](Y);

gen_s_pasos_TCC4: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], NS: finite_set[finite_set[T2]],
S: finite_set[finite_set[T2]], Y: finite_set[T2],
k: upto(card[T2](Y))):
NS = pseudo_restringidas(C) (subconjuntos(Y, k), S) AND
NOT k = card(Y)
IMPLIES card[T2]1(Y) - (k + 1) < card[T2](Y) - k;

gen_s_pasos (C)
(Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]]):
RECURSIVE set[finite_set[T2]] =
LET NS = pseudo_restringidas(C) (subconjuntos(Y, k), S) IN
IF k = card(Y) THEN union(S, NS)
ELSE gen_s_pasos(C) (Y, k + 1, union(S, NS))
ENDIF
MEASURE card(Y) - k

gen_s_TCC1: OBLIGATION FORALL (C: FFC[T1, T2]): 0 <= card[T2] (atrib(C));

gen_s(C): set[finite_set[T2]] = gen_s_pasos(C) (atrib(C), 0, emptyset)
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gen_s_pasos_subset_lemal: LEMMA
FORALL (A: finite_set[T2], k: nat):
is_finite[finite_set[T2]]
({X: finite_set[T2] |
subset?[T2] (X, atrib(C)) AND
es_pseudo_intencion?(C) (X) AND
subset?[T2] (X, A) AND card[T2] (X) < k})

pseudo_card_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2], (k: nat)):
is_finite[finite_set[T2]]
({X: finite_set[T2] |
subset?[T2] (X, atrib(C)) AND
es_pseudo_intencion?(C) (X) AND
subset?[T2] (X, Y) AND card[T2] (X) < k});

pseudo_card(C, Y, (k: nat)): finite_set[finite_set[T2]] =
{X: finite_set[T2] |
subset?[T2] (X, atrib(C)) AND
es_pseudo_intencion?(C) (X) AND
subset?[T2] (X, Y) AND card[T2](X) < k}

JUDGEMENT pseudo_card(C, Y, k) HAS_TYPE finite_set[finite_set[T2]]
pseudo_card_0: CLAIM pseudo_card(C, Y, 0) = emptyset

pseudo_restringidas_card: LEMMA
FORALL (A: finite_set[T2], k: upto(card(A))):
subset? (A, atrib(C)) AND k /= card(A) IMPLIES
union(pseudo_card(C, A, k),
pseudo_restringidas(C)
(subconjuntos(A, k), pseudo_card(C, A, k)))
= pseudo_card(C, A, 1 + k)

S_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFCI[T1, T2], (k: nat)):
is_finite[finite_set[T2]]
({X: finite_set[T2] |
subset?[T2] (X, atrib(C)) AND
es_pseudo_intencion?(C) (X) AND card[T2] (X) <= k1});

S(C: FFC, (k: nat)): finite_set[finite_set[T2]] =
{X: finite_set[T2] |
subset?[T2] (X, atrib(C)) AND
es_pseudo_intencion?(C) (X) AND card[T2] (X) <= k}

S_pseudo_card: LEMMA
FORALL (C: FFC, k: upto(card(atrib(C)))):
S(C, k) = pseudo_card(C, atrib(C), 1 + k)

S_pseudo_restringidas_TCC1: OBLIGATION
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FORALL (C: FFC[T1, T2], k: below(card[T2] (atrib(C)))):
1 + k /= card(atrib(C)) IMPLIES
is_finite[finite_set[T2]] (subconjuntos[T2] (atrib(C), 1 + k));

S_pseudo_restringidas: LEMMA
FORALL (C: FFC, k: below(card(atrib(C)))):
1 + k /= card(atrib(C)) IMPLIES
union(S(C, k),
pseudo_restringidas(C)
(subconjuntos(atrib(C), 1 + k), S(C, k)))
=S(C, 1 + k)

gen_s_pasos_correcto_10: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]], Z: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND
S = pseudo_card(C, Y, k) AND member(Z, gen_s_pasos(C) (Y, k, S))
IMPLIES subset?(Z, Y) AND es_pseudo_intencion?(C)(Z)

gen_s_correcto: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T2]):
member (X, gen_s(C)) IMPLIES es_pseudo_intencion?(C) (X)

gen_s_correcto_b: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T2]):
member (X, gen_s(C)) IMPLIES subset?(X, atrib(C))

gen_s_pasos_completo_14: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y)),
S: finite_set[finite_set[T2]], Z: finite_set[T2]):
subset?(Y, atrib(C)) AND subset?(Z, atrib(C))
AND S = pseudo_card(C, Y, k) AND subset?(Z, Y) AND card(Z) <= k
AND NOT member(Z, gen_s_pasos(C) (Y, k, S))
IMPLIES NOT es_pseudo_intencion?(C)(Z)

gen_s_pasos_subset_k_TCC1: OBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2], k: upto(card[T2](Y))):
k /= card(Y) AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES k + 1 <= card[T2](Y);

gen_s_pasos_subset_k: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y))):
subset?(Y, atrib(C)) AND k /= card(Y) IMPLIES
subset?(gen_s_pasos(C) (Y, k + 1, pseudo_card(C, Y, k + 1)),
gen_s_pasos(C) (Y, k, pseudo_card(C, Y, k)))

gen_s_pasos_subset_TCC1: OUBLIGATION
FORALL (C: FFC[T1, T2], Y: finite_set[T2]):
card(Y) /= 0 AND subset?(Y, atrib(C)) IMPLIES 0 <= card[T2](Y);

gen_s_pasos_subset: LEMMA
FORALL (Y: finite_set[T2], k: upto(card(Y))):
subset? (Y, atrib(C)) AND card(Y) /= 0 IMPLIES
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subset?(gen_s_pasos(C) (Y, k, pseudo_card(C, Y, k)),
gen_s_pasos(C) (Y, 0, emptyset))

gen_s_completo: LEMMA
FORALL (X: finite_set[T2]):
subset? (X, atrib(C)) AND es_pseudo_intencion?(C) (X) IMPLIES
member (X, gen_s(C))

correccion_gen_s: THEOREM gen_s(C) = PSEUDOINT(C)

genera_imps_g(C): set[implicacion_gen] =
LET fun =
LAMBDA (Y: finite_set[T2]):
(# antecedente := Y, consecuente := clausura_a(C) (Y) #)
IN image(fun) (gen_s(C))

genera_imps(C) : set[implicacion(C)] =
restrict[[# antecedente: finite_set[T2],
consecuente: finite_set[T2] #],
implicacion[T1, T2](C), boolean]
(LET fun =
LAMBDA (Y: finite_set[T2]):
(# antecedente := Y, consecuente := clausura_a(C) (Y) #)
IN image(fun) (gen_s(C)))

genera_imps_igual_genera_imps_g: LEMMA
genera_imps(C) =
restrict[implicacion_gen[T1, T2], implicacion[T1, T2](C), boolean]
(genera_imps_g(C))

genera_imp_correcto: LEMMA subset?(genera_imps(C), IMPS(C))
genera_imp_completo: LEMMA subset?(IMPS(C), genera_imps(C))
correccion_genera_imp: THEOREM genera_imps(C) = IMPS(C)
correccion_genera_imp_g: COROLLARY

IMPS(C) =

restrict[implicacion_gen[T1, T2], implicacion[T1, T2](C), boolean]

(genera_imps_g(C))
END base_DG

E.2. Formalizaciéon evaluable, usando listas

E.2.1. Contextos formales finitos

contextos_formales_ref [T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
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T1_TCC1l: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

REFINAMIENTO: LIBRARY = "../refinamiento"
IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_proyecciones
IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_conj_finitos_gen
IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_comp_oper
IMPORTING REFINAMIENTO@propiedades_operaciones_listas_via_ref
IMPORTING contextos_formales
IMPORTING TL@listas_prop_1
FFCT_rep: TYPE =
[# obj_rep: list[T1],
atrib_rep: (comns?[T2]),
relacion_rep: list[[T1, T2]1] #]
FFC_rep: TYPE =
{R: FFCT_rep |
LET Re_rep = relacion_rep(R) IN
every (LAMBDA (par: [T1, T2]1):
member (par‘1, obj_rep(R)) AND
member (par¢2, atrib_rep(R)))
(Re_rep)}
JUDGEMENT FFC_rep SUBTYPE_OF FFCT_rep
trans(R: FFCT_rep): FFCT[T1, T2] =
(# obj := c(id[T1]) (obj_rep(R)),
atrib := c(id[T2]) (atrib_rep(R)),
relacion := c(id[[T1, T2]]) (relacion_rep(R)) #)
d, d1, d2: VAR T1
a, al, a2: VAR T2
C, C1, C2: VAR FFC[T1, T2]
R, R1, R2: VAR FFC_rep
trans_es_ref _FFCT: LEMMA es_refinamiento?[FFCT[T1, T2], FFCT_rep] (trans)
trans_TCC1: OBLIGATION

FORALL (R: FFC_rep), (par: (relacion(trans(R)))):
obj(trans(R)) (par‘1) AND atrib(trans(R)) (par‘2);
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JUDGEMENT trans(R: FFC_rep) HAS_TYPE FFC[T1, T2]
trans_TCC2: OBLIGATION es_refinamiento?[FFCT[T1, T2], FFCT_rep] (trans);
JUDGEMENT trans HAS_TYPE (es_refinamiento?[FFCT[T1, T2], FFCT_rep])

trans_es_ref_FFC: LEMMA
es_refinamiento?[FFC[T1, T2], FFC_rep]
(restrict [FFCT_rep, FFC_rep, FFCT[T1, T2]](trans))

trans_f(R: FFC_rep): FFC[T1, T2] = trans(R)

trans_f_es_ref FFC: LEMMA es_refinamiento?[FFC[T1, T2], FFC_rep] (trans_f)
trans_f_TCC1: OBLIGATION es_refinamiento?[FFC[T1, T2], FFC_rep] (trans_f);
JUDGEMENT trans_f HAS_TYPE (es_refinamiento?[FFC[T1, T2], FFC_rep])
atrib_trans_f: LEMMA c(id[T2]) (atrib_rep(R)) = atrib(trans_f(R))
obj_trans_f: LEMMA c(id[T1]) (obj_rep(R)) = obj(trans_f(R))

intencion_rep_aux_TCC1: OBLIGATION
FORALL (a: T2, 1s: 1ist[T2], R: FFC_rep, 11: 1list[T1], 12: 1list[T2]):
12 = cons(a, 1s) AND
every (LAMBDA (d: T1): member((d, a), relacion_rep(R)))(11)
IMPLIES length[T2] (1s) < length[T2](12);

intencion_rep_aux_TCC2: OBLIGATION
FORALL (a: T2, 1s: list[T2], R: FFC_rep, 11: 1list[T1], 12: 1ist[T2]):
12 = cons(a, 1s) AND
NOT every(LAMBDA (d: T1): member((d, a), relacion_rep(R))) (11)
IMPLIES length[T2] (1s) < length[T2](12);

intencion_rep_aux(R) (11: 1ist[T1], 12: 1ist[T2]): RECURSIVE 1list[T2] =
CASES 12
OF null: null,
cons(a, 1s):
IF every(LAMBDA (d: T1): member((d, a), relacion_rep(R))) (11)
THEN cons(a, intencion_rep_aux(R) (11, 1s))
ELSE intencion_rep_aux(R) (11, 1s)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(12)

intencion_rep_aux_caract_1: CLAIM
FORALL (11: 1ist[T1], 12: 1ist[T2]):
member (a, intencion_rep_aux(R) (11, 12)) IMPLIES member(a, 12)

intencion_rep_aux_null: CLAIM
FORALL (12: 1ist[T2]): intencion_rep_aux(R)(null, 12) = 12
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intencion_rep(R) (X: list[T1]): list[T2] =
intencion_rep_aux(R) (X, atrib_rep(R))

intencion_rep_null: LEMMA intencion_rep(R)(null) = atrib_rep(R)

intencion_rep_aux_caract_2: LEMMA
FORALL (11: 1ist[T1], 12: 1list[T2]):
member (a, intencion_rep_aux(R) (11, 12)) IMPLIES
every (LAMBDA d: member((d, a), relacion_rep(R))) (11)

intencion_rep_aux_caract_3: LEMMA
FORALL (11: 1ist[T1], 12: list[T2]):
every (LAMBDA d: member((d, a), relacion_rep(R)))(11) AND
member (a, 12)
IMPLIES member(a, intencion_rep_aux(R) (11, 12))

intencion_rep_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T2], list[T1], 1ist[T2],
c(id[T11), c(id[T2])]
(intencion(trans_f(R)), intencion_rep(R))

intencion_rep_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (1s: list[T1]):
intencion[T1, T2] (trans_f(R)) (c(id[T1])(1s)) =
c(i1d[T2]) (intencion_rep(R) (1s))

extension_rep_aux_TCC1: OBLIGATION
FORALL (d: T1, 1s: 1ist[T1], R: FFC_rep, 11: 1ist[T1], 12: 1list[T2]):
11 = cons(d, 1s) AND
every (LAMBDA (a: T2): member((d, a), relacion_rep(R)))(12)
IMPLIES length[T1](1s) < length[T1](11);

extension_rep_aux_TCC2: OBLIGATION
FORALL (d: T1, 1s: 1ist[T1], R: FFC_rep, 11: 1ist[T1], 12: 1list[T2]):
11 = cons(d, 1s) AND
NOT every(LAMBDA (a: T2): member((d, a), relacion_rep(R))) (12)
IMPLIES length[T11(1s) < length[T1](11);

extension_rep_aux(R) (11: list[T1], 12: 1list[T2]): RECURSIVE 1list[T1] =
CASES 11
OF null: null,
cons(d, 1s):
IF every(LAMBDA (a: T2): member((d, a), relacion_rep(R)))(12)
THEN cons(d, extension_rep_aux(R)(1ls, 12))
ELSE extension_rep_aux(R) (1s, 12)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(11)

extension_rep_aux_caract_1: CLAIM
FORALL (11: 1ist[T1], 12: 1ist[T2]):



396 Apéndice E. Anadlisis formal de conceptos

member (d, extension_rep_aux(R) (11, 12)) IMPLIES member(d, 11)

extension_rep_aux_null: LEMMA
FORALL (11: 1list[T1]): extension_rep_aux(R) (11, null) = 11

extension_rep(R) (Y: 1list[T2]): 1ist[T1] =
extension_rep_aux(R) (obj_rep(R), Y)

extension_rep_null: LEMMA extension_rep(R)(null) = obj_rep(R)

extension_rep_aux_caract_2: LEMMA
FORALL (11: 1ist[T1], 12: 1list[T2]1):
member (d, extension_rep_aux(R) (11, 12)) IMPLIES
every (LAMBDA a: member((d, a), relacion_rep(R))) (12)

extension_rep_aux_caract_3: LEMMA
FORALL (11: 1ist[T1], 12: 1ist[T2]):
every (LAMBDA a: member((d, a), relacion_rep(R)))(12) AND
member(d, 11)
IMPLIES member (d, extension_rep_aux(R) (11, 12))

extension_rep_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T2], finite_set[T1], 1ist[T2], 1list[T1],
c(id[T2]), c(id[T1])]
(extension(trans_f(R)), extension_rep(R))

extension_rep_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (1ls: 1ist[T2]):
extension[T1, T2] (trans_f(R)) (c(id[T2]) (1s)) =
c(id[T1]) (extension_rep(R) (1s))

clausura_o_rep(R) (X: 1ist[T1]): 1ist[T1] =
extension_rep(R) (intencion_rep(R) (X))

clausura_a_rep(R) (Y: 1ist[T2]): 1ist[T2] =
intencion_rep(R) (extension_rep(R) (Y))

clausura_o_rep_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T1], finite_set[T1], 1ist[T1], 1list[T1],
c(id[T1]), c(id[T11)]
(clausura_o(trans_f(R)), clausura_o_rep(R))

clausura_a_rep_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[finite_set[T2], finite_set[T2], 1ist[T2], 1list[T2],
c(id[T2]), c(id[T2])]
(clausura_a(trans_f(R)), clausura_a_rep(R))

es_concepto_c_rep?(R) (par: [1list[T1], 1ist[T2]]1): bool =
LET (11, 12) = par IN
sublista?[T1] (11, obj_rep(R)) AND
sublista?[T2] (12, atrib_rep(R)) AND
igual_17[T2] (intencion_rep(R) (11), 12) AND
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igual_17[T1] (extension_rep(R) (12), 11)

es_concepto_c_rep?_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[finite_set[T1], finite_set[T2]], bool,
[1ist[T1], 1ist[T2]], bool,
prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])), id[booll]
(es_concepto_c?(trans_f(R)), es_concepto_c_rep?(R))

es_concepto_c_rep?_es_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (par: [list[T1], 1list[T21]1):
es_concepto_c_rep? (R) (par) IFF
es_concepto_c?(trans_f (R)) (prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])) (par))

concepto_c_no_vacio_rep: LEMMA
es_concepto_c_rep?(R)
(extension_rep(R) (atrib_rep(R)),
intencion_rep(R) (extension_rep(R) (atrib_rep(R))))

concepto_c_no_vacio_rep_2: LEMMA
es_concepto_c_rep? (R)
(extension_rep(R) (atrib_rep(R)),
clausura_a_rep(R) (atrib_rep(R)))

concepto_c_rep_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
EXISTS (x: {x: [1ist[T1], 1list[T2]] | es_concepto_c_rep?(R)(x)}):
TRUE;

concepto_c_rep(R): TYPE+ = (es_concepto_c_rep?(R))

concepto_c_no_vacio_rep_coro: COROLLARY
EXISTS (x: concepto_c_rep(R)): TRUE

concepto_c_rep_refinamiento_tipo_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, x1: concepto_c_rep(R)):
es_concepto_c?[T1, T2]
(trans_f(R))
(prod_cart[finite_set[T1], finite_set[T2], list[T1], list[T2]]
(c[T1, T11(id[T1]), c[T2, T2](id[T2]1))(x1));

concepto_c_rep_refinamiento_tipo: LEMMA
es_refinamiento?[concepto_c(trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(restrict[[1ist[T1], 1ist[T2]], concepto_c_rep(R),
[finite_set[T1], finite_set[T2]]1]
(prod_cart(c(id[T1]), <(id[T2]1))))

trans_concepto(R) (par: concepto_c_rep(R)): concepto_c(trans_f(R)) =
prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])) (par)

concepto_c_rep_refinamiento_tipo_2: LEMMA
es_refinamiento?[concepto_c(trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R))
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igual_concepto_rep_e(R) (parl, par2: [1ist[T1], list[T2]]): bool =
igual_17(PROJ_1(parl), PROJ_1(par2)) AND
igual_17(PROJ_2(parl), PROJ_2(par2))

igual_concepto_rep_e_igual?: LEMMA
igual_concepto_rep_e(R) = igual?(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])))

intencion_concepto_rep(R) (par: concepto_c_rep(R)): list[T2] = PROJ_2(par)

extension_concepto_rep(R) (par: concepto_c_rep(R)): 1list[T1] = PROJ_1(par)
intencion_concepto_rep_es_refinamiento_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
es_refinamiento?[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R));

intencion_concepto_rep_es_refinamiento_2: LEMMA
es_refinamiento_op?[concepto_c(trans_f(R)), finite_set[T2],
concepto_c_rep(R), 1ist[T2], trans_concepto(R),
c[T2, T2](id[T2])]
(intencion_concepto(trans_f(R)), intencion_concepto_rep(R))

intencion_concepto_rep_es_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (par: concepto_c_rep(R)):
c(id[T2]) (intencion_concepto_rep(R) (par)) =
intencion_concepto(trans_f (R)) (trans_concepto(R) (par))

extension_concepto_rep_es_refinamiento_2: LEMMA
es_refinamiento_op?[concepto_c(trans_f(R)), finite_set[T1],
concepto_c_rep(R), 1ist[T1], trans_concepto(R),
c[T1, T11(id[T11)]
(extension_concepto(trans_f(R)), extension_concepto_rep(R))

extension_concepto_rep_es_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (par: concepto_c_rep(R)):
c(id[T1]) (extension_concepto_rep(R) (par)) =
extension_concepto(trans_f (R)) (trans_concepto(R) (par))

subconcepto_c_rep?(R) (parl, par2: concepto_c_rep(R)): bool =
sublista?[T1]
(extension_concepto_rep(R) (parl), extension_concepto_rep(R) (par2))

subconcepto_c_rep_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
es_refinamiento?[[concepto_c[T1, T2] (trans_£f(R)),
concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))],
[concepto_c_rep(R), concepto_c_rep(R)]]
(prod_cart[concepto_c[T1, T2](trans_f(R)),
concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R), trans_concepto(R)));
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subconcepto_c_rep_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[concepto_c(trans_f(R)), concepto_c(trans_f(R))],
bool, [concepto_c_rep(R), concepto_c_rep(R)], bool,
prod_cart (trans_concepto(R), trans_concepto(R)),
id[bool]]
(subconcepto_c?(trans_f(R)), subconcepto_c_rep?(R))

subconcepto_c_rep_es_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (parl, par2: concepto_c_rep(R)):
subconcepto_c_rep?(R) (parl, par2) IFF
subconcepto_c?(trans_f(R))
(trans_concepto(R) (parl), trans_concepto(R) (par2))

intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
list[1ist[T2]] = map(intencion_concepto_rep(R)) (LL)

intenciones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
es_refinamiento?[finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))],
list[concepto_c_rep(R)]]
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)));

intenciones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T2]], list[list[T2]]1]
(c[finite_set[T2], 1list[T2]] (c[T2, T2](id[T2])));

intenciones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2: LEMMA
es_refinamiento_op?[finite_set[concepto_c(trans_f(R))],
finite_set[finite_set[T2]],
list[concepto_c_rep(R)], list[list[T2]],
c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)),
c(c[T2, T21(id[T21))]
(intenciones_conj_conceptos(trans_f(R)),
intenciones_conj_conceptos_rep(R))

intenciones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2_corol: COROLLARY
FORALL (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
c(c[T2, T2]1(id[T2])) (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)) =
intenciones_conj_conceptos(trans_f (R))
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)) (LL))

extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
list[list[T1]] = map(extension_concepto_rep(R)) (LL)

extensiones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T1]], list[list[T1]1]]
(c[finite_set[T1], 1ist[T1]](c[T1, T1]1(id[T11)));
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extensiones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2: LEMMA
es_refinamiento_op?[finite_set[concepto_c(trans_f(R))],
finite_set[finite_set[T1]],
list[concepto_c_rep(R)], list[list[T1]],
c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)),

c(c[T1, T11(id[T11))]

(extensiones_conj_conceptos (trans_f(R)),

extensiones_conj_conceptos_rep(R))

extensiones_conj_conceptos_rep_es_refinamiento_2_corol: COROLLARY
FORALL (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
c(c[T1, T1]1(id[T1])) (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)) =
extensiones_conj_conceptos(trans_f(R))
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)) (LL))

infimo_rep_11_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
cons?[1ist[T1]] (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL));

infimo_rep_11: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)

(Inter (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),

intencion_rep(R)
(extension_rep
(R)
(Append [T2]

(intenciones_conj_conceptos_rep

(R) (LI

infimo_rep_12: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(Inter (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),
clausura_a_rep(R)
(Append [T2]
(intenciones_conj_conceptos_rep

(R) (LL))))

infimo_rep_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(Inter[T1] (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),
clausura_a_rep(R)
(Append [T2]
(intenciones_conj_conceptos_rep

(R) (LL))));
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infimo_rep(R) (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])): concepto_c_rep(R) =
(Inter(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)),
clausura_a_rep(R) (Append(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL))))

infimo_comp_11_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep,
x1: non_empty_finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))]):
NOT empty?[finite_set[T1]]
(extensiones_conj_conceptos[T1, T2](trans_f(R)) (x1));

infimo_comp_11_TCC2: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
(FORALL (x1: ((cons?[concepto_c_rep(R)]1))):
NOT empty?[concepto_c[T1, T2](trans_f(R))]
(c[concepto_c[T1, T2](trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)) (x1)))
AND
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[concepto_c[T1,
T2] (trans_f(R))],
((cons?[concepto_c_rep(R)1))]
(restrict[list[concepto_c_rep(R)], ((cons?[concepto_c_rep(R)])),
finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))]]
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]

(trans_concepto(R))));

infimo_comp_11: LEMMA
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[concepto_c(trans_f(R))],
finite_set[T1], (cons?[concepto_c_rep(R)]1),
1list[T1],
restrict[list[concepto_c_rep(R)],
((cons?[concepto_c_rep(R)1)),
finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))]]
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R))),
c(id[T11)]
(o[non_empty_finite_set[concepto_c(trans_f(R))],
non_empty_finite_set[finite_set[T1]], finite_set[T1]]
(intersection_f,
restrict[finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))],
non_empty_finite_set[concepto_c(trans_f(R))],
finite_set[finite_set[T1]]]
(extensiones_conj_conceptos(trans_f(R)))),
o[(cons?[concepto_c_rep(R)]), (cons?[1list[T1]]), list[T1]]
(Inter,
restrict[list[concepto_c_rep(R)],
((cons?[concepto_c_rep(R)])), list[list[T1]]]
(extensiones_conj_conceptos_rep(R))))

infimo_comp_11_corol_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
NOT empty?[finite_set[T1]]
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(extensiones_conj_conceptos[T1, T2]
(trans_f(R))
(c[concepto_c[T1, T2](trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)) (LL)));

infimo_comp_1l1_corol: COROLLARY
FORALL (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
intersection_f (extensiones_conj_conceptos(trans_f(R))
(c[concepto_c[T1, T2]
(trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]

(trans_concepto(R)) (LL)))
= c(id[T1]) (Inter(extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

infimo_comp_12: LEMMA
es_refinamiento_op?[finite_set[concepto_c(trans_f(R))], finite_set[T2],
list[concepto_c_rep(R)], list[T2],
c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)),
c(id[T2])]
(o[finite_set[concepto_c(trans_f(R))], finite_set[finite_set[T2]],
finite_set[T2]]
(union_f, intenciones_conj_conceptos(trans_f(R))),
o[list[concepto_c_rep(R)], 1list[1list[T2]], 1list[T2]]
(Append, intenciones_conj_conceptos_rep(R)))

infimo_comp_12_corol: COROLLARY
FORALL (LL: list[concepto_c_rep(R)]):
union_f (intenciones_conj_conceptos(trans_f(R))
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)) (LL)))
= c(id[T2]) (Append(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

infimo_rep_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[concepto_c[T1, T2]
(trans_f(R))],
concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
(cons?[concepto_c_rep(R)]), concepto_c_rep(R),
restrict[list[concepto_c_rep(R)],
((cons?[concepto_c_rep(R)1)),
finite_set[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R))]]
(c[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R))),
trans_concepto(R)]
(infimo(trans_f(R)), infimo_rep(R))

supremo_rep_lema_1_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
cons?[1list[T2]] (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL));
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supremo_rep_lema_1: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(extension_rep(R)
(intencion_rep
(R)
(Append
(extensiones_conj_conceptos_rep
(R) (LL)))),

Inter (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

supremo_rep_lema_2: LEMMA
FORALL (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(clausura_o_rep(R)
(Append
(extensiones_conj_conceptos_rep
(R) (LL))),

Inter(intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

supremo_rep_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep, LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])):
es_concepto_c_rep?(R)
(clausura_o_rep(R)
(Append[T1]
(extensiones_conj_conceptos_rep

(R) (LL))),

Inter[T2] (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)));

supremo_rep(R) (LL: (cons?[concepto_c_rep(R)])): concepto_c_rep(R) =
(clausura_o_rep(R) (Append (extensiones_conj_conceptos_rep(R) (LL))),
Inter (intenciones_conj_conceptos_rep(R) (LL)))

supremo_rep_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep):
es_refinamiento?[non_empty_finite_set[concepto_c[T1,
T2] (trans_f(R))],
((cons?[concepto_c_rep(R)]1))]
(cnv[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)), concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)));

supremo_rep_es_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[non_empty_finite_set[concepto_c[T1, T2]
(trans_f(R))],
concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
(cons?[concepto_c_rep(R)]), concepto_c_rep(R),
cnv[concepto_c[T1, T2] (trans_f(R)),
concepto_c_rep(R)]
(trans_concepto(R)),
trans_concepto(R)]
(supremo (trans_f(R)), supremo_rep(R))
END contextos_formales_ref
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E.2.2. Calculo de los conceptos de un contexto

conceptos_contexto_ref[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING contextos_formales_ref

IMPORTING conceptos_contexto

IMPORTING finite_sets@finite_sets_eq

IMPORTING REFINAMIENTO@propiedades_operaciones_listas_via_ref
C, C1, C2: VAR FFC[T1, T2]

R, R1, R2: VAR FFC_rep[T1, T2]

d, di, d2: VAR T1

a, al, a2: VAR T2

LL: VAR list[[1list[T1], 1list[T2]]]

agrega_extension_elto_rep(R) (a: T2, LL: list[list[T1]1]): list[list[T11] =
LET fun = LAMBDA (1s: 1ist[T1]): inter(ls, extension_rep(R)((: a :)))
IN append(LL, map(fun) (LL))

genera_extensiones_aux_rep_TCC1: OBLIGATION
FORALL (a: T2, 11: 1ist[T2], R: FFC_rep[T1, T2], 12: 1list[T2]):
12 = cons(a, 11) IMPLIES cons?[T2] (12);

genera_extensiones_aux_rep_TCC2: OBLIGATION
FORALL (a: T2, 11: 1list[T2], R: FFC_rep[T1, T2], 12: list[T2]):
12 = cons(a, 11) IMPLIES length[T2] (rest_1[T2](12)) < length[T2](12);

genera_extensiones_aux_rep(R) (12: 1ist[T2], LL: list[list[T1]]):
RECURSIVE list[list[T1]] =
CASES 12
OF null: LL,
cons(a, 11):
genera_extensiones_aux_rep(R)
(rest_1[T2](12),
agrega_extension_elto_rep
(R) (car(12), LL))
ENDCASES
MEASURE length(12)
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genera_extensiones_rep(R): list[1list[T1]] =
genera_extensiones_aux_rep(R) (atrib_rep(R), (: obj_rep(R) :))

genera_conceptos_rep(R): list[[list[T1], 1ist[T2]]1] =
LET fun = LAMBDA (1s: 1ist[T1]): (1s, intencion_rep(R)(1s)) IN
map (fun) (genera_extensiones_rep(R))

es_conj_todos_conceptos_e_rep?(R: FFC_rep[T1, T2],
LL: list[[1ist[T1], list[T2]11):
bool =
FORALL (paril: [1list[T1], 1list[T2]1):
es_concepto_c_rep?(R) (parl) IFF
(EXISTS (par2: [list[T1], 1list[T2]]1):
member (par2, LL) AND
prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])) (parl) =
prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2])) (par2))

es_conj_todos_conceptos_e?(R: FFC_rep[T1, T2],
LL: list[[1list[T1], 1list[T2]1]11):
bool =
FORALL (paril: [1list[T1], 1list[T211):
es_concepto_c_rep?(R) (parl) IFF
(EXISTS (par2: [list[T1], 1list[T2]1):
member (par2, LL) AND igual_concepto_rep_e(R) (parl, par2))

es_conj_todos_conceptos_e_igual: LEMMA
es_conj_todos_conceptos_e?(R, LL) IFF
es_conj_todos_conceptos_e_rep?(R, LL)

agrega_extension_elto_rep_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[[T2, finite_set[finite_set[T1]]], [T2, list[list[T1]1]1]]
(prod_cart[T2, finite_set[finite_set[T1]], T2, list[list[T1]]]
(id[T2], c[finite_set[T1], 1ist[T1]](c[T1, T1](id[T11))));

agrega_extension_elto_rep_es_refinamiento_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T1]], list[1list[T1]1]1]
(c[finite_set[T1], 1ist[T1]1](c[T1, T1](id[T11)));

agrega_extension_elto_rep_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[T2, finite_set[finite_set[T1]1]],
finite_set[finite_set[T1]], [T2, list[list[T1]1],
list[1ist[T1]], prod_cart(id[T2], c(c(id[T1]1))),
c(c(id[T11))]

(agrega_extension_elto(trans_f(R)), agrega_extension_elto_rep(R))

agrega_extension_elto_rep_es_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (a: T2, LL: list[list[T1]]):
c(c(id[T1])) (agrega_extension_elto_rep(R) (a, LL)) =
agrega_extension_elto(trans_f(R)) (a, c(c(id[T1])) (LL))

genera_extensiones_aux_rep_null_1: CLAIM
FORALL (1s: 1list[T2], LL: list[list[T1]]):
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null?(ls) IMPLIES genera_extensiones_aux_rep(R)(1ls, LL) = LL

genera_extensiones_aux_rep_es_refinamiento_11: LEMMA
FORALL (1s: 1list[T2], LL: list[list[T1]]):
genera_extensiones_aux(trans_f (R)) (c(id[T2]) (1s), c(c(id[T1])) (LL)) =
c(c(id[T1])) (genera_extensiones_aux_rep(R) (1s, LL))

genera_extensiones_aux_rep_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
es_refinamiento?[[finite_set[T2], finite_set[finite_set[T1]11],
[1ist[T2], list[list[T111]]
(prod_cart[finite_set[T2], finite_set[finite_set[T1]], 1list[T2],
list[list[T1]]]
(c[T2, T2](id[T21),
c[finite_set[T1], 1ist[T1]](c[T1, T1](id[T1]1))));

genera_extensiones_aux_rep_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[finite_set[T2], finite_set[finite_set[T1]]],
finite_set[finite_set[T1]],
[1ist[T2], 1list[1list[T1]1]1], list[1list[T1]],
prod_cart(c(id[T2]), c(c(id[T11))), c(c(id[T11))]
(genera_extensiones_aux(trans_f(R)), genera_extensiones_aux_rep(R))

singleton_obj_trans_f: CLAIM
c(c(id[T11)) ((: obj_rep(R) :)) = singleton(obj(trans_f(R)))

genera_extensiones_rep_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[FFC[T1, T2], finite_set[finite_set[T1]],
FFC_rep[T1, T2], list[list[T1]], trans_f[T1, T2],
c(c(id[T11))]

(genera_extensiones, genera_extensiones_rep)

genera_conceptos_rep_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: FFC[T1, T2]):
is_finite[[finite_set[T1], finite_set[T2]]]
(genera_conceptos[T1, T2](x1));

genera_conceptos_rep_es_refinamiento_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[[finite_set[T1], finite_set[T2]1],
list[[1ist[T1], 1list[T2]1111]
(c[[finite_set[T1], finite_set[T2]], [1list[T1], list[T2]1]]
(prod_cart[finite_set[T1], finite_set[T2], list[T1], 1list[T2]]
(c[T1, T1]1(id[T1]), c[T2, T2]1(id[T2]1))));

genera_conceptos_rep_es_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[FFC[T1, T2],
finite_set[[finite_set[T1], finite_set[T2]]1],
FFC_rep[T1, T21, list[[1list[T1], list[T2111,
trans_f[T1, T2], c(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2]1)))]
(genera_conceptos, genera_conceptos_rep)

genera_conceptos_rep_es_refinamiento_corol: COROLLARY
c(prod_cart(c(id[T1]), c(id[T2]))) (genera_conceptos_rep(R)) =
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genera_conceptos(trans_f(R))

correccion_genera_conceptos_e_se_preserva: THEOREM
es_conj_todos_conceptos_e_rep? (R, genera_conceptos_rep(R))

correccion_genera_conceptos_rep_alt: THEOREM
FORALL (par: [1ist[T1], list[T2]]):
es_concepto_c_rep?(R) (par) IFF
member (igual?(prod_cart (c(id[T1]), c(id[T2]1))))
(par, genera_conceptos_rep(R))

correccion_genera_conceptos_rep_alt_b_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep[T1, T2]):
equivalence?[[1ist[T1], 1ist[T2]]] (igual_concepto_rep_e[T1, T2](R));

correccion_genera_conceptos_rep_alt_b: THEOREM
FORALL (par: [1list[T1], list[T2]]):
es_concepto_c_rep?(R) (par) IFF
member (igual_concepto_rep_e(R)) (par, genera_conceptos_rep(R))

genera_conceptos_rep_sd(R): list[[1ist[T1], list[T2]1]] =
elimina_duplicados(igual_concepto_rep_e(R)) (genera_conceptos_rep(R))

elimina_duplicados_genera_conceptos_rep_igual: LEMMA
igual_17(igual_concepto_rep_e(R))

(genera_conceptos_rep_sd(R), genera_conceptos_rep(R))
END conceptos_contexto_ref

E.2.3. Implicaciones entre atributos

implicaciones_atrib_ref[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN

ASSUMING

T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING implicaciones_atrib
IMPORTING contextos_formales_ref
C, C1, C2: VAR FFC[T1, T2]

R, R1, R2: VAR FFC_rep[T1, T2]

implicacion_gen_ref: TYPE =
[# antecedente_ref: 1ist[T2], consecuente_ref: 1list[T2] #]

transf_imp_gen(imp_g_r: implicacion_gen_ref): implicacion_gen[T1, T2] =
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(# antecedente := c(id[T2]) (antecedente_ref(imp_g r)),
consecuente := c(id[T2]) (consecuente_ref (imp_g_r)) #)

implicacion_gen_ref_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[implicacion_gen[T1, T2], implicacion_gen_ref]
(transf_imp_gen)

implicacion_ref(R): TYPE =

{imp_r: implicacion_gen_ref |
sublista?[T2] (antecedente_ref (imp_r), atrib_rep(R)) AND
sublista?[T2] (consecuente_ref (imp_r), atrib_rep(R))}

JUDGEMENT implicacion_ref(R) SUBTYPE_OF implicacion_gen_ref

transf_imp_gen_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep[T1, T2], imp_r: implicacion_ref(R)):
subset?[T2]
(antecedente(transf_imp_gen(imp_r)), atrib(trans_f[T1, T2](R)))
AND
subset?[T2]
(consecuente(transf_imp_gen(imp_r)), atrib(trans_f[T1, T2](R)));

transf_imp_gen(R) (imp_r: implicacion_ref(R)):
implicacion[T1, T2](trans_f(R)) = transf_imp_gen(imp_r)

implicacion_ref_es_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento?[implicacion[T1, T2] (trans_f(R)), implicacion_ref(R)]
(transf_imp_gen(R))

transf_imp_gen_TCC2: OBLIGATION
FORALL (R):
es_refinamiento?[implicacion[T1, T2](trans_f[T1, T2](R)),
implicacion_ref (R)]
(transf_imp_gen(R));

JUDGEMENT transf_imp_gen(R) HAS_TYPE
(es_refinamiento?[implicacion[T1, T2] (trans_f(R)),
implicacion_ref (R)])

respeta_imp_r7?(R) (1s: 1ist[T2], imp_r: implicacion_ref(R)): bool =
NOT sublista?[T2] (antecedente_ref (imp_r), 1ls) OR
sublista?[T2] (consecuente_ref (imp_r), 1s)

respeta_imp_r_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[[finite_set[T2], implicacion[T1, T2] (trans_f(R))],
bool, [list[T2], implicacion_ref(R)], bool,
prod_cart(c(id[T2]), transf_imp_gen(R)), id[booll]
(respeta_imp? (trans_f(R)), respeta_imp_r7(R))

respeta_imp_r_refinamiento_corol: COROLLARY
FORALL (1s: list[T2], imp_r: implicacion_ref(R)):
respeta_imp?(trans_f (R)) (c(id[T2]) (1s), transf_imp_gen(R) (imp_r)) IFF
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respeta_imp_r?(R) (1s, imp_r)

es_valida_r?(R) (imp_r: implicacion_ref(R)): bool =
every (LAMBDA (x: T1):
respeta_imp_r?(R) (intencion_rep(R) ((: x :)), imp_r))
(obj_rep(R))

es_valida_r_refinamiento: LEMMA
es_refinamiento_op?[implicacion[T1, T2] (trans_f(R)), bool,
implicacion_ref (R), bool, transf_imp_gen(R),
id[bool]]
(es_valida?(trans_f(R)), es_valida_r?(R))

respeta_imp_r7?(R) (11: 1ist[T2], 12: list[implicacion_ref(R)]): bool =

every (LAMBDA (imp_r: implicacion_ref(R)):
respeta_imp_r?(R) (11, imp_r))
(12)
END implicaciones_atrib_ref

E.2.4. Calculo de la base de Duquenne—Guigues

base_DG_ref[T1, T2: TYPE+]: THEORY
BEGIN
ASSUMING
T1_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T1): TRUE;

T2_TCC1: ASSUMPTION EXISTS (x: T2): TRUE;
ENDASSUMING

IMPORTING base_DG

IMPORTING implicaciones_atrib_ref

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_subconjuntos_card

IMPORTING REFINAMIENTO@refinamiento_powerset

d: VAR T1

a: VAR T2

C, C1, C2: VAR FFC[T1, T2]

R, R1, R2: VAR FFC_rep[T1, T2]

LL: VAR list[list[T2]1]

es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s: 1list[T2], LL: 1list[1ist[T2]]): bool =

NOT sublista?[T2] (clausura_a_rep(R) (1s), 1s) AND
every(LAMBDA (1: 1ist[T2]):
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IF sublista_estricto?[T2] (1, 1s)
THEN sublista?[T2] (clausura_a_rep(R) (1), 1s)
ELSE TRUE
ENDIF)
(LL)

es_pseudo_int_rest_ref?_es_refinamiento_corol: LEMMA
FORALL (1s: 1list[T2], LL: list[list[T2]]):
es_pseudo_int_rest?(trans_f (R)) (c(id[T2]) (1s), c(c(id[T2])) (LL)) IFF
es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s, LL)

pseudo_restringidas_ref_TCC1: OBLIGATION
FORALL (LL2: 1ist[1list[T2]], 1s: list[T2], LL, R: FFC_rep[T1, T2],
S: list[list[T2]]):
LL = cons(ls, LL2) AND es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s, S) IMPLIES
length[1ist[T2]]1(LL2) < length[list[T2]](LL);

pseudo_restringidas_ref _TCC2: OBLIGATION
FORALL (LL2: list[list[T2]], 1s: list[T2], LL, R: FFC_rep[T1, T2],
S: list[1list[T2]]):
LL = cons(ls, LL2) AND NOT es_pseudo_int_rest_ref?(R)(1s, S) IMPLIES
length[1ist[T2]](LL2) < length[1list[T2]](LL);

pseudo_restringidas_ref(R) (LL, S: list[list[T2]]): RECURSIVE
list[1list[T2]] =
CASES LL
OF null: null,
cons(ls, LL2):
IF es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s, S)
THEN cons(ls, pseudo_restringidas_ref (R) (LL2, S))
ELSE pseudo_restringidas_ref (R) (LL2, S)
ENDIF
ENDCASES
MEASURE length(LL)

pseudo_restringidas_ref_cnl: LEMMA
FORALL (LL, S: list[list[T2]], ls: 1ist[T2]):
member (1s, pseudo_restringidas_ref(R)(LL, S)) IMPLIES member(ls, LL)

pseudo_restringidas_ref_cn2: LEMMA
FORALL (LL, S: list[list[T2]], 1s: list[T2]):
member (1s, pseudo_restringidas_ref(R)(LL, S)) IMPLIES
es_pseudo_int_rest_ref?(R) (1s, S)

pseudo_restringidas_ref_csl: LEMMA
FORALL (LL, S: list[list[T2]]1, 1ls: 1list[T2]):
es_pseudo_int_rest_ref?(R)(1ls, S) AND member(ls, LL) IMPLIES
member (1s, pseudo_restringidas_ref (R) (LL, S))

pseudo_restringidas_ref_es_refinamiento_corol: LEMMA
FORALL (LL, S: list[list[T2]]):
pseudo_restringidas(trans_f(R)) (c(c(id[T2])) (LL), c(c(id[T2]))(S)) =
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c(c(id[T2])) (pseudo_restringidas_ref (R) (LL, S))

gen_s_pasos_ref_TCC1l: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep[T1, T2], 1s: 1ist[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s))):
cardinal_1[T2] (1s) - k >= 0;

gen_s_pasos_ref_TCC2: OBLIGATION
FORALL (NS: 1list[1ist[T2]], R: FFC_rep[T1, T2], S: list[list[T2]],
1s: list[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s))):
NS = pseudo_restringidas_ref (R) (sublistas_card[T2](1ls, k), S) AND
NOT k = cardinal_1[T2](1s)
IMPLIES k + 1 <= cardinal_1[T2](1s);

gen_s_pasos_ref_TCC3: OBLIGATION
FORALL (NS: list[list[T2]], R: FFC_rep[T1, T2], S: list[list[T2]],
1s: 1list[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s))):
NS = pseudo_restringidas_ref (R) (sublistas_card[T2](1ls, k), S) AND
NOT k = cardinal_1[T2] (1s)
IMPLIES cardinal_1[T2](1s) - (k + 1) < cardinal_1[T2](1s) - k;

gen_s_pasos_ref (R)
(1s: 1ist[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s)),
S: list[list[T2]1]):
RECURSIVE list[list[T2]] =
LET NS = pseudo_restringidas_ref (R) (sublistas_card[T2](1s, k), S) IN
IF k = cardinal_1[T2](1s) THEN append(S, NS)
ELSE gen_s_pasos_ref(R) (1s, k + 1, append(S, NS))
ENDIF
MEASURE cardinal_1[T2](1s) - k

gen_s_pasos_ref_es_refinamiento_corol_TCC1: OBLIGATION
FORALL (1s: list[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s))):
k <= card[T2] (c[T2, T2](id[T2]) (1s));

gen_s_pasos_ref_es_refinamiento_corol: LEMMA
FORALL (1s: 1ist[T2], k: upto(cardinal_1[T2](1s)), S: list[1list[T2]]):
gen_s_pasos (trans_f[T1, T2] (R)) (c(id[T2]) (1s), k, c(c(id[T2]))(8)) =
c(c(id[T2])) (gen_s_pasos_ref (R) (1s, k, S))

gen_s_ref_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep[T1, T2]): O <= cardinal_1[T2] (atrib_rep(R));

gen_s_ref (R): list[list[T2]] = gen_s_pasos_ref (R) (atrib_rep(R), 0, null)

gen_s_ref_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: FFC[T1, T2]): is_finite[finite_set[T2]](gen_s[T1, T2](x1));

gen_s_ref_es_refinamiento_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[finite_set[T2]], list[list[T2]]]
(c[finite_set[T2], 1list[T2]] (c[T2, T2](id[T2])));

gen_s_ref_es_refinamiento: LEMMA
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es_refinamiento_op?[FFC[T1, T2], finite_set[finite_set[T2]],
FFC_rep[T1, T2], list[list[T2]], trans_f[T1, T2],
c(c(id[T2]))]

(gen_s, gen_s_ref)

gen_s_ref_es_refinamiento_corol: COROLLARY
c(c(id[T2])) (gen_s_ref(R)) = gen_s(trans_f[T1, T2](R))

genera_imps_ref (R): list[implicacion_gen_ref[T1, T2]] =
LET fun =

LAMBDA (Y: list[T2]):

(# antecedente_ref :

consecuente_ref :

IN map(fun) (gen_s_ref(R))

Y,
clausura_a_rep(R) (Y) #)

genera_imps_ref_es_refinamiento_TCC1: OBLIGATION
FORALL (x1: FFC[T1, T2]):
is_finite[implicacion_gen[T1, T2]] (genera_imps_g[T1, T2](x1));

genera_imps_ref_es_refinamiento_TCC2: OBLIGATION
es_refinamiento?[implicacion_gen[T1, T2], implicacion_gen_ref[T1, T2]]
(transf_imp_gen([T1, T2]1);

genera_imps_ref_es_refinamiento_TCC3: OBLIGATION
es_refinamiento?[finite_set[implicacion_gen[T1, T2]],
list[implicacion_gen_ref[T1, T2]]]
(c[implicacion_gen[T1, T2], implicacion_gen_ref[T1, T2]]
(transf_imp_gen[T1, T2]));

genera_imps_ref_es_refinamiento: THEOREM
es_refinamiento_op?[FFC[T1, T2], finite_set[implicacion_gen[T1, T2]1],
FFC_rep[T1, T2], list[implicacion_gen_ref[T1, T2]],
trans_f[T1, T2], c(transf_imp_gen[T1, T2])]
(genera_imps_g, genera_imps_ref)

genera_imps_ref_es_refinamiento_corol_1: COROLLARY
c(transf_imp_gen[T1, T2]) (genera_imps_ref(R)) =
genera_imps_g(trans_f[T1, T2](R))

genera_imps_ref_es_refinamiento_corol_2: COROLLARY
IMPS(trans_f[T1, T2] (R)) =
restrict[implicacion_gen[T1, T2],
implicacion[T1, T2] (trans_f[T1, T2](R)), boolean]
(c(transf_imp_gen[T1, T2]) (genera_imps_ref(R)))

genera_imps_ref_b_TCC1: OBLIGATION
FORALL (R: FFC_rep[T1, T2],
fun:
[1ist[T2] ->
[# antecedente_ref: 1ist[T2],
consecuente_ref: list[T2] #]]):
(fun =
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(LAMBDA (Y: 1ist[T2]):
(# antecedente_ref := Y,
consecuente_ref := clausura_a_rep(R)(Y) #)))
IMPLIES equivalence?[list[T2]] (igual_17[T2]);

genera_imps_ref_b(R): list[implicacion_gen_ref[T1, T2]] =

LET fun =
LAMBDA (Y: 1ist[T2]):
(# antecedente_ref := Y,
consecuente_ref := clausura_a_rep(R) (Y) #)
IN

map (fun) (elimina_duplicados[1list[T2]](igual_17[T2]) (gen_s_ref(R)))

elimina_duplicados_gen_s_ref_igual TCC1: OBLIGATION
equivalence?[1ist[T2]] (igual_17[T2]);

elimina_duplicados_gen_s_ref_igual: LEMMA
igual_17(igual?(c(id[T2])))
(gen_s_ref (R),
elimina_duplicados[1ist[T2]] (igual_17[T2]) (gen_s_ref(R)))

IMPORTING REFINAMIENTO@propiedades_map_via_ref

genera_imps_ref_b_igual: LEMMA
igual_17(igual?(transf_imp_gen[T1, T2]))
(genera_imps_ref(R), genera_imps_ref_b(R))

genera_imps_ref_b_es_refinamiento_corol_2: COROLLARY
IMPS(trans_f[T1, T2](R)) =
restrict[implicacion_gen[T1, T2],
implicacion[T1, T2] (trans_f[T1, T2](R)), boolean]
(c(transf_imp_gen[T1, T2]) (genera_imps_ref_b(R)))
END base_DG_ref
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