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Capitulo 1

Introduccion

Por formalizar demostraciones matematicas entendemos, de manera general, el escribir
definiciones y pruebas en un lenguaje de ordenador de tal forma que estas puedan ser
verificadas formalmente por una méaquina. Este estudio mecénico de las matematicas
tiene su inicio con la prueba automatica de teoremas; en particular, con los trabajos de
Godel, Skolem, Church, Kleene, Turing, Herbrand y Léwenheim. En 1930 J. Herbrand,
en su articulo “Investigations in proof theory”, propone un muy importante método
mecénico para probar teoremas. A partir de este, se derivaron una serie de proced-
imientos modernos de prueba de teoremas, que han dado origen a toda una teoria de
prueba automaética de teoremas.

Actualmente se ha mostrado que la prueba interactiva de teoremas es una técnica
apropiada para el desarrollo de teorias formales. Por ejemplo, en la verificacién de la
demostracién, es decir, en la certificacion de la validez de una demostracién existente
de un teorema. Especificamente los demostradores interactivos de teoremas requieren
de un usuario humano para orientar al sistema. Dependiendo del grado de automati-
zacion, el demostrador puede ser reducido a un verificador de la demostracién, en el
que el usuario proporciona la demostracién de una manera formal, o puede ser usado
en tareas importantes de la demostracion que se pueden realizar automaticamente. Los
sistemas de pruebas automaticas han logrado demostrar una cantidad de teoremas in-
teresantes y dificiles, por ejemplo, el teorema de los cuatro colores. En [15] se hace una
descripcién de 100 teoremas importantes junto con los respectivos sistemas que han
formalizado su demostracion.

Entre los sistemas de pruebas automdticas que mas han sido utilizados exitosa-
mente por los usuarios, ver [16], estin: HOL, Coq, Isabelle, PVS, y Mizar. El aspecto
mas notable del sistema Mizar, a diferencia de los otros sitemas, es su lenguaje de
prueba estructurada, el cual ha sido disefiado para representar de manera formal pa-
trones comunes de pruebas matematicas. Esta caracteristica ha motivado posteriores
investigaciones en el disefio de sistemas de pruebas formales entendibles por las per-
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sonas. En este sentido, el ambiente Isabelle/Isar, ver [13]para una descripcén detallada
del sistema, ha sido implementado con el fin de ser una herramienta para la generaciéon
automatica de documentos de pruebas formales legibles por las personas, que son com-
puestos por el usuario y verificados por la méquina.

Isabelle es un asistente de prueba genérico. Isabelle/Isar es una extension de Is-
abelle con pruebas estructuradas en el lenguaje Isar (“Intelligible semi-automated rea-
soning”), similar a las pruebas usuales en matematicas. Estas pruebas son legibles tanto
por las personas como por la maquinas.

El objetivo general de este trabajo es ilustrar como se elaboran documentos de
pruebas formales y estructuradas en el lenguaje Isar/Hol. Isabelle/Hol es una espe-
cializacién de Isabelle con l6gica de orden superior (HOL), y Isar/Hol es una extension
de Isabelle/Hol. No presentamos una semantica formal de Isar, ver [9], sino que intro-
ducimos las caracteristicas del lenguaje por medio de ejemplos.

El objetivos especifico es estudiar la analogia entre la prueba matemadtica (prueba
informal) y la prueba semi-automatica en Isar (prueba formal) de algunos resultados de
las teorias béasicas de las matematicas.

La metodologia utilizada para tal fin fue seleccionar y probar formalmente propie-
dades en distintas dreas de las matemaéticas de forma tal que permitieran mostrar los
fundamentos y el uso de las técnicas de composicién de pruebas formales del lenguaje
Isar. Para la prueba formal de estos resultados se usaron algunas definiciones y teo-
remas de las diferentes teorias del sistema Isabelle. Otros resultados se demostraron
como lemas para la demostracién del resultado principal, con el fin de estructurar la
correspondiente prueba formal y destacar el uso de conceptos y resultados relevantes
en la demostracion del teorema central. La descripcion de los temas desarrollados es la
siguiente.

En el capitulo 1 se presentan varias pruebas formales del teorema de Cantor. Ini-
cialmente se muestra la mas aproximada a la prueba usual que aparece en los textos
de la teoria de conjuntos y posteriormente utilizando las caracteristicas de Isar se ha-
cen pruebas menos explicitas, en particular se ilustra el uso de los métodos automaéticos
para la demostracion semi-automatica y automatica del teorema.

En el capitulo 2 se estudia la prueba formal del teorema del punto fijo de Knaster—
Tarski usando la representacion en Isabelle de los reticulos completos. De igual forma
que en la demostracion del teorema de Cantor, este ejemplo sintetiza el uso de los el-
ementos de Isar que permiten reproducir en forma mecanica la prueba usual expuesta
en los textos de matematicas. En [13] se describen las componentes del sistema Is-
abelle/Isar utilizadas para la generacién automatica del documento que contiene la
prueba formal, en analogia a la presentacién tradicional que aparece en los textos de
matematicas.
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En el capitulo 3 se demuestra en Isar el teorema de Schréeder-Bernstein como una
aplicacién particular del teorema del punto fijo en el que el reticulo completo es el
conjunto potencia de un conjunto. Para la demostracion, se siguen las ideas expues-
tas de la correspondiente demostraciéon en Isabelle que aparece en la libreria HOL,
/HOL/ex/set .thy.

En el capitulo 4 se formalizan los axiomas de la teoria de grupos y se ilustra el uso
del razonamiento ecuacional y del principio de induccién matematica en Isar, para la
prueba de propiedades bésicas sobre grupos.

En el capitulo 5 se utiliza la formalizacién de niimero primo y algunas propiedades
sobre divisibilidad para la prueba formal de la siguiente propiedad: p y p* + 2 son
niimeros primos si y solamente si p = 3.

En el capitulo 6 se emplea la formalizacién de los conceptos de namero racional e
irracional y de la definicién de exponenciacién en los ntimeros reales, para establecer la
existencia de una potencia racional en términos de dos nliimeros irracionales. La parte
central de la prueba se basa en el hecho de que /2 es un ntimero irracional.

En el capitulo 7 se aplica la formalizacién en Isar de la propiedad de completitud
de los ntimeros reales para la demostracién de algunos resultados sobre funciones de
valores reales.

En el capitulo 8 se formalizan los axiomas del plano proyectivo y se verifican mecani-
camente algunas de las propiedades de la geometria proyectiva enunciadas en el libro
de Heyting [3, cap 2]. En particular, se estudia la prueba formal de la proposicién gen-
eralizada de Desargues.
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Capitulo 2

Teorema de Cantor

El teorema de Cantor afirma que la cardinalidad de cualquier conjunto es menor que la
cardinalidad de su conjunto potencia; es decir, que no existe una funcién sobreyectiva
de un conjunto en su conjunto potencia. Intuitivamente esto significa que cada con-
junto tiene més subconjuntos que elementos. Para su demostracién Cantor introdujo
la técnica de la diagonalizaciéon usada en muchas otras demostraciones de propiedades
sobre conjuntos infinitos.

Este teorema puede ser demostrado autométicamente por muchos probadores de
teoremas de orden superior, por ejemplo TPS fue el primer sistema que generé una
prueba por ordenador, y frecuentemente el teorema es usado como un referente por
probadores de teoremas de orden superior, por ejemplo, LEO gener6 una prueba alter-
nativa. En este capitulo presentamos una demostraciéon usual del teorema de Cantor y
distintas formulaciones de la prueba en Isabelle/Isar.

2.1 Demostraciéon usual
Una formulacién usual del teorema de Cantor es la siguiente:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Cantor) Sea X cualquier conjunto y o(X) su conjunto poten-
cia. Entonces no existe una biyeccion entre X y o(X). Mis atin, la cardinalidad de p(X) es
estrictamente mayor que la cardinalidad de X; es decir, | X| < |p(X)|.

Demostracion: La funcion F: X — p(X), definida por F(x) = {x} para cada x € X, es
una funcién inyectiva de X a p(X). Esto prueba que | X| < |p(X)|. Falta demostrar que
X no es equivalente a p(X).

Supongamos que existe una funcién biyectiva f: X — o(X); nuestro objetivo es
mostrar que esta hipétesis conduce a una contradiccién.

13
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Consideremos el conjunto A C X definido de la siguiente forma:
A={xeX|xgf(x)}

Puesto que A € p(X) y f es sobreyectiva, existe un a € X tal que f(a) = A.

El elemento a pertenece o no pertenece al conjunto A. Sia € A, entonces, por la

definicién de A, debemos tener que a ¢ f(a), y puesto que f(a) = A esto es imposible.

Sia ¢ A, entonces, de nuevo por la definicién de A, debemos tener que a € f(A), y esto

también es imposible. De esta forma, hemos llegado a una contradiccién; por lo tanto,
X < [p(X)]

O

2.2 Demostraciones formalizadas del teorema de Cantor

Enlalégica de orden superior, se pueden considerar los tipos como conjuntos. Entonces,
el conjunto potencia correspondiente al tipo « es el conjunto cuyos elementos son del
tipo «; es decir, « set.

Con estas consideraciones, la formulacién del teorema de Cantor en l6gicas de or-
den superior afirma que para cada funcion f de a en « set, existe un conjunto en a que
no pertenece al rango de f. Formalmente,

theorem Cantor:
fixes f :: ‘o = ' set
shows 3S5. S ¢ range f

La primera demostracién que presentamos es una demostracion estructurada para
obtener una prueba que se aproxime a la demostracién usual y que muestre los resulta-
dos de la teoria de conjuntos utilizados.

theorem Cantor-p1:
fixes f :: 'w = ' set
shows 3A. A & range f
proof (rule exI)
let ?A = {x.x & fx}
show ?A & range f
proof (rule notl)
assume ’A € range f
hence ?A € {u. Ix. u = fx} by (simp only:full-SetCompr-eq)
hence Jx. ?A = fx by (simp only: mem-Collect-eq)
then obtain a where ?A = fa by (rule exE)
show False
proof cases
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assume a € ’A
hence a ¢ fa by (simp add: mem-Collect-eq)
hencea ¢ ?A using (?A = fa) by simp
thus False by contradiction

next
assumea & ?A
hence a € fa by (simp add: mem-Collect-eq)
hence a € ?A using (?A = fa) by simp
thus False by contradiction

qed

qed
qed

En la demostracién anterior del teorema de Cantor se observa lo siguiente:

Se utilizé el metédo de prueba rule con las siguientes reglas de inferencia como
argumento

P x
° (exI)
dx.Px
p
False (not)
o no
- P
También se utilizaron los métodos de prueba
p - P
Q Q
*- — (cases)
Q
- P P L
°- — (contradiction)
R
Los lemas de la teorfa de conjuntos que hemos usado son
o {u|dx.u=fx} =rangef (full-SetCompr-eq)
e (1c€{x|Px})=Pa (mem-Collect-eq)

Ademads, hemos usado la regla de eliminacién del cuantificador existencial
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Px
dx.Px X, —
A Q

° 2 (exE)

El uso de las reglas de inferencia y lemas no es necesario explicitarlo, como se mues-
tra en la siguiente demostracion

theorem Cantor-p2:
fixes f :: 'w = ' set
shows JA. A & range f
proof
let A = {x.x & fx}
show ?A & range f
proof
assume ?A € range f
hence ?A € {u. Ix. u = fx} by auto
hence dx. ?A = f x by simp
then obtain a where ?A = fa by auto
show False
proof cases
assume g € ’A
hence a ¢ fa by simp
hence a ¢ ?A using (?A = faby simp
thus False by contradiction
next
assumea & 7A
hence a € fa by simp
hence a € ?A using (?A = faby simp
thus False by contradiction
qed
qed
qed

También puede eliminarse los detalles de la obtencién del elemento del rango como
se muestra en la siguiente demostracion.

theorem Cantor-p3:
fixes f :: 'w = ' set
shows JA. A & range f
proof
let ?A = {x.x & fx}
show ?A ¢ range f
proof
assume ’A € range f
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then obtain 2 where ?A =fa ..
show False
proof cases

assume g € ’A

hence a ¢ fa by simp

hence a ¢ ?A using (?A = fa by simp

thus False by contradiction
next

assumea ¢ ?A

hence a € fa by simp

hence a € ?A using (?A = fa by simp

thus False by contradiction
qed
qed
qed

Las demostraciones de las contradicciones en cada uno de los casos puede hacerse
autométicamente usando el método blast como se muestra en la siguiente demostracion.

theorem Cantor-p4:
fixes f :: 'w = w set
shows 3A. A ¢ range f
proof
let ?A = {x.x & fx}
show ?A & range f
proof
assume ’A € range f
then obtain 2 where ?A =fa ..
show False
proof cases
assume g € ’A
show False using (?A = fa) by blast
next
assumea ¢ 7A
show False using (?A = f a) by blast
qed
qed
qed
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Finalmente, mostramos que la prueba puede hacerse de manera automatica usando
el método best.

theorem Cantor-p5:
fixes f :: 'w = w set
shows 3 A. A & range f
by best

La tultima demostracion establece el teorema automaticamente, pero no podemos
determinar de qué forma el sistema ha realizado la prueba ya que no existe un mecan-
ismo para transformar representaciones usadas a nivel interno por Isabelle que nos per-
mita reconstruir la prueba en Isar. Por tanto, la actividad de escribir documentos de
pruebas inteligibles en Isar es un proceso creativo.



Capitulo 3

El teorema del punto fijo

3.1 Demostracion usual

En esta capitulo presentamos el enunciado y la demostracién del teorema del punto fijo
como suele presentarse en los textos de matemaéticas.

La formulacién més general del teorema del punto fijo de Knaster—Tarski afirma lo
siguiente. Sea L un reticulo completoy f : L — L una funcién monétona. Entonces el
conjunto de puntos fijos de f en L es también un reticulo completo.

Puesto que los reticulos no pueden ser vacios, el teorema en particular garantiza la
existencia de por lo menos un punto fijo (aun més del menor punto fijo). Mas adelante,
esta tltima afirmacion es la que enunciamos y demostramos como el teorema del punto
fijo. En muchos casos practicos, esta es la implicacién méas importante del teorema. Por
ejemplo, en l6gica matematica los menores puntos fijos de funciones sobre conjuntos de
férmulas son usados para calcular las semdnticas de un programa 16gico. En este caso y
en muchas aplicaciones méds, una version mds especializada del teorema es usada, esto
es, considerando a L como el reticulo de todos los subconjuntos de un cierto conjunto
ordenado por inclusién.

Teorema 3.1.1 (Teorema del punto fijo de Knaster-Tarski) Sea L un reticulo completo y
f + L — L una funcién monétona. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion: Sea H = {x € L | f(x) < x} y a el infimo de H. Vamos a demostrar que 4
es un punto fijo de f; es decir, que f (a) = a. Para ello, demostraremos que f(a) < ay que

a<f(a).
Para demostrar que f(a) < a, por la definicién de a, basta probar que f(a) es una
cota inferior de H. En efecto, sea x € H. Entonces

e a1 < x (por la definicién de a),

19
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e f(a) <f(x) (porque f es mondtona) y
e f(x) <x(porque x € H).

Por tanto, f(a) es una cota inferior de H.

Para demostrar que a < f(a), por la definicién de 4, basta probar que f(a) € H. En
efecto, tenemos que

e f(a) <a(por el apartado anterior) y
e f(f(a)) <f(a) (por ser f monétona)

Por lo tanto, usando la definicién de H, tenemos que f(a) € H.

3.2 Demostracion formalizada en Isabelle/Isar

3.2.1 Formalizacién del teorema del punto fijo en Isabelle

En primer lugar, vamos a comentar la formalizacion del teorema en Isabelle/Isar. Para
ello, comenzamos exponiendo la representacion en Isabelle de los reticulos completos a
través de la jerarquia de clases.

Un conjunto ordenado consta de un conjunto y una relacién de orden (es decir, una
relacién que es reflexiva, antisimétrica y transistiva). En la teoria Orderings se define la
clase de los tipos ordenados (order) en la que se verifican los siguientes axiomas:

e x<x (order-refl)
e x<yy<x|=x=y (antisym)
e [x<yy<z] =x<z (order-trans)

donde < es la relacién de orden.

Un semirreticulo inferior es un conjunto ordenado tal todo par de elementos del
conjunto posee un infimo. En la teoria Lattices se define la clase de los semireticulos
inferiores (lower-semilattice) en la que se verifican los siguientes axiomas:

o infxy<x (inf-lel)

o infxy<y (inf-le2)
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o [x<yx<z]=x<infyz (inf-greatest)

donde inf x y es el infimo de x e y.

Un semirreticulo superior es un conjunto ordenado tal que todo par de elemen-
tos del conjunto posee un supremo. En la teorfa Lattices se define la clase de los
semireticulos superiores (upper-semilattice) en la que se verifican los siguientes axiomas:

o x <supxy (sup-gel)
o y<supxy (sup-ge2)
e [y<x;z<x] =supyz<x (sup-least)

donde sup x y es el supremo de x e y.

Un reticulo es un conjunto ordenado (S,C) que es semirreticulo inferior y semir-
reticulo superior. En la teoria Lattices se define la clase de los reticulos (lattice).

Un reticulo completo es un reticulo en el que todo subconjunto tiene un infimo y un
supremo. En la teorfa Lattices se define la clase de los reticulos completos (complete-lattice)
como la clase de los reticulos que verifican los siguientes axiomas:

e xc A= 1InfA<x (Inf-lower)
o (\MrxeA=z<x)=z<InfA (Inf-greatest)
e xcA=x<SupA (Sup-upper)
e (MxeA=x<z)=SupA<z (Sup-least)

donde Inf A es el infimo del conjunto A y supA es su supremo.

Ademads del concepto de reticulo completo, necesitamos el de funcién monétona.
La definicién en Isabelle de funcién monétona es

e monof=Vxy.x<y—fx<fy) (mono-def)

Finalmente, el enunciado en Isabelle del teorema del punto fijo es

theorem
fixes f :: ‘w::complete-lattice = 'w
assumes 1mono f
shows Ja.fa=a
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3.2.2 Demostraciones del teorema del punto fijo en Isabelle/Isar

La siguiente prueba del teorema en Isar corresponde de manera muy aproximada a
la presentada en la demostracién del teorema 3.1.1. El razonamiento utilizado en la
demostracién original ha sido traducido textualmente en términos de elementos del
lenguaje formal de Isar, ver [11].

theorem
fixes f :: ‘w::complete-lattice = 'w
assumes 1mono f
shows Ja.fa=a
proof
let ?H = {u. fu < u}
let 7a = Inf ’H
show f?a = 7a
proof (rule order-antisym)
show f ?a < 7a
proof (rule Inf-greatest)
fix x
assume x € ’H
hence ?a < x by (rule Inf-lower)
with (mono ) have f ?a < f x by (simp add:mono-def)
also from «x € ?H) have ... < x by (simp only: mem-Collect-eq)
finally show f ?a < x.
qed
show ?a <f7a
proof (rule Inf-lower)
from (mono ) (f 2a < ?a) have f (f ?a) < f ?a by (simp add:mono-def)
thus f ?a € ?H by (simp only: mem-Collect-eq)
qed
qed
qed

En la prueba anterior se han indicado explicitamente los lemas utilizados. También
puede probarse dejando algunas indicaciones implicitas como se muestra en la sigui-
ente prueba.

theorem
fixes f :: ‘w::complete-lattice = 'w
assumes 1mono f
shows Ja.fa=a
proof
let ?’H = {u. fu <u}
let 7a = Inf ?’H
show f?a = 7a
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proof (rule order-antisym)
show f7a < 7a
proof (rule Inf-greatest)
fix x
assume x € ?H
hence ?a < x by (rule Inf-lower)
with (mono f) have f 7a < fx ..
also from x € ?H) have ... <x..
finally show f?a < «x.
qed
show ?a <f7a
proof (rule Inf-lower)
from (mono ) (f 2a < ?a) have f (f?a) <f?a..
thusf?ac ?H..
qed
qed
qed
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Capitulo 4

El Teorema de Schroeder-Bernstein

41 Introduccion

En este capitulo vamos a presentar la demostraciéon en Isar del famoso teorema de
Schroeder—Bernstein, a veces conocido como el teorema de Cantor-Bernstein. Cantor
demostr6 el teorema en 1897, pero su demostracion usaba un principio equivalente al
axioma de eleccién. Schrdeder enuncié el teorema en 1896. Su demostracion, publi-
cada en 1898, tenia algunos problemas y en 1911 public6é una correccién. La primera
demostracién totalmente satisfactoria la hizo Felix Bernstein y se publicé en 1898 en
un libro de Emile Borel. Una demostracién més corta fue descubierta por Tarski (1955)
como una consecuencia de su teorema del punto fijo. La demostracién que formalizare-
mos en Isar es una adaptacion de la de Tarski.

El lenguaje Isar (razonamiento inteligible semi-automatico) permite redactar prue-
bas formales que son verificables automaticamente siguiendo un razonamiento estruc-
turado inteligible para el ser humano. Sin embargo, no siempre resulta facil construir
simultdneamente una prueba estructurada y automatizada; en este caso puede resultar
conveniente obtener primero una prueba aplicativa (tactic-style) en Isabelle y con base
en esta escribir el texto de la prueba estructurada en Isar. En este capitulo utilizamos esta
metodologia para escribir en Isar la demostracién del teorema de Schrdeder-Bernstein
con base a la prueba del mismo teorema en Isabelle que aparece expuesta en la libreria
HOL, /HOL/ex/set . thy:

lemma disj-lemma: — (f'X) =g’ (—X)=fa=gb=—=0ec X=X
by blast

lemma surj-if-then-else:
—(f"X)=g" (—X)=surj (A z.ifz € X thenfzelse g z)
by (simp add: surj-def ) blast

25
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lemma bij-if-then-else:
injron fX = injong (-X) = —(f'X) =9 (-X) =
h= (Az.ifz€ X then fz else g z)==> inj h A\ surj h
apply (unfold inj-on-def )
apply (simp add: surj-if-then-else)
apply (blast dest: disj-lemma sym)
done

lemma decomposition:3X. X = — (¢ (= (f* X)))
apply (rule exI)
apply (rule Ifp-unfold)
apply (rule monol, blast)
done

theorem Schroeder-Bernstein:
inj (f :'a=>"b) = inj (g:: 'b=>"n)

= Jh::'a=>"b.injh A\ surjh
apply (rule decomposition [where f=f and g=g, THEN exE])
apply (rule-tac x = (Az. if z: x then f z else inv g z) in exI)

— The term above can be synthesized by a sufficiently detailed proof.
apply (rule bij-if-then-else)

apply (rule-tac [4] refl)

apply (rule-tac [2] inj-on-inv)

apply (erule subset-inj-on [OF - subset-UNIV)

apply blast

apply (erule ssubst, subst double-complement, erule inv-image-comp [symmetric|)
done

Comenzamos explorando las ideas que aparecen en esta prueba reconstruyendo a
partir de ella la demostracién correspondiente en matematicas.

El Teorema de Schroeder-Bernstein afirma quesi f : A — By g : B — A son
dos funciones inyectivas, entonces existe una funcién biyectiva h : A — B. Para la
demostracion de este teorema utilizamos el siguiente lema:

Lema4.1.1 Sean f; : X — Yy fo : Z — W funciones biyectivas con XNZ = Dy
Y NW = @, entonces la funcion f{ U f, : XU Z — Y UW es biyectiva.

Para poder aplicar este lema en la demostracion del teorema hay que, en particular, de-
scomponer de manera apropiada los conjuntos A,B de la forma A = XUZ y
B = YUW, de tal manera que podamos encontrar las funciones fi, f, que satisfagan
las hipétesis del lema.

Siguiendo las ideas de la demostracién del Teorema de Descomposicién de Banach
[7, paginas 7-8] obtenemos tal descomposiciéon haciendo X igual al menor punto fijo de
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la funcién F : p(A) — p(A) definida por, F(W) = A — ¢[B — f[W]] para todo W C A.
En donde, f[W] es la imagen de W, es decir f[W] = {y|3Fx € W.y = f(x)}.

Teorema 4.1.2 (El Teorema de Schroeder-Bernstein) Si f : A — By g : B — A son
funciones inyectivas, entonces existe una funcioén biyectivah : A — B.

Demostracion: Sea X el menor punto fijo de la funcién F : p(A) — p(A) definida por,
F(W) = A — g[B — f[W]] para todo W C A. Entonces,
A-=X=A-FX)=A-(A-g[B-fIX]]) = g[B - fIX]].

Ahora, consideremos la funcién fx : X — f[X] definida por, fx(x) = f(x) para
todo x € X. Entonces fx es biyectiva puesto que f es inyectiva.

De igual forma, definimos la funcién gz_¢x) : B — f[X] — g[B — f[X]] y puesto que
g es inyectiva, gp_[x) es biyectiva, es decir, la funcién gp_(x) : B — f[X] — A — Xees
biyectiva y, por lo tanto la funcién inversa de gg_ ), (g5—fx]) ' : A = X — B — f[X]
es biyectiva. De lo anterior, por el lema 4.1.1, se concluye que la funcion h : A — B
definida por i = fx U (gp_s1x]) " es biyectiva.

U

Ellema 4.1.1 corresponde al lema surj-if-then-else de Isabelle y la anterior demostracién
de la existencia de un punto fijo de la funcién F(W) = A — ¢(B — f(W)) corresponde al
lema decomposition.

4,2 Demostracion en Isar del Teorema de Schroeder-Bernstein

En lo que sigue demostramos en Isar los lemas y el teorema de Schréeder-Bernstein
enunciados anteriormente en Isabelle, precedido cada uno por su correspondiente de-
mostracion en matematicas.

Lema 4.2.1 (disj-lemma) Sean f : A — B, g: A — B, X C Aya,b € A tales que,
B— f[X] =glA—X], f(a) = g(b) ya € X. Entonces, b € X.

Demostracién: Supongamos que b ¢ X, entonces b € A — X vy, por lo tanto, g(b) €
¢[A — X]. Entonces, de las hipoétesis ¢[A — X] = B — f[X] y f(a) = g(b), tenemos que
f(a) € B— f[X]. También, de la hipétesis a € X tenemos que f(a) € f[X]. Por lo tanto,
de f(a) € B— f[X]y f(a) € f[X] obtenemos una contradiccion.

U

lemma disj-lemmal: assumes — (f'X) = ¢’ (—X) and fa=gbanda e X
shows be X
proof (rule ccontr)



28 Capitulo 4. El Teorema de Schroeder-Bernstein

assume b¢ X show False

proof —
let?y =gb
have ?y = g b by (rule-tac refl)
moreover
from (¢ X have be —X by simp
ultimately have 3 b € —X. ?y= g b by (rule bexI)
hence ?ye g '(—X) by (simp add: image-def)
with assms(1) have ?ye —(f* X) by simp
with fa = g b have fac —(f’ X) by simp
hence fa & f* X by simp
moreover
from @ € X) have fac f'X by blast
ultimately show False by contradiction

qed

qed

Para la demostracion de este lema hemos utilizado, el método de prueba
- P

False
P

(ccontr)

la regla de inferencia de la teoria de conjuntos

Px xeA
[ )

(bexI)
dxcA.Px

y el lema de la teoria de conjuntos
o ffA={y|IxcA y=Ffx} (image-def)
Lema 4.2.2 (sur-if-then-else) Sean f : A — B, g: A — By X C A. Supongamos que
B — f[X] = g|A — X], entonces la funciéon h : A — B definida por,

f(x), sixeX
h(x)_{g(x), sixe A—X

es sobreyectiva.
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Demostracion: Sea y € B. Veamos que existe x € A tal que y = h(x). Consideremos
dos casos: (a) y € f[X], (b)y € B — f[X].

(a) Supongamos que y € f[X]. Entonces existe x € X tal que y = f(x), luego por
definicién de h, y = h(x).

(b) Supongamos que y € B — f[X]. Entonces, por hipétesis, y € g[A — X], luego
existe x € A — X tal que y = g(x), por lo tanto, por definicién de h, y = h(x).
U

lemma surj-if-then-elsel:
assumes —(f " X) =g’ (—X) shows surj (A z.ifz € X then fz else g z)
proof (unfold surj-def )
let?h = Az ifzc Xthenfzelse gz
show Vy. 3x.y = ?h(x)
proof
fix y
show Jx.y = ?h(x)
proof cases
assume ye(f* X)
hence Jx € X. y = fx by (simp add:image-def)
hence Jx € X. y = ?h(x) by simp
thus 3 x. y = ?h(x) by blast
next
assume y¢(f* X)
hence ye —(f’ X) by simp
with assms have ye g ‘(—X) by simp
hence 3xe —X. y = g x by (simp add:image-def )
hence 3x € —X. y = ?h(x) by simp
thus 3x. y = ?h(x) by blast
qed
qed
qed

En la demostracién del lema anterior usamos el método de prueba unfold con la
definicién de funcién sobreyectiva como argumento

esurjf =Vy. dx.y=fx (surj-def)

Lema 4.2.3 (bij-if-then-else) Sean f : A — B, g: A — By X C A. Se define la funcion
fx : X — f[X] por, fx(x) = f(x) para todo x € X; de la misma forma se define la funcion
ga-x:A—X— g[A—X]por,ga_x(x) = g(x) para todox € A — X.

Supongamos que fx,ga—x son inyectivas y B — f[X] = g|A — X], entonces la funcién h :
A — B definida por,
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es inyectiva y sobreyectiva.

Demostracién: Mostremos que h es inyectiva. Sean x,y tales que h(x) = h(y). Para
demostrar que x = y, consideremos los siguientes casos: (a) x € X, y € X (b) x €
X, ye A-X(xeA-X, yeX(d)xecA-X, ye A-X.

(@)Six € X, y € X, entonces h(x) = f(x) = fx(x) yh(y) = f(y) = fx(y), luego
fx(x) = fx(y). Por lo tanto, x = y ya que por hipétesis fx es inyectiva.

(b)Six € X, y € A— X, entonces h(x) = f(x) y h(y) = g(y), luego f(x) = g(y).
De aqui, por el lema 4.2.1, se concluye que y € X. De esta forma tenemos quey € A — X
y y € X, lo cual es falso; de esto tltimo deducimos x = y.

(c)Six € A—X, y € X, entonces h(x) = g(x) y h(y) = f(y), luego g(x) = f(y).
De aqui, por el lema ??, se concluye que x € X. De esta forma tenemos que x € A — X
y x € X, lo cual es falso; de esto tltimo deducimos x = y.

(d)Six € A—X, y € A— X, entonces h(x) = g(x) = ga_x(x) yh(y) = gly) =

ga-x(y), luego ga_x(x) = ga_x(y). Por lo tanto, x = y ya que por hipétesis g4_x es
inyectiva.

Por altimo, por el lema 4.2.2, se tiene que / es sobreyectiva.

lemma bij-if-then-elsel:
assumes hip1: inj-on f X and hip2: inj-on g (— X) and hip3: — f* X =g’ (— X) and
hip4:h = (Az.ifz € X then fzelse g z)
shows inj h A surjh
proof — rule conjl
show inj h
proof (unfold inj-on-def )
show V xc UNIV.V yc UNIV.hx=hy —x=y
proof
fix x
show V yc UNIV.hx=hy —x=y
proof cases
assume xc X
show V yc UNIV.hx=hy —x=y
proof
fix y
show hx=hy —x=y
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proof cases
assume y€ X
show hx=hy —x=y
proof — rule impl
assume hx =hyshowx =y
proof —
from (x€ X) and hip4 have f x = h x by simp
also have ... = hy using (h x = h y) by simp
also from (y€ X and hip4 have ... = f y by simp
finally have f x = f y by simp
with hipl and (x€ X) and (€ X) show x = y by (simp add: inj-on-def)
qed
qed
next
assume y ¢ X
show hx=hy —x=y
proof — rule impl
assume 1 x = hyshowx =y
proof —
from x € X) and hip4 have fx = h x by simp
also have ... = h y using (h x = h y) by simp
also from (y ¢ X) and hip4 have ... = gy by simp
finally have f x = gy by simp
with hip3 and «x € X) have ye X by (simp only: disj-lemmal)
with y € X) have False by contradiction
thus x = y by simp
qed
qed
qed
qed
next
assume x¢ X
show V yc UNIV.hx=hy —x =y
proof
fix y
show hx=hy —x=y
proof cases
assume hipll:ye X
show hx=hy —x=y
proof — rule impl
assume 1 x =hyshowx =y
proof —
from x¢ X) and hip4 have g x = h x by simp
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also have ... = hy using (h x = hy) by simp
also from (y€ X and hip4 have ... = f y by simp
finally have fy = ¢ x by simp
with hip3 and (ye X have xe X by (simp only: disj-lemmal)
with «x ¢ X) have False by contradiction
thus x = y by simp
qed
qed
next
assume y ¢ X
show hx=hy —x=y
proof — rule impl
assume 1 x =hyshowx =y
proof —
from (x ¢ X and hip4 have ¢ x = h x by simp
also have ... = h y using (h x = h y) by simp
also from (y ¢ X) and hip4 have ... = g y by simp
finally have g x = g y by simp
with hip2 and x ¢ X) and y ¢ X) show x = y by (simp add: inj-on-def)
qed
qed
qed
qed
qged
qed
qed
from hip3 and hip4 show surj h by (simp only: surj-if-then-elsel )
qed

Tenemos las siguientes dos nuevas reglas aplicadas por el método rule en la de-
mostracion anterior

P Q

o A0 (conjI)
P
Q ,

° m (impl)

Ademas se usaron los métodos unfold y simp con la definicién de funcién inyectiva

o injfonfA=VxcAVycA. fx=fy—x=y (inj--on-def)
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Lema 4.2.4 (decomposition) Dadas las funciones f : A — By g : B — A, existe X tal que
X=A-g[B—f[X]].

Demostracién: Sea p(A) el conjunto potencia de A. Para la demostracion del lema,
basta con probar que la funcién F : p(A) — p(A) definida por,

F(W) = A — g[B — f[W]] para todo W C A, tiene un punto fijo.

Por el Teorema de Knaster-Tarski, es suficiente mostrar que la funcién F preserva el
orden en el reticulo completo (p(A), ).

Sean U,V subconjuntos de A, con U C V. Entonces f[U] C f[V], luego

B — f[V] € B — f[U], por lo tanto A — (B — f[U]) € A — (B — f[V]), es decir,
F(U) C F(V).

U

lemma decompositionl: 3X. X = — (g* (— (f' X)))
proof —
let ?F = (AX. — ¢ (—f" X))
show 3X. X =7F X
proof —
have mono: mono ?F
proof (unfold mono-def )
showV ABACB—?FAC?FB
proof
fix A
showV BACB —?FAC?FB
proof
fix B
show A CB — ?FAC?FB
proof
assume subconjunto: A C B
show ?FAC?FB
proof —
have f"ACf’'B
proof (rule subsetl)
fix y
assume hipl: yc f* A
show yc f'B
proof —
from hipl have 3x € A.y = fx by (simp add:image-def )
with subconjunto have 3x € B. y = f x by blast
thus ye f’ B by (simp add: image-def)
qed
qed
hence menor: (—f ' B) C (—f " A) by blast
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haveg (—f*B) C g “(~f* A)
proof —
let ?C= —f"'Blet? D= —f"A
show (¢ ?C) C (¢’ ?D)
proof (rule subsetl)
fix y
assume hipl: ye g*?C
show yc ¢ “?D
proof —
from hip1 have 3x € ?C. y = g x by (simp add:image-def )
with menor have 3x € ?D. y = g x by blast
thus ye ¢’ ?D by (simp add: image-def)
qed
qed
qed
hence — g‘(—f“A) C — ¢ '(—f’'B) by blast
thus ?F A C ?F B by simp
qed
qed
qed
qed
qed
from mono have Ifp ?F = ?F (Ifp ?F) by (rule lfp-unfold)
thus 3 X. X = ?F X by (rule exI)
qed
qed

En la demostracién de este lema hemos usado la definicion de funcién monétona
e monof=Vxy.x<y— fx<fy) (mono-def)
y también se utilizaron la reglas de inferencia
xeA

/\x'xEB

°- — (subsetl)
ACB

mono f

“f=f (frf)

(Ifp-unfold)

En la demostracion del lema anterior se mostré explicitamente que la funcién F es
monotona. Sin embargo, la prueba se puede hacer autométicamente como se muestra a
continuacion.
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lemma decompositionla: 3X. X = — (¢ (— (f' X)))
proof —
let ?F = (AX. — ¢ (—f"X))
show 3X. X =7F X
proof —
have mono: mono ?F
proof (unfold mono-def )
showV AB.ACB — ?FA C ?F Bby auto
qed
from mono have Ifp ?F = ?F (Ifp ?F) by (rule Ifp-unfold)
thus 3 X. X = ?F X by (rule exI)
qed
qed

Una versién més simplificada de la demostracién del mismo lema es

lemma decompositionlb: 3X. X = — (¢ (= (f* X)))
proof — rule exI

let ?F=(AX. — g’ (—f' X))

have mono ?F by (unfold mono-def, auto)

thus Ifp ?F = ?F (Ifp ?F) by (rule Ifp-unfold)
qed

Teorema 4.2.5 (El Teorema de Schroeder-Bernstein) Si f : A — By g: B — A son
funciones inyectivas, entonces existe una funcién biyectivah : A — B.

Demostracién: En lo que sigue usamos el lema 4.2.4 de tal manera que se cumplan las
hipétesis del lema 4.2.2 y asi construir una funcién h biyectiva.

Sea X tal X = A — g[B — f[X]]. Entonces,
A—X—=A—(A-glB— fIX]]) = gIB — FIX]]

Ahora, consideremos la funcién fx : X — f[X] definida por, fx(x) = f(x) para
todo x € X. Entonces fx es inyectiva puesto que f es inyectiva.

De igual forma, definimos la funcién gp_sx] : B — f[X] — g[B — f[X]] por,
gp—fx)(x) = g(x) para todo x € B — f[X]. Puesto que g es inyectiva, gp_s[x] €s
biyectiva, es decir, la funcién gg_sx] : B — f[X] — A — X es biyectiva y, por lo tanto
existe la funcién inversa de gp_f(x), (gB_f[X])_l : A—X — B — f[X] definida por,
(gB_f[X])_l(x) = ¢ !(x) para x € A — X. Ademas, (gB_f[X})_l es biyectiva, y por lo
tanto inyectiva.

Por dltimo, de A — X = g[B — f[X]], obtenemos (gB_f[X])’l[A — X] =B - f[X].
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De lo anterior, se concluye por el lema 4.2.2 que la funcién h : A — B definida por

[ fx) six € X
hx) = { (85_s0) ' (x) sixe A—X

es biyectiva.

theorem Schroeder-Bernstein1:
fixesf::'a="bandg: b= "
assumes inyectiva-f: inj f and inyectiva-g: inj g
shows Jh::'a = 'b.injh A surjh
proof —
from decomposition1 [where f=f and g=g, THEN exE| obtain x where x: x=—¢ " (—f'x).
show Jh::'a= "b.injh A surjh
proof
let ?h = (Az.ifz€ x then fzelse inv g z):: 'a =>'b
show inj ?h A surj ?h
proof (rule bij-if-then-elsel [where X = x and f = f and g = inv g and
h = (Az.ifz€ x then fz else inv g z):: 'a => b))
show inj-on f x
proof —
have x C UNIV by (rule subset-UNIV')
with inyectiva-f show inj-on f x by (rule subset-inj-on)
qed
show inj-on (inv g)(— x)
proof —
from x have — x = —( — (¢ (= (f"x)))) by simp
hence —x C range g by blast
thus inj-on (inv ) (— x) by (rule inj-on-inv)
qed
show — (f'x) = (invg) " (— x)
proof —
from x have —x = —( — (¢(— (f'x)))) by simp
hence (ino g)" (— x) = (invg)’ (g (— (f'x))) by simp
with inyectiva-g show
— (f"x)= (inv g) ' (— x) by (simp only: inv-image-comp[symmetric|)
qed
show
?h = ((Az.ifz€ x then fz else inv ¢ z):: 'a = 'b) by (rule-tac refl)
qed
qed
qed

En la demostracion del teorema anterior hemos usado las siguientes reglas de in-
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ferencia
e A CUNIV (subset-UNIV)
nj-on f B ACB
° i onf : — (subset-inj-on)
inj-on f A
AC
—— rfmgef (inj-on-inv)
inj-on (inv f) A
; /zn{f (inv-image-comp)
mvf'f' X=X

También hemos utilizado los atributos where, OF y THEN, que permiten derivar propieda-
des nuevas a partir de otras, es decir, el uso de estas directivas facilitan la presentacion
de la prueba usando un razonamiento hacia adelante.
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Capitulo 5

Teoremas basicos de la teoria grupos

En este capitulo se ilustra como se emplea el razonamiento ecuacional y el principio de
induccién matematica en Isar para demostrar algunas propiedades basicas de la teoria
de grupos comparadas con las que se presentan en los textos de matematicas, por ejem-
ploen [2].

5.1 Definicidn cldsica de grupo y algunas propiedades

Definicién 5.1.1 La estructura (G, *,1,(.)~1) es un grupo si G es un conjunto, 1 € G, . es
una operacion en Gy (.) ™1 : G — G tales que se cumplen las siguientes condiciones:

(A1) Asociatividad: (x xy) *xz = x x (y % z), para todo x,y,z € G.

(A2) Neutro por la izquierda: 1 x x = x para cualquier x € G.

1

(A3) Inverso por la izquierda: x~ * x = 1, para todo x € G.

En Isar se formaliza la clase de los grupos como sigue

consts
one::'a
inv:'a="a

axclass
group < times
group-assoc: (x x y) xz = x * (y * z)
group-left-one: one * x = x
group-left-inv: inv x * x = one

donde times es la clase de los tipos donde esta definida la operaciéon binaria *.

39
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Teorema 5.1.2 (Inverso por la derecha) x x x =1, para todo x € G.

Demostracion:
xxx 7l =1 (xxx"1) [por A2]
= (Ixx)*x"1 [por Al]
= (((x"H T xxH*x)xx~1 [por A3]
= ((xH 1« (x7txx)) xx71 [por Al]
= ((x" ) Tx1)xx! [por A2]
= (x ) Tx(1xx) [por Al]
= (x7 ) Txxt [por A2]
=1 [por A3]
OJ
theorem group-right-inv:
fixes x :: ‘a::group
shows x * inv x = one
proof —
have x x inv x = one x (x * inv x) by (simp only: group-left-one)
also have ... = one * x * inv x by (simp only: group-assoc)
also have ... = inv (inv x) * inv x * x * inv x by (simp only: group-left-inv)
also have ... = inv (inv x) * (inv x % x) * inv x by (simp only: group-assoc)
also have ... = inv (inv x) * one * inv x by (simp only: group-left-inv)
also have ... = inv (inv x) * (one x inv x) by (simp only: group-assoc)
also have ... = inv (inv x) * inv x by (simp only: group-left-one)
also have ... = one by (simp only: group-left-inv)
finally show ?thesis .
qed
Teorema 5.1.3 (Neutro por la derecha) x * 1 = x para cualquier x € G.
Demostracion:
xx1 =xx(x"1xx) [por A3]
= (x*xx" 1) xx [por Al]
=1x*xx [por 5.1.2]
=X [por A2]
O

theorem group-right-one:
fixes x :: ‘a::group
shows x * one = x
proof —
have x * one = x * (inv x * x) by (simp only: group-left-inv)
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also have ... = x * inv x x x by (simp only: group-assoc)
also have ... = one x x by (simp only: group-right-inv)
also have ... = x by (simp only: group-left-one)
finally show ?thesis .

qed

Teorema 5.1.4 (Unicidad del elemento neutro) Sean e¢,x € G tales que e x x = x. En-
tonces 1 = e.

Demostraciéon: Sean e, x € G tales que

exx =x (Hip.)
Entonces,
1 =xxx! [por 5.1.2]
= (exx)*x~! [por Hip.]
=ex*(xxx"!) [por Al]
—ex1 [por 5.1.2]
=e [por 5.1.3]
O

theorem group-one-equality:
fixes e :: ‘a::group
assumes ¢ x X = X
shows one = ¢

proof —
have one = x * inv x by (simp only: group-right-inv)
also have ... = (e * x) * inv x using (e * x = x) by simp
also have ... = ¢ * (x * inv x) by (simp only: group-assoc)
also have ... = ¢ * one by (simp only: group-right-inv)

also have ... = e by (simp only: group-right-one)
finally show ?thesis .
qed

Teorema 5.1.5 (Unicidad del elemento inverso) Sean x,x’ € G tales que x' x x = 1. En-
tonces x ' = x'.

Demostracion: Sean x, x’ € G tales que
x'xx=1 (Hip.)

Entonces,



42 Capitulo 5. Teoremas basicos de la teoria grupos

x 1 =1xx1 [por A2]
= (x'*x) xx~1 [por Hip.]
=x' % (xxx71) [por Al]
=x"x1 [por 5.1.2]
=x [por 5.1.3]
O
theorem group-inv-equality:
fixes x :: ‘a::group
assumes x’ x x = one
shows inv x = (x'::'a::group)
proof —
have inv x = one x inv x by (simp only: group-left-one)
also have ... = (x’ x x) * inv x using ' * x = one) by simp
also have ... = x" x (x * inv x) by (simp only: group-assoc)
also have ... = x’ x one by (simp only: group-right-inv)
also have ... = x' by (simp only: group-right-one)
finally show ?thesis .
qed
Teorema 5.1.6 (Inverso del producto) (xxy) ! =y lxxL
Demostracion: Por el teorema 5.1.5, basta probar que
(yhax ) (xxy) =1 1)
La demostracién de (1) es
(ylxx D x(xxy) =y 1x(x1x(xxy)) [porAl]
=yt (e x) +y) [por All
=y 1 (1xy)) [por A3]
=y lxy) [por A2]
=1 [por A3]
O

theorem group-inv-times:
fixes x :: ‘a::group
shows inv (x x y) = invy * inv x
proof (rule group-inv-equality)
show (invy * inv x) * (x x y) = one
proof —
have (inv y * inv x) * (x *x y) = (invy) * ((inv x)*x)*y by (simp only: group-assoc)
also have ... = (inv y * one) x y by (simp only: group-left-inv)
also have ... = inv y x y by (simp only: group-right-one)
also have ... = one by (simp only: group-left-inv)
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finally show ?thesis .
qed
qed

El estilo de prueba usado en los dos teoremas anteriores se corresponde a la pre-
sentaciéon dada en un curso introductorio de algebra. La técnica bésica es formar una
cadena de ecuaciones, obtenidas y simplificadas por medio de reglas apropiadas. Los
detalles 16gicos basicos del razonamiento ecuacional son dejados implicitos. En lo que
sigue se demuestran otras propiedades de las que mostramos sélo las demostraciones
en Isar.

Teorema 5.1.7 (Inverso del inverso) (x~!)~! = x.

theorem inv-inv:

fixes x :: 'a::group

shows inv (inv x) = x
proof (rule group-inv-equality)

show x x inv x = one by (simp only: group-right-inv)
qed

Teorema 5.1.8 La inversa es inyectiva; es decir, para todo x,y si x~ 1= y‘l, entonces x = y.

theorem inv-inject:
fixes x :: ‘a::group
assumes inv x = inv y
shows x =y
proof —
have x = x * one by (simp only: group-right-one)
also have ... = x x (inv y x y) by (simp only: group-left-inv)

also have ... = x * (inv x * y) using (inv x = inv y) by simp
also have ... = (x *x inv x) x y by (simp only: group-assoc)
also have ... = one x y by (simp only: group-right-inv)

also have ... =y by (simp only: group-left-one)
finally show ?thesis .
qed

Teorema 5.1.9 Sean a y b elementos del grupo G. Si a* x = b, entonces x = a~! x b.

theorem soluc-ecuac:
fixes a :: ‘a::group
assumesaxx = b
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shows x =invax b

proof—
have x = one * x by (simp only: group-left-one)
also have ... = (inva * a) x x by (simp only: group-left-inv)
also have ... =inva * (a * x) by (simp only: group-assoc)
also have ... = inva * b using @ * x = b) by simp
finally show ?thesis .

qed

Teorema 5.1.10 Sea a un elemento del grupo G. Si a x x = a * y, entonces x = y.

theorem cancelativa:
fixes a :: ‘a::group
assumes axXx = axy
shows x =y

proof—
have x = one * x by (simp only: group-left-one)
also have ... = (inv a * a)*x by (simp only: group-left-inv)
also have ... = inv a x(axx) by (simp only: group-assoc)
also have ... = inv a *(axy) using @xx = axy by simp
also have ... = (inv a xa)xy by (simp only: group-assoc)

also have ... = one x y by (simp only: group-left-inv)
also have ... =y by (simp only: group-left-one)
finally show ?thesis .

qed

Usando el teorema 5.1.9, tenemos otra forma de demostrar la ley cancelativa.

theorem cancelatival:
fixes a :: 'a::group
assumes axx = axy
shows x =y

proof—
from @xx = axy have x = inv a * (axy) by (simp only: soluc-ecuac)
also have ... = (inv a  a)xy by (simp only: group-assoc)

also have ... = onexy by (simp only: group-left-inv)
also have ... =y by (simp only: group-left-one)
finally show ?thesis .
qed
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5.2 Combinando el método de deduccidon natural y el cdlculo
ecuacional

En esta seccién ilustraremos con un ejemplo la forma de integrar en Isar la deduccién
natural y el razonamiento ecuacional. Para ello, demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1 Sea G un grupo. Si x x x = e para todo x € G, entonces x xy = y * x para
todo x,y € G.

Demostracion: Sean g, b elementos de G, entonces

axb = ex(axDh) [(A3)]
= (bxb)x(axb) [hip6tesis]
= (bx(exb))*(axD) [(A3)]
= (bx((axa)xb))x(axb) [hipétesis]
= (bx(ax(axb)))*(axb) [(A2)]
= ((bxa)x(axb))*(axb)) [(A2)]
= (bxa)x((axb)x(axb)) [(A2)]
= (bx*a)xe [hip6tesis]
= bxa [(A3)]

0

Ahora, tenemos la correspondiente formulacién y demostracion en Isar del teorema
anterior.

theorem ordenl:
assumes V (x::'a::group). x * x = one
shows V (x::'a::group) y. x x y =y * x
proof — rule alll
fix a :: 'a::group
showVy.axy=yx*a
proof — rule alll
fix b
show axb = bxa
proof —
have axb = one*(a* ) by (simp only: group-left-one)

also have ... = (bxb)x(axb) using assms by simp — rule allE

also have ... = (bx(onexb))x(axb) by (simp only: group-left-one)

also have ... = (bx((axa)*b))*(axb) using assms by simp — rule allE
also have ... = (bxa)x((axb)*(axb)) by (simp only: group-assoc)

also have ... = (b*a)xone using assms by simp — rule allE
also have ... = bxa by (simp only: group-right-one)
ultimately show axb = bxa by simp
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qed
qed
qed

El método de prueba que hemos usado en la demostracién anterior es la aplicacién
de la regla de introduccién del cuantificador universal

/\x. P x
o IV T

Vx. Px (@D

Ademas, el simplificador utiliza automaticamente en algunos pasos de la prueba, como
se indica arriba, la regla de eliminacién del cuantificador universal.

Px
Vx. Px —
R

° = (allE)

5.3 Demostraciones por induccion

En esta seccién mostramos como se utiliza en Isar el principio de induccién matemaética,
en forma andloga a como se emplea en matemadticas, para la demostracién de propiedades
sobre conceptos definidos inductivamente. En particular, demostramos algunas propiedas
sobre los exponentes en un grupo arbitrario.

Definicién 5.3.1 Sea G un grupo con elemento identidad e y n > 0 un niimero natural. Para
a € G se define la potencia n—ésima de a, a", de la siquiente forma:

(P1) a® =e.

(P2) a"t! = g xa".

Para formalizar en Isar el concepto de potencia, introducimos la clase power como
una subclase de grupos en donde estd definida la funcién potencia (representada por
™)y verificando las dos propiedades anteriores que definen la potencia de un elemento
del grupo.

consts
power :: 'a = nat = 'a (infixr ~ 80)

axclass
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power < group
group-power-cero: x ~ 0 = (one::"a::group)
group-power-suc: x ~ (Sucn) = x * (x ~ n)

En la demostracion de las siguientes propiedades sobre los exponentes usamos el
método de induccién matematica.

Teorema 5.3.2 En un grupo G, e" = e para todo niimero natural n.

Demostracién: Lo demostraremos por induccién.

0

Base: ¢’ = e que es verdadera, por (P1).

Paso de induccién: Supongamos que e" = e es verdadera para n. Entonces
el = exe" [por (P2)]
= ex*xe [por hipoétesis]
= e [por (A3)]

Por tanto, e"t1 = e.

theorem power-onel:
one ~ n = (one::'a::;power) (is ?Pnis ?Sn = -)
proof (induct n)
show ?P 0 by (simp only: group-power-cero)
next
fix n assume hip: ?S n = one
have ?S (n+1) = one  (one ~ n) by (simp add: group-power-suc)

moreover have ...= one x ?S n by (simp only: group-power-suc)
moreover have ... = one * one by (simp only: hip)
moreover have .. .= one by (simp only: group-left-one)
ultimately show ?P (Suc n) by simp

qed

El teorema puede demostrarse de manera automadtica como se muestra a conti-
nuacion.

theorem power-one2: one ~ n = (one::'a::power)
by (induct n) (simp-all add: group-power-cero group-power-suc group-left-one)

Teorema 5.3.3 Sea G un grupoy a € G, entonces a™ " = a™ x a" para todo par de niimeros
naturales m, n.

Demostracién: Por induccién en m. Sea n un namero natural y P(m) la propiedad
am Tt = g™ x g",
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Base: P(0) es a%*" = 4 x 2" que es verdadera ya que
a%tn = g" [por propiedad de los naturales]

= exa" [por (A3)]

= a%xa" [por (P1)]

Paso de induccién: Supongamos que P(m) es verdadera. Mostremos que P(m + 1)
también lo es
almabtn —  g(mtn)+1 [por propiedad de los naturales]
ax g™t [por (P2)]
ax (a™xa") [por hipétesis]
= (axa™)xa" [por (A3)]
= g"tlyg" [por (P2)]

theorem power-add1:

(a::'az:power)™ (m +n) = (a~ m)*(a~ n) (is ?Pmis 2Sm = -)
proof (induct m)

show ?P 0 by (simp add: group-power-cero group-left-one)
next

fix m assume hip: ?Sm = (a™~ m)*(a "~ n)

have ?S (Suc m) =a "~ Suc(m+n) by simp

~

moreover have ... =a x (a ~(m+n)) by (simp only: group-power-suc)
moreover have ... =a x ?Sm by simp
moreover have ... =a * ((a ~ m)x(a ™~ n)) by (simp only: hip)
moreover have ... = (a x (a ~ m))*(a~ n) by (simp only: group-assoc)
moreover have ... = (a~ Suc m)*(a ™~ n) by (simp only: group-power-suc)
ultimately show ?P (Suc m) by simp

qed

El teorema puede demostrarse de manera automéatica como se muestra a conti-
nuacion.

~

theorem power-add2: (a::'a::power)™~(m +n) = (a~ m)x(a ™ n)
by (induct m) (simp-all add: group-power-cero group-left-one group-power-suc group-assoc)

Teorema 5.3.4 Sea G un grupo y a € G, entonces a™" = (a™)" para todo par de niimeros
naturales m, n.

Demostracién: Por induccién en n. Sea m un ntimero natural y P(n) la propiedad

Base: P(0) e

a0 = (a™)? que es verdadera, ya que
a0 — ;0

s

a [por propiedad de los naturales]
e [por (P1)]

(a™)® [por (P1)]
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Paso de induccién: Supongamos que P(n) es verdadera. Mostremos que P(n + 1)
también lo es.
g (ntl) = gmdmen [por propiedad de los naturales]
a™ x a™"  [por teorema anterior]
= a™x (a™)" [por hipétesis]
= (a™)"t!  [por (P2)]

theorem power-mult1:

(a::'az:power)™(m«n) = (a~m)~n (is?Pnis?Sn=-)
proof (induct n)

show ?P 0 by (simp add: group-power-cero)
next

fix n assume hip: 2Sn = (a~ m)~ n

have ?S (n+1) = a~ (m+m=n) by (simp add: power-add1)

moreover have ... = (a~m)*(a~ (m=n)) by (simp only: power-add1)
moreover have ... = (a~m)x* ?S n by simp
moreover have ... = (a ~ m)x (a~ m)~n by (simp only: hip)
moreover have ... = (a~ m)~ Suc n by (simp only: group-power-suc)
ultimately show ?P (Suc n) by simp

qed

El teorema puede demostrarse de manera automética como se muestra a conti-
nuacion.

~ ~

theorem power-mult2: (a::'a::power)~(m «n) = (a~ m) ~ n
by (induct n) (simp-all add: group-power-cero power-add2 group-power-siic)
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Capitulo 6

Numeros primos

Con el fin de ilustrar como se demuestran en Isar propiedades acerca de ntimeros pri-
mos, en este capitulo demostramos la siguiente propiedad de los ntimeros primos.

py p? + 2 son nilmeros primos si y solamente si p = 3

Un nimero natural p mayor que 1 es primo si y solamente si sus tinicos divisores son 1
y p. En Isar se formaliza este concepto de la siguiente manera,

definition
prime :: nat = bool where
primep «— (1 <p A (Vm.mdvdp — m=1V m=p))

endonde, (mdvd n) = (Ik.n =m x k).

Algunas propiedades sobre nameros utilizadas en la prueba, son enunciadas como
lemas.

6.1 Propiedades elementales sobre divisibilidad

Lema 6.1.1 Sean a, b niimeros naturales. Entonces (a + b)? = a? + 2ab + b?

Demostracion:
(a+b)?

(a+b)(a+b) [definicién de potencia]

(a4+Db)a+ (a+b)b [propiedad distributiva]

aa+ba—+ab+bb  [propiedad distributiva]

aa+ab+ab+bb  [propiedad conmutativa de la multiplicacion]
aa + 2ab + bb [simplificacién]

= 4%+ 2ab+ b? [definicion de potencia]

51
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lemma binomio: fixes a::nat
shows (a+b)2 = a2 + 2xaxb + b2

proof —
have (a + b)2 = (a + b)*(a + b) by (rule power2-eq-square)
also have ... = ((a + b)*a)+((a + b)xb) by (simp only: add-mult-distrib2)
also have ... = axa + bxa + axb + bxb by (simp only: add-mult-distrib)
also have ... = axa + axb + axb + bxb by (simp only: mult-commute)
also have ... = axa + 2xaxb + bxb by simp
also have ... = a"2 + 2xaxb + b2 by (simp only: power2-eq-square)
finally show ?thesis by simp

qed

La demostracion anterior se puede escribir en forma abreviada:

lemma binomiol: fixes a::nat
shows (a+b)2 =a"2 + 2xaxb +b2

proof —
have (a + b)2 =(a + b)*(a + b) by (rule power2-eq-square)
alsohave ...= a"2 + 2xaxb+ b2

by (simp add : add-mult-distrib2 add-mult-distrib mult-commute power2-eq-square)
finally show ?thesis by simp
qed

Los lemas utilizados en la demostracidon anterior son

e a>=uaxa (power2-eq-square)
e kx(m+n)=kxm+kxn (add-mult-distrib2)
o (m+mn)xk=mxk+nxk (add-mult-distrib)
eaxb=bxa (mult-commute)

Lema 6.1.2 Sean a, b, ¢ ntimeros naturales. Entonces

(a4 (bc))? = a® + 2abc + b*c?

Demostracién: (a+ (bc))> = a?+ 2a(bc) + (be)? [lema 6.1.1]
= a®+2a(bc) + b*c*> [propiedad de los exponentes]
U

lemma simplificacion: fixes a::nat
shows (a + (bxc))2 = a"2 4 2xax bxc + (b°2)*(c"2)
proof —
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have (a + (bxc))"2 = a2 + 2xax(bxc) + (bxc)"2 by (rule binomio)

also have  ..=a"2 + 2xax(bxc) + (b°2)*(c2) by (simp add: power-mult-distrib)
finally show ?thesis by simp
qed

El lema usado en la demostracion anterior es

e (axb)"'n=a"nxb’n (power-mult-distrib)

Lema 6.1.3 Siadivideabya # 1y a # b, entonces b no es un niimero primo.

Demostracién: Basta con aplicar la definicién de ntimero primo.

lemma noprimo: assumes a dvd b and a # 1 and a # b shows —prime b
proof —

have advd b Aa # 1 N\ a # b using assms by simp

hence Ja.advdb Na#1Aa#b by (ruleexI)

thus —prime b by (simp add: prime-def)
qed

Lema 6.1.4 Sea k un niimero natural. Si k mod 3 = 16 k mod 3 = 2 entonces (3 + k)% +2 no
es primo.

Demostracién: Supongamos que k mod 3 = 1. Entonces, existe g tal que k = 1 + 3q.
Luego, por el lema 6.1.2 y otras propiedades de los nimeros, tenemos que

(3+k)2+2=(4+3q)% =3(6+ 85+ 34%).

De esta tltima ecuacién tenemos que existe m # 1 tal que (3 + k)2 +2 = 3m. De
esta forma, tenemos que 3 divide a (3 + k)2 +2y 3 # (3 +k)? + 2, ademds 3 # 1. Por
lo tanto, por el lema 6.1.3, (3 + k)2 + 2 no es primo.

Si k mod 3 = 2 entonces, de igual forma que en el caso anterior, se concluye que
(3 +k)? + 2 no es primo.
O

lemma noprimoresiduo: assumes k mod 3 =1\ k mod 3 = 2 shows —prime((3+k)"2+2)
proof (rule disjE)

assume k mod 3 =1

hence 4.k =1+ g*3 by (rule mod-eqD)

then obtain g where k = 1 + g*3 by (rule exE)

hence 3 + k = 4 + 3xq by simp
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hence (3+k)2 = (4 + 3*q)"2 by simp

also have  ..=4"2 + 2 x 4x(3xq) + 3"2xq"2 by (simp add: simplificacion)

also have .= 16 + 24xq + 9%q"2 by simp

finally have (3+k)"2 4+ 2 = 18 + 24xq + 9xq"2 by simp

hence ecuacion: (3 + k)2 + 2 = 3x(6 + 8xq + 3%q"2) by simp

hence 3m. (3+k)"2 + 2 = 3xm by (rule exI)

hence 3 dvd (3+k)"2 + 2 by (simp add: dvd-def )

moreover

have (3::nat) # 1 by simp

moreover

from ecuacion have 3 # (3+k)"2 + 2 by simp

ultimately show —prime((3 + k )"2 + 2) by (rule noprimo)

next

assume k mod 3 = 2

hence 34. k = 2 + g*3 by (rule mod-eqD)

then obtain g where k = 2 + g*3 by (rule exE)

hence 3 + k = 5 + 3xg by simp

hence (3 + k)2 = (5 + 3%q)"2 by simp

also have ...= 52 + 2 x 5%(3xq) + 3"2xq"2 by (simp add: simplificacion)

also have ...= 25 4 30*g + 9xq"2 by simp

finally have (3+4k)"2 + 2 =27 + 30xq + 9%q"2 by simp

hence ecuacion: (3+k)"2 4+ 2 = 3%(9 + 10%q + 3xq°2) by simp

hence 3m. (3 + k)2 + 2 = 3xm by (rule exI)

hence 3 dvd (3+k)"2 + 2 by (simp add: dvd-def )

moreover

have (3::nat) # 1 by simp

moreover

from ecuacion have 3 # (3+k)"2 + 2 by simp

ultimately show —prime((3 + k )"2 + 2) by (rule noprimo)
qed

Para la prueba anterior se utiliz6 la regla de inferencia

mmodd =r

* dgm=r+qgx*d

Lema 6.1.5 Sea k un niimero natural, entonces

kmod3=0Vkmod3=1Vkmod3 =2

(mod-eqD)

Demostracién: Supongamos que —(k mod 3 = 1V k mod 3 = 2), entonces k mod 3 # 1
y k mod 3 # 2. Por el teorema del residuo sabemos que, 0 < (k mod 3) < 3, luego
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k mod 3 = 0.
OJ
lemma residuotres1: fixes k::nat shows kmod 3 =0V kmod 3 =1V kmod 3 =2
proof (rule disjCI)
assume —(kmod3 =1V kmod3 =2)
hence k mod 3 # 1 A k mod 3 # 2 by simp
thus k mod 3 = 0 by arith
qed
Para la demostracion de este lema se ha utilizado la regla de inferencia
-
P (disjCI)
°« —— is
PVQ J

La demostracién anterior se puede hacer utilizando tinicamente el método arith.

lemma residuotres: fixes k::nat
shows kmod 3 =0V kmod 3 =1V kmod 3 =2 by arith

Lema 6.1.6 Sean a, b niimeros naturales. Si a divide a b entonces a dividea a + b

Demostracién: Supongamos que a divide a b, entonces existe k tal que b = ak, de donde,
a+b = a+ak = a(l+ k). Por lo tanto, existe n tal que a + b = an, luego a divide a
a—+b.

O

lemma dividesuma: fixes a::nat
assumes a dvd b shows a dvd (a+b)
proof —
from (@ dvd b) obtain k where b =a xk ..
hence a+b = a + axk by simp
also have ... =ax(1 + k) by (simp add: add-mult-distrib2)
finally have a+b = ax(1 + k) by simp
hence 3n. a+b = axn by (rule exI)
thus ?thesis by (simp add: dvd-def )
qed

Lema 6.1.7 El niimero 3 es primo.

Demostracién: Tenemos que 3 > 1. Mostremos que para todo ntimero natural m, si m
divide a 3 entonces m =1V m = 3.
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Sea m un ndmero natural tal que m divide a 3. Supongamos que m # 3, probemos
quem = 1.

Puesto que 3 > 0 y m divide a 3 entonces, por propiedades de la divisibilidad
0 < m < 3y, como estamos suponiendo que m # 3 tenemos que 0 < m < 3, es decir,
m = 1V m = 2; ademas se tiene que 3 = mk, para algtin k. De esta igualdad se sigue

que no es posible m = 2, y por lo tanto m = 1.
O

lemma tresprimo: prime 3
proof (unfold prime-def)
have (1::nat) < 3 by simp
moreover
have V (m:nat). mdvd 3 —m =1V m=3
proof
fix m::nat
showmdvd3 —m=1Vm=3
proof
assume m dod 3
show m=1V m =3
proof (rule disjCI)
assume m % 3
show m=1
proof —
have m # 0
proof
assume m=0
with tm dod 3) have (3::nat) =0 by (simp add: dvd-0-left)
thus False by arith
qed
moreover
have m <2
proof —
have 0<(3::nat) by simp
with (m dvd 3 have m < 3 by (rule dvd-imp-le)
with tn # 3) show m < 2 by simp
qed
moreover
have m # 2
proof
assume m=2
moreover
from (m dvd 3) have 3 k. 3= mxk by (simp add: dvd-def )
moreover
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then obtain k where 3 = mxk by (rule exE)
hence 3 = 2%k using m=2) by simp
thus False by arith
qed
ultimately
show m = 1 by simp
qed
qed
qed
qed
ultimately show (1:nat) < 3 A (V (m:nat). mdvd 3 — m =1V m = 3)
by (rule conjI)
qed

En la demostracion anterior utilizamos el lema,
e Odvdm=—m=20 (dvd-0-left)
y la regla de inferencia

?k dod ?n 0<?n
2k <7?n

(dvd-imp-le)

Lema 6.1.8 El niimero 11 es primo.

Demostracién: Tenemos que 11 > 1. Mostremos que para todo ntimero natural m, si m
divide a 11 entonces m =1V m = 11.

Sea m un ndmero natural tal que m divide a 11. Supongamos que m # 11, probemos
quem = 1.

Puesto que 11 > 0 y m divide a 11 entonces, por propiedades de la divisibilidad
0 < m <11y, como estamos suponiendo que m # 11 tenemos que 0 < m < 11, es decir,
m=1Vm=2V...Vm = 10. Por otro lado, se tiene que 11 = mk, para algtn k. Al
sustituir en esta ecuacioén m por sus valores posibles, concluimos que m = 1, ya que en

cualquier otro caso la igualdad no se cumple.
O

Como lo la prueba anterior, para demostrar a partir de la definicién que un niimero
natural n > 1 es primo, hay que mostrar que para cualquier natural m, si2 < m < n
entonces, m no divide a 1; esto es, hay que probar que para cualquier natural k,n # mk.
Es conocido que no hay un método algebraico elemental, utilizando propiedades de la
multiplicacién, que sirva para demostrar de manera general esta implicacién; En Isar



58 Capitulo 6. Ntmeros primos

podemos hacer la demostracién por distinciéon de casos, utilizando propiedades de la
aritmética, verificando mecdnicamente que para cada valor especifico de m (numeral)
se tiene que n # mk. Para esto se define una funcién que genere los ntimeros m desde 2
hasta n — 1, posteriormente, utilizando el método auto, se reemplaza m por cada uno de
estos valores en la inecuaciéon n # mk y luego, utilizando el método arith, se demuestra
en cada caso la desigualdad. El niamero de comprobacién de casos se puede reducir
teniendo en cuenta que si n no tiene divisores menores o iguales que /1 tampoco tiene
divisores mayores que /7. En lo que sigue, utilizamos el procedimiento anterior para
demostrar que n = 11 es primo.

Definimos la siguiente funcién “ListaNumeros i N [|” de forma tal que dados los
nameros naturales i, N retorna la lista conformada por los ntimeros desde i hasta N,
por ejemplo ListaNumeros 2 10 []=[2,3,...,10].

function ListaNumeros :: nat = nat = nat list = nat list
where

ListaNumeros i N L = (if i > N then [| else i#(ListaNumeros (Suc i) N L))
by pat-completeness auto

En la definicién anterior el método pat-completeness es usado para verificar que cada
elemento x del tipo de entrada de la funcién coincide con por lo menos uno de los
patrones que especifican las condiciones que deben cumplir los datos de entrada, y
ademds si coincide con més de un patron, los resultados al sustituir x en cada férmula
asociada al patron correspondiente, deben ser iguales.

Obsérvese que la funcién ListaNumeros es recursiva general. Para definir una medida
que permita probar la terminacién del célculo de los valores de la funcién, tenemos
en cuenta que en cada llamado recursivo la diferencia entre N e i disminuye, y que la
recursion termina cuando i es mayor que N. De esta forma, usamos la expresion N +
1 — i para definir una funcién de medida. Né6tese que, en este caso, el método del orden
lexicogrifico no sirve como medida de terminacién ya que ninguno de los argumentos
decrece en el llamado recursivo con respecto al tamafio estandar de ordenamiento.

En forma precisa, como se indica en [4], la demostracién de terminacién es la siguiente

termination ListaNumeros

apply (relation measure (A (i,N,L). N + 1 —i))
apply auto

done

La regla de inferencia usada en la prueba es

-N<i

wf R iN L.
f /\ ((Suci,N,L),i,N,L) €R o
° . (termination)
Y x. ListaNumeros-dom x
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En donde R es la relaciéon que se obtiene, a partir de la funciéon predefinida measure
con argumento la medida (A(i, N,L). N+ 1 — i), al invocar el método relation. Con
esta relacion especifica R, los dos sub-objetivos que se tienen como premisas en la regla
de inferencia, es decir, que R es bien fundada y que los argumentos de los llamados
recursivos decrecen con respecto a la relacién, son probados por el método auto.

La comprobacién del ejemplo es

lemma ListaNumeros 2 10 || = [2,3,4,5,6,7,8,9,10]
by simp

En el siguiente lema mostramos que 11 no se puede escribir de la forma m * k en
donde m, k son nimeros naturales con 2 < m < 10.

lemma diferenteonce: fixes m :: nat
assumes 2 < m A m < 10 shows 11 # mxk
proof —
from assms have me set (ListaNumeros 2 10 [|) by auto
thus ?thesis by (autoarith+)
qed

Ahora, tenemos la correspondiente demostracién en Isar de que el ntiimero 11 es
primo.

lemma onceprimo: prime 11
proof (unfold prime-def)
have (1::nat) < 11 by simp
moreover
have V (m::nat). mdod 11 — m =1V m =11
proof
fix m::nat
showmdvd1l —m =1V m =11
proof
assume m dod 11
hence k. 11= mxk by (simp add: dvd-def )
then obtain k where k: 11 = mx*k by (rule exE)
showm=1V m =11
proof (rule disjCI)
assume m # 11
show m=1
proof —
have m # 0
proof
assume m=0
with tn dvd 11 have (11::nat) =0 by (simp add: dvd-0-left)
thus False by arith
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qed
moreover
have m < 10
proof —
have 0<(11::nat) by simp
with m dovd 11) have m < 11 by (rule dvd-imp-le)
with tm # 11) show m < 10 by simp
qed
moreover
have —(2 <m A m < 10)
proof
assume 2 <m Am <10
hence — (11=mxk) by (rule diferenteonce)
with k show False by simp
qed
ultimately show m = 1 by simp
qed
qed
qed
qed
ultimately
show (1:nat) <11 A (Y (mznat). mdod 11 — m =1V m =11)
by (rule conjI)
qed

6.2 Teorema principal sobre niimeros primos

Teorema 6.2.1 p y p? + 2 son niimeros primos si y solamente si p = 3.

Demostracion:

(a) Supongamos que p y p* + 2 son ntimeros primos. Para demostrar que p = 3,
probemos que p > 1y =(p=2Vp > 3).

Por hipétesis p es primo, luego por definicién de niimero primo p > 1.

Para la demostraciéon de =(p = 2V p > 3), supongamos que p = 2V p > 3y
obtengamos una contradi