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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos, el interés de la comunidad cientifica por la adquisicién de
conocimiento de manera automatica ha aumentado progresivamente. La inmensa
cantidad de datos a los que se enfrenta cualquier investigador de las ciencias
sociales, los requerimientos empresariales y en general, la necesidad de extraer
informacion a partir del inmenso flujo de informacién que nos aborda todos los

dias exige una respuesta desde las Ciencias de la Computacion.

No es de extranar que desde hace varios anos se hayan realizado grandes esfuer-
zos en automatizar el proceso de la extraccion del conocimiento a partir de bases
de datos. En este proceso, arduo y complejo, intervienen muchos factores y son
muchas las técnicas mediante las cuales nos aproximamos al objetivo. Cuestiones
tales como el filtrado de la informacién, la unificacién de los datos procedentes
de distintas fuentes en un tnico sistema de representacién o el preprocesado de
los datos hacen necesaria la aportacion de muy diversas disciplinas.

En esta memoria fijamos nuestra atencién en los procesos de extraccién de
conocimiento en los que la informacién estd representada en un lenguaje clausal.
Esta disciplina se conoce como Programacién Légica Inductiva (PLI) y se puede
definir de manera informal como la interseccién del Aprendizaje Automatico y la
Programacion Légica.

Nuestro objetivo es profundizar en los procesos de generalizacion asociados
a todo proceso de aprendizaje y en cémo podemos sistematizar ese paso de lo

particular a lo general cuando el aprendizaje se realiza sobre un lenguaje clausal.

Pero, ;jqué es aprender? ;cudles son los mecanismos por los que adquirimos
nuevos conocimientos? El aprendizaje es un proceso complicado, lleno de matices

y singularidades. Aprendemos comportamientos, habilidades y conocimientos, el

11



12 Capitulo 1. Introduccion

aprendizaje puede ser guiado por un profesor o por descubrimiento, puede ser
espontaneo, sistematico, ...

Es dificil dar una definicién de aprendizaje que englobe todos los aspectos, in-
cluyendo la diversidad generada por la naturaleza del sujeto que realice el apren-
dizaje, esto es, contemplando la posibilidad de que el aprendizaje lo realice un
humano, un animal o una maquina.

Quiza una buena aproximacion para empezar sea la apuntada por T. M. Mit-
chell: “Aprender es mejorar con la experiencia”. Es un buen punto de partida,
aunque para tratar formalmente el aprendizaje necesitamos definir cuestiones co-
mo a qué llamamos experiencia, como la representamos o cudndo se produce una
mejora.

El modelo de aprendizaje seguido en Programacion Légica Inductiva es el
que siguen las Ciencias Experimentales en la creacién de teorias. Partimos de
un conocimiento basico y una serie de experimentos en los que hemos obtenido
distintos resultados. El objetivo en estos casos es establecer una hipdtesis que
junto con el conocimiento previo explique el resultado de los experimentos. El
objetivo ultimo de esta hipdtesis no es sélo explicar los experimentos realizados
sino usarla para predecir el resultado de futuros experimentos. La hipotesis se
mantendra como teoria aceptada por la comunidad cientifica mientras que los
posteriores experimentos realizados la corroboren. Si un nuevo experimento con-
tradice el estado actual de la teoria, esta debe ser revisada y modificada para
poder explicar esta nueva situacion.

Este modelo de aprendizaje es el que seguimos en PLI. Tomamos un conoci-
miento base y un conjunto de ejemplos positivos y negativos. Se los suministramos
al sistema junto con datos relativos a las posibles hipdtesis, para que devuelva
una teoria que, junto con el conocimiento base, explique la clasificacién de los
resultados experimentales (ejemplos). Tanto el conocimiento base como los ejem-
plos o las hipdtesis estdn expresados en un lenguaje formal (en nuestro caso, el
lenguaje clausal).

El objetivo de esta memoria es el estudio de los procesos de generalizacion, el
paso de lo particular a lo general, en este marco y con esta representacion.

Empezamos nuestro estudio con un capitulo (Cap. 2) dedicado al aprendi-
zaje de conceptos y a una breve reflexion sobre qué sentido tiene plantearnos la
automatizacion de los procesos de generalizacion.

El proceso de generar explicaciones a partir de observaciones —la abduccion—y

de asignar un grado de certeza a la hipdtesis elegida —justificacion— son cuestiones
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debatidas en el ambito de la Filosofia durante siglos. Presentamos aqui algunas
pinceladas de los puntos de vista mas significativos en este campo, como los
de Hume, Peirce o Popper entre otros. El debate sobre como el investigador
desarrolla una teoria nueva a partir de una cantidad finita de experimentos o el
grado de validez que asignamos a las hipdtesis es un debate abierto en Filosofia
de la Ciencia.

La presente memoria hunde sus raices en esas cuestiones relativas al paso de
lo particular a lo general, en ese salto que representa realizar una hipétesis y
aventurarnos a predecir el resultado de un experimento a partir del analisis de
otros previos. Pero nuestro objetivo no es ahondar en ese debate. Como decia

Antonio Machado en sus Proverbios,

. Dices que nada se crea?
Alfarero a tus cacharros
Haz tu copa y no te importe

si no puedes hacer barro.

Por tanto, en la segunda mitad de este capitulo 2 volvemos a nuestros cacharros
y dirigimos nuestra mirada hacia las Ciencias de la Computacion.

En las secciones finales del capitulo hacemos un breve repaso de la teoria
del aprendizaje de conceptos desde un punto de vista computacional, haciendo
hincapié en el planteamiento conjuntista que nos acompanara en los capitulos
posteriores: Un concepto es el conjunto de sus instancias y puesto que hemos
adoptado un lenguaje clausal las instancias (los ejemplos) seran atomos cerra-
dos de nuestro lenguaje. Terminamos este capitulo 2 con una introduccién a la
Programacion Loégica Inductiva, disciplina en la que se enmarca esta memoria, y
presentamos brevemente algunas de las técnicas empleadas en sus sistemas.

La aportacion original de esta memoria comienza en el capitulo 3. El estudio
de los operadores de generalizaciéon clausales viene motivado ante la diversidad de
técnicas de generalizacion que encontramos en los sistemas de PLI. En la literatu-
ra es comun encontrar algoritmos de generalizacion que han sido disenados para
resolver un problema concreto en un determinado sistema. Ante esta dispersion
surge la necesidad de un estudio de los operadores de generalizacion en si mismos,
alejado de las caracteristicas particulares de tal o cual sistema. Nuestro objetivo
en este tercer capitulo es presentar una nueva familia de operadores, los Opera-
dores Clausales (Definicién 3.15), con la propiedad de ser operadores universales,

esto es, que dadas dos clausulas cualesquiera C; y Cy podemos alcanzar Csy desde
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C'; mediante la sucesiva aplicacién de estos operadores (Teorema 3.22).

De esta manera podemos abordar el problema de la generalizacion de clausulas
mediante el uso exclusivo de estos operadores, i.e., para generalizar una clausula
respecto a cualquier orden no tenemos que buscar ningtin operador fuera de los
definidos en este capitulo, sino que bastara con elegir los operadores adecuados
dentro de esta familia.

La definiciéon de estos operadores se realiza a varios niveles ya que debemos
compaginar la insercion de términos en otros términos, en literales y en clausulas.
Al final del capitulo apuntamos otra de las ideas béasicas que nos acompanara en
capitulos posteriores. La idea de proximidad, medida a partir del niimero minimo
de operadores necesarios para llevar una clausula en otra.

En el capitulo 4 presentamos los Operadores de Aprendizaje para la Subsun-
cion (OAS) (Definicién 4.15). Una vez definidos los operadores clausales en el
capitulo anterior determinamos un orden entre las clausulas para poder hablar de
generalizacion. El orden elegido en este capitulo es el orden de subsuncién, pre-
sentado por Plotkin en 1970. Este es el orden usado en la mayoria de los sistemas
de Programacién Légica Inductiva. Los operadores definidos en este capitulo,
los OAS, son un subconjunto de los operadores definidos en el capitulo anterior,
esto es, son operadores clausales y su principal propiedad es que representan una
caracterizacion mediante operadores de la relacion de subsuncion entre clausulas,
esto es, dadas dos clausulas cualesquiera C; y Cy, se verifica que C; subsume a
(s si y s6lo si podemos obtener C; a partir de Cy mediante la aplicaciéon de una
cadena de OAS (Corolario 4.21).

La relacion de subsuncion es una relacion cualitativa, no obstante, la pro-
piedad fundamental de los OAS nos lleva a la idea de cuantificar la proximidad
entre dos clausulas segin la relacion de subsuncién como el menor niimero de
operadores (OAS) necesarios para llevar una clausula en otra (Definicién 4.24).
La funciéon que nos devuelve el niimero de operadores no es simétrica, puesto que
la relacién de subsuncién no lo es, por lo que no podemos hablar de distancia,
sino de quasi-distancia.

En lugar de ser un inconveniente, el uso de esta distancia orientada o quasi-
distancia no sélo nos proporciona informacion cuantitativa sobre la proximidad
entre las clausulas sino también cualitativa sobre si se verifica o no la relacién de
subsuncion.

Dedicamos la parte final del capitulo al célculo efectivo de esta quasi-distancia

y presentamos un algoritmo de calculo (Seccién 4.9). El principal inconvenien-
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te de esta quasi-distancia es que decidir la subsuncion entre dos clausulas es un
problema NP-completo. De todos modos, los tiempos de cdlculo obtenidos en
experimentos con cldusulas de tipo medio en programas Prolog justifican su uso.
El capitulo termina con un resultado sobre las cotas obtenidas para la quasi-
distancia que nos dan una estimacién inmediata sobre el intervalo en el que se
encuentra (bajo hipétesis de subsuncién) y que puede ser usado para una estima-
cién eficiente en conjuntos de clausulas de gran tamano (Teorema 4.43).

El capitulo 5 lo dedicamos a estudiar el orden de consecuencia (F) entre
clausulas y su relacién con los operadores clausales. La relacién de consecuencia
es la segunda relacién usada en aprendizaje clausal. Es una relacion mas fuerte
que la relacién de subsuncion, ya que si la clausula C' subsume a la clausula D
entonces C' implica D, pero el reciproco no es cierto en general (Ejemplo 5.9).
No obstante la relacién de subsuncion es la relacién natural usada en sistemas
de aprendizaje clausal y la relacién de consecuencia se usa rara vez y bajo fuer-
tes restricciones. La explicacion es sencilla: La relacién de consecuencia entre
clausulas no es decidible, mientras que la relacion de subsuncién si lo es.

En nuestro estudio sobre la relacion de consecuencia y los operadores de gene-
ralizacién nos apoyamos en el Teorema de Subsuncién (Teorema 5.7), un teorema
basico en Programacion Légica, que afirma que la relaciéon de consecuencia puede
descomponerse en la relacion de derivaciéon mediante resolucién junto con la re-
lacién de subsuncién. Usamos también un resultado cléasico, el Lema de Gottlob
(Lema 5.8). Este lema nos dice que si entre las clausulas C'y D se da la relacién
de consecuencia entonces se verifica la subsuncion entre los literales positivos de
ambas clausulas, de un lado, y entre los negativos por otro lado.

Combinando ambos resultados se concluye que para poder generalizar clausulas
en el orden de consecuencia basta generalizar el orden de subsuncién y el orden de
derivacion por resolucion. Los operadores de generalizacion del orden de subsun-
cion, los OAS, ya fueron estudiados en el capitulo 4 y por el Lema de Gottlob, para
generalizar el orden de derivacion por resolucién tenemos que buscar operadores
que generalicen de manera independiente los literales positivos y negativos de una
clausula. Por consiguiente, para poder definir operadores de generalizacion para
la relacion de derivacién definimos unos Operadores de Inversion Sesgados (OIS)
(Definicién 5.13) que permiten generalizar los literales negativos y positivos de las
clausulas de manera independiente. De esta manera, mediante una combinacion
adecuada de Operadores de Aprendizaje para la Subsuncién (OAS), que nos per-

miten generalizar la relacién de subsuncién, y Operadores de Inversién Segados
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(OIS), con los que generalizamos la derivacién por resolucién, podemos obtener
C' a partir de D en el caso en que C'F D y D no sea tautologia (Corolario 5.18).
Los Operadores de Aprendizaje para la Subsuncién (OAS) y los Operadores de
Inversién Segados (OIS) tienen naturaleza muy distinta, puesto que estan defini-
dos para generalizar relaciones diferentes, no obstante podemos encontrar puntos
en comun que nos van a permitir definir un nuevo tipo de operadores: los Ope-
radores de Generalizacion Minimales, (OGM) (Definicién 5.19). Dedicamos la
parte final del capitulo 5 a su estudio. Estos operadores representan las unidades
minimas de generalizacién clausal de manera que si C'y D son cldusulas y estan
relacionadas por alguna de las tres relaciones estudiadas: subsuncién, derivacion
o consecuencia, estoes C = D, C + D o C E D, entonces podemos obtener C' a
partir de D mediante una combinacién apropiada de OGM (Corolario 5.28).

Terminamos el capitulo con una breve reflexién sobre distancias. Podriamos
plantearnos el problema de asignar un valor cuantitativo a la relacién de conse-
cuencia entre clausulas mediante una funcién que a cada par de clausulas C' y
D le asignara la longitud de la cadena de OGM maés corta que nos llevara D en
C si C'E D e infinito si C ¥ D, pero esta definicién no tendria ningtin sentido
practico puesto que la relacién de implicacién entre clausulas no es decidible.

En el capitulo 6 presentamos una definicién de subsuncién entre programas.
Nuestra definicién y resultados extienden y precisan la nociéon de equivalencia
entre programas basada en subsuncién [Mah88]. En su articulo, M. J. Maher no
define la subsuncién entre programas, sélo la equivalencia entre programas basada
en subsuncién, pero del andlisis de las demostraciones se deduce una definicién
de subsuncién entre programas similar a nuestra propuesta.

Nuestros operadores permiten estudiar una definicion ezplicita de la relacién
de subsunciéon con la que iniciamos el capitulo.

En las primeras secciones extendemos los Operadores Clausales para la Sub-
suncién (OAS) del capitulo 4 a programas de manera natural y definimos de esta
manera los OAS compuestos (Definicién 6.4). Estos operadores, con ayuda de una
funcion aplicador, llevan un programa sobre otro y, de manera andloga a como
ocurria con los OAS, también representan una caracterizacion de la relacion de
subsuncién entre programas (Corolario 6.12).

Tenemos por tanto que si P, y P son dos programas légicos vistos como
conjuntos de clausulas, P, subsume a P, si y sélo si podemos obtener algtiin
subconjunto de P; aplicando a P, una cadena apropiada de OAS compuestos.

Siguiendo la analogia con el capitulo 4, la longitud de la cadena mas corta de
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estos operadores entre dos programas también nos permite cuantificar la relacién
de subsuncién entre programas. Nuevamente obtenemos una funcién que entra
en el conjunto de distancias débiles, en este caso una pseudo-quasi-distancia que
dota el conjunto de programas de estructura de dominio cuantitativo (Secciéon
6.3). Terminamos nuestro estudio sobre este dominio cuantitativo ofreciendo un
método para el calculo efectivo de esa pseudo-quasi-distancia entre programas
(Seccién 6.4).

En las siguientes secciones nos restringimos a programas definidos. En el
articulo de Maher antes citado encontramos algunos resultados que relacionan la
subsuncién entre programas con la semantica de programas definidos mediante el
operador Tp de consecuencia de van Emden y Kowalski. Si definimos un concepto
con el conjunto de todas sus instancias, la adaptacion natural a la Programacion
Loégica es considerar un concepto como un subconjunto de la base de Herbrand de
un lenguaje en el que todos los &tomos comparten el mismo simbolo de predicado.
Asi, el menor modelo de Hebrand de un programa definido P puede considerarse
como la unién de varios conceptos: Tantos como simbolos de predicado podamos
encontrar en sus atomos.

Tiene sentido entonces establecer un orden de generalidad entre programas
definidos asociado a la idea de aprendizaje: Dados dos programas definidos P;
y P, diremos que P; es mas general en el orden de aprendizaje que Ps si el
menor modelo de Herbrand de P; contiene al menor modelo de Herbrand de P
(Definicién 6.25).

Por tanto, estableciendo un puente a través del operador Tp tenemos que
si el programa definido P, subsume a P,, o de manera equivalente, si mediante
la aplicaciéon a P, de OAS compuestos podemos obtener un subconjunto de P,
entonces P; es mas general que (o equivalente a) P, en el orden de aprendizaje
(Proposicién 6.30).

En la parte final de este capitulo 6 nos planteamos cuestiones relativas a pro-
cesos infinitos: jPodemos aplicar operadores de generalizacion indefinidamente?
. Tiene sentido plantearse la existencia de procesos en los que obtengamos progra-
mas mas y mas generales en el orden de aprendizaje? La respuesta es afirmativa.
Finalmente presentamos una sucesion infinita de programas cada uno de los cua-
les es estrictamente méas general que el anterior tanto en el orden de subsuncion
como en el de aprendizaje (Ejemplo 6.35). Esto nos lleva a plantearnos cuestiones
sobre procesos transfinitos a los que dedicamos el capitulo siguiente.

Llegamos asi al capitulo 7 donde seguimos profundizando en el estudio de
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procesos infinitos que iniciamos en el capitulo anterior. En las primeras secciones
hacemos un repaso de distintos resultados conocidos relativos a cadenas infinitas
relacionadas con el orden de subsuncion, como el hecho de que el conjunto de
literales de un lenguaje es noetheriano, esto es, no existe una cadena infinita de
literales { L, }nen tal que L, 1 sea més general que L,, por subsuncion, o el hecho
conocido de la existencia de cadenas infinitas de cldusulas tanto ascendentes,
esto es, donde la clausula C),, subsume estrictamente a la clausula C,, i, como
descendentes, donde la clausula C),,; subsume estrictamente a la clausula C,.

Fijamos nuestra atencién en las cadenas infinitas descendentes, esto es, las
cadenas en las que se produce una cantidad infinita de generalizaciones. Nuestra
aportacion original en esta primera parte del capitulo corresponde al estudio de
propiedades comunes a todas estas cadenas (p.e. Teor. 7.6). En la literatura
podemos encontrar algin ejemplo de este tipo de cadenas pero esta es la primera
vez que se estudian propiedades generales.

En la segunda parte del capitulo abordamos el problema del didmetro del
conjunto de clausulas basado en la relacion de subsuncion. En la primera hemos
visto que existen cadenas infinitas donde cada clausula es més general que la
anterior. Para algunas de estas sucesiones infinitas podemos encontrar una cota,
esto es, una cldusula méas general que todas las clausulas de la sucesion. Esta cota
a su vez puede ser la primera clausula de otra sucesion infinita descendente. Si
consideramos que cada una de esas cadenas infinitas representa una inmersion del
ordinal w en el conjunto de clausulas, se define el didmetro como el supremo de
todos los ordinales que pueden sumergirse en el conjunto de cldusulas (Definicién
7.12).

El didmetro del conjunto de clausulas por subsuncion depende del lenguaje
en el que expresemos las clausulas. Finalizamos el capitulo demostrando que si
el lenguaje tiene al menos un simbolo de predicado binario entonces el didmetro
estd acotado inferiormente por w? (Teorema 7.13).

La memoria termina con un ultimo capitulo, en el que presentamos las con-
clusiones y las distintas lineas que apuntamos como posibilidades para continuar
profundizando en el estudio del aprendizaje clausal.

Como colofén, hemos anadido dos apéndices, el primero con una breve his-
toria de los operadores de refinamiento y el segundo con las implementaciones
para SWI-Prolog de las definiciones, algoritmos y relaciones mas significativas

presentadas en la memoria.



Capitulo 2
Preliminares

El aprendizaje es un proceso complejo y fascinante que todavia no comprendemos
en su totalidad. Es materia de estudio de la Pedagogia, Psicologia, Neurologia y
Filosofia entre otras disciplinas a las cuales se han unido, desde la segunda mitad
del siglo XX, las Ciencias de la Computacion.

A pesar de tratarse de disciplinas de naturaleza muy distinta, cualquier apro-
ximacion al aprendizaje desde cada una de ellas debe tener en cuenta ciertas

lineas comunes:

e De un lado, los investigadores de estas disciplinas deben considerar temas
como la representacion del conocimiento, la organizacién en la memoria y
su desarrollo y los mecanismos que nos permitan extraer conocimiento méas

alld del mero almacenamiento de datos.

e Por otro lado, tanto en las Ciencias de la Computacion como en las demés
disciplinas debe tenerse en cuenta que el aprendizaje aparece en cualquier
dominio que conlleve inteligencia, entre los que podemos destacar planifi-

cacion de las actividades a realizar, diagnéstico o lenguaje.

2.1 ;Qué es aprender?

“El aprendizaje es uno de esos fenomenos del conocimiento que se resisten a
una definicion general.” De esta forma elude Flach [Fla92b] dar una definicién
categorica del nicleo central de su trabajo. No obstante podemos considerar

la siguiente definicién informal, ofrecida por Mitchell [Mit97], como punto de

19
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partida: “Aprendizaje es la capacidad de adquirir o mejorar el conocimiento”, o
como afirma el autor en la misma obra, “Aprender es mejorar con la experiencia”.
Obviamente, se trata de una definicién informal. Para hablar con rigor de-
beriamos definir previamente a qué nos referimos cuando hablamos de conoci-
miento y cémo lo representamos, como podemos establecer si un cambio en ese
conocimiento representa una mejora y cémo podemos adquirir esa experiencia.

En sentido estricto, el almacenamiento en memoria de datos puede considerar-
se la forma mas simple de aprendizaje. Si memorizamos el niimero de teléfono de
Juan tardaremos menos tiempo en realizar la llamada que si tenemos que buscar
el nimero cada vez. La accién llamar a Juan necesita menos tiempo, esto es,
se ha producido una mejora, con la experiencia, puesto que busqué una vez su
nimero y no necesito buscarlo mas.

Pero, intuitivamente, podemos pensar que aprender es algo mas que el mero
almacenamiento de datos.

Dentro del ambito del aprendizaje, independientemente de su soporte fisico, se
pueden aprender diversos aspectos del mundo en que vivimos. Podemos aprender
a conducir un vehiculo, podemos aprender aleman, aprender a resolver problemas,
a tomar decisiones o podemos aprender a no tocar cables eléctricos sin proteccion.
Pero también podemos aprender qué es un tridangulo o una bicicleta. Todos
estos tipos de aprendizaje nos sirven para desenvolvernos en la vida cotidiana.
En esta memoria nos dedicaremos tnicamente al tultimo tipo de aprendizaje: el
aprendizaje de conceptos.

El aprendizaje de conceptos necesita de la extraccién de reglas generales a
partir de la experiencia que nos permitan enfrentarnos con éxito, o al menos eso
esperamos, a situaciones desconocidas. Son estas las dos caracteristicas esenciales

de un sistema de aprendizaje, ya sea con soporte natural o artificial:

e En primer lugar, ser capaz de reproducir con éxito situaciones ya vividas
(experiencia). Cuando hablemos de aprendizaje de conceptos, haremos re-
ferencia a la correcta clasificacion de instancias observadas. Para este punto
basta el aprendizaje memoristico, que como apuntamos, estaria en la fron-
tera de lo que consideramos aprendizaje. Un alumno puede aprender el
resultado de todas las integrales de su libro y reproducirlas sin error si se le

pregunta, pero dificilmente diremos que el alumno sabe calcular integrales.

e Es en la segunda parte, en la capacidad predictiva, donde radica el nticleo

central del aprendizaje. No podemos hablar de aprendizaje propiamente di-
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cho si el analisis de la experiencia no nos prepara para enfrentarnos a situa-
ciones nuevas. Esta idea ha sido muy estudiada y en este capitulo veremos
algunas aproximaciones histéricas, pero en esencia, la idea central radica en
la hipotesis de la regularidad en la naturaleza y en la suposicién de que ante
situaciones analogas obtendremos resultados parecidos. En la literatura,
podemos encontrar varias formulaciones para esta idea, véase por ejemplo
la hipdtesis del aprendizaje inductivo en [Mit97]: “Cualquier hipdtesis que
aprorime la funcion objetivo sobre un conjunto de entrenamiento suficien-
temente grande también aprorimard la funcion objetivo sobre ejemplos no

observados”.

2.2 El aprendizaje de conceptos

El problema del aprendizaje de conceptos puede ser formulado, de manera infor-
mal, del siguiente modo: Dada una teoria T y una entrada externa E, devolver
una nueva teoria T que mejore T. Obviamente, como sean esas teorias, la na-
turaleza de la entrada externa y qué entendemos por mejorar dependera del tipo
de aprendizaje considerado.

Stephen B. Klein, en [K1e97], comenta que hay dos teorfas sobre el Aprendizaje
de Conceptos:

e Teoria asociativa: Presentada por Clark Hull en 1920 [Hul20], considera
el Aprendizaje de Conceptos como una forma de aprendizaje discriminativo
(discriminamos entre instancias positivas y negativas del concepto). Segin
esta teoria, los conceptos tienen atributos relevantes e irrelevantes. En cada
ensayo de un estudio de aprendizaje de conceptos el sujeto determina si el
objeto o evento mostrado es caracteristico del concepto. Un sujeto que res-
ponde correctamente es reforzado mediante retroalimentacion (diciéndole
que la respuesta es correcta). Como consecuencia del reforzamiento aumen-
ta la fuerza de la respuesta ante los atributos caracteristicos del concepto.
Esta teoria fue defendida por la mayor parte de los psicélogos hasta finales
de la década de los 50.

e Teoria cognitiva: Presentada por Bruner et al. [BGA56] en 1956. Pa-
ra ellos, un concepto se aprende poniendo a prueba una hipdtesis sobre la

solucion correcta. Si la hipotesis formulada en primer lugar es correcta, el
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individuo ha aprendido el concepto. Sin embargo, si la hipdtesis es incorrec-
ta, se formulara otra hipdtesis y se comprobara después. La comprobacién

de hipdtesis continuara hasta que se descubre una solucién correcta.

Tanto la teoria asociativa de Clark Hull como la cognitiva presentada por Bruner
et al. nos conducen al problema del aprendizaje con método cientifico y nos
aproximan a dos de las cuestiones basicas tanto en Aprendizaje de Conceptos

como en Ciencias Experimentales:
e ;Coémo generamos las hipotesis?
e ;,Como podemos saber que una hipétesis es correcta?

La primera pregunta sobre cdomo generamos esas posibles explicaciones de los
fenémenos observados nos lleva al problema de la abduccion. La segunda pre-
gunta, que nos cuestiona sobre los criterios para discriminar entre las distintas
hipotesis y sobre el grado de seguridad con que podemos afirmar la certeza de
la hipétesis elegida, nos lleva al problema de la justificacion. Nos dedicaremos a

ellos a continuacion.

2.3 El problema de la abduccién

La abduccién es el proceso mediante el cual se generan explicaciones a partir
de las observaciones. Es una forma de razonamiento no monétono, ya que las
explicaciones que son consistentes con una determinada informacién, puede ser
inconsistente con nuevas observaciones. Ademas, la existencia de maltiples expli-
caciones es una caracteristica fundamental del razonamiento abductivo.

Veamos un ejemplo, tomado de [Pea87], sobre cémo actiia la abduccién
Ejemplo 2.1 Consideremos la siguiente teoria T’

el césped estda mojado < llovio anoche
el césped estd mojado < ha caido rocio

mis zapatos estan mojados < el césped estd mojado

Si observamos que nuestros zapatos estan mojados y queremos conocer la razén,
llovié anoche es una posible explicacion, esto es, una hipdtesis que junto al cono-
cimiento basico T' implica las observaciones realizadas. Notese que esta posible

explicacion no es unica, también podemos suponer la hipdtesis ha caido rocio.
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Veamos cémo ha ido evolucionando el problema de la abduccién a lo largo de la

historia.

2.4 Un poco de Historia

Las principales fuentes para esta seccién han sido [Mug92, AL97, Fla95] y [Pau93].

La historia del razonamiento inductivo esté relacionada con el desarrollo de
su contrapartida deductiva. En la antigua Grecia el razonamiento inductivo jugo
un papel central en las discusiones dialécticas de Sécrates, como describe Platon
en Crito. En estas discusiones los conceptos se definian y refinaban mediante
ejemplos y contraejemplos procedentes de la vida cotidiana.

La induccién ya fue reconocida por Aristételes como un modo particular de
razonamiento en su Analytica Posteriora. Da una definicién de lo que hoy cono-
cemos como induccién completa (epagoge), que es de hecho, una forma vélida de
razonamiento deductivo, por tanto no es relevante para nuestra idea de aprendi-
zaje.

No obstante, podemos relacionar la abduccion, como razonamiento desde la
evidencia a la explicacién, con la apagoge de Aristételes (ver [AL9T]), el cual es
un tipo de razonamiento no deductivo en sentido estricto cuyas conclusiones no
son necesarias sino posibles.

Ya en el siglo XVII, Francis Bacon fue uno de los primeros fil6sofos en destacar
la importancia de la induccién como método en la formacién de teorias cientificas
en su Novum Organum en 1620.

En 1739, el filésofo escocés David Hume, en su Treatise on Human Nature,
concluyé que la idea de causalidad es algo que existe inicamente en la mente, una
imagen mental provocada por la observacion en un cierto niimero de ocasiones
que situaciones de un determinado tipo vienen seguidas de situaciones de un se-
gundo tipo. En otras palabras, no hay necesidad logica inherente en la causalidad
y cualquier intento de formular una base légica para la induccién estara abocada
al fracaso. En lugar de necesidad, Hume fue el primero en formular las conclu-
siones inductivas en términos de probabilidad, pero para €l esta probabilidad no
se entiende en sentido matematico, sino como el grado de deseo o intenciéon que
tenemos de aceptar las hipotesis a partir de las observaciones realizadas, o dicho
de otro modo, en un sentido subjetivo.

En 1843, John Stuart Mill desarroll6 una metodologia cientifica inductiva en

su System of Logic. Mill identifica cuatro “Methods of Experimental Enquiry” y
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formula cinco Canons o principios que los soportan y justifican.

El fil6sofo americano Charles Sander Peirce [Pei32, Pei33] advirtié que ver la
induccion como el proceso de asignar probabilidades presupone que la hipotesis
inductiva ya estda dada y no responde a la pregunta del origen de esas hipotesis.
Peirce introdujo el término abduccion para denotar el proceso de formacion de
hipétesis explicativas y defendié tal proceso como un proceso de inferencia légica.

Para Peirce, la abduccion es el proceso de formar una hipdtesis explicativa.
Si tenemos la definicién de un concepto y descubrimos una nueva instancia en
nuestro universo (ejemplo) que no es consistente con nuestra definicién, debemos
cambiar la definicion que teniamos en ese momento y proponer una nueva defini-
cién (hipdtesis) para nuestro concepto que cubra ese nuevo ejemplo. Ese proceso
es el proceso de abduccion. Mas precisamente, Peirce definié la abduccion de la

siguiente manera!:
e The surprising fact C' is observed.
e But if A were true, C' would be a matter of course.
e Hence, there is reason to suspect that A is true.

En la misma linea, podemos encontrar trabajos de Polya [Pol45] donde habla-
ba de un nuevo tipo de silogismo, llamado silogismo heuristico, en contraposicion

del silogismo demostrativo:
e En el silogismo demostrativo, de A — By B falso, concluimos —A.

e En un silogismo heuristico, de A — By B cierto, concluimos que A es mds

creible.

En [Pei32] Peirce distinguié entre tres tipos de reglas de inferencia, aunque en la
literatura relativa a la PLI, las fronteras entre abduccion e induccién no son tan

precisas como Peirce las definié. Son las siguientes:

Deduccién. Es el proceso analitico de aplicar reglas de inferencia a las premisas,

con la conclusién como resultado.

Induccion. Es el razonamiento sintético en el que obtenemos la regla de infe-

rencia a partir de las premisas y la conclusién

'Respetamos el lenguaje en el que Peirce lo definié.
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Abduccion. Es otro tipo de razonamiento sintético, en el que obtenemos las

premisas a partir de las reglas de inferencia y la conclusion.

Podemos ilustrar esta clasificacién con el siguiente ejemplo, original de Peirce:
e DEDUCCION

— Regla: Todas las judias de esta bolsa son blancas
— Premisa: Estas judias proceden de esta bolsa

— Resultado: Estas judias son blancas
e INDUCCION

— Premisa: Estas judias proceden de esta bolsa
— Resultado: Estas judias son blancas

— Regla: Todas las judias de esta bolsa son blancas
e ABDUCCION

— Regla: Todas las judias de esta bolsa son blancas
— Resultado: Estas judias son blancas

— Premisa: Estas judias proceden de esta bolsa

En los primeros trabajos [Pei32], Peirce ve la abduccién como el proceso de extraer
el efecto de la causa, considerado éste como explicacion, en contraste con la induc-
cion que conjetura leyes generales a partir de casos particulares. De esta forma,
en lugar de sintetizar explicaciones, la induccion clasifica pero no anade nuevos
conocimientos a la teorfa. En trabajos posteriores, Peirce enfatiza la conexién
existente entre ambos tipos de razonamiento de la siguiente manera?: Induction
is an arqgument which sets out from a hypothesis, resulting from Abduction . . ..
La idea de tomar la légica como la base del razonamiento cientifico tuvo su
cumbre en los trabajos del Wiener Kreis. El Wiener Kreis —Circulo de Viena—
que inclufa Rudolf Carnap [Car52] y Carl G. Hempel [Hem43] defendié la doc-
trina del positivismo légico. Influidos por Wittgenstein y su Tractatus Logico—
Philosophicus defendieron que muchos de los problemas que trataba la filosofia

no eran tales, sino que procedian de un uso impreciso o incorrecto del lenguaje.

2Ver p. 198 en [Goub0].
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Segun esta corriente, el auténtico conocimiento debe ser wverificable y el método
cientifico es el tinico que permite alcanzarlo.

El concepto de abduccién no fue hasta 1973 cuando aparece en trabajos de
inteligencia artificial. El primer campo en el que se utilizé fue en la diagnosis
[Pop73], pero se ha extendido a campos tan diversos como la interpretaciéon de
textos [Sti90], la actualizacion de bases de datos [KM90] o visién artificial [CM85].
En 1985 volvié a retomarse con fuerza el estudio de la abduccién gracias a trabajos
como los de Charniak y McDermott [CM85].

2.5 La abduccién en légica

En una primera aproximacion, el objetivo de la abduccién puede caracterizarse
como el problema siguiente: Dado un conjunto de sentencias T' que llamaremos
conocimiento base, y una sentencia G, una observacion, encontrar un conjunto de

sentencias H (una explicacion abductiva) tal que

. TUHEG

2. T'U H sea consistente.

Esta caracterizacion de la abduccion es independiente del lenguaje en el que 7T,
Gy H sean formulados. El signo de implicacién légica = en (1) puede ser reem-
plazado por el operador de deduccién . La condiciéon de consistencia expresada
en (2) no es explicita en la caracterizaciéon de Peirce, més informal, pero es una
condicién que surge de forma natural.

De hecho esas dos condiciones son todavia demasiado débiles para atrapar
la idea de Peirce. Ademads, parece natural que exijamos que H sea en realidad
la causa (o una de las posibles causas) que expliquen nuestras observaciones, es
decir, no queremos explicar efectos en virtud de otros efectos, sino de las causas
primeras. Estos criterios nos van a determinar una clase especial de sentencias
de entre las cuales vamos a tomar H y que la literatura en la materia llama
abducibles.

Los criterios antes mencionados parecen ser universalmente aceptados a la
hora de considerar el conjunto de sentencias abducibles, pero ademas podemos
considerar otros.

Poole demostr6 en [Poo88| que podemos restringir nuestro conjunto de sen-
tencias abducibles sin perder generalidad y permitir que solo los a&tomos puedan

ser considerados como abducibles.
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Existen otros muchos criterios encaminados a restringir el conjunto de sen-
tencias abducibles, entre los que podemos citar el de Sattar y Goebel [SG89] en
el que se utilizan literales cruciales para decidir entre dos explicaciones incom-
patibles, o la técnica de corroboracion de Evans y Kakas [EK92| para seleccionar
hipétesis, en la que una hipotesis falla en el test de corroboracién si alguna de
sus consecuencias légicas no es observada. En general, los criterios para limitar
el conjunto de abducibles son de lo mas variado.

En Cox y Pietrzykowski [CP86|, entre otros, encontramos otras propiedades

deseables de las explicaciones abducibles:

e Una explicacién deberia ser basica, esto es, no deberia ser explicable en

términos de otras explicaciones. Asi en el ejemplo 2.1 la explicacion
el césped estd mojado
para la observacion
mis zapatos estan mojados
no es basica, mientras que las explicaciones

llovio anoche

ha caido rocio

si lo son.

e Una explicacion deberia también ser minimal, por ejemplo, si tenemos el
programa
p<—q
p<sq,r
y realizamos la observaciéon {p}, la explicacién {¢} es minimal, mientras

que {q, 7} no lo es.

e Las explicaciones deberian ser no triviales. Una explicacion H de una obser-
vacién O es no trivial si £ H — O, o lo que es lo mismo, se dice trivial
si todo modelo de H lo es de O. De esta forma eliminamos las posibles
explicaciones que no estan relacionadas con el conocimiento base, sino que

por si mismas implican la observacion. En nuestro ejemplo, la explicacién
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Todo esta mojado
para la observacion
mis zapatos estan mojados

es trivial, pero llovio anoche no lo es.

e Por ultimo, una explicaciéon H debe ser consistente con el conocimiento base

K, esto es, K A\ H debe tener algin modelo.

2.6 Justificacion

En el problema de la justificacion abordamos el segundo problema crucial en la
adquisicion de nuevo conocimiento: ;jPodemos estar seguros de que elegimos la
hipétesis correcta? Al igual que el problema de la abduccion, la justificacién ha
sido muy estudiada en Filosofia y podemos encontrar respuestas muy dispares.

Una de las respuestas mas radicales la encontramos en los filésofos empiristas,
con David Hume en su expresiéon mas radical. Hume, en su Treatise on Human
Nature afirmé que la idea de una ley causal es algo que existe inicamente en la
mente y no hay una conezion ldgica inherente a las leyes causales. La creencia
de que el agua de la vasija se calentard al arrimarla al fuego proviene del habito o
costumbre de haber observado en el pasado que siempre que sucedié lo primero,
sucedié también lo segundo.

El punto de vista de Hume es extremadamente radical. Karl R. Popper
[Pop58, Pop63] dirigié su atencién, como Hume habia hecho antes, al hecho de
que las teorias cientificas no pueden ser verificadas de forma conclusiva. Pero si
pueden ser falsificadas de manera conclusiva. Si realizamos un nuevo experimento
que corrobora nuestra teoria, no podemos afirmar que no podemos encontrar en
el futuro un ejemplo que la falsifique, esto es, mediante el estudio de una canti-
dad, siempre finita, de ejemplos, no podemos verificar nuestra teoria de manera
conclusiva. Ahora bien, si encontramos un ejemplo que contradiga nuestra ac-
tual teoria, que la falsifique, si podemos tener seguridad de que nuestra teoria es
errénea y debe ser modificada.

En el siglo pasado podemos encontrar puntos de vista como los de Carnap y

Hempel?.

3Cf. [Fla95).



2.7. Aprendizaje automatico 29

Hempel [Hem43, Hem45| desarrollé su teorfa desde un punto de vista cualita-
tivo mediante la definicion de una relacién binaria entre dos formulas logicas E
y H que formalizara que la proposicion E confirma H.

R. Carnap [Car50, Car52| desarrollé su teoria desde un punto de vista cuan-
titativo definiendo una funcién que asociara a la férmula H un ntimero entre 0 y
1 una vez considerada la experiencia F. Este punto de vista cuantitativo y mate-
matizable es seguido por muchos investigadores en PLI para establecer criterios
de aceptacion de las hipotesis obtenidas.

Para finalizar, cabe destacar que los términos abduccién, induccién y justifi-
cacion podemos encontrarlos en la literatura relativa a PLI con significados muy
distintos a los aqui expuestos. Por ejemplo, la interpretacién que dan De Raedt y
Muggleton al término induccion es muy diferente a la que presentd Peirce. Para
ellos, induccion es el proceso contrario a la deduccion y justifican esta terminologia
porque segtn ellos, les permite dar un tratamiento méas operativo a la induccion.

De Raedt y Muggleton comentan este doble problema en [MDR94] y lo resu-

men con la siguiente ecuaciéon:

Induccién = Abduccion + Justiﬁcacién‘

donde para ellos, la abduccién es el proceso de formacién de las hipodtesis y la
justificacién es el grado de credibilidad asociado a una hipotesis a partir de una

evidencia.

2.7 Aprendizaje automatico

El Aprendizaje Automatico estudia el aprendizaje desde una perspectiva com-
putacional, pero dentro de este marco los investigadores se aproximan a él por
diferentes caminos. Como bien apunta Pat Langley, [Lan96] los investigadores
rara vez hacen explicitos sus objetivos, pero podemos agrupar estos en cuatro

grandes lineas:

e El primer gran objetivo esta relacionado con el modelado computacional
de los mecanismos que subyacen en el aprendizaje humano. En este marco
psicologico, los investigadores desarrollan algoritmos de aprendizaje consis-
tentes generalmente con la arquitectura cognitiva humana, disenados para
explicar comportamientos especificos de aprendizaje observados en seres

ViVOs.
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e Un segundo grupo de investigadores sigue una aproximacién empirica en
el estudio del Aprendizaje Automatico. Su objetivo es descubrir principios
generales que relacionen de un lado las caracteristicas de los algoritmos
de aprendizaje y las de los dominios en los que operan, para aprender su
comportamiento. La aproximacién estandar consiste en realizar experimen-
tos que varien o bien en el algoritmo o bien en el dominio de aplicacién y

observar el impacto que tienen estas variaciones en el aprendizaje.

e Un tercer grupo, también interesado en principios generales, estudia el
aprendizaje automéatico desde un punto de vista matemdatico. Este pun-
to de vista tedrico trata de formular y demostrar resultados generales so-
bre las posibilidades y limitaciones de las técnicas y algoritmos usados en

Aprendizaje Automatico. En esta linea se incluye esta memoria.

e Podemos destacar un cuarto y tultimo grupo de investigadores en Aprendi-
zaje Automatico. Aquellos que siguen una linea de estudio guiada por las
aplicaciones del aprendizaje automatico al mundo real. Hoy dia, las aplica-
ciones a dominios del mundo real son uno de los motores de esta disciplina,
que se encuentra en el nicleo de otras tales como el Descubrimiento de
Conocimiento en Bases de Datos (KDD) o la Mineria de Datos.

Con una visién unitaria, podemos decir que todas estas aproximaciones, por dife-

rentes que sean, estudian el desarrollo y evaluacion de algoritmos de aprendizaje.

2.8 Aprendizaje de conceptos en maquinas

Los dos principales problemas a los que se enfrenta el Aprendizaje de Conceptos

son los mismos que el Aprendizaje sobre sustrato biolégico (seccién 2.1):

e La generaciéon de posibles hipdtesis que expliquen las observaciones realiza-

das y
e La decisiéon de tomar una hipétesis determinada.

En el aprendizaje automdtico de conceptos la entrada son ejemplos positivos y
negativos del concepto que se quiere aprender, junto con informacién adicional
(conocimiento basico), que segun qué sistema, podré ser utilizada en el proceso
de aprendizaje. Si partimos de la idea de que un concepto puede ser definido

como el conjunto de todas sus instancias, podemos formalizar la idea de conjunto
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Figura 2.1: Conceptos como conjuntos

como una funciéon booleana sobre el universo de instancias, donde asignamos 1 a
las instancias que pertenecen al concepto y 0 a las que no.

Supongamos que tenemos un conjunto de instancias para las que conocemos su
clasificacién: Los ejemplos positivos ET y los ejemplos negativos E~ (ver figura
2.1). Salvo casos muy excepcionales, existirdn elementos en el universo U que
no pertenezcan a ninguno de estos dos conjuntos (i.e., ejemplos de clasificacion
desconocida). Nuestro objetivo es extender la funcién de clasificacién de los
ejemplos conocidos a todo el universo, esto es, debemos establecer una hipotesis
h sobre la clasificacién de todas las instancias del universo. De manera mas
formal, consideramos un concepto ¢ como una funcién booleana sobre el universo
U de todas las posibles instancias ¢ : U — {0,1} y un conjunto de ejemplos D,
donde los elementos de D son pares (z, c(x)), donde = es un elemento de U y ¢(z)
es la clasificacién (positiva o negativa) de la instancia. Consideramos también
un conjunto H de hipétesis, formado por funciones h : U — {0,1}. El objetivo
es, por una parte, encontrar una funciéon h € H tal que h(xz) = ¢(x) para toda
instancia x € U.

En una primera aproximaciéon debemos exigir como requisito basico que la

hipétesis h clasifique correctamente las instancias de clasificaciéon conocida. Como
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apuntamos en la seccion 2.1, el interés del proceso de aprendizaje radica en la
capacidad predictiva del sistema, esto es, que la hipdétesis h que conjeturamos
clasifique correctamente las instancias que no pertenecen al conjunto de ejemplos.
A la hora de decidir qué conjunto tomamos como hipétesis h tenemos, como es
natural, varias posibilidades. El menor conjunto que podemos tomar es E* y el
mayor conjunto el complementario de E~, E—, pero en general podemos tomar
como posible definicién cualquier conjunto D tal que E- C D C E—. De este
modo aseguramos la clasificacion correcta de los ejemplo conocidos.

A partir de esta formalizacién, el objetivo del Aprendizaje Automatico de
Conceptos se centra en la seleccion de una de las hipdtesis posibles en funcién de
las elecciones realizadas respecto la representacién y el método de bisqueda en
el espacio de hipdtesis.

Supongamos que queremos aprender un concepto de forma incremental, esto
es, tenemos una hipdtesis hy que explica todas las observaciones (positivas y
negativas) realizadas hasta el momento, y encontramos un nuevo ejemplo. Se

tiene una de las siguientes situaciones:
1. El ejemplo es positivo y pertenece a nuestro concepto.
2. El ejemplo es positivo y no pertenece a nuestro concepto.
3. El ejemplo es negativo y pertenece a nuestro concepto.
4. El ejemplo es negativo y no pertenece a nuestro concepto.

En los casos 1 y 4 nuestra definicién explica o cubre ese nuevo ejemplo y no
tenemos que cambiar nada. En el caso 2 tenemos que extender nuestra definicion
hasta cubrir esa nueva observaciéon. Este proceso es el que conocemos como
generalizacion. El proceso dual a la generalizacion es la especializacion y tiene
lugar cuando nos enfrentamos a un caso del tipo 3. En esta situaciéon tenemos
que hacer més pequena nuestra definicién hasta dejar fuera la nueva observacion.

Podemos obtener una vision de la generalizacion y especializacion conside-
rando el espacio de conceptos, esto es, el conjunto de todos los conceptos, par-
cialmente ordenados por la relacién ser subconjunto de. Podemos generalizar un
concepto subiendo por este orden parcial y especializarlo bajando por él.

Un avance en los sistemas de representacion de conceptos lo representé el
teorema de Mitchell sobre espacios de versiones [Mit82]. Se define el espacio de

versiones como el conjunto de todos los conjuntos (conceptos) que contienen a
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los ejemplos positivos y a ningin ejemplo negativo (ver [Mit82]), esto es, una
hipétesis h es consistente con un conjunto de ejemplos D si y sélo si h(x) = ¢(z)

para todo (z,c(z)) € D. Si h es consistente con D lo representamos
Consistente(h, D)

y el espacio de versiones respecto al espacio de hipdtesis H y al conjunto de
ejemplos D, denotado por V.Sy p es el conjunto de hipétesis de H consistentes

con el conjunto de ejemplos D.
VSup ={h € H|Consistente(h, D)}

Es facil ver que este conjunto es convexro para la relacién de contenciéon entre
conjuntos, en el sentido de que dados dos elementos cualesquiera todo elemento
entre ellos pertenece al espacio de versiones. Para enunciar el teorema de Mitchell

necesitamos algunas definiciones previas

Definicién 2.2 Sean hy, y h; dos funciones booleanas definidas sobre un conjunto
X. Entonces h; es mas general que o igual que hy, denotado por hy >4 hy, si'y
solo si

(Vo € X)[(hi(x) = 1) = (hy(x) = 1)]

Estamos ahora en condiciones de definir los conjuntos S y G presentados por
Mitchell en [Mit82].

Definicién 2.3 La cota general G respecto al espacio de hipétesis H y el conjunto

de entrenamiento (ejemplos) D es el conjunto
G ={g € H|Consistente(g, D) A (=3¢ € H)[(¢' >, g) N Consistente(g', D)|}

La cota especifica S respecto al espacio de hipétesis H y el conjunto de entrena-

miento D es el conjunto
S = {s € H|Consistente(s, D) A (—3s" € H)[(s >, ') A Consistente(s’, D)]}

S determina una cota inferior del conjunto de todos los conceptos consistentes
con D. Anélogamente G determina una cota superior. Mitchell demostrd que

ambos conjuntos & y G determinan el espacio de versiones VS p.
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Teorema 2.4 ([Mit82]) Sea U un conjunto de instancias y sea H un conjunto
de funciones booleanas definidas sobre U. Sea c : U « {0, 1} un concepto definido
sobre U y sea D un conjunto de pares (x,c(x)), donde x es una instancia y c(x)

es su imagen por la funcién c¢. Entonces
VSup={he H|(Fs€S)(FgecG)(sChCyg}

El objetivo, como apuntamos antes, es la busqueda del mejor elemento del espa-
cio de versiones. La definicién de mejor dependera del dominio de aplicacién, del
sistema de busqueda en el espacio y del sistema de representacion que elijamos.
Como veremos més adelante, la definicion extensiva de concepto que hemos da-
do no es operativa y necesitamos encontrar lenguajes suficientemente expresivos
para captar las diferencias entre los elementos del espacio de versiones mediante

definiciones intensivas.

2.9 El lenguaje de valores de atributos

Presentamos aqui uno de los lenguajes mas simples que podemos utilizar en los
sistemas de aprendizaje: El lenguaje de los valores de atributos. Més adelante
veremos que la busqueda de sistemas de representaciéon mas expresivos es una de
las motivaciones del nacimiento de la PLI. Este lenguaje describe los ejemplos y
los conceptos en términos de valores de una serie de atributos tales como el color,

el tamano o la forma. Por ejemplo la expresion

tamano = grande v
color = rojo v
forma = cuadrado

denota el concepto de cuadrados grandes rojos.

La misma expresion se usa para describir un elemento de ese concepto, es
decir, un cuadrado grande rojo. Asi, el lenguaje de valores de atributos no dis-
tingue entre ejemplos y conceptos. Tiene la misma potencia expresiva que la
l6gica proposicional. Este hecho de usar la misma representacion para ejemplos
y conceptos se conoce con el nombre de truco de la representacion inica (single
representation trick) [DLCD82]. Como resultado de este truco, comprobar si un
ejemplo pertenece a un conjunto es lo mismo que comprobar si un concepto esta

contenido en otro.



2.9. El lenguaje de valores de atributos 35

La complejidad del aprendizaje depende fuertemente de la complejidad del
lenguaje. Asi si s6lo permitimos la conjuncién en expresiones de valores de atri-
butos, la generalidad entre conceptos se implementa facilmente comprobando que
cada par atributo—valor que ocurra en una expresién ocurre también en la otra.
Generalizar entonces es subir en el orden parcial y dicha generalizacion se realiza

eliminando pares atributo—valor en la conjuncién. Asi, el concepto C4

tamano = grande y
color = rojo y
forma = circulo
contiene al concepto C

tamano = grande y
color = rojo v
forma = circulo y
peso = ligero

y puede ser generalizado al concepto Cs

color = Trojo y

forma = circulo

Anélogamente la especializacion se lleva a cabo anadiendo a la conjuncién
un nuevo par atributo-valor. Asi, si tuviéramos en un momento determinado el

siguiente concepto

color = rojo v

forma = circulo

y consideramos el siguiente ejemplo negativo (esto es, un ejemplo que no debe

pertenecer a nuestro concepto)

tamano = grande y
color = rojo v
forma = circulo

basta anadir a nuestro concepto un nuevo par atributo—valor que no ocurra
en el ejemplo para que éste no pertenezca al nuevo concepto.
Evidentemente la expresividad de este lenguaje es muy limitada. Dos posibles

direcciones para esa generalizacion serian por una parte permitir la combinacion
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de conjunciones y disyunciones es una misma férmula y por otra, la inclusién de
la negacion dentro de las féormulas.

Obviamente una mayor expresividad del lenguaje lleva asociada una mayor
complejidad del proceso de aprendizaje. Los sistemas de aprendizaje buscan el
equilibrio entre ambos extremos. Necesitamos un sistema de representacion que
nos permita una expresividad aceptable, pero que a su vez permita desarrollar

algoritmos con costes computacionales reducidos.

2.10 Hacia un sistema de representacion clausal

La busqueda de sistemas formales de representacién mas expresivos que el lengua-
je de atributos de valores nos lleva a la logica clausal. Este estudio del aprendizaje
automatico mediante el uso del lenguaje y las técnicas de la Programacién Logica
nos conducira a la Programacion Légica Inductiva.

Los conceptos descritos por conjunciones de pares atributo—valor pueden es-

cribirse como clausulas del siguiente modo

conceptol(X) «— rojo(X),
cuadrado(X)

donde el predicado conceptol representa el concepto que debe ser aprendido.
Notese que los atributos no aparecen en la clausula, y que por tanto hemos
perdido informacion del tipo rojo y verde son wvalores del mismo atributo, y por
tanto, mutuamente excluyentes. Si necesitamos esa informacion debemos darla
de forma explicita en el conocimiento base T.

Pueden existir varias clausulas en la definicion de un mismo concepto, por

ejemplo
concepto2(X) <« rojo(X),
cuadrado(X).
concepto2(X) «— wverde(X),
circulo(X).

que corresponde al término del lenguaje de valores de atributos

(color = rojo v
forma = cuadrado) o
(color = verde y

forma = circulo)
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podemos considerar un conjunto de ejemplos representados como cldusulas

unitarias positivas sin variables.

grande(grande_rojo_cuadrado)
rojo(grande_rojo_cuadrado)

cuadrado(grande_rojo_cuadrado)

grande_rojo_cuadrado es una instancia de conceptol, puesto que, como veremos
conceptol (grande_rojo_cuadrado)

puede ser probado. Notaremos como Desc(objeto), a un conjunto de cldusulas

(programa) cada una de las cuales estd compuesto de un unico literal.

j=m

(Utntobjeto)y) o (U {-as(objeto)})

Jj=1

donde objeto es una constante de nuestro lenguaje, los p;(objeto) son todos los
ejemplos positivos en los que ocurre objeto y los ¢;(objeto) son los ejemplos ne-

gativos en los que ocurre.

En general, dado un conocimiento base T y la descripcion de un objeto

Desc(objeto), diremos que un concepto
concepto(X) « condiciones(X)

clasifica un objeto de forma positiva si

T A
Desc(objeto) A ¢ b concepto(objeto)

concepto(X) «— condiciones(X)

En caso de que la demostracion falle, consideramos que la clasificacién es negativa
(Negacién como regla de fallo finito). Evidentemente, nuestro deseo es encontrar
una hipétesis (una definicion del concepto) tal que clasifique correctamente todos
los ejemplos. Partimos de una hipétesis original. Si esta hipdtesis no clasificara

correctamente los ejemplos, pasariamos a especializarla o a generalizarla.
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2.11 Programacion Ldégica Inductiva

La Programacién Légica Inductiva (PLI) es el drea del Aprendizaje de Conceptos
en la que tanto las técnicas como la representacion del conocimiento se basan en
Programacion Logica.

La PLI puede ser definida de manera informal como la intersecciéon entre la
Programacién Légica y el Aprendizaje Automético (S. Muggleton [Mug91]). Del
aprendizaje automatico la PLI toma su objetivo, esto es, el estudio de técnicas
que permitan formular hipdtesis a partir de observaciones (ejemplos) y sintetizar
nuevos conocimientos a partir de la experiencia. De la Programaciéon Logica la
PLI toma su representacién formal, su orientacién seméntica y sus técnicas. Con
el uso de las técnicas de la logica computacional la PLI intenta superar los dos

principales obstaculos que hasta ahora ha tenido el aprendizaje automatico:

1. El uso de una representacion formal limitada, esencialmente la logica pro-

posicional
2. Las dificultades del uso del conocimiento base en los procesos de aprendizaje

En la literatura podemos encontrar muchas definiciones de PLI. Como cualquier
otra disciplina incipiente es dificil de definir y cada autor pone el acento en una
faceta, asi Bergadano y Gunetti [BG95] afirman que la PLI estudia el desarrollo
de programas ldgicos con ayuda de ejemplos. Siguiendo a Flach [Fla92a], podemos
definir la Programacion Légica Inductiva como el proceso de ampliar una teoria
parcial T' con una hipdtesis inductiva H tal que la teoria ampliada ezpliqgue un
conjunto de ejemplos F.

Nada Lavrac y Luc De Raedt [LR95] afirman que la PLI puede definirse como
el area de investigacion en la interseccién del Aprendizaje Automatico y la Logica
Computacional cuyo principal objetivo es el desarrollo de teorias y algoritmos
practicos para el aprendizaje inductivo de programas logicos.

Al igual que ocurre con otras ramas del Aprendizaje de Conceptos, estos sis-
temas buscan una definicién (expresada, en este caso, como programa légico) que
permita clasificar las observaciones realizadas, definicién que se vera reforzada si
futuras observaciones son consistentes con dicha clasificaciéon. Si por el contra-
rio las nuevas observaciones no coinciden con la clasificacion esperada, nuestra
definicién debe ser modificada.

El sistema no solo debe clasificar correctamente instancias ya observadas, sino

que debe ser capaz de extraer las propiedades que caracterizan una determinada
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clasificacién y usar ese criterio para clasificar instancias no observadas. Como
hemos visto (Seccién 2.1), es precisamente esta capacidad predictiva el principal
objetivo de un sistema de aprendizaje.

A los métodos que parten de una explicacién muy pobre (puede ser vacia) que
debemos ir generalizando los llamamos métodos ascendentes. Esta primera ex-
plicacién (o hipdtesis) suele corresponder con el conjunto vacio. Si identificamos
el concepto que queremos definir con el conjunto de sus instancias, esta primera
hipotesis clasifica negativamente todos los elementos del universo. Si conoce-
mos algin ejemplo positivo debemos generalizar la hipotesis, para que clasifique
positivamente este ejemplo, esto es, debemos hacer la hipotesis mas general.

A los métodos en los que partimos de una explicacién muy general, que iremos
haciendo mas especifica con el uso de los ejemplos, los llamamos descendentes.
Es el caso dual del anterior. Podemos empezar por una hipotesis que cubra todas
las instancias del universo. Si conocemos un ejemplo negativo, nuestra hipdtesis
debe hacerse mds especifica, para que no cubra el ejemplo negativo.

Antes de presentar formalmente el problema general inductivo que intenta

resolver la PLI tenemos que considerar los siguientes tres lenguajes:
e Lo : Ellenguaje de las observaciones (ejemplos)
e Lp : El lenguaje del conocimiento base
e Ly : El lenguaje de las hipdtesis

En una primera aproximacion, el problema que intenta resolver la PLI es el si-
guiente: Dado un conjunto consistente de ejemplos u observaciones O expresado
en el lenguaje Lo y un conocimiento basico B consistente expresado en Lp, en-

contrar una hipotesis H expresada en Ly tal que
BANHFO
Veamos un ejemplo tomado de [LD94].

Ejemplo 2.5 Supongamos que queremos encontrar una definicién para la rela-
cién hija(X,Y’) que se verifica si la persona X es hija de la persona Y. Para
ello contamos con ejemplos positivos y negativos del predicado hija/2 asi co-
mo definiciones correspondientes a las relaciones mujer/1 y progenitor/2 que

actian como conocimiento base (Fig. 2.2) . Supongamos que el lenguaje para las



40 Capitulo 2. Preliminares

Conjunto de entrenamiento Conocimiento base
hija(maria,ana) @ progenitor(ana,maria) | mujer(ana)
hija(eva,tomas) & progenitor(tomas,eva) | mujer(maria)
hija(tomas,ana) © progenitor(ana,tomas) | mujer(eva)
hija(eva,ana) S

Figura 2.2: Ejemplo
hipotesis nos permite expresar la siguiente clausula
hija(X,Y) «— mujer(X), progenitor(Y, X)

Esta hipdtesis clasifica correctamente los ejemplos con ayuda del conocimiento
base. Dependiendo del conocimiento base y de las restricciones sobre el lenguaje

de las hipétesis, también podremos encontrar hipétesis con mas de una clausula

hija(X,Y) «— mujer(X), padre(Y, X)
hija(X,Y) «— mujer(X), madre(Y, X)

En la literatura podemos encontrar distintas clasificaciones de los sistemas PLI
basandonos en los criterios mas variados, como la separacién en métodos ascen-
dentes o descendentes que antes comentamos, pero en general, estas clasificaciones
suelen tener un sentido pedagdgico y la tendencia es a desarrollar sistemas mixtos
en busca de la eficiencia. A modo de ejemplo, De Raedt y Bruynooghe [DB92]

clasifican los sistemas de la siguiente manera:

Progamacién Légica Inductiva Empirica dentro de la cual entrarian siste-
mas como FOIL [Qui90], LINUS [LDG91] o GOLEM [MF90] las cuales
aprenden la definicion de una tnica relacion a partir de una gran cantidad

de ejemplos de forma muy eficiente mediante calculos heuristicos.

Programacion Loégica Inductiva Interactiva entre los que podemos consi-
derar los sistemas MIS [Sha83], MARVIN [SB86] y CLINT [DRB89, DR91]
que aprenden definiciones de multiples relaciones a partir de pocos ejemplos

y consultas al ordculo (el usuario).

Antes de pasar a ver como se resuelve el problema veamos qué problema quere-
mos resolver. Tenemos que interpretar el problema para fijar, de forma decla-

rativa, unos objetivos. Existen dos interpretaciones fundamentales denominadas
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semantica normal y semdntica no monotona. La primera es la que siguen la in-
mensa mayoria de los sistemas de PLI, sobre todo en su versién para programas
definidos, la semantica definida. La segunda, la semantica no mondtona, podemos
encontrarla en Helft [Hel89], De Raedt y Dzeroski [RD94], la tesis de Dzeroski
[D95] o en Flach [Fla92a, Fla94, Fla95].

Para la presentacion de la semdntica normal seguimos [MDR94].

Definicién 2.6 (Semadntica normal) En esta formalizacion se permite que los
ejemplos, hipétesis y conocimiento basico estén compuestos por férmulas de pri-
mer orden. Dados un conocimiento bdsico B, dos conjuntos de ejemplos ET y
E~, el objetivo es encontrar una hipotesis H tal que se verifiquen las siguientes

condiciones:
e Consistencia a priori BA E~ =[O
e Consistencia a posteriori BAH A E~ £
e Necesidad a priori B [~ E
e Suficiencia a posteriori BAH = ET

Al criterio de suficiencia a posteriori se le llama a veces completitud con los
ejemplos positivos y al de consistencia a posteriori se le llama consistencia con
los ejemplos negativos.

En muchos sistemas de PLI sélo se permite que el conocimiento base y las
hipétesis sean clausulas definidas, asi como que los ejemplos sean atomos cerrados.
En este caso el problema de la semantica es mucho mas sencillo, puesto que

entonces la teoria clausal T tiene un menor modelo de Herbrand M (7).

Definicién 2.7 (Semaéntica definida) Aqui los criterios que deben verificarse

son los siguientes:

e Consistencia a priori Todo e € E~ es falso en M*(B), i.e.,

E-nM*YB)=10

e Consistencia a posteriori Todo e € E~ es falso en MT(B A H), i.e.,

E-NMY(BAH)=10
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e Necesidad a priori Algiin e € E™ es falso en M*(B), i.e.,

ET ¢ M*™(B)
e Suficiencia a posteriori Todo ¢ € E* es verdadero en M (B N\ H), i.e.,

E* C M*(B A H)

En la literatura podemos encontrar distintas variantes de estas definiciones. Asi,
Nienhuys-Cheng y de Wolf en [NCAdW97] consideran que en la seméntica normal
el conocimiento basico y los ejemplos deben ser clausulas. Incluso Muggleton y
De Raedt, en [MDR94], distinguen el subcaso de la seméntica definida en que los
ejemplos son atomos sin variables.

El segundo gran grupo de sistemas se engloban dentro de la semantica no
monétonat. El término “no mondtono” fue introducido por Helft [Hel89] para
enlazar estos sistemas con otras formas de razonamiento no mondétono, debido
a su relacion con la Hipétesis del Mundo Cerrado y sus variantes. Los sistemas
que siguen esta semdntica tienen en comun que la teoria aprendida no implica
los ejemplos positivos, sino que determinan un conjunto de relaciones que son
ciertas para el conjunto de ejemplos. Aqui los ejemplos son interpretaciones de
Herbrand. El dato de entrada es un conjunto Z* de interpretaciones de Herbrand
que son ejemplos positivos y un conjunto Z— de ejemplos negativos. El objetivo
es encontrar un conjunto de clausulas que sean vélidas en todos los ejemplos po-
sitivos y ninguno de los negativos. Se puede ver cada interpretacién de Herbrand
como la “descripcion”de una situacion y el objetivo que exprese regularidades en
los ejemplos positivos. Si M™ representa el conjunto de ejemplos positivos y H
es el conjunto de clausulas que representa la teoria aprendida, deben verificarse

los siguientes criterios:
e Validez: Toda h € H es vélida en toda interpretacién de M

e Completitud: Siuna cldusula c es vélida en toda interpretaciéon de M*(B)

entonces H = ¢

e Minimalidad: No existe ningtin subconjunto propio G de H que sea valido

y completo.

4Para la presentacién de la semdntica no mondtona seguimos [NCAW97, MDR94].
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La condicion de validez asegura que todas las clausulas de H reflejan propiedades
de los datos. La condicion de completitud garantiza que toda la informacion
valida en el conocimiento base esta codificada en el conjunto hipdtesis. Por

ultimo, el criterio de minimalidad evita la existencia de clausulas redundantes.

2.12 Un algoritmo general de PLI

Estamos ahora en condiciones de presentar un algoritmo general de la PLI. En
1992 De Raedt y Bruynooghe [DRB92| presentaron un algoritmo general deno-
minado GENCOL (GENeric COncept—Learning) en el que hacian abstraccién de
los principales sistemas de PLI que existian hasta el momento. El algoritmo de
la figura 2.3 estd tomado de [MDR94] y estd basado en GENCOL.

Comenzar:QH
Repetir:
Borrar H de QH
Elegir las reglas de inferencia rq,...,7, que se van a aplicar sobre H
Aplicar las reglas de inferencia elegidas y obtener Hy, ..., H,
Anadir Hy,..., H, a QH
Podar QH
Hasta que QQH satisfaga los criterios de parada

Figura 2.3: GENCOL

Este algoritmo general parte de un conjunto inicial de hipotesis QH que de-
pendera de la implementacion que tomemos y sobre el que se llevaran a cabo una
serie de operaciones hasta que el conjunto verifique los criterios de parada. Los
métodos ascendentes empiezan con una hipotesis muy especifica, generalmente la
hipétesis vacia, a partir de la cual vamos generalizando. Los métodos descenden-
tes parten de una hipotesis muy general que debemos especializar con el uso de

operadores. Las operaciones sobre () H son las siguientes:

1. Borrar. Los pasos dados en esta operacion vienen marcados por la estrategia
de busqueda en el espacio de hipotesis. Al contrastar la hipdtesis actual con
el conocimiento base y los ejemplos observamos que ciertas clausulas deben

ser eliminadas (y posiblemente sustituidas por otras).
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2. Elegir, Aplicar y Afadir. En estos pasos el sistema determina qué operadores
deben ser aplicados para transformar la hipétesis actual, los aplica y anade

al programa las clausulas obtenidas.

3. Podar. El uso de los distintos operadores aumenta el tamano del espacio de
busqueda, por lo que son necesarios mecanismos que nos permitan eliminar

clausulas antes de aplicar los criterios de parada.

En general seria deseable encontrar una hipotesis que cubriera todos los ejemplos
positivos y ninguno de los negativos. En los problemas de la vida real el conjunto
de ejemplos puede tener ruido (noise)y se considera suficiente que la hipétesis

cubra un porcentaje de ejemplos suficientemente alto para detener el proceso.

2.13 Abduccién y PLI

A mediados de los ochenta se empez6 a considerar timidamente el problema de
la abduccion desde la Programacion Logica y ha dado pie a dos campos de in-
vestigacién: el primero bajo el nombre de Programacion Légica Abductiva
[Pau93, KKT93]) y la segunda conocida como Programacién Légica Induc-
tiva. Las fuentes de las que bebe esta memoria de investigacion son las de la
Programacion Logica Inductiva, y los matices que diferencian la PLI de la Progra-
macién Logica Abductiva caen fuera del alcance de esta memoria. Sélo destacar
que en muchas ocasiones las diferencias son relativas mas a la terminologia que al
objetivo en si mismo. La relacion entre ambas aproximaciones ha sido estudiada
en profundidad por P. Flach y A. Kakas (p.e. [FK00c, FK00a] o [FK98]). En el
2000, Flach y Kakas editaron una coleccién de ensayos de varios autores [FK00b]
sobre la relacion e integracion de la inducciéon y la abduccion.

La implementacion de las distintas técnicas mediante las cuales buscamos
una ezplicacidn para las observaciones (abduccién) se conocen en la literatura
como reglas de inferencia inductivas. Estas reglas de inferencia son en realidad
operadores mediante los cuales llevamos a cabo el proceso de aprendizaje. Estos
operadores pueden ser ascendentes o descendentes segun generalicen o especialicen
una determinada hipétesis.

Muggleton y De Raedt [MDR94| relacionan generalizaciéon con induccién y
especializacién con deduccién, de forma que para ellos induccién y deduccién son

conceptos inversos. Declaran, a su vez, que adoptan esta postura, pese a ser
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muy controvertida, porque ofrece la posibilidad de tratar la induccién de forma
operativa.

Dedicaremos las siguientes secciones a presentar algunas de las técnicas que
se llevan a cabo para intentar resolver el problema de la abducciéon en Progra-
macién Loégica Inductiva, esto es, como generar esas hipdtesis que expliquen las

observaciones.

2.14 Inversion de resoluciéon

Los primeros operadores que vemos son un tipo de reglas inductivas presentadas
por Muggleton y Buntine en [MB88] para la inversion de resolucion. Las reglas
de inferencia utilizadas para ello son de dos tipos, los denominados V-operadores
y los W~ operadores. Veamos ahora cémo se computan®.

V—-operadores

Recordemos por un momento la regla de inferencia resolucion [Rob65] que
queremos invertir. Dadas dos clausulas C; y C5 con las variables separadas,
consideramos dos literales L y Ly de C; y C5 respectivamente, tales que exista
un unificador de maxima generalidad 6 de =L, y Ly. Podemos probar que existen
dos sustituciones 6, y 6 tales que 8 = 6,05 y = L0, = Lsf>. A partir de ahi

podemos inferir una nueva clausula

La figura 2.4 muestra esqueméaticamente un paso de resoluciéon. La resolucién
deriva la clausula C' en el vértice de la V a partir de las clausulas C; y Cs de los
brazos.

Para la presentacion de los V—operadores necesitamos dos clausulas Cy y Cs
arbitrarias (no necesariamente cldusulas de Horn), que puedan ser resueltas me-
diante los literales L; (positivo) y Lo (negativo), esto es, que existan dos literales

Ly y Ly en C y C5 respectivamente y unas sustituciones #; y 6, tales que
L1601 = Labs

Necesitamos imponer la llamada asuncion de separabilidad (separability assump-

tion) que exige que (C7 — {L1})01 y (Co — {L2})0s no tengan literales en comun.

®Los detalles de esta presentacién estan tomados de [LN92].



46 Capitulo 2. Preliminares

CleU{Ll} CQZBU{LQ}

01 05

C:A91UBQQ

Figura 2.4: V-operador

Mediante una facil manipulacién de la ecuacién 2.1 podemos obtener®

El proceso de obtener Cs a partir de C'y C; se denomina absorcion. De forma
analoga se describe el proceso de obtener C; a partir de C' y Cy conocido como

identificacion. La ecuacion 2.2 contiene cuatro variables desconocidas Ly, Lo, 64

L qg— A p— A B
Absorcion: | pp—
Identificacién: £ — 4, B p=Ayq

q<— B p—Aq

Figura 2.5: V-operadores

y 05, Las posibles elecciones de valores para estas variables van a determinar el
enorme tamano del espacio de hipdtesis.
El sistema CIGOL [MB88] presentado por Muggleton y Buntine asumia que
C} era una cldusula unidad, i.e., C; = {L;}, por lo que Ly = —~L,6,6,*. Con esto
la ecuacién (2.2) queda
Cy = (CU{=L1})0,65" (2.3)

6Dados un término ¢ y una sustitucién 6, existe una tinica sustitucion inversa tal que t09~1 =
t. Ver [MB92] para los detalles.
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y por tanto la indeterminacién viene dada por las posibles elecciones de 6 y 65"
W-—operadores
Las otras dos reglas de inferencia para la inversién de resolucién son la in-
terconstruccion y la intraconstruccion, que reciben el nombre conjunto de W-
operadores. Su estudio no es tan sencillo como el de los V- operadores, ya que
estas nuevas reglas de inferencia introducen en el lenguaje un nuevo simbolo de
predicado, por lo que forman parte de un problema mas general de la PLI deno-

minado invencion de predicados’.

4 A Cy

Figura 2.6: W-operador

Combinando juntos dos V—operadores obtenemos un W-operador (ver figura
2.6). Consideramos que las clausulas C, Cy resuelven con la cldusula A mediante
el literal L y dan como resultado las cldusulas B; y B,. El objetivo de los W—
operadores es construir C7, Cy y A a partir de B; y Bs. El W—operador se
denomina intra—construccion cuando L es negativo e inter—construccion cuando

L es positivo.

p<—AaB pHA,C
q—AB p—Aq q—AC

Intra—construccion:

p—ADB q—AC
p—r,AAB r—A q<rAC

Inter—construccion:

Figura 2.7: W-operadores

"Un estudio en profundidad sobre la invencién de predicados en PLI la podemos encontrar
en los trabajos de I. Sthal (p.e [Sta93, SW94, Sta94, Sta95] o en Muggleton [Mug94] o en Ling
[Lin91].
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Puesto que hacemos resolucién con A y Cy y con A y Cy para obtener By y By
sobre el mismo literal L, puede ocurrir que el simbolo de predicado de L no ocurra
en B; ni en By. Por tanto, si queremos obtener C, Cy y A a partir de By y Bs
tendremos que dotar al sistema que la capacidad de inventar predicados.

El sistema CIGOL tiene implementada una forma restringida de intra-cons-

truccion en la cual las clausulas C; constan de un tunico literal.®

2.15 Negacion como regla de fallo

Otra de las soluciones al problema de la abduccién es la presentada por Kakas et
al. en [KKT93] donde usan la SLDNF-resolucién como técnica de abduccién®.

La idea es la siguiente: Cuando una SLDNF-derivacion falla al intentar uni-
ficar un literal seleccionado, un subobjetivo, con la cabeza de una clausula, ese
subobjetivo puede ser considerado como una hipétesis H, puesto que si ampliamos
el programa con esa hipotesis H la derivacién podria continuar.

Veamos un ejemplo

Ejemplo 2.8 Supongamos que tenemos un programa P con una sola clausula:
mortal(X) < hombre(X)
y realizamos la siguiente observacién O:
mortal(Sdcrates) —

nuestra intencién encontrar una hipdtesis H tal que P U H = O. Para ello

intentamos encontrar una refutacién a partir del objetivo G:
— mortal(Sdcrates)

Puesto que P [~ O, no podemos encontrar una refutacion de P U {G}, por
lo que las derivaciones o son infinitas, o terminan en una clausula cuyo literal
seleccionado no unifica con la cabeza de ninguna clausula del programa. FEn

nuestro caso, mediante la unificacién ¢ = {X/Sdcrates} del literal del objetivo

8Ver [MB92] para los detalles.
9La idea ya aparece en Cox y Pietrzykowski [CP86].
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con la cabeza de la clausula del programa tenemos
«— hombre(Sdcrates)

y la derivacién termina ahi, puesto que el literal hombre(Sdcrates) no unifica con
la cabeza de ninguna clausula del programa por lo que esa derivacion falla. La

solucion propuesta por Kakas et al. es considerar como hipétesis H la clausula
hombre(Sdcrates) «—

y con esto PUH = O, esto es, si sabemos que todo hombre es mortal y vemos que

Sécrates es mortal, podemos suponer que esto ocurre porque Socrates es hombre.

2.16 Subsunciéon

El cuerpo principal de la presente memoria se basa en el estudio de operadores de
aprendizaje basados en la relaciéon de subsuncién y de consecuencia y las nocio-
nes basicas relacionadas con la relacién de subsuncién entre clausulas podemos
encontrarlas en el apéndice A, no obstante hacemos aqui una breve resena.

La relacién de subsuncién entre cldusulas fue estudiada por Plotkin [Plo70,
Plo71] antes de que existiera la Programacién Logica. Segin su definicién, deci-
mos que la cldusula C; —subsume (o simplemente subsume) a la clausula Cs si
existe una sustitucién 6 tal que C10 C C5. En tal caso diremos que C] es una
generalizacién de Cy (y Cy una especializacién de C) bajo subsuncién. Nétese
que si C7 f—subsume a Cy entonces C; = Cy. La otra implicacién no es cierta,

como ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.9 Sean C] y (5 las siguientes clausulas

C1 = {p(f(X)), ~p(X)}
Cy = {p(f(f(Y))), ~p(Y)}

Se tiene que C] = Cy, pero no existe ninguna sustitucién 6 tal que C16 C Cs.

Plotkin [Plo70] dio un algoritmo, ya clésico, de construccién de la menor genera-

lizacién general bajo subsuncion de dos clausulas dadas C; y Cb:
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Sea ¢ : TERM x TERM — V una biyeccién'®. Calculamos con ayuda de ¢ la

mgg de dos términos

flmgg(si,t1),...,mgg(sp,tn)) si  s= f(s1,...,8n)
mgg(s,t) = y oot=f(ty,... tn)
o(s,t) en otro caso

La mgg de dos atomos

p(mgg(s1,t1),...,mgg(Sn,tn)) st $=p(s1,---,8n)
mgg(s,t) = y  t=pty,... tn)
No definida en otro caso

El mgg de dos literales se define de manera natural y por ultimo la mgg de dos

clausulas C7 y Cs se define

mgg(C’l,C’g) = {mgg(Ll,Lg) : L1 c Cl, L2 & Cg}

2.17 Subsuncidn relativa

Plotkin, en su tesis doctoral [Plo71] extiende la nocién de subsuncién entre

clausulas a la subsuncion relativa. En primer lugar define las c-derivaciones

Definicién 2.10 Una derivacion basada en resolucién D de la clausula C' a partir
de la conjuncién de clausulas T' es una c—derivacion si cada clausula de T" aparece

a lo sumo una vez en D.

Veamos ahora cémo se define la subsuncion relativa.

Definicién 2.11 Diremos que la conjuncion de clausulas T subsume relativa-
mente a la clausula C' si existe una c—derivacion de una clausula D a partir de T

tal que D subsuma a C'.

Podemos definir por tanto la menor generalizacion general de dos clausulas rela-

tivas a un programa.

10La eleccién de una u otra biyeccién ¢ es irrelevante, puesto que la mgg es tnica salvo
renombramiento de variables.
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Definicién 2.12 Dado un conocimiento base K, la menor generalizacion general
relativa de las cldusulas Cy y Cs, mggri(Ch, Cs), es el supremo de Cy y Cy en el

orden establecido por la subsuncion relativa.

Plotkin prob6 que la mggr de dos clausulas no es necesariamente finita, no obs-
tante, Muggleton y Feng [MF92] prueban que con determinadas restricciones
sobre el lenguaje, (la ij-determinacién) se puede construir una mggr finita de
dos clausulas. Esta técnica del calculo de subsuncion relativa es la base de su

sistema GOLEM. Ilustramos esta técnica con un ejemplo tomado de [LD94]:

Ejemplo 2.13 Dados los ejemplos positivos

e1 = hija(maria, ana)

es = hija(eva,tomas)

y el conocimineto base B del ejemplo 2.5, la menor generalizacion general de e;

y ey relativa a B se computa como

mggrs(e, e2) = mgg((er — K)(ex — K))
donde K es la conjuncién de literales

progenitor(ana, maria) A progenitor(ana,tomas) A
progenitor(tomas,eva) A mujer(ana) A

mugjer(maria) A mujer(eva)

Después de eliminar los literales irrelevantes (ver [MF90]) el sistema GOLEM
encuentra

hija(X,Y) «— mujer(X), progenitor(Y, X)

2.18 Inversién de implicacion

El orden de generalidad natural en PLI es el orden de subsuncién, pese a que,
como hemos visto, si C y Cs son cldusulas y C} subsume a C5 entonces C; = Cy
y la implicacién inversa no es cierta. La razon es simple: La subsuncién en-
tre cldusulas es decidible, mientras que la implicacién no lo es [SS88, MP92].
Ademas, la cuestion de saber si dos clausulas de Horn tienen una menor genera-

lizacion bajo implicacion en el conjunto de las clausulas de Horn ha sido resuelta
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negativamente, lo que anade una nueva dificultad al disenio de algoritmos. El

siguiente ejemplo esta tomado de [MDR94].

Ejemplo 2.14 Consideremos las cldusulas siguientes

C1 = p(f(x)) < p(x) Dy = p(f(f(x))) < p(x)
Cy = p(f(f(y))) « p(x) Dy = p(f(f(f(x)))) < p(x)

Se tiene que Cy | {Di, Dy} y Cy = {D1, D2} vy ademas, cualquier cldusula de
Horn que sea mas especifica que C7 o Cy no implica simultdneamente Dy y Ds.
Asi Cy y Cy son ambas minimas generalizaciones bajo implicacion de { Dy, D }.
Puesto que C} y C5 son incomparables bajo implicacién, no existe la menor
generallizacion bajo implicacion de { Dy, Dy} en el conjunto de cldusulas de Horn.

No obstante, Muggleton y Page probaron en [MP94] que la clausula

C = {p(f(2)), p(f(f(x))), ~p(x)}

es la menor generalizacion bajo implicacion de {Dy, Dy}.

Estas limitaciones no han impedido que S. Muggleton tome la inversiéon de impli-
cacién como base para su sistema Progol [Mug95] en el cual se imponen fuertes
restricciones sobre el lenguaje. La idea es generar sélo la hipdtesis mas especifica

bajo implicacién dentro del lenguaje permitido.

2.19 Otros aspectos de la PLI

En las secciones anteriores hemos presentado algunas de las técnicas usadas en
PLI para buscar una explicacion a las observaciones con ayuda de un concimiento
base. Por supuesto, existen mas técnicas de abduccion. No hemos comentado,
por ejemplo, la subunificacion de [LM92] o la bisqueda con el uso de patrones
del sistema RDT [KW92] integrado en Mobal [MWKE93].

La lista de sistemas estd en continuo crecimiento y cada sistema pone el énfasis
en un determinado aspecto de la busqueda de expliciones. Asi, para el estudio
y diseno de sistemas PLI tenemos que tener en cuenta aspectos generales que se
engloban bajo el nombre de sesgo.

Segin Utgoff y Mitchell [UMS82] el sesgo es todo aquello que influye en los
procesos de inferencia inductiva a partir de la evidencia. El concepto de sesgo en

PLI es amplio, pero de manera genérica podemos hablar de dos tipos de sesgo:
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el sesgo declarativo, que define el espacio de hipdtesis que debe ser considerado
en el proceso de aprendizaje y el sesgo preferencial, que determina como buscar
en el espacio. Estas elecciones en el diseno del sistema de aprendizaje en las
que hacemos suposiciones a priori sobre la naturaleza del concepto que debemos
aprender son cruciales en el proceso de aprendizaje, hasta el punto que, como
afirma Mitchell en [Mit97] (p. 42): “Un sistema de aprendizaje que no hace
suposiciones a priori respecto a la identidad del concepto objetivo no tiene base
racional para clasificar instancias no observadas”.

Otros aspectos como la “capacidad de aprender” (learnability), cuyo marco va
mucho més alla del aprendizaje basado en légica clausal también tiene interés
dentro de la PLI. Las dos principales aproximaciones al problema son la iden-
tificacion en el limite de Gold [Gol67] y el aprendizaje PAC de Valiant [Val84].
Podemos encontrar diversos resultados sobre la capacidad de aprender de los sis-
temas en trabajos de De Raedt y Bruynooghe [RB92], Banerji [Ban87], Kietz
[Kie93] o Cohen [Coh93]. Otros aspectos pueden ser la invencion de predicados
(ver secci6n 2.14) o el manejo de datos con ruido (p.e. en [Fir93, Fiir94, GLO1]).

Como vemos, podemos abordar el problema de la PLI desde muchos puntos
de vista: Podemos poner el acento en el estudio de los procesos abductivos e
intentar reproducirlos en las maquinas basandonos en una representacién clausal,
podemos estudiar propiedades generales de los algoritmos ya existentes inten-
tando modelar sus limitaciones y capacidades como sistemas de aprendizaje, etc.
Otras aproximaciones centran sus esfuerzos en la bisqueda de nuevos algoritmos o
depuracion de los ya existentes con el objetivo de reducir costes computacionales.

Por 1ltimo, destacar el enorme éxito que han tenido los sistemas PLI en
problemas del mundo real y la creciente lista de dominios de aplicacién donde se
estd usando con éxito, en campos como la biologia (p.e. [KK01, KKCDO00, KS95] o
[TMSO01]), procesamiento del lenguaje natural (p.e. [Kaz99, KME99]) o ingenieria
[D1J94, Fen92, Pop98]|, por citar algunos™!.

1S, Dzeroski y L. Todorovski mantienen una pédgina sobre aplicaciones de la PLI en
http://www-ai.ijs.si/~ilpnet2/apps/index.html.
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Capitulo 3
Operadores clausales

El objetivo de la PLI es encontrar un programa légico que clasifique las instan-
cias observadas de acuerdo con un conocimiento base. Para ello, partimos de
un programa al que vamos aplicando sucesivas transformaciones. Como hemos
visto, una de las técnicas basicas de los sistemas PLI es la transformacién de una
clausula en otra mediante el uso de un operador. Después de sucesivas trans-
formaciones de las clausulas del programa inicial se espera que la sucesion de
programas obtenida converja, en algin sentido, al programa objetivo.

Una de las posibilidades para esta transformacion es la aplicacién de un ope-
rador de refinamiento a una tnica clausula y el estudio de la influencia que este
cambio tiene sobre el comportamiento del programa. En el presente capitulo
estudiamos estos operadores de refinamiento y proponemos la definiciéon de un
operador clausal donde cada operador se define como una aplicacién del conjunto

de cldusulas C en si mismo con las siguientes caracteristicas:

e Dada una clausula C obtenemos como imagen de C' una tunica clausula,
esto es, el operador de refinamiento es una funcién de C en C en sentido

matematico.

e Una vez fijado el operador, dada cualquier clausula C', podemos encontrar de
manera efectiva la cldusula resultante de aplicar el operador sobre C. Esto
representa una ventaja desde el punto de vista computacional respecto a
otras aproximaciones, puesto que, como describimos en el apéndice A, en los
operadores clausales descritos por Nienhuys—Cheng [NCAdW97, vdLNC9§|
la imagen de una clausula por el operador era un conjunto de clausulas

posiblemente infinito.

95
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e Otra ventaja esta relacionada con la composicion de operadores. Al ser el
operador una aplicaciéon de C en C y poder conocer de manera explicita la
imagen de cualquier clausula, la composicion de operadores también es una
aplicacion de C en C y podemos conocer y computar cual es el resultado de
aplicar de manera sucesiva varios operadores a una clausula. Esto esta en
contraposicién con la dificultad en el manejo de las definiciones de operador
de refinamiento en las que la imagen de una clausula es un conjunto de
clausulas y resulta dificil saber si una clausula D pertenece o no a la imagen

de una clausula C tras aplicar varios operadores de refinamiento.

Al final del capitulo veremos que con nuestra definicion obtenemos la maxima
capacidad expresiva que podemos esperar en un operador clausal, esto es, da-
das dos clausulas cualesquiera C'y D, podemos hacer sucesivas manipulaciones
sintacticas, cada una de ellas asociada a un operador, de manera que partiendo
de C' obtengamos D. Dicho de otro modo, si QP es el conjunto de los operadores
clausales, QP* es el cierre por composicion de OP y C' y D son dos clausulas
cualesquiera, entonces existe f € OP* tal que f(C) = D.

Este resultado nos permite afirmar que si buscamos operadores clausales de
C en C ntiles para el Aprendizaje Automatico no tenemos que buscar fuera de
OP*. En capitulos posteriores definiremos un subconjunto apropiado de OP* con
el que caractericemos las relaciones entre clausulas que nos permita formalizar la

relacién “mds general que” esenciales en PLI.

3.1 Definiciones basicas

Dedicamos esta seccion a fijar la notacion y las definiciones béasicas que usaremos a
continuacién. Cualquier otra definicién puede encontrarse en [L1087] o [NCdW97].

En toda la memoria consideramos un lenguaje de primer orden £ numerable
con al menos un simbolo de funcién. Var es el conjunto de sus variables, Pred
el conjunto de sus simbolos de predicado, Term el conjunto de sus términos,
Lit el conjunto de literales formados con simbolos del lenguaje y B, la base de
Herbrand del lenguaje. En esta memoria no estamos interesados en el significado
procedural de las clausulas y no consideramos el orden entre sus literales, esto es,

clausulas como

padre(x,y) < progenitor(z,y), hombre(x)
padre(z,y) < hombre(x), progenitor(z,y)
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se consideran iguales, por tanto definimos una cldusula como un conjunto finito
de literales. Denotamos por C el conjunto de todas las clausulas. Un programa es
un conjunto finito no vacio de clausulas no vacias. Denotaremos por P el conjunto

de todos los programas.

Una cldusula definida es una clausula que contiene un literal positivo y cero
o mas literales negativos. Un programa definido es un conjunto finito no vacio de

clausulas definidas.

Si C'={A,—By,...,nB,} es una cldusula definida el operador T de conse-
cuencia de Kowalski y van Emden [VK76] es una aplicacién T¢ : 282 — 25z tal

que si I C B, entonces
Tc ={A" € B;|A < Bj,...,B,, € Bas(C) N{By,...,B,, CI}}

donde Bas(C) es el conjunto de todas las instancias bésicas de C. De manera
analoga, si P es un programa definido el operador Tp de consecuencia es una

aplicacién Tp : 282 — 282 tal que si I C B, entonces
Tp={A €B;|3A — B,...,B. € Bas(P) A {Bl,..., B, C I}}

donde Bas(P) es el conjunto de todas las instancias basicas de cldusulas de P.

Si A es un conjunto, entonces P A es el conjunto de sus partes y | A| representa
el cardinal del conjunto. De este modo, denotamos por |C| al nimero de literales

de la clausula C'. Si f y g son aplicaciones, g o f es la composicién de f y g.

Una relacién binaria sobre un conjunto es un quasi-orden si verifica las pro-
piedades reflexiva y transitiva. Si la relacion verifica las propiedades reflexiva,

simétrica y transitiva entonces es una relacion de equivalencia.

Sea S C Var un conjunto finito de variables. Una sustitucion es una aplicacién
0 :S — Term tal que (Vx € S)[z # 0(x)]. Usamos la notacién usual 6 = {z/t :
x € S}, (donde t = 0(x), 0 6 =t). Un par =/t se llama un enlace. El conjunto S
es el dominio de 0 y se representa por Dom(6). Consideraremos de manera natural

la extensién de la definicion de sustituciéon a términos, literales y clausulas.

La sustitucion vacia la representamos, como es habitual, por €. Diremos que
una sustitucion es elemental si esta formada por un tinico enlace, esto es, si es de
la forma 6 = {x/t}. Como es usual, usaremos la expresién umg para referirnos al

unificador de maxima generalidad.
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Un renombramiento es una sustitucion inyectiva 6 tal que
(Vo € Dom(0)) [z60 € Var]

Si A es un atomo, diremos que los literales A y = A son complementarios.

Sean L1, Lo dos literales. Se dice que L; es una instancia de Lo, si existe una
sustituciéon @ tal que L; = Lsf. Si 6 es un renombramiento de variables y L un
literal, entonces decimos que L# es una variante de L y que L y L6 son variantes.
Andlogamente, si C' es una cldusula y 6 un renombramiento, C0 = {L8| L € C'}
es una variante de C'y diremos que C'y C'f son variantes.

En nuestra definicién de los operadores usaremos inserciones y sustituciones
de términos. En ellas el simbolo de predicado y signo de un literal no variaré,

por lo que sera 1til la siguiente definicién.

Definicién 3.1 Sea L un literal. Se define par(L) = (p, s) donde p es el simbolo
de predicado de L y s su signo (+) o (—). Si C' es una cldausula. se define

SP(C)={par(L)|L € C}

Por iltimo, se define el conjunto SP como el conjunto de todos los pares que se

pueden formar con los simbolos de predicado del lenguaje dado.

El siguiente lema es una adaptacién del lema 2.5 de [Apt97].

Lema 3.2 Sean Ly y Lo dos literales. L, es una variante de Ly si y solo si Ly es

una instancia de Ly y Lo es una instancia de L.

3.2 Motivacion

Como vimos en el capitulo 2, una de las técnicas de abduccién usadas en la imple-
mentacién de sistemas PLI es la transformacién de una cldusula en otra mediante
el uso de un operador. Se espera que después de sucesivas transformaciones de las
clausulas, el programa inicial converja, en algin sentido, al programa objetivo.
Desde un punto de vista general, las técnicas de abduccién usadas en PLI pueden
verse como transformaciones resultantes de aplicar un operador que nos lleva una
clausula en otra. Veamos con un par de ejemplos cémo dos herramientas basicas

en PLI pueden verse bajo este punto de vista.
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C1 = {p(h(a))} Cy = {q(x,y), (), ~r(y)}

C = {q(h(a),y),~r(y)}

Figura 3.1: Absorcién

Ejemplo 3.3 Sea L el literal p(h(a)) y sean Cy y C las clausulas Cy = {L} y
C ={q(h(a)),y),r(y)}. Podemos usar el operador absorcion para obtener

Cy = {q(x,y), 7p(x), ~r(y)}

La clausula C5 la obtenemos mediante la transformacién de la clausula CU{—L}

por un operador ¢ que invierte la sustitucién 6 = {x/h(a)}.

Ejemplo 3.4 Supongamos que en un sistema ascendente después de saturar el

ejemplo p(a) y realizar varios pasos de reduccién obtenemos la cldusula
C = {p(X), _'Q(Xa f(&))> _'T(X> Z>7 ﬁmenor,que(Z, 5)7 ﬁmenor,que(Z, 10)}

El literal menor_que(Z,10) no aporta informacién y podemos aplicar el operador

1)y = eliminar el literal menor_que(Z,10) a la cldusula C' para obtener

o (C) = {p(X), —q(X, f(a)), (X, Z), -menor_que(Z,5)}

Estos ejemplos nos llevan a reconsiderar las técnicas usadas en PLI como apli-
cacion de operadores que transforman una clausula en otra y que pueden ser
consideradas dentro de un marco general de operadores clausales. Dedicaremos

este capitulo a introducir estos operadores y a demostrar sus propiedades basicas.
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3.3 Posiciones e inserciones

En esta seccién presentamos las definiciones de posiciones e inserciones necesa-
rias en la definicion de nuestros operadores. Seguimos a Gallier [Gal86] y Huet
[Hue80].

Definicién 3.5 Una posicion es una n—upla de enteros positivos, con n un nimero
natural positivo. Siu es una posicién, notaremos por longitud(u) a ese nimero

n.
e Notaremos por NT al conjunto de todas las posiciones.

e Se dice que dos posiciones u y v son independientes si u no es un prefijo de v
v v no es un prefijo de u. Un conjunto de posiciones P se dice independiente

si (Vu,v € P)lu# v = wu y v son independientes|.

En nuestra descripcién del operador serd fundamental el manejo de las distintas

posiciones que ocupa un mismo término en un literal.

Definicién 3.6 La posicion de t; en los literales q(t,...,t,) y —q(t1,...,t,) €s
(i). Si el término f(s1,...,sm) ocupa la posicion (pi,...,py), entonces s; tiene

la posicion (p1,...,pk,j). Escribiremos py - pg - -+ - pn, en lugar de (py,...,pn).
Definicién 3.7 Adoptaremos las siguientes notaciones:

e Dado un literal L, Pos(L) es el conjunto (posiblemente vacio) de todas las

posiciones de L.

e Dado un literal L y un término t, Pos(L,t) es el conjunto de todas las

posiciones de t en L. Sit no ocurre en L, entonces Pos(L,t) = ().

e Si L es un literal y u una posicién de L, L/u denotard el término que ocupa

la posicion u en el literal L.

e Sea L un literal y P un conjunto de posiciones, entonces L/P = {L/u|u €
P}

Nota 3.8 Sea P C Pos(L). Nétese que

IL/P|=0& L/P={L/uluc P}=0cP =10
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Cuando aplicamos la sustituciéon 0 = {z/a} al literal L; = p(x,a) y obtenemos
Ly = L10 = p(a,a), estamos insertando la constante a en todas las posiciones
que ocupa la variable x en L;. Pero para poder definir la sustitucion inversa
que nos permita obtener L a partir de Ly tenemos que determinar el conjunto de
posiciones de la constante a en la que queremos insertar la variable x. Esta idea de

insertar términos en distintas posiciones es fundamental en nuestra descripcién.

Definicién 3.9 Sea {t1,...,t,} un conjunto de términos, p un simbolo de funcién
o predicado n—ario, s € T'erm y u una posiciéon. La insercion de s en la posicion
u de p(ty,...,t,), denotada por p(ty,...,t,)[u < s|, se define de la siguiente

manera:

e Silongitud(u) = 1, entonces
Pty .. tp)u—s] =p(tr, .. tu1, S tusrts -5 tn)
e Siu=1ivconi>1ywvéeNT entonces
Pty .. tn)u—s] =p(ty, ... ti1, ti[v — 8|, tivt, ..., tn)

A esta definicién le corresponde el predicado inserta pos/4 del apéndice B.

Nétese que si u,v € Nt son independientes y s € T'erm, entonces
(L[ — s])[v — s] = (L[v — s])[u — 5]

Definicién 3.10 Sea L un literal, s un término y P C Pos(L) un conjunto
independiente de posiciones. La insercion de s mediante P en L se define como

sigue:
e Si P =10, entonces L{P/s} = L
e Siue Py P = P\{u}, entonces L{P/s} = (L{P'/s})[u < s|.

Podemos extender de manera natural esta definiciéon al caso en que P sea un
subconjunto independiente de posiciones arbitrario (no necesariamente contenido

en Pos(L)). Para ello basta considerar que si Py Pos(L) son disjuntos entonces
L{P/t} =L

A esta definicion le corresponde el predicado inserta en posiciones/4 en el

apéndice B.
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3.4 Operadores clausales

La idea que guia la definicién de nuestros operadores clausales es encontrar una
descripcion unificada de los procesos de generalizacién. Para fijar ideas, en una
primera aproximacion, podemos pensar en la relacion de subsuncion como forma-
lizacién de ser mds general que.

Si C'y D son clausulas tales que C' subsume a D entonces existe una susti-
tucién 6 tal que CO C D. Si oq,...,0, son sustituciones elementales tales que

0 =oy...0, (ver Teorema 4.5), C = Cy y C; = Cj_10j, 1 < j < n, se tiene
C:OOLCH&“'U”—_} O, =00C D
La idea es obtener n + 1 funciones que notaremos

(At} C — C
C o~ C{AMt)

tales que D{A,11/xpi1} =COy Ci{A;/x;} =C;—1,1 < j<n.

No obstante, en este capitulo, presentamos una definicién mucho mas general.
Vamos a definir los operadores clausales basandonos en la sustitucion de unos
términos por otros y la eliminacion de literales en determinadas posiciones.

Veamos en primer lugar un ejemplo. Consideremos la siguiente cldusula con
un tnico literal C; = {L} donde L = p(f(x),a, f(z)). Veamos cémo aplicamos

nuestro operador sobre C'. Para ello,

(a) Elegimos un término ¢ en L, por ejemplo t = f(x),

(b) Elegimos varios subconjuntos de Pos(L,t) = {1,3}, e.g. P, = {1}, P, =
07 P3 = {]-7 3}7

(c¢) Elegimos el término que queremos insertar, en este caso, la variable z, y

(d) Construimos la cldusula

Cy = {LIP, — ] |i = 1,2,3}
- {p('zha? f(x)),p(f(x),a,f(x)),p(zl,a,zl)}

De este modo hemos obtenido una cldusula Cy tal que Co{z/t} = C4,

Si la clausula tiene varios literales, por ejemplo, C; = {L1, Lo, L3}, con Ly =

p(f(x)), Ly = q(b, f(z)) y Ly = r(f(z),h(f(x))), efectuamos la operacién sobre
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Figura 3.2: Ejemplo

todos los literales simultdneamente. En primer lugar, elegimos el mismo término
en todos los literales de C4, pongamos t = f(z). Entonces, para todo literal

L, € C}, elegimos algunos subconjuntos de Pos(L;,t), e.g.,

Py ={{1}} CPPos(Ly,t)
Py ={{2}, 0} C PPos(Ls,t)
P; ={{1,2-1}, {1} } C PPos(Ls,1)

Después tomamos un término, por ejemplo la variable z;, y construimos los si-

guientes conjuntos

Ly ———— {p(=)}
Ly —— {Q(b’ 21),q(b,f($))}
{r(z1, h(21)), r(z1, h(f(2)))}

Finalmente, la clausula C5 es la unién de estos conjuntos

Cy = {p(21), (b, 21), (b, f()), (21, h(21)), 7 (21, 1 (%)) }

y, obviamente, Cy{z;/t} = C;. En nuestra descripcién general empezamos con

un estudio de las relaciones entre sustituciones e inserciones.

3.5 Swustituciones vs. inserciones

Las siguientes definiciones muestran como podemos determinar un término en

una clausula. Para ello necesitamos definir el concepto de compatibilidad a varios
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niveles. En primer lugar definimos la compatibilidad de un conjunto de posiciones
P respecto a un par (L, t) donde L es un literal y ¢ es un término. En el siguiente
nivel consideramos un conjunto de conjunto de posiciones y generalizamos la

definicion de compatibilidad del nivel anterior.

Definicién 3.11 Sea L un literal y t un término. Un conjunto de posiciones P
se dice compatible con el par (L,t) si P C Pos(L,t).

A esta definicion le corresponde el predicado compatible_1/3 en el apéndice B.
Por ejemplo, si L = p(f(z),a, f(x)) y t = f(x), entonces P, = {1}, P, =0y
P3 = {1, 3} son compatibles con (L,t) y P, ={1-1,2} y Ps = {1,4-3} no lo son.

Mas aun, nétese que:
(a) Si P es compatible con (L,t), entonces P es independiente
(b) P =0 es compatible con cualquier par (L, t)
(¢) Sit no ocurre en L entonces P es compatible con (L,t) siy sélo si P = ().

La siguiente definicion extiende la compatibilidad a conjuntos de conjuntos de

posiciones

Definicién 3.12 Sea P* un conjunto cuyos elementos son conjuntos de posicio-
nes, esto es, P* € PPNT. Sea L un literal y t un término. Se dice que P* es

compatible con el par (L,t) si todo elemento P € P* es compatible con (L,t).

A esta definicién le corresponde el predicado compatible_2/3 en el apéndice B.

Por ejemplo, si L = p(f(x),a, f(x)) y t = f(x), consideremos P; = {1, 3},
P, = {1}, P, = 0 y P, = {2}. Supongamos que P; = {P;,P,,P3} y Pf =
{P, P;}. Entonces P; es compatible con (L,t) y Py no lo es.

3.6 Operadores

Las aplicaciones que presentamos a continuacién son fundamentales en la defi-
nicién de nuestro operador. Segin apuntamos en el ejemplo, la clave estd en
determinar un conjunto de posiciones en cada literal, ocupadas todas por el mis-
mo término. Esto se hace mediante las asignaciones de posiciones a literales que

definimos a continuacion.
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Definicién 3.13 Una aplicacién A : Lit — PPNT se llama una asignacién de
posiciones si existe un término t tal que, para todo literal L, A(L) sea compatible

con el par (L,t).

A esta definicion le corresponde el predicado comprueba delta/2 en el apéndice

B.

Noétese que el término ¢ tal que para todo literal L, A(L) sea compatible con
el par (L, t) no tiene por qué ser tinico. Basta considerar la siguiente asignacion,

que llamaremos asignacion vacia

A: Lit — PPNT
L — A(L)=0

o la asignacién siguiente que llamaremos asignacion identidad

A: Lit — PPNT
L A(L)={0}

o cualquier asignacion A : Lit — {0,{0}} € PPN*. En estos casos, dado un
literal L, A(L) es compatible con (L,t) para todo término t. Pero salvo estos
casos, la idea que formaliza la definicion de asignacién es que si A determina
en dos literales Ly y Lo los términos t; y to respectivamente, esto es, existen
posiciones u; y ug tales que Ly/uy = t1 y Lo/us = to y existen P € A(Ly) y

Py, € A(Ls) y con uy; € Py y us € Py, entonces t; y ty son el mismo término.

La siguiente definicion, basica en nuestra formalizacion, relaciona inserciones y
asignaciones. Dado L € Lit y una asignacién A, para cada P € A(L) generamos

un literal insertando un término en cada posicién de P. Formalmente

Definicién 3.14 Sea A : Lit — PPNT una asignacién de posiciones y sea t un

término. Para cada literal L se define el siguiente conjunto

L{A(L)/t} = {L{P/t} | P € A(L)}

A esta definicion le corresponde el predicado operador_literal/4 en el apéndice

B.
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Por ejemplo, si L = p(f(z),a, f(z)), z es una variable, P lo tomamos del

ultimo ejemplo y A es una asignacion tal que A(L) = Py

L{A(L)/z} ={L{P/z}|P € A(L)}
= {L{P/z}| P € P}}
={L{P/z}, L{ P2/}, L{Ps/2}
= {p(2,a,2),p(z,a, f(v)),p(f(x),a, f(z))}

Noétese que

(a) Si A(L) = 0, entonces L{A(L)/t} = 0, para todo término ¢ y para todo
literal L.

(b) Si A(L) = P* ={P,,...,P,}, entonces L{A(L)/t} = {Ly,...,L,}, donde
L; = L{P;/t}, i.e., L; es el literal obtenido a partir del literal L insertando

t en las posiciones de P;.
(c) Si A(L) = P* = {0}, entonces L{A(L)/t} = {L{0/z}} = {L}.
A continuacion damos nuestra definicion de operador

Definicién 3.15 Sea A una asignacion y t un término. La aplicacion definida
por
{A/t}: C — C
C o~ c{a/tr =] L{aW)/t}
LeC

se denomina operador clausal asociado a A y t. Denotaremos por OP al conjunto
de todos los operadores clausales.

A esta definicion le corresponde el predicado operador_clausal/3 en el apéndice
B.

Noétese que C{A/t} es la clausula obtenida insertando el término ¢ en cada
literal L de C' segun determina la asignaciéon A(L). Si C es la cldusula vacia
entonces C{A/t} = () para todo término t y toda asignacién A. Volviendo
al ejemplo anterior, si C' = {Ly, Lo, L3}, con Ly = p(f(x)), La = q(b, f(x)),
Ly = r(f(x), h(f(2))), ¥

A(Ly) = Pr={{1}}
A(Ly) = P5 ={{2}, 0}
A(Ls) = By = {{1,2:1}, {1} }
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y si tomamos z como el término que queremos insertar, entonces

c{a/zy = L{AL)/=)
= Li{A(L1)/2} U Lo{ A(L2)/2} U L3{ A(Ls) / 2}
={p(2)} U{a(b, 2),q(b, f(2))} U {r(z, h(z)), r(z, h(f(x)))}
= {p(2), (b, 2), q(b, f(2)),7(2, h(z)), (2, h(f (%))}

En el ejemplo 3.3 vefamos que la clausula Cy = {q(z,y), —p(x), —r(y)} que ob-
tenfamos a partir de las clausulas C; = {p(h(a))} y C = {q(h(a),y), 7r(y)} por
absorcién, también podia obtenerse por aplicacién de un operador de refinamiento

a la clausula

CU{=p(h(a))} = {q(h(a),y), —r(y), ~p(h(a))}
De hecho, si consideramos la asignacion

A: Lit — PPNt

A(L) = { {1} si L e {q(h(o). y), ~p(h(a)}

Lo 1 {0} eoc

por definicién del operador se tiene que (C'U {—=L}){A/z} = Ch.

En el ejemplo 3.4, la eliminaciéon de un literal también puede verse como el

resultado de aplicar un operador clausal. De esta manera, si
C = {p(X),~q(X, f(a)), (X, Z), ~menor_que(Z,5), ~menor_que(Z, 10)}
y consideramos un término cualquiera ¢ y la asignacion

. {0} e.o.c

se tiene que
C{A/t} = {p(X), _'Q(Xa f(a))v _‘T(Xv Z)? ﬁmenor,que(Z, 5)}

Por lo tanto, podemos simular la absorcion y la eliminacion de literales con ope-

radores clausales. Veamos a continuacién unas propiedades inmediatas de los
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operadores que seran ttiles mas adelante.

Lema 3.16 Sean C y C; dos clausulas y {A/t} un operador clausal. Se verifican

las siguientes propiedades
1. Si Cy C Cy entonces se tiene que C1{A/t} C Co{A/t}
2. Ci{A/t} U CL{A/t} = (CL U CY){A/t}
3. (CiNC){A/t} € Ci{A/t} N Co{A/t}

4. Si Cy es una cldusula sin literales negativos (resp. positivos), entonces la

clausula C1{A/t} tampoco tiene literales negativos (resp. positivos).

Demostracién:
Trivial. 4

Nota 3.17 En el apartado (3) del lema 3.16, el otro sentido la contencién no es

cierta. Por ejemplo, sean C = {p(a,z)} y C2 = {p(x,a)} con la asignacién

A: Lit — PPNT
{1}} siL=plaa)
L o AL)={ {{2}} siL=plza)

1] e.o.c.

(C1NCY){A/z} = 0{A/x} =10
C{A/z} N Co{Afx} = A{p(x, )} N {p(z,2)} = {p(z,2)}

3.7 Extensiones

Segin la nota 3.17, no podemos especializar la clausula C para pasar a C5 si
Cy C Oy y existe L € Cy tal que par(L) ¢ SP(Ch).

Esta limitacién sélo afecta en el caso que queramos especializar la clausula
y no para generalizar el orden de subsuncion o de generalizaciéon. De todas
formas, podemos realizar una extensién de los operadores definidos considerando
la posibilidad de insertar en la cldusula un literal con el simbolo de predicado y
signo deseado. Para ello consideraremos un simbolo extralogico = y extenderemos
el conjunto SP a SP= = SPU{Z} y en la definicién del operador tendremos en

cuenta la eleccién de un elemento o € SP U {=Z}. Si a = E entonces el operador
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se define como hasta ahora. Si o € SP entonces a la cldusula resultante de la
accion del operador le anadimos un literal con el simbolo de predicado y signo de

«. Lo vemos con més detalle.

Definicién 3.18 Sea {A/t} un operador clausal, sea SP el conjunto de pares
(p, s) donde p es un simbolo de predicado del lenguaje y x € {4+, —}. Sea = un
simbolo que no pertenezca al lenguaje y sea SP= = SPU{Z}. Sea a € SP=. Se
define

{A/t+a}: C — C
C{A/t} sia=
C{A/t} U{L.} sia#

—_—
—
—
—
—
—

c C’{A/t+a}_{

donde L', es un literal cuyo simbolo de predicado y signo son los de « y todos
sus argumentos son iguales a t. Llamaremos a {A/t + a} el operador clausal

extendido asociado a la terna (A, a,t).

A esta definicion le corresponde el predicado operador_clausal_extendido/4 en

el apéndice B.

3.8 Resultado final

Terminamos el capitulo con un resultado de caracter técnico. Probaremos que la
composicion de operadores clausales junto con esta extension definida en 3.18 nos
permiten alcanzar cualquier clausula con independencia de cual sea la clausula de
partida. Dicho de otro modo, cualquier operador que se considere en aprendizaje
automatico que lleve la clausula C' en la clausula D puede caracterizarse como
composicion de los operadores vistos en este capitulo. Veamos las definiciones de
los conjuntos OP* y OPL.

Puesto que los operadores son funciones de C en C, la composiciéon de opera-
dores no es mas que composicién de funciones en sentido matematico. Si {A;/¢;}
y {Aq/ta} son operadores clausales, notaremos la composicién de ambos como
{A1/t1} o {Ay/ta} v para todo C' € C se tiene que C({A1/t1} o {As/ta}) =
(C{A1t1}){Az/ts} Ademds, si tenemos en cuenta que

L{P/t: }{ Az /ta}
= L{P/t}{As(L{P/t:})/t2}
= {L{P/t:i}{P'/ta} | P" € Ao(L{P/t:1})}
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podemos expresar la aplicacion de la composicién de dos operadores a una clausula

de la siguiente manera

C({Ar/t1} o {Ag/ts})
= (C{A/ti}){Az/ta}
= [UrecL{A1(L)/t:1 }{A2/t2}
= [Urec{L{P/t1} | P € Ai(L)}{A2/t2}
= Urec Upear) {L{P/t1}}{As/t2}
= Urec Upea, () Urrenswip/apILAP/tLH{ P [t2} H{ Az /t2} }

Definicién 3.19 Se definen los siguientes conjuntos de operadores:
e OP'=0P
o OP™! ={p|(3p1 € OP)(Tps € OP")[p = ¢1 0 ]}

o OP* = U op"

n>1
Definicién 3.20 Se definen los siguientes conjuntos de operadores:
e OPL =0P:
o OPI"' = {p|(3p1 € OP=)(3p2 € OPE)p = p1 0 ]}

o OP: = JOPz

n>1

Lema 3.21 Si¢ € OP* y C4,Cy € C, entonces (Cy U Cy)op = C1¢ U Caob.

Demostracion:
Si ¢ € OP*, entonces existen {A1/t1}, ..., {A,/t,} € OP, con n > 1, tales que
¢ ={A1/t1} o {As/ta}o...{A,/t,}. Probamos el resultado por induccién en n.

(n =1) Por el lema 3.16, apartado 2, el resultado se tiene directamente

(01 U Cg)qb = (01 U CQ){Al/tl} = Cl{Al/tl} U Cg{Al/tl} = 01¢ U Cg¢
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(n — n+ 1) Se aplica el lema 3.16.2 y la hipétesis de induccién

(CLUCy)p
(CLUC)){A /i H{As fta} o AALEH A/t }
CL A H At} . {An /1)
U
CofAr/tiH{Ag/ta} . AALta ) { A1 [tnia }
= CH{A/ttH{As/ta} .. {AL/tH A1/t }
U
Co{Ar/ti{As/ta} .. {An/tnH{Ans1 /tnin}
= CiopUCyo

>
~

Teorema 3.22 Sean C' y D dos clausulas. Entonces existe ¢ € OP% tal que
Cop=D.

Demostracién:

Desglosamos la demostracién en varios pasos

Paso 1: Para toda cldusula C existe un operador ¢ € OP% tal que C¢p = 0. Si

D =0, ese tal ¢ es el operador buscado.

Paso 2: Para toda clausula D existe un operador ¢ € OPZ% tal que si aplicamos a
la clausula vacia el operador ¢ obtenemos la cldusula D, i.e., )¢ = D. La

construccién de ese operador la haremos a su vez en dos pasos

Paso 2.1: En primer lugar, si D = {Ly,..., L,}, encontraremos una sucesiéon de
operadores clausales que nos llevaran la clausula vacia sobre la clausula
{LZ,

Z,...,Lz}, donde 2, ..., 2, son variables distintas que no ocurren

en Dy L7 es un literal con el mismo simbolo de predicado y signo
que L; y todos sus argumentos son iguales a z;

21

Paso 2.2: En este paso partimos de la clausula {L7!, ..

z
., L%} y encontramos una

sucesion de operadores que nos lleva a la clausula D = {L;, ..., L,}.

De manera que si tenemos dos clausulas C' y D al aplicar a C' los operadores
obtenidos en cada uno de estos pasos, llegamos a D. Detallamos a continuacion

cada uno de los pasos.
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Paso 1: Sea A( : Lit — PPNT la asignacién vacia, i.e., para todo literal L,
Ao(L) = 0 y sea xo una variable cualquiera. Entonces C{Ag/xo} =0. Si D = ()
entonces basta tomar ¢ = {Ag/x¢} € OPE.

Paso 2.1: Si D # (), entonces sea D = {L, ..., L,}. Consideremos n varia-
bles distintas z1,2a,..., 2, que no ocurren en D y para cada i € {1,...,n} sea
a; = par(L;) y L7 el literal con el mismo simbolo de predicado y signo que L; y

todos sus argumentos son iguales a z;. Consideremos las siguientes asignaciones:
e Sin =1, A es la asigancién vacia, esto es, para todo literal L, A;(L) = .

e Siie {2, ...,n}, entonces

i L L7 ... Lat
L — AZ(L) = { {Q} S < { ) i—1J)

aq)?

0 e.o.c.

Veamos en primer lugar que los operadores clausales extendidos asociados a

las ternas (A;, a4, z;) llevan la cldusula vacia en la cldusula {L? ... L2} esto
1 Qn

es, probaremos que
D{A /21 + a1 }H{Ao /2o + s} .. {An/ 20 + 0} ={LZ, ... L}
Veamos por induccién que para todo j € {1,...,n} se tiene que
O{A /21 + s H{Ar /2o + o} {Dj /2 + o} = {L,, ..., L3I}
Para j = 1 se tiene por aplicaciéon directa de la definicion
0{A/ 21+ ant = 0{A /2 } U{LE = DU {LY } = {L3}}

Para el paso de induccién, hay que tener en cuenta que si k < j, entonces
{L A /2 + o} = {L% }. Una vez visto esto basta aplicar la hipétesis de
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induccién junto con la definicién.

O{A1/21 + arH{Az /20 + g} .. {4/ 25 + ay}

>
~

= {Lz,....Ld " HA/z + aj}
= {3, . LT HA /2 + o} U{LE,}
k=j—1
= | U {L3 HA /7 + ;)] U{LZJ}
k=1
= {Lz,..., L YU{Ld}
= {LZ,...,Ld\, Ld}
Paso 2.2: Veamos como podemos transformar la clausula {LZ.,..., L3 } en

{Ly,..., Ly} con ayuda de los operadores clausales. Para cadai € {1,...,n}, sea
k; la aridad del simbolo de predicado de L;. Sean (¢, ... ,t};) los argumentos de

L;. Para todoi € {1,...,n} y todo j € {1,...,k;} consideremos el literal

L(i,j) = Li{{i}/z {7 + 1}/z} .- {{ki}/z}

esto es, L(i,7) es un literal con el mismo simbolo de predicado y signo que L;
y cuyo argumento m—ésimo, con m € {1,...,j — 1} es igual al término ¢!" y el
argumento m—ésimo, con m € {j,...,k;} es igual a z;. Nétese que L(i,1) es
Lz . Para todo i € {1,...,n} y todo j € {1,...,k;} consideremos también la

asignacion
AJ: Lit — PPNt

L e A= {{{j}} si L= L(i, )

{0} e.o.c

Por dltimo, para todo i € {1,...,n} y todo j € {1,...,k;} consideramos el
operador {AJ /t]}. Veamos que se verifican las siguientes propiedades para estos
operadores:

Sean i,k € {1,...,n} con i # k. Entonces

(a) {La HAN A Y AAF Tty T HAR ) = {1}
(b) (¥j € {1,.... ki) {La HAL ]} = {L2 )]

El apartado (a) nos dice que mediante la aplicacién de los k; operadores corres-

pondientes obtenemos el literal L; a partir de { L7 }. El apartado (b) nos dice que
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estos operdores necesarios para la transformacion de {L7 } en L; deja el resto de
los {LZ } invariantes.
Para la demostracién del apartado (a) probemos por induccién que para todo

re{l,..., k;} se tiene que

{LaHA G HA G AN HA Y ={LG,r + 1)}

Para r = 1 el resultado se tiene inmediatamente a partir de las definiciones

{LaHA /i = {L6, D)HA; 6} = {L(,2)}

Para el paso de induccién (r—1 — r) sélo hay que tener en cuenta las definiciones

y la hipétesis de induccion

(L HANEHA Y AT e WAL/ 2 LG, ) A/} = (LG r+1))
Por consiguiente se tiene que

{Lz AL} AP el Al
= {LG, DHANEHAZ 82} AT e A
= {L(i,k; + 1)}
= {Li}

Para probar (b) sélo hay que tener en cuenta que si i # k entonces z; # 2, luego
para todo j € {1,...,ki}, L # L(i, j) y por tanto, por definicién del operador,
z J /4 — z
{La: HA /6 ={L2 )
Por tanto hemos visto que:

e Mediante la aplicacion de los k; operadores correspondientes obtenemos el
literal L; a partir de {LZ }.

e Los operdores necesarios para la transformacién de { L% } en L; deja el resto

de los { L7 } invariantes.

Por tanto para terminar este paso 2.2 solo queda comprobar que la aplicacién su-
cesiva de estos operadores a la clausula {LZ!, ..., Lz } nos devuelve {L1, ..., L,}.

Haremos esta comprobacién en dos pasos.

Para simplificar la notacién, para todo i € {1,...,n}, llamaremos ¢; a la
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composicion de operadores

{AEHAY &Y . AATT T HAR /)

con lo que el apartado (a) del aserto 2 se resume en {L }¢; = {L;} para todo

i€ {l,...,n}. Ademads, del apartado (b) se obtiene de manera inmediata que si

$# k(L) = (L)

Veamos ahora el primer paso de esa comprobacién. Veamos en primer lugar

que para todo i € {1,...,n} se verifica

U{Lk} U{L U{Lk} U {Lz}

k=i+1

Sélo hay que tener en cuenta el resultado que enunciamos en el lema 3.21

Ui AL U (U L2 Ho

Ui Lo U {H{Lz Yo} U (U A L2 ol
= UL} U{Ly U Ui AL )]

Ui AL U Ui {22 )]

Lema3.21

Veamos por ultimo que

{Lzll, e {Lzr;}¢1¢2 e ¢n — {Ll, ey Ln}
Se tiene de manera inmediata teniendo en cuenta la comprobacién anterior

(L2, . AL Yo ..
= ({Ly U{LE, . AL }¢2

— ({L1,..., Ly 1} U{LZ D)
— {L.,...,L,}

Recapitulando, tenemos los siguientes operadores en OP%:

{Ao/ZO + (1/0}, {Al/Zl —|— (11} e {An/zn —f-Oén},gbl, .. -a¢n

Su composicién también estd en OPL y ademéas hemos visto que al aplicarlos

sucesivamente a C' obtenemos D. Esto concluye la demostracién del teorema
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[ustramos el teorema con el siguiente ejemplo (corresponde con el Ejemplo 3.23

en el apéndice B):

Ejemplo 3.23 Consideremos las cldusulas

C= {q($1’$2),—\r(a),p($1,b>}
D = {s(a, f(b)), r(zs)}

Veamos que podemos pasar de C' a D mediante operadores clausales extendidos.

Seguimos los pasos del teorema.

Paso 1: Consideremos la asignacion vacia

A: Lit — PPN*
L — A(L)=0

y una variable cualquiera, por ejemplo, z;. Entonces el operador clausal asociado

lleva C' en la cldusula vacia.

C{A o} =10

Paso 2a: Puesto que la clausula D = {s(a, f(b)),r(23)} tiene dos literales,
tomamos dos variables que no ocurran en D, por ejemplo z1 y 25 y consideramos
los literales s(z1, 21) y 7(22), esto es, para cada literal de la clausula D tomamos un
nuevo literal con el mismo simbolo de predicado y signo, pero con todos sus argu-
mentos iguales a la variable nueva asociada. En este paso usamos los operadores
clausales extendidos para llevar la clausula vacia en la clausula {s(z1, 21),7(22)}.

Consideremos las asignaciones

Ay: Lit — PPNt

A es la asignacién vacia y A, la asignacion

0 en otro caso

Ay(L) = { {0} si L =s(z,2)

Por tanto, aplicando a la clausula vacia el operador extendido {A/z1+(s/2,®)}
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tenemos

0{A1/21 + (s/2,®)}
D{A1/z1} U{s(z1,21)}
= QU{s(z1,21)}
= {s(z1,21)}

y si ahora aplicamos {Ay/z9 + (r/1, @)} tenemos

0{A /21 + (s/2, ) HAz/ 2o + (r/1,8)}
= {s(z1,21) HA2/ /22 + (r/1,8)}
= {s(z1,21) HA2/ 22} U {r(22)}
= {s(z1,21)} U{r(z2)}
= {s(z1,21),r(22)}

Paso 2b: Veamos ahora como transformamos la clausula {s(z1, 21),7(22)} en
D = {s(a, f(b)),r(x3)} mediante operadores clausales. Siguiendo la notacién del
teorema, si Ly = s(a, f(b)), Lo = r(x3), L7, = s(z1,21) y L2 = r(21) debemos

considerar los siguientes literales:

L(1,1) = s(z1,21) L(2,1) = r(z)

Consideramos también las asignaciones siguientes

ey ) {1 siL=1L(1,1) e ) {1 siL=1L(2,1)
Aill) = { {0} e.o.c. (L) = { {0} e.o.c.

oy ) {2} siL=L(12)
() { {0}  eo.c

Veamos que en este caso

{s(z1, 20) HA/a{AT/f(0)}
= {s(a,20) {AY/f(b)}
= {s(a, F(0))}

y por otra parte
{r(z2) A/ 23}
= {r(zs)}
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Por consiguiente, si aplicamos estos operadores a la clausula {s(z1,21),7(22)}

tenemos

{s(21,21), r(22) HAL aH{ AT/ F(0)H{A /s

= {s(z1, 20) HA aH{ AT/ F(0){A /s U {r(22) HAL aH{ AT/ F(0)H{A s}
= {s(a, F(0)) H{Az/xs} U{r(z2) {Az/x3}

= {s(a, f(0))} U{r(zs)}

= {s(a, f(b)),r(zs)}

= D

Por tanto, tenemos que

C{A/m H{A 21+ (s/2, @) HDo /2 + (/1L @) HA aH{ AL/ F(0) {Ay w3} = D

Nota 3.24 A partir del teorema 3.22 podemos encontrar una cota superior para
el minimo nimero de operadores clausales extendidos necesarios para llevar una
clausula C' en otra D cuando C'y D son dos clausulas cualesquiera. Si seguimos
el algoritmo de construcciéon de los operadores determinado en la demostracion
del teorema. Necesitamos un operador para llevar la clausula C' en la clausula
vacia. A continuacién tantos operadores extendidos como literales ocurren en D
y por ultimo un operador por cada argumento de cada literal de D. Escrito como

formula, la cota se expresa como

L+[D|+> {k| £p(ts,....tx) € D}



Capitulo 4

Operadores de aprendizaje para

la subsuncion

En el capitulo 3 hemos presentado la definicion de una familia de operadores
que llamamos operadores clausales, los cuales permiten obtener una clausula a
partir de otra mediante la insercion de un término. Esta definicién, junto con
su extensién, nos permite obtener cualquier cldusula a partir de otra (Teorema
3.22).

En este capitulo y los siguientes centraremos nuestro estudio en un subcon-
junto de estos operadores clausales, los operadores clausales ascendentes, esto es,
aquellos operadores en los que la clausula resultante de aplicar un operador es
mas general, respecto de algiin orden, que la clausula original. Los érdenes entre
clausulas estudiados en esta memoria son el orden de subsunciéon y de consecuen-
cia.

En un sentido abstracto, para poder hablar de generalizacion sélo necesitamos
una relacién binaria definida en un conjunto. Podemos formalizar la idea de

generalizacion de las siguiente manera:

Definicién 4.1 Dado un conjunto S y una relacion binaria R C Sx S, sia,b € S

diremos que a es mas general que b si (a,b) € R

Una vez definida esa relacion binaria en un conjunto S, tiene sentido plantearse
si una funcion f : S — S es una funcién de generalizacion en S. En este caso las

definiciones surgen de manera natural.

Definicién 4.2 Dado un conjunto S y una relacion binaria R C S x S

79
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e Dada una aplicacion f : S — S y un elemento a € S, diremos que f

generaliza el elemento a en la relacién R si (f(a),a) € R.

e Dada una aplicacion f : S — S diremos que f es un operador de generali-
zacién para la relacion R si (Va € S)[(f(a),a) € R]

En este capitulo estudiamos la existencia de operadores de generalizacién para la
relacién de subsuncién sobre clausulas. En primer lugar veremos que si C'y D
son clausulas y C' > D entonces existe un operador ¢ € QOP* tal que D¢ = C' sin
necesidad de recurrir a los operadores extendidos.

En la segunda parte del capitulo caracterizaremos los operadores de generali-
zacion para la relacion de subsuncién entre clausulas, que llamaremos operadores

de aprendizaje para la subsuncion.

4.1 Subsuncidon

La relacién de subsuncién que vemos a continuacién, basica en esta memoria, fue
definida por Plotkin en 1970 [Plo70].

Sean C'y D dos clausulas. Decimos que C' subsume a D, C' = D, si existe
una sustituciéon 6 tal que C'8 C D. La clausula vacia subsume cualquier clausula.

Notese que la sustitucién # no tiene porqué ser unica. Basta considerar
C1 = {p(x)} vy Cy = {p(a),p(b)}. Se tiene que C; = Cy, pero en ningun ca-
so podriamos discriminar entre § = {x/a} y 0 = {z/b}. De ahi podemos obtener
una idea intuitiva de la decidibilidad y complejidad computacional de la relacion
de subsuncién. Dadas dos cldusulas C; y Cy con |Ch| = ny |Cy| = m hay m”
posibles aplicaciones de C; en (5. Un anélisis de estas aplicaciones nos dira si
alguna de ellas corresponde o no a una sustitucion. En caso afirmativo diriamos
que C] subsume a (5 y en caso negativo, que no se produce subsuncion.

La subsuncién entre cldusulas es un problema NP—completo [GJ79], p.264.
Podemos encontrar una demostracién de este hecho® en Kietz y Liibbe [KL94].
La relacion de subsuncién entre clausulas da lugar de forma natural a una rela-
cién de equivalencia. Si C' = D y D > C diremos que C'y D son equivalentes
bajo subsuncion y escribiremos C' ~ D. Puesto que si dos clausulas son equiva-

lentes bajo subsuncién entonces son légicamente equivalentes, los sistemas PLI

LAl parecer, la prueba original se debe a Baxter, en un manuscrito no publicado de 1977
[Bax77].
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deben considerar las ventajas e inconvenientes de considerar inicamente un re-
presentante de cada clase de equivalencia. Este tema fue tratado en [Mah86,
Sha81, PvdL92, NCAW97] y [vdLNC98] entre otros. Volveremos a este punto en
la siguiente seccion.

El problema de elegir un representante de cada clase de equivalencia lo solu-
cioné Plotkin [P1o70] demostrando que en cada clase de equivalencia existe lo que
él denominé clausula reducida, inica salvo renombramiento de variables. Una
clausula C' se dice reducida si no existe un subconjunto propio D de C' tal que
D ~ C'. Notaremos por Cg el conjunto de clausulas reducidas de C.

El conjunto de las clausulas reducidas forma un reticulo respecto la relacién
de subsuncién (o equivalentemente, podemos dotar de estructura de reticulo al
espacio cociente que resulta en el conjunto de clausulas al establecer la relacion
de equivalencia bajo subsuncién), esto es, dadas dos cldusula reducidas C; y Cs,
existe un unico infimo inf(Cy,Cy) y un tnico supremo sup(Ci, Cy), que recibe
el nombre de menor generalizacion general de Cy y Cy, y que denotaremos como
mgg(Ch, Cy).

4.2 Operadores y sustituciones unitarias

La idea basica en los operadores clausales ascendentes relativos a la subsuncion
(operadores de generalizacién) es la descomposicién de este orden en las dos
relaciones basicas de las que se compone. Si C7 = (5 entonces existe una sus-
titucion 6 tal que C10 C Cy. Podemos pensar que cada sustitucion 6 determina
en C x C la relaciéon {(C,C0) | C' € C}, que junto con la relacién de subconjunto
{{C,D)|C C D} da lugar a la relacién de subsuncién entre clausulas. Por el
teorema 3.22 sabemos que si C'y D son dos clausulas cualesquiera entonces exis-
te un operador clausal extendido ¢ tal que D¢ = C. En particular esto ocurre
cuando C subsume a D. En la primera parte del capitulo veremos que si C' = D,
entonces no necesitamos usar la extension.

Empezamos viendo un par de lemas técnicos donde estudiamos la relacion del
orden de subsuncién entre clausulas con nuestros operadores. En el primero de
ellos vemos que dada una sustitucién elemental § = {z/t} y las clausulas C'y C¥0
siempre podemos encontrar un operador clausal que invierta la sustitucion, esto
es, que aplicado a C'# nos devuelva C'.

En el segundo lema estudiamos la relacion de contencién C y consideramos que

en esta relacion C es mds general que Cy si C; C (s, esto es, en el mismo sentido
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que la relacién de subsuncién cuando tomamos la sustitucion vacia. Demostramos

que si C7 C (5 entonces existe un operador clausal que aplicado a C nos devuelve
Ch.

Lema 4.3 Sean C) y Cy dos clausulas y = {x/t} una sustitucion elemental tal
que C10 = Cy. Entonces existe una asignacion de posiciones A tal que Co{ Az} =

C1, donde la variable x de la sustitucion y del operador son la misma.

A este lema le corresponde el predicado operador_asociado_sustitucién/4 en
el apéndice B.
Demostracion:
En la demostracién sélo hay que tener en cuenta que si L y L' son dos li-
terales y 0 = {x/t} es una sustitucién elemental tal que L'0 = L, entonces
L{Pos(L',x)/x} = L'. Veamos ahora la demostracion.

Para todo L € Cs, sea 65 (L) = {L' € C;|L'§ = L}. Consideremos la

asignacion de posiciones

A: Lit — PPNt
L — A(L)

A(L) = {Pos(L',z)| L' € 6. (L)} siLeCy
Se tiene que si L' = L con 0 = {x/t} entonces Pos(L',z) C Pos(L,t). De
ahi que A sea una asignacién de posiciones, puesto que, para todo L, A(L) es

compatible con el par (L,t). Veamos que Co{A/z} = C4

Co{A /oy = | L{A(L)/x)

LeCy

= |J L{{Pos(L', )| L' € 65} (L)}/x}

LeCy

= (U {L{Pos(L',x)/x} | ' € 0,1 (L)}
— U 0 (L)

_|

Veamos ahora que si C; C (5, esto es, C es mas general que Cs en el orden C,
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entonces podemos generalizar Cy para obtener C; mediante un operador clausal.

Lema 4.4 Sean C) y (5 dos clausulas tales que C, C Cy. Entonces existe una

variable z y una asignacion de posiciones A tal que Co{A/z} = C}.

A este lema le corresponde el predicado operador_asociado_subconjunto/3 en
el apéndice B.
Demostracién:

Basta tomar una variable cualquiera z y la asignacion
A: Lit — PPNt

i LeCy,—C

L HA(L)_{Q et

{0} en otro caso

Trivialmente A es una asignacion de posiciones. Ademés

Cof{a/zy = | L{A@)/2)

LeCs

=(J ttawy/zhu J  H{aw)/=))

LeC, LeCy—Cy

=(J ttoy/=nuc U L{o/=h

LeC, LeCy—Cy

=(J{Lhuo
LeCy
e

_|

Estos dos lemas nos dan los operadores elementales que van a permitir gene-
ralizar D para obtener C' si C' > D. En la siguiente seccién vamos a extender la
idea de generalizacion por inversién de sustitucién (lema 4.3) al caso en que la

sustitucion no sea elemental

4.3 Operadores clausales y subsuncion entre clau-

sulas

La idea que desarrollamos a continuacion se basa en la descomposicién de la
relacion de subsuncion en las dos relaciones que citamos en la seccién 4.2, esto

es, por definicién, si C; = (5 entonces existe una sustitucion 6 tal que C10 C Cs.
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Visto de otra forma, C; = C5 si y s6lo si existen una sustitucién 6 y una clausula

D tales que si Ry, Rc son las relaciones binarias en C
L4 R9:{<D1,D2>€CXC‘D16:D2}
.Rg:{<D1,D2>ECXC‘D1gD2}

entonces (C, D) € Ry, (D,Cs) € Rc.

El lema 4.4 nos dice que si (Cy, Cy) € Rc entonces existe un operador clausal
¢ tal que Cy¢p = C4. El lema 4.3 nos dice que si (O, Cs) € Ry entonces existe un
operador clausal ¢ tal que Cy¢p = (', pero sélo en el caso en que 6 sea elemental.
Para extender este resultado a cualquier sustitucion 6 usaremos un resultado muy

conocido, cuyo enunciado y demostracion damos a continuacion.

Proposicién 4.5 Sea 0 = {x,/t1,...,x,/t,} una sustitucion, x; # t;. Entonces

existen oy, . ..o, sustituciones elementales, o; = {z;/s;} tales que:
1. Mie{l,...,n})xio109 ... O =]
2. Para todo j € {1,...,m}, z; no ocurre en s;.

A esta proposicion le corresponde el predicado descompone_sustitucion/2 en el

apéndice B.

Demostracién:

Sea [Var(ty)UVar(ty) U---UVar(t,)] N Dom(0) = {y1,...,yx} y sean zy,..., 2
variables distintas que no ocurran en . Sea d = {y1/21,...,yx/2x} y consideremos
o1 ={x1/t10} ... ... on = {x,/tn0}

ont1 ={z1/yt .. . Onik = {=/yk}
Consideremos ahora las sustituciones elementales o;. Si j € {1,...,n}, sabemos

que z; no ocurre en t;0 ya que ninguna variable de ¢;d pertenece al Dom(#). Si
j € {n+1,...,n+k}, no hay nada que probar, z; e y; son variables diferentes. Por

otro lado, si x; € Dom(#) entonces, teniendo en cuenta que Var(t;§)NDom(6) = 0

se tiene
(01 ... OnOps1 - Onak)
ti0(0it1 - OnOpst -+ Onak)
= t;0(0ns1 -+ Onik)
=t
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A partir de la proposicién 4.5 y de los lemas 4.3 y 4.4 se tiene el siguiente

corolario.

Corolario 4.6 Si (' = C5 entonces existen operadores clausales

{A1/t1}, . { Atk }

tales que

C1 = Cof A/t H{Ak—1/te—1} .. . {A1/t1}

A este corolario le corresponde el predicado genera_operadores_clausales/5 en
el apéndice B.

Demostracion:

Sea 6 una sustitucién tal que CO C D. Por la proposicién 4.5 sabemos que
existen oy,...,0, sustituciones elementales tales que 0 = oy ... 0y, con o; =
{z;/t;}. En la construccién de esas sustituciones o1, ..., 0,, segin hemos visto
en la demostracién de la proposicion 4.5 tomamos unas variables nuevas que
no ocurren en la sustituciéon #. Para asegurar que los operadores asociados a
esas sustituciones elementales verifican la tesis del corolario basta exigir que esas
variables nuevas no ocurran en Cf.

Sean Cy = C, C; = Coy...0; = Cj_10j, para todo j € {1,...,n} y sea
C,, = C0. Por el lema 4.4 existe un operador {A/z} tal que D{A/z} = C0 y por
el lema 4.3 para todo j € {1,...,n} existe {A;/x;} tal que C;{A;/z;} = C;_4
luego

C=D{A/zH{A /o H{An—1/xn1} .. . {A1/21}

[lustramos el corolario con el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.7 Consideremos las clausulas

C = {p(x1,23),q(x3)}
D = {p(x2,x3),q(xs),r(x1)}

Si tomamos la sustitucién 0 = {z1/x2} entonces C8 C D, luego C' = D. Las
variables que ocurren en 6 son {z,z5}. Si tomamos dos variables nuevas que no

ocurran en C, por ejemplo {z4, x5} y aplicamos el método de descomposicion de
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la proposicién 4.5 obtenemos o1 = {x1/x5}, 00 = {xy/21} y 03 = {x5/22}. Sean

Co= C = {p(z1,23), q(x3)}
Cr= Coop = Co{xl/xs} = {p($5,I3),Q(IE3)}
Cy= Cioy = Ci{ma/z}t = {p(ws,73),q(x3)}
Cy = Cooz = Co{ws/aa} = {p(x2,23),q(23)}

y ademads sabemos que C3 = C0 = {p(xa,x3), q(z3)}.

Si aplicamos el lema 4.4 a las clausulas

C3=00= {p($2, $3)7 Q<x3)}
D = {p(x2,x3),q(x3),r(x1)}

con CH C D obtenemos la asignacién de posiciones
A: Lit — PPN*
L A(L):{ 0 siL=r(x)

{0} en otro caso

y si tomamos, como dice el lema, una variable cualquiera z entonces tenemos que
D{A/z} = C5. Nos fijamos ahora en que Cy{zs5/x2} = C5. Aplicamos ahora el

lema 4.3 y obtenemos la asignacién de posiciones

Al o Lit — PPN+
{{1}} si L =p(as,as5)
L — A(L)= {0}  si L =q(x3)

{0}  en otro caso

Por tanto, si aplicamos a C5 = {p(x2,z3),q(z3)} el operador clausal {A;/x5}
obtenemos Cy = {p(xs, x3), ¢(x3)}.

Siguiendo el proceso, tenemos ahora que Cy = Cioy = Ci{xy/x1}. En este
ejemplo, la aplicacién de esta sustitucion no tiene ningun efecto, puesto que x4

no ocurre en C7. No obstante, seguimos el algoritmo y creamos la asignacion

AQ o Lit — PPN+
{0} si L =p(xs,z3)
L — A(L)=4 {0} siL=q(vs)

{0} en otro caso
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Para cualquier término ¢, el operador clausal {A,/t} es la identidad en el conjunto
de clausulas, en particular Co{As/x4} = Cy = C;. Por ultimo, tenemos que

C1 = Cyor = Co{x1/x5}. Aplicando de nuevo el lema, tenemos la asignacién

As: Lit — PPNT
{{1}}  si L = p(z5, 23)
L — A(L)= {0} si L =q(x3)

{0}  en otro caso

y C = Cy = C1{A3/z1}, por consiguiente

C = D{A/zH{A1/zs}{As /x4 }{ A3/ 21}

Nota 4.8 En el ejemplo 4.7 hemos seguido el algoritmo y hemos encontrado
cuatro operadores clausales que aplicados a la clausula mas especifica nos devuel-
ven la clausula original. El corolario que ilustra, el 4.6, es un resultado sobre
existencia de esa cadena de operadores, en ningin caso se afirma que la cade-
na sea minimal. No obstante nos ofrece una cota para el nimero de operadores

necesarios para llevar la clausula D en C'si C' = D.

Si observamos la descomposicion de la proposicién 4.5, comprobamos que
obtenemos una sustitucion elemental por cada enlace que ocurre en 6 y una
sustitucién elemental por cada variable que ocurre en #. Por tanto, podemos
afirmar que si C' = D y 6 es una sustitucion tal que C'# C D, entonces la cadena
con menor numero de operadores que nos lleva D en C' serd menor o igual que
0] + |Var(0)| + 1, donde || es el nimero de enlaces que ocurren en 6 y |Var(6)|
es el cardinal del conjunto de variables que ocurren en #. A la suma de estas
dos cantidades hay que anadirle una unidad correspondiente al operador que

generaliza la relacién de subconjunto.

Siempre podremos considerar que Dom(#) C Var(C), por tanto tenemos
que 8] < |Var(C)|. Por otra parte, Var(d) C Var(C)U Var(D), por tanto,
|[Var(0)| < |Var(C)| + |Var(D)|, de ahi que tengamos como cota superior para

el minimo nimero de operadores que nos lleva de C' a D la cantidad

(2 x |Var(C)]) + |Var(D)| + 1
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4.4 Los operadores de aprendizaje para subsun-

cion

En la seccion anterior, hemos visto que si C'; = (s, entonces existe un operador
clausal ¢ tal que Cy¢ = (). En esta seccién nos planteamos la pregunta en
sentido inverso: ;Qué condiciones debe cumplir un operador clausal ¢ para que,
si C' es una clausula cualquiera, C'¢ subsuma a C?.

En esta seccion vamos a definir un subconjunto de QP que nos permite ca-
racterizar la relacién de subsuncion entre clausulas. Antes, necesitamos algunos
resultados. En el primero de ellos se establece una equivalencia que sera 1til
mas tarde. La intuiciéon que hay detras de la formalizacién es la siguiente: To-
mamos un literal L, un término ¢ que ocurra en L y un conjunto de posiciones
P C Pos(L,t). En las posiciones determinadas por P insertamos una variable x
y al nuevo literal le aplicamos la sustitucién {x/t}. De manera intuitiva podemos
pensar que tras aplicar esta sustitucion obtendremos de nuevo el literal L o no
dependiendo de las caracteristicas de L.

Una consecuencia inmediata del lema que probamos a continuacion es que con
estas operaciones obtenemos el literal original L, esto es, L{P/z}{x/t} = Lsiy

solo si se da una de las siguientes condiciones
1. z=t
2. x#tyx¢gVar(L{P/a}) donde a es una constante cualquiera.

Para verlo, primero caracterizaremos cuando (L{P/z}){z/t} y L son distintos

(lema 4.9) y a continuacion el lema en el que se prueba el resultado (lema 4.10).

Lema 4.9 Sea L un literal, t un término, x una variable tal que x # t, P C

Pos(L,t) y a una constante cualquiera. Son equivalentes
L (L{P[a}){z/t} # L
2. x € Var(L{P/a})

Demostracién:
(1) = (2) Supongamos (L{P/z}){z/t} # L. Sabemos que para todo v € P,

(L{P/z}){x/t}/v =1 = L/v
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Puesto que (L{P/x}){z/t} # L debe existir una posicién u tal que

(LAP/x}){x/t}fu# L/u

Ademas podemos suponer que, para todo v € P, u es independiente de v ya que
si u fuera prefijo de algiin v € P, entonces existiria una posicién v ug tal que
uug st es independiente de v para todo v € Py (L{P/z})/u’ug # L/u ug. Por
tanto, supongamos que u es independiente de v para todo v € P. De ahi que
L{P/z}/u= L/u.

Sea t' el término tal que t' = L{P/x}/u = L/u. Se tiene que

t{x/ty = (L{P/a}{z/t})/u# Lju=1

Por tanto ¢'{x/t} # t' y debe existir u; tal que t'/u; =z y L/u"u; = x. Puesto
que u'u; es independiente de todo x € P, x € Var(L{P/a}).

(2) = (1) Sea u € Pos(L{P/a}) tal que L{P/a}/u = z. puesto que para todo
v € P, L{P/a}/v = a, se tiene que u es independiente de v para todo v € P.
Por tanto L/u = z. Por otra parte (L{P/x}/u) = x (P y v independientes) y
(L{P/z}){z/t}/u = t. Por tanto (L{P/x}{x/t} # L ya que L/u = x # t =
(L{P/z}){x/t}/u n

El lema que buscamos, el 4.10, se tiene de manera inmediata del lema 4.9.

Lema 4.10 Sean L un literal, t un término, P C Pos(L,t) y a una constan-
te. Entonces (L{P/x}){z/t} = L si y sélo si se verifica una de las siguientes

condiciones:

1. x =1t

2 x#tyx g Var(L{P/a})

Demostracién:

Se tiene trivialmente a partir del lema anterior.

(=) Supongamos (L{P/x}){xz/t} = L. Para ver que se tiene x # t o se tiene
x & Var(L{P/a}) podemos suponer que x # t no se verifica y ver que entonces,
necesariamente se tiene x ¢ Var(L{P/a}). Pero esto es precisamente lo que
hemos visto en el resultado anterior.

(<) Si z =t el resultado es trivial. El caso en el que 2 #ty x € Var(L{P/a})

se tiene por el lema anterior. =
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El siguiente lema es trivial.

Lema 4.11 Sea C un conjunto finito de clausulas y 6 una sustituciéon. Entonces

u[CH = [UC)0, donde CO = {CO|C € C}

Con el siguiente resultado empezamos a ver la relacion entre los operadores clau-
sales y la relacién de subsuncién. En él se establece una condicion suficiente
que debe cumplir un operador clausal {A/x} para que al aplicarlo a cualquier

clausula obtengamos una mas general en el orden de subsuncién.

Lema 4.12 Sea {A/z} un operador clausal tal que
(VL € Lit)(VP € A(L))[x ¢ Var(L{P/a})]

donde a es una constante cualquiera. Entonces, para toda clausula C' se verifica

que C{A/z} = C.

A este lema le corresponden los Ejemplos 4.12 en el apéndice B.
Demostracion:
Consideremos los siguientes casos

Caso 1: (VL € Lit)[{L}{A/x} C {L}]

En este caso no es necesaria la hipétesis. Sea C' una clausula. Se tiene que

c{a/ay = (Lo c | J{L=C v cf{a/ay=C
LeC LeC
Caso 2: (AL € Lit)[{L}{A/x} L {L}]
Sea Lo un literal tal que {Lo}{A/x} € {Lo} v sea Ly € {Lo}{A/z} tal que
Ly # Ly. Entonces existe Py € A(Lg), Py # 0, tal que Ly = Lo{Py/z}. Sea
u € Pyytg = L/u. Puesto que Ly # Ly, tg = x y por ser A una asignacién de

posiciones se tiene que
(VL € Lit)(VP € A(L))[P C Pos(L, ty)]

Por tanto existe un término tg, ty # = tal que para toda constante a, para todo
literal L y para todo P C A(L) se tiene que P C Pos(L,ty) y x & Var(L{P/a})
(esto dltimo por hipdtesis). Aplicando el lema 4.10 se tiene que para todo literal
L y para todo P C A(L) se tiene que (L{P/x}){z/to} = L. Por tanto, para todo
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literal L
{LHA/z W a/to} = Upea IL{P/x}}{z/t}
Ferat Upeaw {L{P/z}Hz/to}]
= UPeA(L){L}
= {L}

Por consiguiente

[C{A /e {z/to} = [UpecdLHA 2} {a/to}
Fematil Urec{LHA 2} /to}]

= ULEC{L}

C

Luego C{A/z} = C. =

Con este resultado hemos encontrado una condicion suficiente. Seguimos nues-
tro estudio para buscar una caracterizacion de relacién de subsuncién basada en
operadores. La nocion de incidencia serd clave en nuestra definicion de operador
de aprendizaje para la subsuncion. Definimos un operador clausal incidente de la

siguiente manera:

Definicién 4.13 Decimos que el operador clausal {A/x} es incidente si existe

un unico término ty tal que
e Para todo literal L, A(L) es compatible con el par (L, to)
e I ocurre en 1

A esta definicion le corresponde el predicado operador_incidente/1 en el apéndice
B.
Usaremos esta definicion en sentido negativo, esto es, nos interesa cuando un

operador no es incidente. Estudiamos sus equivalencias en el siguiente lema.
Proposicién 4.14 Sea {A/z} un operador clausal. Son equivalentes:
1. {A/x} no es incidente

2. Existe un término t tal que A(L) es compatible con (L,t) para todo literal

L y x no ocurre en t.

3. Se da una de las siguientes condiciones:
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(a) (VL e Lit)[A(L) < {0}]
(b) Existen u, P y L tales que u € P € A(L) y x no ocurre en L/u.

A esta proposicién le corresponde el predicado no_incidente/1 en el apéndice B.

Demostracién:
(1) = (3) A partir de la definicién, {A/z} no es incidente si

(a)

El término que permite la compatibilidad no es tnico, esto es, existen t;,ts €
Term, t; # to tales que para todo literal L y para todo P € A(L), P C
Pos(L,t,) y P C Pos(L,t,). Por tanto para todo literal L, A(L) C {0} ya
que si existen u, Py Ly con u € P € A(Lg) entonces L/u =ty # to = L/u.

La otra posibilidad para que {A/x} no sea incidente es que el término que
permite la compatibilidad sea tnico y = no ocurra en ese término. Si el
término que permite la compatibilidad es tinico entonces existe Ly € Lit tal
queA(Lg) Z {0} ya que si para todo literal L, A(L) = 0 o bien A(L) = {0}
entonces para todo término ¢, A(L) seria compatible con (L,t). Por tanto,
sea Lo un literal tal que A(Lg) € {0} y sean uy P tales que u € P € A(Ly).
Entonces to = L/u es el inico término que permite la compatibilidad y por

hipétesis  no ocurre en t.

(3) = (1) Consideremos también los dos casos

(a)

(b)

Si para todo literal L se tiene que A(L) C {()} entonces, para todo término
t y para todo literal L, A(L) es compatible con (L,t), luego el término que

permite la compatibilidad no es tnico y {A/z} no es incidente.

Si existen u, Py Lo tales que u € P € A(Lgy) y to = Lo/u, por ser A
una asignacién de posiciones, para todo literal L, A(L) es compatible con
(L,to) y si para todo literal L, A(L) fuera compatible con (L,t;) entonces
to = L/u = t;. Luego el término ¢y, que permite la compatibilidad es tinico

y por hipétesis = no ocurre en L/u = t.

(2) = (3) Supongamos que no se tiene (a) y veamos que entonces se tiene (b).

Si no se tiene (a) entonces existe un vnico término ¢, tal que para todo literal L,
A(L) es compatible con (L, 1) y existen u, Py L tales que u € P € A(L) con

L/u =ty y por hipdtesis z no ocurre en t.

(3) = (2) En este caso también lo vemos por partes
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(a) Si para todo literal L, A(L) C {0}, entonces basta tomar ¢t = z, con z una
variable distinta de z, ya que si A(L) = () o bien A(L) = {0} entonces

A(L) es compatible con (L, z) y x no ocurre en z.

(b) Si existen u, Py Ly con u € P € A(Ly) y to = L/u, por ser A una
asignacion de posiciones, para todo literal L, A(L) es compatible con (L, t)

y por hipétesis o no ocurre en L/u = t,

Llegamos a la definicién que buscamos. Definimos a continuacién los operado-
res de aprendizaje para subsuncion, OAS con los que caracterizaremos la relacion

de subsuncién entre cldusulas.

Definicién 4.15 Se dice que un operador clausal {A/x} es un operador de apren-

dizaje para subsuncién, OAS si
1. No es incidente

2. (VL € Lit)(VP € A(L))[x ¢ Var(L{P/a})] donde a es una constante

cualquiera.

A esta definicion le corresponde el predicado oas_soporte finito/1 en al apéndice
B.

Veamos a continuacién una caracterizacién equivalente a la definicién anterior

Teorema 4.16 Sea {A/x} un operador clausal. Son equivalentes:
1. {A/x}es un OAS
2. (VL € Lit)[A(L) # 0 — x € Var(L)]

Demostracién:
(1) = (2) Supongamos que {A/z}es un OAS, esto es

(I) No es incidente

(IT) (VL € Lit)(VP € A(L))[x ¢ Var(L{P/a})] donde a es una constante

cualquiera.



94 Capitulo 4. Operadores de aprendizaje para la subsuncién

Sea L un literal tal que A(L) # (). Pueden darse los siguientes casos:

Caso 1: ) € A(L)
Puesto que {A/z} es un OAS, se verifica (II) y por tanto (VP € A(L))[z ¢
Var(L{P/a})] En particular, si P =)

x & Var(L{P/a}) = Var(L{0/a}) = Var(L)

Caso 2: 0 ¢ A(L)
Puesto que A(L) # 0, existe P # () con P € A(L). Seau € Py sea L/u =1t el
tnico término que permite la compatibilidad de A. Por hipétesis, {A/x}es un
OAS, luego no incidente, y por la proposicién 4.14, apdo. 3, x no ocurre en t.
Por otra parte P C Pos(L,t) luego

[Var(L) — Var(t)] C Var(L[P « al)
y por ser {A/z} un OAS
x & Var(L[P < al])

por tanto = & Var(L) — Var(t) y puesto que x no ocurre en ¢, llegamos a que z
no ocurre en L.
(1) = (2) Para demostrar que el operador clausal {A/x}es un OAS hay que

probar:
(I) No es incidente

(IT) (VL € Lit)(VP € A(L))[x ¢ Var(L{P/a})] donde a es una constante

cualquiera.

Lo vemos por partes.
(I) {A/z} no es incidente.
Usaremos la proposiciéon 4.14, apdo. 3. Tenemos que probar por tanto que se

tiene una de las siguientes condiciones
(a) (VL € Lit)[A(L) € {0}]
(b) Existen u, Py L tales que u € P € A(L) y x no ocurre en L/u.

Supongamos que no se tiene (a), esto es, supongamos que existe un literal L tal
que A(L) € {0}. Entonces existen u y P tales que u € P € A(L). Para ver que
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se tiene (b), y por tanto que {A/z} no es incidente, basta ver que z no ocurre en

L/u, pero esto se tiene por hipdtesis, ya que estamos suponiendo
(VL € Lit)[A(L) # 0 — = & Var(L)]

y ademds A(L) # 0.

(II) (VL € Lit)(VP € A(L))[x & Var(L[P « a])]
Sea L un literal cualquiera. Si A(L) = () es resultado se tiene trivialmente. Si
A(L) # 0 por hipdtesis = &€ Var(L) y por tanto

(VP € A(L))[x & Var(L|P « al)]

Vemos a continuacion el primer resultado que relaciona los OAS con la subsuncion.
El siguiente lema nos dice que los OAS son operadores de generalizacion, en el

sentido de la definicion 4.2 para la relacién de subsuncién.

Lema 4.17 Sean C'y D dos clausulas y {A1/x1}, .. . {A,/xz,} OAS tales que

C = D{Al/ﬂfl}{Ag/ZEQ} c. {An/xn}

Entonces C' = D.

Demostracion:
Se tiene trivialmente a partir de la definicion de OAS, del lema 4.12 y la transi-

tividad de la relacion de subsuncién. —

4.5 Caracterizacion de la relacion mediante OAS

El objetivo de esta seccion es caracterizar unos operadores clausales, que llamare-
mos operadores de aprendizaje para la subsuncion, OAS de manera que para dos
clausulas cualesquiera C'y D, C' subsume a D o dicho de otro modo, C' es mas
general que D en el orden de subsuncion si y sélo si existe una cadena de OAS
U tal que ¥(D) = C. Para ello vamos a ver que con construcciones andlogas a
las de los lemas 4.3 y 4.4 podemos encontrar OAS que generalizan la relacion de

subconjunto y las sustituciones elementales.
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Lema 4.18 Sean C'y D dos clausulas tales que C' C D. Entonces existe un OAS
{A/z} tal que D{A/x} = C.

A este lema le corresponde el predicado oas_asociado_subconjunto/2 en el
apéndice B.

Demostracion:

La construccion del operador es analoga a la del lema 4.4. Sélo debemos tener
en cuenta que la variable que insertamos no debe pertenecer a C.

Sea z una variable tal que = € Var(C) y sea
A: Lit — PPNT

Lo A(L):{{@)} siLeC

0 siLgC

Por la proposicién 4.14, {A/z} no es incidente. Para ver que {A/z}es un OAS

queda por ver que para todo literal L se tiene que
(VP e A(L))[x & Var(L{P/a})]
Sea L un literal
o L & (. Se tiene trivialmente.

e [ € C. En este caso también se verifica, ya que si P € A(L), entonces
P=0y L{0/a} = Ly por hipétesis = € Var(C), luego = € Var(L).

Por tanto, {A/x}es un OAS. Por tltimo

D{A/x} = ULED{L}{A/:E}
= |Urec{LHA/zHUUrep_c{LHA/z}]

= UeclLH LD
- C

_|

En el lema siguiente vemos como podemos encontrar un OAS que invierta una
sustitucion elemental. En este caso la construcciéon es andloga a la del lema 4.3.
El tnico detalle a tener en cuenta es que si la sustitucién elemental es 6 = {z/t},

la variable  no puede ocurrir en t. Esto no representa ninguna limitacion para el
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caso general, puesto que como vimos en la proposicion 4.5 en la descomposicion

de una sustitucién en elementales o; = {z;/t;}, x; no ocurre en t,.

Lema 4.19 Sean C' y D dos cldusulas y @ = {x/t} una sustitucion elemental
tal que = no ocurra en t. Si CH = D entonces existe un OAS {A/z} tal que
C = D{A/z}

A este lema le corresponde el predicado oas_asociado_sustitucion/4 en el
apéndice B.
Demostracion:

Para todo literal L y toda sustitucion 6 definimos
0 (L)={L € Lit|L'0 =L}
Consideremos la asignacion de posiciones

A: Lit — PPNt
L — A(L)

A(L) = { {Pos(L',z)|L' € -1 (L)NC} siLeD
0 siL¢ D
donde 6 = {z/t}. Veamos que {A/x} es un OAS.
En primer lugar, si L'{z/t} = L entonces Pos(L',x) C Pos(L,t) por tanto,
para todo literal L, A(L) es compatible con el par (L,t). Por hipdtesis x no
ocurre en t, y aplicando la proposicién 4.14 se tiene que {A/z} es no incidente.

Veamos que para todo literal L
(VP € A(L))[x & Var(L{P/a})]
e Si L ¢ D se tiene trivialmente

e Si L € D entonces tenemos que considerar dos casos

Caso 1: 0~ (L)NC =1
Se tiene trivialmente. En este caso, para todo literal L, A(L) = 0.

Caso 2: 0~ (L)NC # 10
Si L' € 67' N C entonces L'{x/t} = L. Por hipStesis sabemos que
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£ no ocurre en t, por tanto x no ocurre en L y tampoco ocurre en

L[Pos(L',x) < a]. Luego {A/z} es un OAS. Por tultimo

D{a/ey = | L{A(L)/2}

LeD

= |J L{{Pos(L/,2) | L' € 67(L) N C}/}

LeD

- U U {L{Pos(L',x)/x}}

LeD L’eo—1(L)NC

- U U ()

LeD L/ee rync

= U

LeD

=

LeD

=C
En esta ultima igualdad hemos usado que si C' C D entonces

CC U@‘l

LeD
Lo vemos. Sea L' € C'. Entonces existe L € D tal que L'0 = L, luego

L'ed L)y
L' € U o1

LeD

Teorema 4.20 Sean C' y D dos clausulas tales que C' = D. Entonces existen

OAS, {Ao/xo}, {A1/x1}, ..., {A /2 } tales que

A este teorema le corresponde el predicado genera_ oas/3 en el apéndice B.
Demostracion:

Sea # una sustitucién tal que C8 C Dy Dom(f) C Var(C). Por el lema 4.18
existe un OAS {Ag/zo} tal que D{Ag/xo} = CH. Si 0 es la sustitucién vacia, ya
hemos terminado. Si no, § = {x1/t1,...,x,/t,} y por la proposicién 4.5 existen

01,...,0n sustituciones elementales o; = {z;/s;} tales que
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o (Vie{l,...,n})xi(o102 ... 0p) =1
e Para todo j, con 1 < 5 < m, z no ocurre en s;.

Puesto que {z1,...,x,} C Var(C), basta elegir las variables nuevas que aparecen

en los 0; tomandolas entre las que no son variables de C'. Se tiene entonces

CH=Coyoy...04
Sean Cy = C, Cy,, = COy Cip1 = Ciojy1, 1 € {0,...,m — 1}. Gréficamente

C=C 0 2. "5 Cpy ™ C,,=C0C D
Puesto que o; = {z;/s;} y z; no ocurre en s;, por el lema 4.19 existen m OAS
{Ar/z} {20}, {Am /2 }
tales que Ci{A;/z;} = Ci_1,i € {1,...,m}, luego
C = D{A/z1{As/20} .. {Am/zm}{ Do/ x0}
4

Por ultimo, combinando el teorema 4.20 y el lema 4.17 tenemos el resultado

pedido.
Corolario 4.21 Sean C' y D dos clausulas. Son equivalentes:
1. C»=D

2. Existe una sucesion finitan OAS {Ay/x1},{As/x2}, ..., {A,/2,} tales que

O = D{A o Dot J2n} o LA 21}

Demostracién:
Por el teorema 4.20 y el lema 4.17. -

Con el teorema 4.20 hemos probado la relacion existente entre las sucesiones de
OAS y la relacion de subsuncion entre clausulas. Sabemos que por la aplicacion

sucesiva de OAS a una clausula siempre vamos a obtener clausulas mas generales



100 Capitulo 4. Operadores de aprendizaje para la subsuncién

(o equivalentes) bajo el orden de subsuncién que la cldusula original. Ademés
sabemos que si dos clausulas estan relacionadas por subsuncién podemos alcanzar
la mas general a partir de la més especifica aplicando una sucesién finita de OAS.
Esta cadena finita de OAS que nos lleva una clausula en otra puede no ser tinica,
basta tener en cuenta que ni siquiera la sustitucién necesaria para comprobar la
relacién de subsuncion es unica, y por consiguiente, podemos encontrar cadenas
de OAS de diferente longitud.

Esto nos lleva a pensar en la formalizacion de la idea de prozimidad basada en
subsuncion relacionada con esa cadena de OAS. Dedicaremos el resto del capitulo

a estudiar esta cuestién.

4.6 Quasi—métricas

En Aprendizaje Automatico hay una creciente necesidad de formalizar el concep-
to de proximidad en espacios cada vez mas abstractos. En Programacion Légica
Inductiva, el problema de cuantificar la proximidad entre clausulas ha sido estu-
diado, entre otros, por A. Hutchinson [Hut97] y S.—H. Nienhuys-Cheng [NC97],
ofreciendo distintas alternativas de solucion al problema. En ambos casos se de-
fine primero una distancia entre literales y luego se usa la métrica de Hausdorff
para obtener a partir de esta una distancia entre clausulas. Esto tiene dos desven-
tajas. Por un lado la métrica de Hausdorft depende exclusivamente de los puntos
extremos (véase, p.e. [EM97]) y por otro, estos literales se consideran aislados y
en ningin momento se consideran las posibles relaciones entre los literales de la
misma clausula.

En la parte final de este capitulo, proponemos una solucién al problema de
cuantificar la proximidad entre clausulas, considerandolas como elementos de un
entramado de relaciones via subsuncién que nos va a permitir acceder de una
clausula a otra, en cierto sentido, por el camino mas corto. Esta aproximacion
representa una importante diferencia con [Hut97] y [NC97], que consideran los
literales como elementos aislados.

La relacién de subsuncién, como relacion binaria definida en el conjunto de
clausulas, no es una relacién simétrica. Ello nos lleva a pensar que la nocion
de distancia es excesivamente restrictiva para formalizar la idea de proximidad
basada en subsuncién.

Las funciones de distancia no simétricas ya fueron consideradas por Hausdorff

[Haul4] a principios de siglo. Wilson [Wil31] introdujo el término quasi-metrics
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para estas funciones en 1931. A lo largo del siglo diversos investigadores han
contribuido al desarrollo de las distancias no simétricas, recibiendo recientemente
un nuevo empuje con los trabajos en computacion tedrica de Lawson [Law91] o

Smyth [Smy91] entre otros.

Definicién 4.22 ([Smy91]) Una quasi-métrica sobre un conjunto X es una
aplicacion de X x X en los reales no negativos, incluyendo posiblemente +oco
tal que

o (VzeX)ld(z,z)=0]
o (Vo,y € X)ld(z,y) =d(y,z) =0=z =y
o (Vr,y,z€ X)[d(x,z) <d(z,y) + d(y, z)]

Nétese que una quasi-métrica verifica las condiciones? para poder desarrollar una
de métrica de Fréchet, excepto la condicion de simetria. Veamos algunos ejemplos
(otros ejemplos més sofisticados pueden encontrarse en [Smy91]).

Ejemplo 1: Dado cualquier conjunto parcialmente ordenado (P, <), la quasi—

métrica discreta se define como

0 siz <y
d(%y)Z{

1 €.0.C.

Ejemplo 2: En el intervalo unidad [0, 1] podemos definir la quasi-métrica si-

guiente, cuya métrica asociada es la distancia euclidea en el conjunto.

d( ) 0 six <y
x? = .
Y xr—y sty <w

2Fue Fréchet en su tesis doctoral en 1906 [Fré06] quien afirmé que bastaba que la funcién
verificara

o (Vxe X)d(x,z) =0]
o (Vo,y € X)[d(z,y) =0=z=1y]

o (Va,y € X)[d(z,y) = d(y,x)] (Condicién de simetria)
* (

Va,y,z € X)[d(z,2) < d(z,y) +d(y, z)] (Propiedad triangular)

para ser una métrica.
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4.7 Una quasi—métrica sobre clausulas

En 4.20 hemos probado que si C'y D son dos clausulas tales que C' = D entonces
existe una sucesiéon de OAS {Ag/zo}, {A1/z1}, ..., {An/zn} tales que

C = D{Ao/xo}{Ar/21} .. AAm 2}

Vamos a usar esas sucesiones de OAS para formalizar la proximidad entre clau-
sulas. En nuestra definicion, la distancia entre dos clausulas vendra determinada
por la longitud del camino mas corto entre ellas, considerando como camino la

sucesién de clausulas asociada a una cadena de OAS.

Definicién 4.23 Una cadena de OAS (o simplemente cadena) de longitud n de

la cldusula D a la clausulas C es una sucesion de n OAS

{Al/ﬁl}, {AQ/IQ}, ey {An/mn}

tales que

C = D{A /a1 }, {02}, ... {An )20}

Si C' = D, consideraremos que la cadena vacia, de longitud cero, lleva C' en D.
Denotaremos como L(C, D) el conjunto de todas las cadenas de C' a D y si C es

una cadena, |C| denotard su longitud.

A continuacion definimos nuestra quasi-métrica. Si D > C' entonces existe al
menos una cadena de C' a D, (el conjunto L(C, D) no es vacio) y tiene sentido
considerar el minimo del conjunto de longitudes de caminos en L(C, D).
Siguiendo la intuicion geométrica, si consideramos esas cadenas como caminos
de C' a D, podemos definir nuestra quasi—métrica como la longitud del camino
méas corto de C' a D. Si no existe ningiin camino, esto es, si D no subsume a C,
pensamos que D no puede ser alcanzado desde C' mediante OAS, asi que estan

separados por una distancia infinita.

Definicién 4.24 Definimos la aplicacion dc : C x C — [0,400] de la siguiente
manera
min{|C| : C € L(C, D)} siC =D

+00 e.o.c.

de(C, D) = {

Teorema 4.25 dc es una quasi—-métrica
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Demostracion:

(1) Puesto que para toda cldusula C se tiene que C' > C', entonces la cadena
vacia lleva C' en C' y el minimo de las longitudes de las cadenas es cero.

(2) Si de(C, D) = de(D,C) = 0, entonces podemos pasar de C' a D (y vice-
versa) sin usar ningin operador, esto es, C' = D.

(3) Tenemos que probar que dc(Cy, C3) < de(Ch, Cy) +dc(Cy, Cs). Si Cy i Cy
o Cy ¥ (5 el resultado se tiene trivialmente, luego supongamos C; > Cs y
Cs = (3. Sila cadena de menor longitud de C a (Y tiene longitud n y la cadena
de menor longitud de Cy a Cj tiene longitud m entonces, componiendo ambas
cadenas obtenemos una cadena de longitud n + m que va de C a Cj3, por tanto,
la cadena de longitud minima de C; a C5 tendrd una longitud menor o igual que

n +m, esto es

d([C1], [Cs]) <=n+m = d([C1], [Ca]) + d([C4], [Cs))

Nota 4.26 La funcion dc no es simétrica, ni tan siquiera cuando las clausulas
son equivalentes bajo subsuncion. Esto se debe a que, en cierto sentido, dc
mide el nimero minimo de transformaciones sintdcticas necesarias para llevar
una clausula en otra y dos clausulas equivalentes pueden ser sintacticamente muy

diferentes. Basta considerar las siguientes clausulas

C'= {p(x1,1),p(a,b),q(a,b,c)}
D= {p(a7b>7Q<a7bvc)vQ(x%y%ZQ}

Si 0 = {x1/a,y1/b} v 02 = {xa/a,ys/b, z2/c} entonces C6; C Dy Dby C C,
luego C' ~ D y un simple calculo nos lleva a que de(C, D) =2y de(D,C) = 3.

Por tanto dc es una quasi-métrica. De esta manera, dc(C, D) codifica de manera
numérica suficiente informacién sobre la relacién de subsuncion entre C'y D y

permite un tratamiento algebraico de la relacion de proximidad.

4.8 Trabajos relacionados

En la literatura puede encontrarse diversas aproximaciones al problema de cuan-

tificar la relacion de proximidad entre clausulas. Nuestra propuesta se suma al
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esfuerzo de arrojar luz sobre el problema.

En [NC97], Nienhuys-Cheng define una distancia para dtomos cerrados
® dyc4(e,e) =0

o p/nF# q/m = duey(p(S1,...,5n),q(t1, ..., tm)) =1

o dicg((S1,y..y8n),p(t1, ... 1)) = % o neg(Sits)

y luego considera la métrica de Hausdorff para trasladar esa distancia a conjuntos

de atomos.
dn(A, B) = max{ma}{min{dm,g(a, b)|be B}}, Igla];({min{dmg(a, b)|a€ A}}}
ac €

El objetivo de esta distancia es definir una métrica entre interpretaciones de
Herbrand, asi que d,., estaba sélo definida sobre dtomos cerrados. En [RB9S§],
Ramon y Bruynooghe extendieron esta distancia a una funcién sobre expresiones

cerradas y no cerradas:
o dye(p(s1,...,8n), X) = dne(X,p(s1,...,5,)) =1 con X una variable.
o d,.(X,Y) =1y d.(X,X) =0 para todo X #Y con X e Y variables.
e En otro caso, seguimos la definiciéon de d, 4

Podemos extender facilmente esta métrica a literales: Si A y B son atomos, con-
sideramos d,,.(=A, B) = d,.(A,=B) = 0y dp.(—A,—B) = dn.(A, B). Aplicando
a dp. la métrica de Hausdorff obtenemos una distancia sobre clausulas, como

muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.27 Consideremos los dtomos Ly = p(z1), Lo = {q(f(f(22)))}, My =
pla) y My = {q(f(f(b)))} v las cldusulas

C) = {LI; L2} Cy = {L1}
D, = {Mh M2} Dy = {Ml}

Ademas se verifica que Cy = Dq y Cy = D,. Usando la métrica d,,. tenemos que

dnc(Lla Ml) = %
d

dnc(LbMQ) -
nc(L27M1) =1 d

nc(L27 MZ) ==

[
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Aplicando la métrica de Hausdorff para obtener ahora distancias entre clausulas,

tenemos que
1

dh(ClaDl) - dh(027D2) = 5
En este caso vemos que los literales L, y M, son irrelevantes para el calculo de
la distancia entre C7 y D;. Sin embargo, al considerar la proximidad basada en
la nocién de subsuncién, la relacion entre Lo y My queda reflejada en nuestra

quasi-distancia. Sean A; y A, las asignaciones

Ay: Lit — PPNt
{{1}}} siL=pla)
L — AL = {0y si L=q(f(f(D))

1] en otro caso

A,: Lit — PPNT
{{{1-1-1}}} st L=gq(f(f(D)))
L — A(L)= {0} si L = p(xy)
0 en otro caso

Entonces, tenemos que D1{A;/x1}{As/xs} = C1 y Do{A1/21} = Cy y ademés
no podemos llevar Dy en Cy ni Dy en C; con cadenas de longitud menor, por
tanto

de(Ch,Dq) =2 y de(Ch, Dy) =1

En [Hut97], Hutchinson da una pseudo-métrica sobre el conjunto de términos y
la extiende al conjunto de literales. Entonces, considera la métrica de Hausdorff
sobre el conjunto de clausulas usando su pseudo—métrica sobre literales.

En su definicién de distancia sobre términos, usa una funcién del conjunto de
sustituciones sobre R llamada size. Da las condiciones que tiene que satisfacer

una funciéon para ser una size y da una funcién concreta con esas caracteristicas

S(0) = Z{wf/n | (3z) (x € Var y f/n ocurre en x60)}

donde wy/, es un peso positivo para el simbolo de funcién f/n. Con la métrica

de Hausdorff basada en esa pseudo—métrica tenemos que para las clausulas

obtenemos los valores dj,(C1,Cy) = 0y dp,(C1,Cs) = 0 a pesar de que C; y Cy no
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son ni siquiera comparables bajo subsuncién.
Con nuestra funcion de, al no existir ningin camino de C a Cs, esa relacion

de inaccesibilidad se codifica con el simbolo +oo0.

dC(Cl, CQ) = dC(CQ, Cl) =400

4.9 Calculo efectivo de la quasi-distancia de sub-
suncién

3

En esta seccion® vamos a estudiar como obtener la quasi-distancia de subsuncion

entre dos clausulas de manera efectiva. Para ello vamos a probar un resultado
que relaciona esta quasi-distancia con la descomposicién de una sustitucién en

sustituciones elementales

Definicién 4.28 Dada una sustitucion 6 se define el conjunto

Desc(0) =4 o1...0p : o, ={x;/t;} x & Var(t;)
T (V2 € Dom(0))[20 = zoy .. .0y

Sioy...o0, es una sucesion de n sustituciones elementales, diremos que la longitud

de la sucesion es n y lo representaremos por
long(oy...0,) =n
A continuacién definimos el peso de una sustitucion.
Definicién 4.29 Sea 6 una sustitucion
Peso(0) = min{long(X) | X € Desc(6)}

Las proposicion siguiente relaciona el peso de una sustitucién y la quasi-distancia

de subsuncién.

Proposicion 4.30 Sean C' y D dos clausulas tales que C' > D. Entonces

min{Peso(0)|CO C D} < dc(C,D)

3El predicado correspondiente al calculo de la quasi-distancia en el apéndice B es
d_subsuncion/3. En el mismo apéndice se encuentran los distintos auxiliares.
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Demostracién:
Supongamos que de(C, D) =n y sea C € L(C, D) tal que de(C, D) = |C| esto es,
C es una cadena de n OAS {A;/z1}...{A,/z,} tal que

D{A 21} .. {A 2} = C

Sean Dy = D y para todo i € {1,...,n} sea D; = D; 1{A;/x;} con D, = C.

Para todo i € {1,...,n} se tiene lo siguiente:
e Si (VL € Lit)[A;(L) C 0] entonces D; C D; 4

e En otro caso, existe un tnico término t; que permite la compatibilidad de
A;. Ademsds, por ser {A;/x;} un OAS tenemos que x; no ocurre en t;. Sea
o; = {x;/t;}. Tenemos que D;o; C D;_;.

Por consiguiente existe una sucesion opo_1...017 con k < n de sustituciones

elementales tales que si o; = {x;/t;}, entonces x; & Var(t;) verificando
Coyop—1...00C D

Sea # la composicion de sustituciones elementales o 00;_10---00;. Se tiene que
0k0k—1-..01 € Desc(f) y C8 C D, luego

min{Peso(#)|C0 C D} < k <n =de(C,D)
_|

A continuacion presentamos otra proposicién que nos da la otra desigualdad en

el caso en que C' € D, pero antes necesitamos un lema técnico.

Lema 4.31 Sea 0 una sustitucién y é; ...0, € Desc(0) con long(d;y ...d0) = k.
Sea V* un conjunto finito de variables tal que V* N Dom(f) = (. Entonces
existe oy1...0, € Desc(f) con long(oy...0;) = k tal que para toda z € V*,

201...0 = Z.

Demostracion:
Sean §; = {x;/t;} vy sea z; € V* tal que 2107 ..., # 2. Entonces, para algin

i€ {l...,k}, 8 = {z1/t;}, esto es, x; = 2. Sea ij el menor indice i tal que
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T; = 2 y sea yi una variables que no ocurra en Dom(6)U Ran(8) UV*. Definimos

{zi/ti{=1/y1}}  sii<ij
o =9 {vi/ta} si i = i;
5; sii > il

Se tiene que ;' ...0;! € Desc(f) ya que para todo i € {1,...,k}, Dom(6}') C
Ran(6}') y ademds, para todo u € Dom/(6)

udit ... (53%1_1(52.1%1(51.1%1“ S0t
() ey H gL ol
= u5161%51%+15,}:1

Por tanto d;'...8;' € Desc(d). Puede ocurrir que 28i'...8:" # 2. En este
caso, iteramos el proceso y tomamos y? una variable que no ocurra en Dom(6) U
Ran(0) UV*U{yi} v sea i2 el menor indice i tal que 2; € Dom(d}). Obviamente
i1 < iy. De manera andloga al paso anterior obtenemos 1%...0;% € Desc(6).
Iterando el proceso obtenemos una sucesién de indices 1,147,743, ... Esta sucesién
no puede ser infinita, luego, tras n pasos obtenemos ;" ...d;" € Desc(f) tal que
para todo k € {1,...,n}, 21 & Dom(5™).

Sea V' = V* — {z1}. Si existe 29 € VJ* tal que 220{"...0}" # zy, iteramos

todo el proceso tomando ahora las variables 3 de manera que no pertenezcan a

Dom(6) U Ran(8) UV* U {y1,....47} U {ys,- o5 '}

Puesto que V* es finito, el proceso termina y finalmente obtenemos 07*", ..., ;" €
Desc(0) con long(67™, ..., 00") = k tal que para toda z € V*, 267", ..., 07" = 2.
_|

A continuacién enunciamos y demostramos la proposicion por la que obtenemos

la otra desigualdad.

Proposicion 4.32 Sean C' 'y D dos clausulas tales que C = D y C < D. En-
tonces

de(C, D) < min{Peso(0)|CO C D}

Demostraciéon:

Sea 6 una sustitucion tal que C6 C D. Puesto que C' € D, la sustitucién 6 no
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es vacia. Sea k = Peso(f). Entonces existe una sucesién oy ...oy € Desc(f) de
longitud £ tal que Coy...0p C D.

Sean Cy = C'y para todo i € {1,...,k} sea C; = C;_10;. Por el lema 4.19
sabemos que para j € {1,...,k — 1} existe un OAS tal que C;{J;/z;} = C;_;.
Veamos que también existe un OAS {A/zy tal que D{Ay/xr} = Cy_1. Tenemos
que Cyp_101, = Cy y Cp, € D. Aplicando de nuevo el lema 4.19 encontramos
un operador {Ay/x;} tal que Cr{Ay/xr} = Ci_1 y ademds la asignacién de
posiciones Ay, verifica que A,(L) = 0 si L & C),.. Por tanto ese OAS verifica que

D{Ay/xx}
— C{AL/mi} U D — Cl{ A/}
— C{Ay/a} UD
= Ci

Por tanto, si # es una sustitucién no vacia tal que C8 C Dy Peso(f) = k entonces
existe C € L(C, D) con |C| = k por tanto, si C € D

{Peso(0)|CHO C D} C{|C| : Ce L(C,D)}

luego

de(C, D) =min{|C| : C € L(C, D)} < min{Peso(d)|COD}
_|

En consecuencia, si tenemos en cuenta que la quasi-distancia de una clausula a si
misma es cero y que si C' # D y C' C D entonces podemos obtener C' aplicando

un unico operador, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.33

0 siC =D
de(C, D) = 1 siC#DyCCD
7 min{Peso(#)|CO C D} siC=DyCZD

00 siC' % D

Dadas C'y D las distintas condiciones en la definicién por partes del corolario son
decidibles. Ademas, si C' > D sélo existen una cantidad finita de sustituciones
0 tales que C8 C D. Luego, para conocer de manera efectiva la distancia de

subsuncion sélo queda conocer el peso de una sustitucion dada. Dedicaremos a
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ello el resto de la seccion.

En primer lugar veamos una interesante propiedad sobre las descomposiciones
minimales. Solo debemos tener en cuenta que si 6 es una sustitucién no vacia y
01 ...0, € Desc(f) es tal que long(d; ...0,) = Peso(#), en virtud del lema 4.31

siempre existe o4,...,0, con
long(o1,...,0,) =long(d; ...6,) = Peso(0)

tal que si V* es un conjunto de variables finito disjunto con Dom(6), para toda

z € Var*, zoq,...,0, = z. Por tanto no hay pérdida de generalidad en considerar
una descomposicién oy, . . . , 0, de la sustitucién 0, con long(oy, ..., 0,) = Peso()
tal que z € V*, zoy,...,0,) = z con V* apropiado.

Teorema 4.34 Sea 6 una sustitucién no vacia y sea oy . ..o, € Desc(8) tal que
Peso(0) = long(o, ...0,) = n. Sea 0* la sustitucion oy ... 0n—1 | pom(s). Entonces
Peso(6*) =n —1

Demostracién:

Para todo i € {1,...,n — 1}, 0, = {x;/t;} con z; & Var(t;) y para todo z €
Dom/(0*) se tiene que z0* = zoy...0,1. Por tanto oy...0,_1 € Desc(0*) y
long(oy ...0,-1) =n — 1. De ahi que Peso(6*) <n — 1.

Veamos a continuaciéon que Peso(0*) > n — 1. Lo vemos por reduccién al
absurdo. Supongamos que Peso(0*) = k < n — 1. Sin pérdida de generalidad
podemos considerar ¢y ...d0; € Desc(0*) con long(d;...0,) = k tal que para
toda z € Dom(0) — Dom(0*), 20,...0, = z. Puesto que o, = {z,/t,} con
z, & Var(t,), para ver que d; ...d00, € Desc() sélo hay que comprobar que

para toda z € Dom(0) se verifica que z0 = zd; ... 6x0y,.
e Siz € Dom(6*). Por definicion Dom/(6*) C Dom(#), luego

201 ...0,0, = 2070, = 201 ...0,_10, = 20

e Tomemos ahora z € Dom(0)—Dom(60*). Por definicién de 6%, zoy ... 0,1 =
z (en otro caso, z € Dom(6*)) y por otra parte tenemos que z € Dom(6)

luego 26 # z, por tanto

201 ...0p_10, = 20, = 2{x,[tn} # 2
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luego z = z,,, por tanto, segin hemos elegido d; ..., d, se tiene

201 ...0,0, = 20, = 1, = 20

Por tanto tenemos que 0; ... 00, € Desc(f) verificando long(0; ... 0x0,) = k +
1 < n = Peso(f). Contradiccion. -

Entrada: Una sustitucion 6 no vacia
Sea 0y =60y Up = Dom(6) U Ran(0)
Paso 1:
Si 6, es la sustitucién vacia
Entonces para

En otro caso: representamos 6; = {x1/t1,...,2,/t,} e ir al Paso 2.
Paso 2:
Si existe x; € Dom/(6;) tal que x; € Ran(6;)
Entonces para toda k € {1,...,7—1,7+1,...,n} sea ¢} un término
tal que al aplicarle {z;/t;} obtengamos ty,esto es, t* = t;{z;/t;}
Sean.
Orr = o1 /8, w1 6w [, o [T}
oir1 = {z;/t;}
U1 =U;
asignamos a ¢ el valor ¢ + 1 y volvemos al Paso 1.
En otro caso: Ir al Paso 3.
Paso 3:

En este caso sea z; una variable que no pertenezca a U; y sea
Ui—H = UZ U {Zz}
sea j € {1,...,n} y sea T un subtérmino de ¢; tal que T" no es una variable
de U;11. Entonces, para toda k € {1,...,n} sea t; un término
tal que al aplicarle {z/T} obtengamos t;,esto es, t* = t;{z/T}. Sean
91‘4_1 = {xl/t’{, . ,xn/t;’;}
oir1 = {z/T}

asignamos a ¢ el valor ¢ + 1 y volvemos al Paso 1.

Figura 4.1: Algoritmo para el calculo de distancia de subsuncién

Antes de pasar a ver como podemos encontrar una descomposicion minima, vea-
mos otro lema que relaciona el dominio de # con el dominio de las sustituciones

elementales de las descomposiciones.

Lema 4.35 Sea 0 una sustitucion no vacia y sea dy...0; € Desc(0) tal que
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long(dy ...d0x) = k. Entonces existe oy . ..oy € Desc(f) con long(oy...01) =k y

o; = {x;/t;} tal que para todo z € Dom(0) existe un tnico indice i tal que x; = z.

Demostracion:
Trivialmente se tiene que si oy...0, € Desc(0) y z € Dom(f) existe un i €
{1,...,k} tal que x; = 2. Tenemos entonces que probar que existe una des-
composicién oy . ..oy donde para cada z € Dom(0) existe un unico indice i con
T = 2.

Sea 01 ...0, € Desc(f) con §; = {y;/s;} y sea z* € Dom() tal que existen
i,j € {l,...,k} con i # j tales que y; = y; = z*. Sea jy el mayor indice tal que
Yj, = 2% y sea j; es mayor indice de {1,...,jo—1,jo+1,...,k} tal que y;, = 2"

Sea xy una variable que no ocurra en # ni en ningun ;. Definimos

B sii<

s1— {yl/Si{Z*/xo}} sigp <1< o
{zo/sjo} st i = Jo
Oi sii > jo

Cada sustitucién elemental §; verifica que Dom(d}) € Ran(d}) y ademds, para
todo z € Dom(0)

261 ...0}
= 251 Ce (5j0_1{2/1‘0}{$0/8j0}5j0+1 Ce 5k
= 2’51 Ce 5j0_1{$j0/8j0}5j0+1 c. 5k

luego 41 ... 8L € Desc(6), long(d; ...d}) = ky z* ha disminuido en una unidad sus
ocurrencias en los dominios de las sustituciones elementales. Iterando el proceso
obtenemos una descomposicion en la que cada variable del dominio ocurra una

Unica vez en el dominio de una sustitucion elemental. =

La figura 4.1 representa el algoritmo que vamos a seguir para obtener la descom-
posicién de una sustitucion. Se trata de un algoritmo no determinista. Cada una
de las posibles elecciones nos lleva a una descomposicion. Para calcular el peso

tomaremos la descomposiciéon mas corta entre todas las posibles.

Proposicién 4.36 El ALGORITMO termina

Demostraciéon:

Para ver que el algoritmo termina sélo hay que tener en cuenta que si z;/t; es
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un enlace de 6; y x;/t; es un enlace de ¢;; entonces Pos(t;) C Pos(t;) ya que
en ambos pasos del algoritmo existe una sustitucién v tal que t/ = t77y. Teniendo

esto en cuenta definimos

x/t es un enlace de 6;, p € Pos(t
Ai={<x,f,p>| / M }

y f es el simbolo asociado a t/p}

Sea K; = A; N Ag. Para ver que el algoritmo termina vamos a ver que |K; 1| <
|K;|. Sea 6; = {x1/t1,...,x,/t,} y supongamos que existe z; € Dom(6;) tal que
x; & Ran(0;) y sea

91'4_1 = {l‘l/f{, ce 7xj—1/t;_17xj+l/t;+1a ce ,l’n/tZ}

Puesto que para todo j, Pos(t;) C Pos(t;), tenemos que K1, C K; y ademds, si
oiy1 = {xj,/tj, } entonces en 6,41 no hay ningin enlace z;,/s;,, luego K; 11 C K.
En el caso en que Dom(6;) € Ran(6;), aplicamos el paso 2. En este caso también
tenemos que para todo j, Pos(t;) C Pos(t;), tenemos que K;1; C K;ysiT esun
subtérmino de ¢, que no sea variable nueva y u € Pos(t;) verificando t;, /u =T
entonces (., f,u) € K; y (zj,, f,u) & Kit1. =

El ALGORITMO es un algoritmo no determinista que recibe una sustitucion y
calcula un conjunto de descomposiciones. Nuestro objetivo ahora es probar que
una de ellas es de longitud minima. De este modo completariamos el céalculo
efectivo de la quasi-distancia de subsuncién. Lo vemos en el teorema final. Antes,

necesitamos un lema.

Lema 4.37 Sitoda sucesién oy . ..o, € Desc(f) con Peso(6) = long(oy ...0y,) =
n verifica que x, ¢ Dom(0) (donde o; = {x;/t;}) entonces Dom(0) C Ran(0).

Demostracion:
Lo vemos por reduccién al absurdo. Supongamos Dom(f) € Ran(f) y sea
10, € Desc(f) con Peso(oy...0,) = long(oy...0,) = n. No hay pérdida
de generalidad si suponemos que par toda variable el dominio z existe un unico
indice i tal que z = x;.

Puesto que Dom(0) € Ran(0) existe z € Dom(0) tal que z & Ran(f). Sea i

el unico indice tal que z = z;, y consideremos las sustituciones o;, = {z/t;,} v
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Oigt1 = {Tig+1/tigr1}- Su composicién es
OigTigt1 = {2/tigOigt1s Tig [tig1}

Sea (57;0 = {xi0+1/ti0+1} y (5,’0+1 = {Z/ti00i0+1}. Para ver que 5i06i0+1 = 04,0ip+1
basta ver que x & Var(t;,+1), pero esto se tiene. —

Lema 4.38 Si existe una sucesion de sustituciones 6,61, ...,0, con 0, la sus-
titucion vacia generada mediante los distintos paso del ALGORITMO a partir de

0 = 0y verificando que para todo i, Dom(6;) € Ran(0;) entonces Peso(6) = |0|.

Demostracion:
Trivial, ya que en este caso siempre podemos aplicar el Paso 1 del algoritmo, con

lo que en cada iteracion |0, 1| = 0] — 1. -

Nota 4.39 Usaremos el resultado del lema anterior en sentido contrario al que
lo hemos enunciado, esto es, consideraremos que si Peso(6) # |6], entonces para
toda sucesién de sustituciones 6g, 61, . .., 0, con 6, la sustitucion vacia generada
mediante los distintos paso del ALGORITMO a partir de § = 0y, existe ¢ tal que
Dom(6;) C Ran(6;).

Teorema 4.40 Sea 6 una sustitucién no vacia y Peso(f) = n. Entonces, en un

paso el ALGORITMO genera dos sustituciones 6* y o verificando que
(1) Sio = {z/t}, x no ocurre en t.
(2) Para toda z € Dom(0), 20 = z0*c.
(3) Peso(0*) =n—1

Demostracién:
Los apartados (1) y (2) se tienen trivialmente. Veamos el apartado(3).

Por el teorema 4.34 si 0y...0, € Desc(0) y Peso(f) = long(oy ...0,) = n,
entonces Peso(oy ...0,_1 1D0m(9)) = n — 1. Para ver que se tiene el resultado
tenemos que comprobar que existe una descomposicién oy ...0, € Desc() y
Peso(0) = long(oy...0,) = n, tal que el algoritmo encuentra ¢ = o, y 0* =

O1...-0np-1 WDom(G)-
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Sea 01...0, € Desc(0) y Peso(f) = long(oy...0,) = n con o; = {x,/t,}.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para todo z € Dom(f) existe
un unico indice ¢ tal que x; = z. Distinguimos dos casos:

Caso 1: z,, € Dom(0)

Veamos en primer lugar que si x,, € Dom(f) entonces z,, € Ran(f). Nétese que
por definicién de Desc(0), para todo i, z; ¢ Var(t;), en particular, z,, & Var(t,).
Sea z € Dom/(0).

e Siz, € zoy...0,_1 entonces x, & (201...0,_1)0, ya que z, & Var(t,)y

20 = zoq...0p,
e Six, € z01...0,_1 entonces T, & 201 ...0,_1 = 201 ...0p_10, = 20.

Por consiguiente, tenemos que z, € Dom(f) y z, ¢ Ran(f). El Paso 2 del
ALGORITMO encuentra z, € Dom(f). Sabemos que para todo z € Dom(0)
existe un dnico indice i € {1,...,n} tal que x; = z, por tanto, para todo j < n
xj # x,. De ahi que

r,0 = x,01...0, = xh0, =1,

Por tanto o = o, = {z,,/t,}.

Para completar la tesis del teorema, en este caso, tenemos que probar que
si #;11 es una sustitucién generada en el Paso 2 a partir de 6, = 6 entonces
01...0np-1 WDom(e)-

Se tiene que

Dom(ﬁiﬂ = Dom(m [ o | 1D0m(9)) = {Z’l, . ,l‘nfl}

luego, para ver que ambas sustituciones coinciden, basta ver que para todo k €
{1,...,n—1}

Tro1...0n-1 1Dom(9): xkei—i—l

sabemos que (24071 ... 0n-1 1pom(@)){%n/tn} = ti. Por tanto x401...0n-1 1Dom(0)
es un determinado ¢} y el algoritmo lo encuentra.

Caso 2: z,, & Dom(6)
Aqui tenemos que contemplar dos posibilidades:

Caso 2.1: Dom(0) € Ran(0)
En virtud del lema 4.37 si Dom(0) € Ran(#), entonces existe d; .. .0, € Desc(f)
con Peso(0) = long(d; ...d,) = n tal que &, = {y,/s,} verificando y,, € Dom(9).

En este caso, como hemos visto en el caso anterior, el algoritmo encuentra un 6*
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y o relacionados con 6 ... 0,.
Caso 2.2: Dom(0) C Ran(6)
En este caso estamos en el paso 3 del ALGORITMO. Sea z la variable nueva y
sean, para todo i € {1,...,n— 1}, v = {x;/ti{z./2}} ¥y
0" =71 Yn-1 1Dom(e)
o ={z/tn}

Para concluir el teorema queda por ver:

® Vi ...Vn—10 € Desc(0)
En primer lugar, x; & Var(t;{z,/z}), para todoi € {1,....n — 1} y 2z &
Var(t,). Por otra parte, sea u € Dom(0).

—uF x,

UYL - Yne1iz2/tn ) = uor . op{xn /2 {2/t } = uoy . =U0

—u=ux,
T V1 - - Yno1{2/tn}
= Z,01...00_1{xn/2H{z/ts}
= x{z,/zH{z/th} =1,
- Tp0y...0p

= x,0

donde () se tiene porque si j < n, entonces z, # ;.

e Existe z € Dom(#) tal que t,, es un subtérmino de z6.
Trivialmente se comprueba que si t,, no es subtérmino de ningtn z6 entonces

01...0n-1 € Desc(0) y Peso(f) < n. Contradiccién

A partir del teorema se tiene de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 4.41 Sea 6 una sustitucion no vacia. Entonces Peso(f) coincide con

la longitud de la descomposicion mas corta obtenida por el ALGORITMO 1.
Ejemplo 4.42 Para todo n > 0, consideremos las clausulas

Ch
D,

sum(s" (z1), " (y1), 5" (21) — sum(s"(x1), 5" (41), 5" (1))
sum(s*"H(x2), 57 (y2), 57" (22))  — sum(s”(x2), " (1), 5°" (22))
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N de(Ch, Dy) dp(Ch, Dy)
Seg Q—dist Seg Dist
64 0.02 3 0.11 ~2.7107%
128 0.06 3 0.21 ~1.41073%
256 0.1 3 0.43 ~ 4310778
512 0.26 3 0.93 ~ 3.71071%
1024 0.67 3 2.03 ~ 2.71073%

Figura 4.2: Tabla comparativa

y la sustitucién 6,, = {z1/s"(x2),y1/5"(y2),x3/s"(y3)}. Entonces C,0, = D,
para todo n y de ahi, C}, = D,,. La tabla 4.2 muestra los valores obtenidos para
la quasi-métrica dec(C,,, D,,) y la distancia de Hausdorff d,(C,,, D,,) para varios
valores de N asi como el tiempo de computacion en un Pentium III 800 Mhz. en
una implementacion en SWI-Prolog 4.0.11. Se prueba facilmente que para todo
n > 0, de(C,, D,) = 3. Si usamos la métrica de Hausdorff d;, basada en d,,.

tenemos que, para todo n > 0

1
dh<Cn7 Dn) = on+1

que tiende a cero a pesar de que la relacion de subsuncion se verifica para todo

n.

4.10 Cotas

En la seccion anterior hemos visto un método para computar dec, pero decidir
si dos clausulas estan relacionadas por subsuncién es un problema NP-completo
[GJ79], asi que, desde un punto de vista practico necesitamos una estimacién
rapida de la quasi-métrica antes de decidir la subsuncién.

Terminamos este capitulo con un resultado que determina una cota superior

e inferior para dc.

Teorema 4.43 Sean C) y Cy dos clausulas tales que C; € Cy. Si C; = Cy

entonces

|Var(Cy) — Var(Cy)| < de(Cy, Cr) < min{2 - |Var(Cy)|, |Var(Cy)| + |Var(Cs)|}
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Demostracion:

Para cada 6 tal que C10 C Cy, 6 tiene al menos |Var(Cy) — Var(Cs)| enla-
ces y necesitamos al menos un OAS para cada enlace, de ahi la primera desi-
gualdad. Para la segunda, si C16 C (5 entonces podemos encontrar n sustitu-
ciones oy,...,0, con op = {x;/t;} y x; & Var(t;) tales que Cioy...00 C Cy
verificando n = |6] 4+ |Ran(f) N Dom(#)|. La desigualdad se tiene puesto que
Ran(8) C Var(Cy), Dom(0) C Var(Cy) y |0 < Var(Cy). -

El siguiente ejemplo muestra que estas cotas no pueden mejorarse.

Ejemplo 4.44 Consideremos las cldusulas

Cy = {p(x1,72)}
CQ = {p(a, b)}
Cy = {p(f(z1,22), f(72,71))}

entonces se tiene que

dC(Cg, Cl) = |VCLT(01) — VCLT(CQ)| =2
de(Cs, Cy) = min{2 - [Var(Cy)|, [Var(Cy)| + |Var(Cs)|} = 4



Capitulo 5

Operadores clausales y el orden

de consecuencia

En este capitulo estudiamos la relacién entre los operadores clausales y el orden
de consecuencia. En el capitulo 4 vefamos que si dos clausulas C' y D estaban
ligadas por la relacion de subsuncién, C' > D, entonces podiamos encontrar una
serie de operadores clausales de un determinado tipo (OAS) que generalizaban D
para obtener C'. Estudiamos ahora el orden de consecuencia = definido como una
relacion binaria en el conjunto de clausulas C. Segiin vimos en el teorema 3.22,
dadas dos clausulas C' y D siempre podemos encontrar un operador ¢ € OP% tal
que C'¢p = D. En particular, esto ocurre cuando C' |= D. Vamos a estudiar cudles
son esos operadores de OPZ que nos permiten obtener C' a partir de D cuando
CFED.

Para ello, nos apoyaremos en un corolario del teorema de subsuncién (5.7) que
hemos llamado corolario de interpolacién (5.12) mediante el cual caracterizamos
la relacién = definida en C con la composicién de dos relaciones binarias: La
relacién de derivacion F, (Definicién 5.5) y la relacién de subsuncién .

También veremos que con un tipo especial de operadores que llamaremos ope-
radores de inversion sesgados (OIS) podemos pasar de la clausula D a la clausula
C cuando C' es mas general que D en el orden de derivacion .. Ademads, como
ocurria con el orden de subsuncion, para ello no necesitamos los operadores ex-
tendidos (Def. 3.18), sino que basta buscar en OP*. Combinando adecuadamente
los operadores de aprendizaje para subsuncién (OAS) y los operadores de inver-
sién sesgados (OIS) podremos invertir la relacién de consecuencia f=. Nuestro

objetivo es probar el siguiente resultado

119
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Teorema 5.1 Si C F Cs y Cs no es una tautologia entonces existe ¢ € OP* tal
que Cy = Co¢

Los operadores necesarios para invertir el orden de consecuencia (OIS) tienen pro-
piedades distintas a los que usamos para invertir el orden de subsuncién (OAS).
Sin embargo, ambos 6rdenes, subsuncién y consecuencia, estan relacionados por
el lema de Gottlob (Lema 5.8).

Tomando como punto de partida ambos tipos de operadores, OAS y OIS, nos
planteamos la busqueda de un nuevo conjunto de operadores capaces de generar
tanto operadores de inversién sesgados (OIS) como operadores de aprendizaje
para subsuncién (OAS): Los operadores de generalizacion minimales (OGM), a
los que dedicaremos la parte final del capitulo. Estos operadores son capaces de
generar tanto los Operadores de Aprendizaje para Subsunciéon como los Opera-
dores de Inversion Sesgados y representan las unidades minimas que permiten
operar con ambos Ordenes.

En este capitulo no consideraremos el caso de generalizacion de la relacion de

consecuencia de tautologias.

5.1 Motivacion

El punto de partida para poder encontrar operadores clausales que generalicen la
clausula D para obtener C en el caso en que C' |= D es el teorema de subsuncién
(teorema 5.7). Ese teorema ha tenido distintas formulaciones a lo largo de la
historia'. Nosotros seguimos a Nienhuys-Cheng y de Wolf en [NCAW97]. Antes de

presentar su enunciado, recordamos algunas definiciones y fijamos las notaciones

correspondientes.
Definicién 5.2 Sea C una cldusula y Ly, ..., L, (n > 1) literales unificables de
C yseaf un umg de Ly, ..., L,. Entonces la clausula Cf se llama factor de C'.

Definicién 5.3 Sean C; = {Ly,...,L,} y Co = {M,...,M,} dos cldusulas
que no tienen variables en comiun. Si la sustitucién 0 es un umg de L; y —M;

entonces la clausula

({L1,...,Li—1, Liva, .o, Ly f U{ My, ..., My, Mg, ..., M,})0

LVer [NCAWO6].
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se llama resolvente binaria de C; y Cy. Si Cy y Cy tuvieran variables en comun,
podemos usar una variante C4 de Cy de manera que Cy y C} no tuvieran variables

en comun.

Definicién 5.4 Sean C y C5 dos clausulas. Una resolvente C' de C y C5 es una

resolvente binaria de un factor de C y un factor de Cs.

Definicién 5.5 Sea X un conjunto de clausulas y C' una clausula. Una derivacion
de C' a partir de ¥ es una sucesion finita de clausulas Ry, ..., R, donde R, = C
tal que cada R; o bien pertenece a . o bien es una resolvente de dos clausulas en
{Ry,...,R;_1}. En este caso diremos que R,, ha sido obtenida en una derivacion

de longitud n. Si existe una derivacion de C' a partir de ¥ lo representaremos por
Y+, C.

Definicién 5.6 Sea ¥ un conjunto de clausulas y C una clausula. Se dice que
existe una deduccion de C' a partir de ¥ y lo representamos por ¥ 4 C si C' es

una tautologia o si existe una clausula D tal que X+, D y D > C.

Teorema 5.7 (El teorema de subsuncién, 5.17 en [NCdW97]) Sea 3 un

conjunto de clausulas y C' una clausula. Entonces > F C si y solo si % 4 C.

La demostracion del teorema 5.1 la podemos obtener a partir del teorema de
subsuncion, pero resulta mas natural obtenerla a partir de uno de sus corolarios
mas importantes: El lema de Gottlob. Este resultado fue probado por Gottlob en
[Got87], aunque como apuntan Nienhuys-Cheng y de Wolf en [NCdW97], puede

obtenerse como corolario del teorema 5.7.

Lema 5.8 (Lema de Gottlob) Sean C' y D dos cldusulas no tautolégicas y
CPo* y C™9 Jos conjuntos de literales (resp.) positivos y negativos de C. Andlo-
gamente, sean DP°* y D" los conjuntos (resp.) de literales positivos y negativos
de D. Si C'F D, entonces CP% = DP? y C™9 = D"°9,

[ustramos el lema de Gottlob con un ejemplo clasico.
Ejemplo 5.9 Consideremos las siguientes clausulas®. Sean C'y D las cldusulas

C = {lista_de_n([z1|z2]), ~lista_de_n(xs), -n(x1)}

D = {lista_de n([z1, 22| 23)), ~lista_de_n(z3), = n(z1), " n(z9) }

2Usaremos la notacién Prolog [X|Y] en lugar de la notacién .(X,Y).
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Es facil ver que C E D y que C' no subsume a D ya que no existe una sus-

titucion 6 tal que CO C D. En cambio podemos encontrar dos sustituciones

0 = {x1/21,22/[20|23]} v 02 = {1/ 21, 22/ 23} tales que

Cross,
{lista_de_n([x1|z2])}61
{lista_de_n(|z1, z2|23]) }

C  Dros

C"™¢90,

{=lista_de_n(xq), -n(x1)}09
{—lista_de_n(z3),n(z1)}
{—lista_de_n(z3), m(z1), n(z)}
—  Dneg

N

Luego CP%° = DPos y O™ »= D™°9.

Nota 5.10 Es trivial comprobar que el reciproco del lema de Gottlob es falso.

Basta tomar
C = {suma(s(z),y,s(2)), ~suma(zr,y,2)}

D = {suma(s(0),y, s(s(0))), ~suma(0,y,0)}
y las sustituciones 6, = {2/0,2/s(s(0))} v 6,, = {x/0,2/0}, entonces

suma(s(x),y,s(z))0, = suma(s(0),y,s(s(0)))
—sumal(x,y, z)0, = —suma(0,y,0)

luego CP°% »= DPo® y O™ »= D" pero en cambio C' # D.

Por tanto, tenemos que si C' > D, entonces existe una wunica sustitucion 6 tal que
CPos) C DPos y C™99 C D™9. Si C = D entonces existen dos sustituciones 6,
y 0, tales que C?P*°0, C DP** y C"90,, C D", Por consiguiente, para adaptar
nuestro estudio del orden de subsuncion al orden de implicacion tendremos que
encontrar operadores clausales sesgados, esto es, que transformen tinicamente los
literales positivos de una clausula y dejen igual los negativos o viceversa. La

existencia de tales operadores la estudiamos en el siguiente lema.

Lema 5.11 (Lema del dribbling) SiC y D son dos cldusulas tales que D sélo
tiene literales positivos (resp. negativos) y C' »= D entonces existe un operador
¢ € OP* tal que
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1. C= D¢
2. Si L es un literal negativo (resp. positivo) entonces {L}¢ = {L}

Demostracion:
En el corolario 4.6 vimos que si C' = D entonces podemos encontrar ¢ € OP*
tal que C = D¢. El operador ¢ era la composicién de operadores clausales
construidos segun los lemas 4.3 y 4.4. Para ver que le resultado se tiene, basta
ver que si C'y D son dos clausulas formadas por literales positivos y {A/x} es
un operador clausal construido segin los lemas 4.3 6 4.4 tal que D{A/x} = C
entonces { L}{A/x} = {L} para todo literal negativo L.

Si observamos la asignaciéon de posiciones construida segun el lema 4.3, vemos
que a todo literal que no pertenezca a la clausula Cs la imagen por la asignacion
es {0}, en particular, esta es la imagen de todo literal negativo, luego, si L es

negativo
{LHA/z} = L{A(L)/x} = L{{0}/=} = L

De manera analoga, vemos que en la asignacion de variables construida segun el
lema 4.4 tenemos que la imagen de un literal es () sélo si el literal pertenece a Cs
y no pertenece a C';. En cualquier otro caso, en particular, si L es negativo, se

tiene que A(L) = {0}, por tanto, también en este caso

{LHA/ 2} = L{A(L) e} = L{{0}/z} = L

Podemos demostrar ahora el teorema 5.1:

Demostracién [Teorema 5.1]: La demostracion se tiene de manera natural
a partir de los lemas de Gottlob (5.8) y del lema del dribbling (5.11). Si Cy y Cy
son clausulas tales que C' F C5 y Cs no es tautologia, entonces C tampoco lo es y
estamos en las condiciones del lema de Gottlob, luego C1”° »= CY” y C"Y = C5Y.

Por el lema del dribbling existen dos operadores ¢,, ¢, € OP* tales que
o CI"g,=CI" G599, = C1
e Para todo literal L positivo, {L}¢, = {L}

e Para todo literal L negativo, {L}¢, = {L}
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De ahi que C3”¢,, = C3* y C1"“¢, = C1"* Por tanto aplicando el lema 3.16 se
tiene que
Cogndp = (C3% U CY" )y
= Cgeg¢n¢p U 0505%%
= %, UC5" 0y
_ cmes v
=]

_|

Por tanto ya tenemos que su C; = Cs (y Cy no es tautologia), podemos
llegar a C' partiendo de Cy mediante operadores clausales. Estos operadores son
operadores de generalizacion para la relacion de consecuencia. Dedicaremos las

secciones siguientes a estudiar la naturaleza de estos operadores.

5.2 El orden de derivacion

En las seccién 5.1 hemos estudiado la relacién entre el orden de implicacion
entre clausulas y los operadores clausales y hemos visto que si C'|= D y D no es
tautologia entonces podemos encontrar un operador ¢ € OP* tal que generalice D
para obtener C. Los operadores clausales que componen ¢ no son OAS en general,
ya que por el lema 4.17 si existiera una cadena de OAS de D a C entonces C' = D
y esto no ocurre en general. En esta seccion nos preguntamos por la naturaleza de
los operadores empleados en la generalizacién de la relacién de implicacién. Para
su estudio consideraremos una version restringida del teorema de subsuncion: El
caso en que el conjunto donde realizamos resolucion conste de una tnica clausula.

Enunciamos el resultado como un corolario del teorema de subsuncién.

Corolario 5.12 (Corolario de interpolacién) Sean C; y Cy dos clausulas. Se

tiene que C F Cy si y solo si existe una clausula D tal que Cy . D y D > (.

Por el teorema 4.20 se tiene que si C' = D entonces existe un operador ¢ en OP*,
resultado de la composicién de OAS, tal que D¢ = C, por tanto, en virtud del
corolario de interpolacién (5.12) para conocer la naturaleza de los operadores que
invierten la relacién de consecuencia = basta conocer los operadores que invierten
la relacién de derivacién H,.

La clave de estos operadores consiste en mantener invariantes los literales de

un signo mientras que solo se permiten transformaciones en los literales del otro
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signo. Llamaremos a estos operadores de inversion sesgados.

Definicién 5.13 Dada un cldusula C, una sustitucién 6 y un signo s € {®, S}
se define el operador de inversién sesgado OIS asociado al par (C,0) relativo al

signo s como la aplicacién {07 /s}

{6c'/®}: C — C
D — D{i'/ey= |J {L'eC|L'o=L}uD"
LeDpos
{6c'/e}: € — C
D — D{6'/ey= |J {L'eC|L0=L}uD

LeDneg

Nota 5.14 Notese que una descripcion equivalente de estos operadores consiste

en definirlos de la siguiente manera

D{6g'/@} =D u[Cc* n (| J{L'|L'0 = L})]

LeD

D{6'/o} =D ulCmn ([ J{L/|L'6 = L})]

LeD

Ademas, para cualesquiera C'y 6
e Si D sélo tiene literales positivos, D {0;'/©} = D.
e Si D sélo tiene literales negativos, D {0;'/®} = D.

Por otra parte, se tiene que para cualesquiera clausulas Dy, Dy y C'y cualquier

sustitucion 0 y s € {®, O} se tiene que
(D1 U Da){0c" s} = Di{fc'/s} U Da{0c" /s}

Por consiguiente, para cualesquiera C', D y 0

D{oc' JoHbc' /ot = D{0c' /&' /o)

Estos operadores de inversion sesgados son los que nos van a permitir invertir el
orden de derivacion t,. Tal como estan definidos, no es inmediato ver que los
OIS sean elementos de OP*. Veremos en la proxima seccion que en realidad todo

OIS puede expresarse como composicion de operadores clausales.
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El siguiente lema relaciona los OIS con la relacion de derivacion entre dos
clausulas y es el resultado clave en el que nos apoyaremos para el teorema principal
de esta seccion.

La idea que guia el lema es la siguiente: Si D es una resolvente de C' entonces
existen dos sustituciones oy y oy tales que Cioy y Cs04 son factores de C. Existe
un renombramiento § tal que Cy090 no tiene variables en comin con Cioy y
ademds existen unos literales L; € Cyoy y M; € Cy090 y un umg vy de L; y M;

(con L; el literal complementario de L;) tales que
D = (Cror —{Li})y U (C2026 — {M;})y

Si llamamos 0 = 017 y 03 = 0207 v ¢, es el OIS® asociado al par (C,0s) vy ¢, €l
OIS® asociado al par (C,6;), entonces C' = Dy,,p,.

Lema 5.15 Si D es una resolvente de C', entonces existen un OIS® ¢, y un OIS®
v, tales que

C = Dpnp,

Demostracion:
Si D es una resolvente de C' entonces existen dos conjuntos de literales EP?° C

CPos, B9 C O™, dos sustituciones 67, 5 v un atomo A tales que
(I) EP50, = {A}, E"90y = {—A}
(II) CO, ={A} U [CP* — EP*s)H; U C"96,
(III) CHy = CP®0, U {—=A} U [C"9 — E"9]6,

(IV) D = [CP — EP*]0; U C™90; U CP°%0, U [C™9 — E"9)0,, esto es, tenemos
que
DPos = CPoshy | [Cpos _ Epos]91
D9 = C"e96, U [C™9 — E™9)6),

Sean ¢, el OIS® asociado al par (C,6s) y ¢, el OIS® asociado al par (C,6,). Por

la definicion de ¢, y ¢, se tiene que

D", =D {0, fo} = | ] {L'eC|L0=L}

LeDpos

D", =D" {0 /oy = | {L'eC|L'0=L}

LeDneg
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Por consiguiente

Denpyp
— (Dpos U Dn&g)@n@p
— DpOSQO 90 UDneg(p QOp

Do, Ul |J L' e C1L1: = LYp,

LeDneg

= [ |J {Wec|Lo=1}u] | {L'eC|Lb = L}]

Le Dpros LeDmneg

luego
(Dgnpp) = | J {L' e C|L'6, = L} C CP**
Leros
(Dongpy) e = |J {L'eC| L6 =L} CCm

LeDmneg

Por tanto Dy, ¢, C C. Para ver C' C Dy, p, hay que ver que

CP* C Do) = | {L' e C|L', =L}
LeDpos
C"9 C D" = | J {L' e C|L'6 =L}

LeDnes

o lo que es lo mismo, C??*0, C DP?° y C"90; C D"9, pero esto se tiene por (IV),
luego
C = Dynp,

[lustraremos el teorema con un ejemplo.

Ejemplo 5.16 Consideremos las siguientes clausulas

C = {Q(f($2))7p(x27 f(~171)), _‘p(f(fﬂg), xl)v _'T(I3)}

D = {q(f(f(25))), a(f (2)), p(wa, [ (f(x4))), 7p(f (w6), a), 77 (26), =7 (25) }
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donde separamos los literales positivos y negativos

Cros = {q(f(x2)),p(22, f(x1))}
C"9 = {=p(f(x3),21), ~r(zs)}

Dres = {q(f(f(x5))), q(f(w2)), p(x2, f(f(24)))}
D9 = {=p(f(z6), x4), ~1(x6), 7r(zs5)}

Tomemos ahora EP°® C CP* y Eme9 C O™

EP® = {p(x9, f(x1))} E™9 = {=p(f(x3), 1)}

y sean A = p(f(xs), f(z4) y 01, 02 las sustituciones

01 = {x1/24, 72/ f(25), 23/ 76} Oy = {1/ f(24), x3/75}
Si consideramos ahora las clausulas

Ha(F(f(25))), p(f (x5), f(24)), =p(f (6), ), = (w6) }
Ha(f (@2)), plaa, [([(24))), ~p(f (25), [ (24)), =r(ws)}

haciendo resolucién sobre el literal A obtenemos la cldusula D. Sean ahora ¢, y
©n, respectivamente, el OIS® asociado al par (C,6,) y el OIS® asociado al par
(C,0;). Si aplicamos estos operadores segun la caracterizacion de la nota 5.14

tenemos:

Dy, =D"sulcrn (| J{L'|L'6 = L})]
LeD

= D" U {q(f(22), p(x2, f(21))}
= {q(f(w2), p(xa, f(21)), ~p(f(6), Ta), 77 (26), 77 (25) }

Aplicando ahora el operador ¢, a la clausula D¢y, tenemos

Deppn =Dyl uC™ N (| {L'| 161 = L})]

— (D U {op( (), 1), ()}
— (g (2)), p(a, £ (1)) —p(fws), 1), ~r(a)}
=C
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El lema que acabamos de ver nos dice que podemos obtener D a partir de C' si
C . D en el caso particular en que D se obtenga a partir de C' en un paso de
resolucién. El teorema siguiente presenta el caso general. Res™(C') denotara el
conjunto de clausulas que podemos obtener a partir de C' mediante derivaciones

de longitud menor o igual que n.

< Cpos Cneg>

5]9
o)

On
(G, Gy)

CffOS — EfOS U (OfOS . E{)OS)
Cres = Cmess, U (O — Cness,)

Ch = O™, U (C5* — C™,)
C;“fg — E;wQ U (C;leg _ Eneg)

01

0>

Dpos — (CfOS _ EfOS)el

U (€ro,6, 0 (CF — CP5,,)0,

s = Creas, 00U (G = O, )y ) (CF0 U (CH = B5)6,

Figura 5.1: OIS y resolucion

Teorema 5.17 Sean C' y D dos clausulas tales que C' \,. D. Entonces existen

un OIS®, ¢, y un OIS, ¢, tales que
C' = Dynpp

Demostracion:
Sean C' =, D, entonces, por definicion, o bien C' = D, o bien existen dos clausulas
C1,Cy € Res"1(C) para algtin n > 1 tales que D es la resolvente de Cy y C.
Caso 1: C'=D.
En este caso basta tomar la sustitucién vacia e y ¢, = {€;'/®} v pn =

{ep'/e}. Ast D{ep'/o{ep' /d} = D =C.
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Caso 2: Existen dos clausulas C, Cy € Res" 1(C) para algtin n > 1 tales que
D es la resolvente de ' y Cs.

Se tiene que C' . Cy y C . Cy y de ahi que C' = Cy y C = Cs. Por el
lema de Gottlob, tenemos que CP* = C1”*) C"9 »= C7%Y, CP* = CP” y C"9 »
C3%. En particular existen dos sustituciones o, y 4, tales que C?*°g, C C5” y
cneds, C CFY.

En la figura 5.1 podemos encontrar un esquema de la situacion.

Por un razonamiento analogo al del lema 5.15, si D es la resolvente de C y Cs
entonces existen EY”° C C7”°, E5“ C C3“Y, dos sustituciones 6; y f3 y un dtomo

A tales que
(I) EY”0 = {A}, B0, = {-A}
(IT) Ch, = {A} U [CP>s — EP°s)H; U C"96,
(III) CO, = CP®0, U {—=A} U [C"9 — E™9]6,

(IV) D = [CP — EP**]0; U C™90; U CP**0y U [C™9 — E™9)0,, esto es, tenemos
que
DPOS — 050802 U [Cfos o ElfOS]el
D9 = CY90, U [C3 — EJ%)6,

Sea ¢, el OIS® asociado al par (C,0,02) ¥ ¢, el OIS® asociado al par (C, d,6;).

Se tiene que

Drsg, = | J {L' e C|L'oy0, = L}

LeDros
Dsp, = | J {L'eC|L6,0, =L}
LeDnes
Por consiguiente
Dy

= Upepros{l' € C|L'c,0s = L}U
Upepnea{l' € C|L'6,6, = L}

C CresyCne

= C

Para tener el resultado basta ver que

CPos C ULeros{L/ eC | L’ap92 = L}
C"9 C Urepres{L' € C'|L'0,0, = L}
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esto es, CP0,0, C DP y C"96,,0; C D", Pero esto se tiene ya que sabemos que
Crg, C CE” y por (IV) y C5*°0y C DP°5| luego CP*°0,0, CP°5. Andlogamente,
tenemos que C"9¢,, C CT y por (IV), C76; C D"9. De ahi que C"94,0; C
Dned =

En virtud del teorema de subsuncién (teorema 5.7), o mas exactamente, del coro-
lario de interpolacién (corolario 5.12) y del teorema anterior, tenemos el siguiente

resultado.

Corolario 5.18 Sean C'y D dos cldusulas tales que C' |= D. Entonces existe ¢
composicion de OAS y dos OIS ¢, y ¢, tales que

C= ng(pn@p

Este corolario nos da informacion sobre la naturaleza de los operadores necesarios
para obtener C' a partir de D cuando C'F D. Son los operadores de aprendizaje
para la subsuncion y los operadores de inversién sesgados. Ambos tipos de ope-
radores son de naturaleza muy distinta. De hecho, aiin no hemos probado que
los OIS se puedan expresar como composicion de operadores clausales.

En la seccién siguiente no sélo expresamos los OIS como elementos de OQP*,
sino que definiremos un nuevo tipo de operadores: los operadores de generali-
zacion minimales (OGM). Estos operadores son operadores clausales y tienen
una propiedad muy interesante: Cualquier operador de inversién sesgado puede
expresarse como composicion de OGM, con lo que tendremos que todo OIS per-
tenece a OP*, pero también todo OAS puede expresarse como composicion de
OGM. Por tanto, esta clase de operadores permite generalizar las tres relaciones
binarias necesarias para el proceso de aprendizaje basado en clausulas (Corolario
5.28).

5.3 Operadores de generalizacion minimales

Estudiemos los operadores minimos capaces de generar OAS y OIS.

Definicién 5.19 Una aplicacién {A®/x} : C — C se dice que es un operador

de generalizacién minimal, OGM positivo si existe un OAS {A/x} tal que para
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toda clausula C' se verifica
C{A%Y/z} = CP**{A/z} U C™

De manera andloga se definen los OGM negativos {A°/x} : C — C.
C{A®/z} = C™9{A/z} U CP*

Dado el OAS {A/x} los operadores {A®/x} y {A®/x} se dice que son los opera-
dores de generalizacién minimal (OGM) asociados al OAS {A/x} .

Hemos usado la notacién de operador clausal para los OGM aunque su defini-
cién no sigue las pautas con las que definimos los operadores clausales, esto es,
necesitamos encontrar una asignacion de literales asociada al OGM para ver que
realmente se trata de un operador clausal. La proposicion siguiente afirma que los
operadores que acabamos de definir son operadores clausales y otras propiedades

Interesantes.

Proposicion 5.20 Se verifican las siguientes propiedades:
(1) Los OGM son operadores clausales
(2) Los OGM no son OAS

(3) Si{A/x}esun OAS y {A%®/xz}, {A®/x} son los OGM asociados, entonces,

para toda clausula C'

C{A/x} = C{A% /2 }{A" [z}

(4) Sean {AY/x1}, {AS /x2} dos OGM y C una cldusula cualquiera. Entonces

C{ATY w1} {AF Jx2} = CL{AT [wa{AY 21}

Demostraciéon:

Lo vemos punto por punto.

(1) Los OGM son operadores clausales.

Sea {A%/x} el OGM positivo asociado al OAS {A/z}. Para ver que

{A%®/z} es un operador clausal, basta encontrar una asignacién de posi-
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ciones Ag tal que (VC € C)[C{A%/x} = C{A/x}. Sea Ay la aplicacién
Ay: Lit — PPNt

L — A= A(L) S% L es p0s1t1.vo

{0}  si L es negativo

Puesto que A es una asignacion de posiciones, Ag también lo es, ya que
si L es un literal y ¢ un término tales que A(L) es compatible con (L,t)
entonces, Ag(L) también es compatible con (L,t). Por tanto {Ag/L} es
un operador clausal. Llamaremos a Ag la asignacion de posiciones sesgada

positiva asociada a A. Ademas

C{Ao/z} = | L{Ao(L)/=}

=1 U L{Bo(L)/x} U U L{ae(L)/=}
=1 U ta@wy/=3ul |J L{{0}/«}]

— CPs{A [z} U Cnes

Como hemos visto en el apartado anterior, si {A®/z} es el OGM positivo
asociado a {A/x} se tiene que
A% Lit — PPNT
L — A%(L)= A(L) s% L es positi'vo
{0}  si L es negativo

Por tanto para todo literal L negativo L en el que ocurra z se tiene que
A®(L) # 0y x € Var(L). Por tanto, por el teorema 4.16, {A®/z} no es

un OAS. El mismo resultado se tiene para los OGM negativos.

Si{A/z}esun OASy ({A%/z}, {A®/x}) son los OGM asociados, entonces,
para toda cldusula C' se tiene que C{A/x} = C({A%/x} o {A®/x})

C({A%/z} 0o {A%/x})
= (C{A%/z}){A®/z}
— (C"{A/x} U9 {A° [z}
= OPS{AJz} UC™I Az}
— O{A/2)
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(4) Sean {AP/z1}, {AF /zo} dos OGM y C una cldusula cualquiera. Entonces
C{AY /21 H{AT [z} = C{AS /22 H{AY /a1 }

C{AT [z H{AY a5}
= (C"*{A /21 } UC™9){AT [x}
= CP{A /a1 } UC™9{Ay/xs}
= (C"9{Ag/xa} UCP*){AT [2:}
= C{AY /22 }{AY [21}

_|

Por consiguiente, la notacién elegida para los OGM, {A% /x} y {A®/x} es cohe-
rente con la notacién para operadores clausales, representando A® y A€ las

asignaciones de posiciones sesgadas asociadas a la asignacién A.
Nota 5.21 Notese que

e En general, dos OGM del mismo signo no conmutan.

Basta considerar, por ejemplo, las asignaciones de posiciones

Ay (L) = { {{{1}}}  si L=p(a)

0 en otro caso

Au(L) = { {0} si L=p(n)

0 en otro caso

{p(a) {AY far H{AT [z} = {p(x1) HAT /22} = {p(z1)}
{p(a) HAT /22 H{AT 21} = 0

e Si tenemos la composicion de varios OGM podemos reagruparlos poniendo

juntos los del mismo signo respetando el orden entre ellos (por la proposicién
5.20, apdo. 4).

Veamos a continuacion que si podemos pasar de D; a Dy mediante un OIS en-

tonces también podemos pasar de Dy a Dy mediante una cadena de OGM.

Lema 5.22 Sea {0.!/®} un OIS® y sean D; y D, dos cldusulas tales que
Dy {61 /®} = Dy. Entonces existen unos OGM, {AY /z1}, {AS Jx2}, ..., {A% /2, }
tales que

DAY /ai H{AY [za} .. AL fan} = Do
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Demostracién:

A partir de la definicién de {61/®} se tiene que

D= |J {LeC|L'o=1L}

LeDzlms

por tanto tenemos que DF°20 C DP° luego D5 = DV** y por el teorema 4.20

existe una serie de OAS {Ay/z1}, {As/x2}, ..., {A,/z,} tales que

D§205{A1/$1}{A2/$2} e {An/xn} = DZQ)OS

Sean {AY/x1}, {AY 2o} .. . {AP /2, } los OGM? asociados a los OAS. Se tiene lo
siguiente:
Di{6:"/@}

= (DY u D) {07 /@)

= DY {67! /@)Dy {67! /@)

= D" {07'/@}u Dy

= D§”u DY

= DV {A1/x H{As/xo} .. {A, /2, } U DI

= D" {AY/zi H{AF /2a} .. {A /2, U DI

= Di{AV/ai H{AY [xa} . {AT/zn}

El siguiente lema afirma que todo OGM puede verse localmente como un OIS.
Enunciamos el lema para operadores positivos. En el caso negativo el resultado

es analogo.

Lema 5.23 Supongamos que D1{A%/x} = D,. Entonces existen 6 y C' tales
que Dl{Hal/@} = DQ

Demostracién:
Sea {A/x} el OAS asociado al OGM® {A®/z}. Distinguimos dos casos.

Caso 1: Para todo literal positivo de Dy, se tiene que A(L) C {0}
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En este caso DY C DI’ y basta tomar C' = Dy y 6 = e. Entonces

Di{0c"/®}

= |J {I'eD |/ =L}yuDy¥
LeDY??

— DU D

— DU Dy

= D,

Caso 2: Existe un literal positivo Ly en D tal que A(Lg) € {0}.

En este caso, sea t el término que permite la compatibilidad de A y sean
0 ={z/t} y C = D,. Se tiene lo siguiente

Dy {6 /@}

= |J & eDy|L{a/ty =Lyu D™
LeDY*®

= Dy U D

= Dy U Dy

= D,

Por ltimo, veamos un resultado que nos dice que si podemos generalizar D, para
obtener Dy mediante una serie de OGM positivos, entonces también lo podemos

generalizar mediante un OIS.

Lema 5.24 Sean {AY/z,}{AY /zo} ... {A%/x,} una sucesién de OGM® y Dy y

D, dos clausulas tales que
Di{AY [z H{AS J2} .. AAT [z} = Dy
Entonces existen 0 y C tales que Dy {0;'/®} = Ds.

Demostracién:
Si Di{AY /21 H{AY Jxo} .. . {A%/x,} = D,, entonces, por el lema 4.17 D} =
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DI y existe 6 tal que D56 C DY*°. Tomemos C' = D,. Entonces

Dy {0p,/®}

= U {'eD,|L'6=L}uD™
LeD,

= Dy U Dy

= D,

_|

Por el teorema 5.17 tenemos que si C' =, D entonces existen dos OIS ¢, y ¢,
tales que

C = Dynpp
Si combinamos este resultado con el lema 5.22 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.25 Si C' y D son dos clausulas tales que C' t-,. D entonces existen
dos cadenas de OAS

{AY Ja ). {AY [z, }
{A;?-&-l/xn-i-l} """ {AY o/ Tntm}

tales que D{AYT Jz1} .. {AY /e HAY L /xni} . AAS L /Tnim) = C.

Finalmente, por el apartado (3) de la proposicién 5.20 tenemos que todo OAS
podemos expresarlo como composicion de sus OGM asociados, esto es, para toda
clausula C'y todo OAS {A/z} se tiene que

C{A/x} = C{A% [z} {A" [z}

Por tanto, a partir del corolario 5.18 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.26 Si C = D y D no es tautologia, entonces existen n OGM,
Iy,..., I, tales que
Cc=DIy...T,

Demostracion:

Por 5.18, C = ¢y, con ¢ la composicién de varios OAS y ¢, v ¢, dos OIS.
La cadena de OGM se obtiene mediante la descomposicion de cada uno de estos
operadores en OGM. =
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Nota 5.27 La otra implicacién no es cierta. Si volvemos a las clausulas de la

nota 5.10
C = {suma(s(z),y,s(z)), ~suma(z,y, )}

D = {suma(s(0),y, s(s(0))), 7suma(0,y,0)}
y consideramos los OAS {A/z}, {Ay/z}, {As/x} y {Ay/z} con

1] en otro caso

Ay(L) = { AR s b= sumals(0), 4 5((0))

0 en otro caso

Ao(L) = { 313t L = sumals(o), v, 5(5(0)

As(L) = {{1}} si L = —=suma(0,y,0)
’ B 0 en otro caso

Ay(L) = {{3}} si L = -suma(z,y,0)
! B ) en otro caso

entonces lo OGM asociados {AY /z}, {AY )2}, {AY )z} v {AT )2} verifican que

D{AY /a AT zHAT [aH{AT [} = C
y sin embargo C' & D.

Enunciamos, como resultado final del capitulo, que los OGM son los operadores
bésicos para la generalizacion en las tres relaciones bésicas en el aprendizaje
clausal. El resultado se tiene a partir del corolario 5.26 y del apartado (4) de la

proposicion 5.20

Corolario 5.28 Sean C' y D dos clausulas tales que se verifica una de las si-

guientes condiciones
e C>D
e CH.D
e C' =D y D no es una tautologia

entonces existen dos operadores en OP*, I'}, composicion de OGM positivos y
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F*

n’

composicion de OGM negativos, tales que
DTy = DIy =C

Nota 5.29 De manera analoga a como razonamos en el capitulo anterior también
podemos plantearnos el problema de asignar un valor cuantitativo a la relacion
de consecuencia entre clausulas mediante una funcion que a cada par de clausulas
C'y D le asignara la longitud de la cadena de OGM mas corta que nos llevara D
en C'si C'F D e infinito si C' ¥ D, pero esta definicion no tendria ningiin sentido
practico puesto que la relacion de implicacion entre clausulas no es decidible
[SS88].
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Capitulo 6

Subsuncién entre programas

En este capitulo extendemos nuestro estudio sobre el aprendizaje y los operadores
clausales a programas. En la primera parte definimos una relacién binaria sobre
el conjunto de programas: la subsuncién entre programas basada en la relacion
de subsuncién entre clausulas.

Nuestra definicion y resultados extienden y precisan la nocién de equivalencia
entre programas basada en subsuncién (véase [Mah88]). En su articulo, M.J.
Maher define una equivalencia entre programas basada en subsuncién, pero no la
relacién de subsuncién entre programas. No obstante, a partir del andlisis de sus
demostraciones se deduce que la definicion de subsuncion implicita en el articulo

coincide con nuestra propuesta.

En este capitulo relacionamos la subsunciéon entre programas con nuestros
operadores. Para ellos definimos unos operadores, los OAS compuestos, a partir
de los Operadores de Aprendizaje para la Subsuncién (OAS) del capitulo 4 y que
actian sobre programas con ayuda de unas funciones auxiliares que llamaremos

aplicadores.

De manera andloga a como ocurria con los OAS y la subsuncion entre clausulas
(Corolario 4.21), los OAS compuestos también representan una caracterizaciéon
de la relacién de subsuncién entre programas: El programa P; es mas general que
P; en el orden de subsuncion si y sélo si existe una cadena de OAS compuestos
O1,...,0, tales que P,0;...0, C P, (Corolario 6.12).

Esta caracterizacion de la relacién de subsuncién entre programas mediante
cadenas de OAS compuestos nos lleva a considerar las cadenas de OAS com-
puestos de menor longitud entre programas y a cuantificar mediante una pseudo-

quasi-distancia la subsuncién entre programas. En la seccién 6.4 establecemos la

141



142 Capitulo 6. Subsuncién entre programas

relacion entre estas cadenas minimas de OAS compuestos y la quasi-distancia dc
entre clausulas y damos un método de calculo para la pseudo-quasi-distancia.

Como hemos visto, la definicién de subsuncién que presentamos aparecio de
manera implicita en un articulo de Maher y este articulo nos brinda la clave para
relacionar la subsuncién entre programas con la semantica de los programas defi-
nidos: El operador consecuencia inmediata Tp de Van Emden y Kowalski [VKT76].
En la parte final del capitulo nos apoyaremos en estos resultados para relacio-
nar nuestros operadores clausales con el aprendizaje clausal de la Programacion
Légica Inductiva.

Como vimos en el capitulo 2, la idea central del aprendizaje de conceptos
se basa en definir un concepto como el conjunto de sus instancias. Por consi-
guiente, si usamos una representacion clausal para aproximarnos al problema del
Aprendizaje de Conceptos, un concepto serd un conjunto de atomos cerrados que
comparten el mismo simbolo de predicado, o visto de otro modo, todo subcon-
junto I de la base de Herbrand de un lenguaje admite una particion en conceptos,
donde cada concepto esta formado por los elementos de I con el mismo simbolo
de predicado.

Si el concepto es finito, podremos conocerlo por enumeracion de sus elementos.
Si es infinito, sélo podremos definirlo mediante una férmula (programa légico en
nuestro caso), por tanto, todo programa definido P determina varios conceptos:
tantos como simbolos de predicado tenga el lenguaje. Cada uno de esos conceptos
estara formado por los elementos del menor modelo de Herbrand de P, Mp,
asociados al correspondiente simbolo de predicado.

En este contexto, tiene sentido preguntarse qué es aprender. Dado un simbolo
de predicado p y un programa definido P, consideramos la definicién actual de
nuestro concepto como el conjunto de atomos de Mp con el simbolo de predicado
p. Si descubrimos que existe un atomo A que debe pertenecer a nuestro concepto,
pero P [~ A (estoes, A € Mp), nuestro concepto debe ser generalizado para cubrir
el atomo A, luego nuestra definicién informal de aprendizaje por generalizacion
en programas definidos es la siguiente: Aprender es el proceso que nos permite
pasar del programa definido Py al programa definido Py cumpliendo que exista un
dtomo cerrado A tal que Py = A y Py |= Py U {A}.

Distinguiremos entre aprendizaje y sintesis de conocimiento. En esta memoria
diremos que se ha producido aprendizaje por generalizacion cuando pasamos del
programa P, al programa P, y el menor modelo de Herbrand de P, contiene en

sentido estricto al menor modelo de Herbrand de P;.
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El caso en que Mp, = Mp, también resulta interesante cuando para alguna
medida apropiada p, u(P) < p(Py). En este caso Py y P, cubren las mismas ob-
servaciones pero P, necesita menos recursos. En este caso hablaremos de sintesis

del conocimiento.

6.1 Subsunciéon

Comenzamos nuestro estudio extendiendo la relaciéon de subsuncién a programas.
La subsuncién entre programas es la extension natural a programas de la rela-
ci6n de subsuncién entre cldusulas. En [Mah88|, Maher define una relacién de
equivalencia entre programas basada en la relacién de subsuncién entre clausulas.
No define la relacién de subsuncion entre programas, pero esta implicita en sus
resultados.

En este capitulo veremos que la generalizacién natural de los OAS a progra-
mas, que denominamos OAS compuestos, representan una caracterizacién me-
diante operadores de la relaciéon de subsuncién entre programas. Veamos en

primer lugar como se define la relacion de subsuncion entre programas.

Definicién 6.1 Sea P, un programa. Diremos que el programa P, es mas general
que Py bajo subsuncion, P, = P, si para toda clausula C' € P, existe una clausula
D € P, tal que D = C, esto es,

La equivalencia entre programas se tiene de manera natural.

Definicién 6.2 Diremos que los programas Py y P, son equivalentes bajo sub-

suncion y lo representaremos por Py ~ Py si Py = Py y Py = P;.

Proposicion 6.3 La relacion de subsuncién entre programas tiene las siguientes

propiedades
1. Es un quasi-orden sobre el conjunto de programas.
2. Si P ={C1} y P, ={Cs} entonces P, = Py siy solo si Cy = C
3. Si Pp=PU{C}, P, =PU{Cy} y Cy = Cy entonces Py = P;.

4. Si P, C P,, entonces Py = Pj.
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Demostracién:

Veamos cada una de las propiedades

1. Reflexiva: Basta tomar la identidad como aplicacién Id: P — Py (VC €
P)[Id(C)=C = ().

Transitiva:
PQEP1<:>(3F1P1—>P2>(VC€P1)[F1(C)EC] .
P3EP2<:>(3F2: P2—>P3)(VC€P2)[FQ(C)EC]
(3F = Fyo Fy : P — Py)(¥C € P)[F'(C) = Fy(F(C)) = Fy(C) = C]

luego P3 = P,
2. B =P & (3F: PL— R)(VC e P)(F(C)=C) < Cy = Ch.
3. Basta tomar
F: P — P

S F(C):{@ si 0=,

C 810%01

4. Basta tomar
F: Pl — P2

C — FO)=C

6.2 OAS compuestos

En esta seccion vamos a estudiar la relacién entre la subsuncién entre progra-
mas y nuestros operadores. Para ello definiremos un operador que actiie sobre

programas.
Definicién 6.4 Un OAS compuesto es un conjunto finito de pares A;/x;
O ={A/x1,...,An/z,}

donde {A;/xz;} es un OAS para todoi € {1,...,n}.
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La aplicacion de un OAS compuesto a un programa debe realizarse sin ambigiieda-
des, por lo que tendremos que determinar qué OAS aplicamos a cada una de las
clausulas del programa. Esto lo hacemos mediante una funciéon que llamamos

aplicador.

Definicién 6.5 Dado un programa P y un OAS compuesto ©

e Un aplicador es una funcion a : P — © tal que para toda clausula de P, la

clausula C' {a(C)} no es la cldusula vacia.

e Definimos el programa
F,©6 ={C{a(C)} | C € P}

como el programa resultante de aplicar a P el OAS compuesto © mediante

el aplicador a.

Para simplificar la notacion escribiremos PO en lugar de P,© cuando no haya

ambigtiedad sobre el aplicador.

Ilustramos estas definiciones con el siguiente ejemplo!:

Ejemplo 6.6 Sea P = {C,Cy,C3} con

C1 = suma(0,s(s(0)
suma(0, s )

Cy = suma(s(x),s(0),5(2))
suma(s(0),0,s(0)),
suma(zx, s(0), z),

Cs = suma(s(y),y,s(z)) —
suma(0,y,y),
suma(y,y, z)

1A lo largo de este capitulo adoptaremos la notacién Prolog A « By,..., B, en lugar de
{A,-By,...,~B,} para cldusulas definidas.
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y @ = {Al/xv A2/y7 A3/':17} con

0 en otro caso

ML):{ ({2, 3}}  si L = suma(0, s(s(0)), s(s(0)))

( N suma(s(zx), s(0), s(z))
Ao(L) = H2H Le { —suma(z, s(0), z) }

0 en otro caso

({113} si L= suma(s(y), 5(2))
As(L) = {{1}}  si L = —sumal(y,y, 2)

\ 0 en otro caso

Consideremos el aplicador a : P — O tal que a(Cy) = Ay/z, a(Ce) = Ay/y,
a(C3) = As/x. Entonces

Ci{a(C))} = Ci{Ai/z} = suma(0,z,z) —
Co{a(Ca)} = Co{dofy} = suma(s(x),y,s(2)) —
2)

sumal(x,y, z

C3{a(Ca)} = Cs3{ls/z} = suma(s(z),y,5(2)) —

suma(z, y, z),

I

Por consiguiente
suma(0,x,x) «—
P,6 = ¢ suma(s(z),y,s(z)) «

suma(x,y, z),

A continuacion empezamos nuestro estudio que relaciona los OAS compuestos
con la relacion de subsuncion entre clausulas. Llegaremos a que nuestros ope-
radores para programas también representan una caracterizacion de la relacion
de subsuncion entre programas de manera andloga a cémo se producia con la

relacion de subsuncion entre clausulas.

Teorema 6.7 Sean P y P* dos programas y © un OAS compuesto. Si PO C P*

entonces P* > P, donde aplicamos © a P mediante un aplicador a : P — ©.

Demostracion:
Basta considerar F' : P — P* tal que F(C) = C {a(C)} ya que por ser {a(C)}
un OAS se tiene que C'{a(C)} subsume a C. -
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A partir de este resultado se tiene de manera inmediata el siguiente corolario

Corolario 6.8 Sea P y P* dos programas y O1,...,0, una cadena de OAS
compuestos. Si PO,...0, C P*, donde cada ©; ha sido aplicado mediante un

aplicador correspondiente, entonces P* > P.

Por tanto, si aplicamos a un programa P una serie de OAS compuestos O, ..., 0,
obtenemos un programa mas general en el orden de subsuncién entre programas.
En realidad, cualquier superconjunto de PO; ...0,, es mas general que P.

A continuacion probaremos el reciproco de 6.8, con lo que tendremos una
caracterizacién de la relacion de subsuncion entre programas basada en OAS

compuestos. Veamos antes un lema previo.

Lema 6.9 Para toda clausula C existe un OAS {A/x} tal que C {A/x} = C.

Demostracion:

Basta tomar x una variable que no ocurra en C'y

N

Teorema 6.10 Sean Py y P, dos programas. Si Py » P, entonces existe una
cadena de OAS compuestos ©1,...,0,, tales que P16, ...0,, C P, donde cada

OAS compuesto se ha aplicado mediante un aplicador apropiado.

Demostracion:
Si Py = P, entonces existe una aplicacién F' : P, — P, tal que para todo C* € P,

se tiene que F(C*) = C' y por tanto, para cada C* € P, existe una cadena
{A 2}, {AL Jal } de OAS tales que

CH{AY/ar} . AA, o, } = F(C)
Sea m = max{n;|C" € P,} y para todo j € {1,...,m} se define

j={A)/x5]CT € PAj Sni}U{IF(CMCi € PAj>n}
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donde {Ir(c,)} es un OAS que deja invariante F'(C;). Tal OAS existe segin hemos

visto en el lema 6.9. Consideremos también los aplicadores

a

j - P1®1~--@j—1 — @j
ct = aj((]i):{

A;/x; sij < my
IF(Ci) sij>mn;

entonces O1,...0,, es una cadena de OAS compuestos tal que

donde cada OAS compuesto se ha aplicado con el aplicador correspondiente.
%

Nota 6.11 En la demostracién anterior hemos tomado una funcién F' : P, — B,
y para cada C; € Py encontramos una cadena {Af/z{},...,{Al /x! } de OAS
tales que

C{A /) A4 o, = F(CY)

y finalmente encontramos una cadena de OAS compuestos O4,...,0,, tal que
P0O,...0,={F(C)|CeP}ChH

donde m = max{n;|C* € P}. Si para cada C* € P, tomamos una cade-
na minimal, esto es, una cadena de OAS {A{/zi},... {AL /a! } tal que n; =
de(C*, F(C?)) entonces obtendriamos una cadena de OAS compuestos de longitud
m* = maz{dc(F(C"),C")| C* € P;}. Nétese que m* sélo depende de Py y F'.

Por ultimo, a partir del corolario 6.8 y del teorema 6.10, enunciamos en el siguiente
resultado que los OAS compuestos representan una caracterizacion de la relacion

de subsuncién entre programas.

Corolario 6.12 Sean P, y P, dos programas. Entonces P, = P, si y sélo si
existe una cadena de OAS compuestos O4,...,0, tales que P,0,...0, C P,

donde cada OAS compuesto se ha aplicado mediante un aplicador apropiado.
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6.3 Un dominio cuantitativo

En las seccién anterior hemos visto que Fy = P si y sélo si PO;...0, C P,
esto es, si podemos generalizar P mediante OAS compuestos para obtener un
subconjunto de Fy. De manera analoga a como ocurria con las clausulas, si
Py > P, sabemos que podemos obtener al menos una cadena de OAS compuestos
©4,...,0, que lleve P en un subconjunto de Fy, pero esta cadena Oq,...,0,
no tiene por qué ser unica, ni tener todas las cadenas la misma longitud, como

muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.13 Consideremos los programas P = {D} y Py = {C},C3} con

D = p(a,b) — q(a,b),r(b)

Cy p(x,y) < 1(y)
Cy = p(z,b) « q(z,b)

Entonces Py = P ya que F; : P — Py con Cy = Fi(D) = D ya que si 6; =
{z/a,y/b} entonces C10; C D. Ademas, si tomamos

[ {({1}} siL=p(ab)
Ay (L) = {0} si L =-wr(b)

L 0 en otro caso

[ {{2}} siL=p(z,b)
Ao(L) = {{1}} s L=-r(b)

0 en otro caso

entonces D{A;/x}{Ay/y} = {p(x,b), 7r(b) }{As/y} = p(x,y) — r(y) = C;. Por
consiguiente podemos considerar los OAS compuestos ©; = {A;/x} y Oy =

{As/y } junto los aplicadores

a : P — ©

D Al/.fE

a; : P, 6, — Oy

con lo que tendremos que P60, C P, aplicando los OAS compuestos con los
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aplicadores a; y as.
Por otra parte, también tenemos que mediante fy = {z/a} se tiene que Cyfy C

D y tomando

0 en otro caso

As(L) :{ {{1}} i L e {p(a,b),~q(a,b)}

entonces D{A3/x} = Cy. Si tomamos el OAS compuesto O3 = {Az/z} y el

aplicador
az : P — O3
D ~ Ag/ﬂf

se tiene que P,,03 C P,.

De manera analoga a como ocurria con las cadenas de OAS entre clausulas, en
este caso también podemos cuantificar la relacion de subsuncién entre programas
basandonos en el niimero minimo de OAS compuestos que nos lleva un programa

en otro.

Definicién 6.14 Sean P, y P, dos programas tales que P, = P,. Diremos que
o C=((©1,a1),...,(On,a,)) es una cadena de P, a Py si

— 04,...,0, son OAS compuestos
— Para todoi € {1,...,n}, a; : P,O1...0,_1 — O; es un aplicador
— P,©,...0, C P; donde los OAS compuestos se han aplicado mediante

los a; correspondientes.

en ese caso diremos que C es una cadena de longitud n y lo denotaremos
por |C| =n. Si P, C Py, entonces diremos que la cadena vacia, de longitud

cero, es una cadena de P; a Ps.
e Denotaremos por L(P;, P») el conjunto de cadenas de Py a P,.
Si P, = P; el conjunto L(P;, P») no es vacio, luego tiene sentido la siguiente

definicién.

Definicién 6.15 Definimos la aplicacién dp : P x P — [0, +o0] de la siguiente

manera

mm{\C| . CEL(Pl,P2>} si Pltpg

—+00 e.o.cC.

dp(Py, P2) = {
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Proposiciéon 6.16 La funcion dp tiene las siguientes propiedades
e P C P& dp(P,y, P) =0, en particular dp(P, P) = 0.
o dp(Py, P») < dp(Py, Py) + dp(Fo, P»)

Demostracion:
La primera equivalencia, P, C P, < dp(Ps, Py) = 0, se tiene trivialmente ya que
la cadena vacia es una cadena de P, a P;.

Para la propiedad triangular, si dp(P;, Py) = +0c o dp(Py, P») = +00 no hay
nada que probar, luego supongamos que P, = Py y Py = P,. Sidp(P, By) =ny
dp(Py, P,) = m entonces existen dos cadenas de OAS compuestos O1,...,0,, y
Omaty- - Oman tales que PO, ...0, C By PyO,1...0,., C P, donde cada
©; se ha aplicado con un aplicador apropiado. Ajustando los aplicadores tenemos
que

PO,...0,0,.1...0,,, CP

con lo que dp(P1, Po) < m+n =dp(Py, Py) + dp(Fy, P») .

Luego, la funciéon dp es una funcion que pertenece al conjunto conocido como
distancias débiles, mas concretamente, dp es una pseudo-quasi-distancia y el con-
junto de programas P junto con la funcion dp forman un dominio cuantitativo
(ver [Win00]).

Nota 6.17 La funcién dp(P;, P,) mide el nimero minimo de operadores que te-
nemos que aplicar a P, para obtener un subconjunto de P;. Es una funcion
no simétrica, incluso en el caso en que P, y P, sean equivalentes bajo subsun-
ciéon. Esto es debido a que programas equivalentes bajo subsuncién pueden ser
sintacticamente muy diferentes.

[ustramos este hecho con un ejemplo adaptado de [Mah88§].

Consideremos los programas siguientes
b= { Co = p(x0) < q(x0,Y0),7(¥0)

C1 =ple) « qle, ), 7 (1)

se tiene que
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e P, = P, puesto que Cy = C, Cy = Cy vy Cy = Cs.
e P, > P; puesto que Cy = (.
por tanto P, = P, y P, = P;. No obstante

dC(Co, Cl) =2 dC(CQ, Cg) =2 dC(Co, 03) =2
dC(Cl, Co) = 400 dC(CQ, Co) =3 dC(Cg, Co) = +00

de ahi que dp(P1, P,) =2y dp(P», P) = 3.

6.4 Calculo efectivo

La funcién dp se define como la longitud de la cadena minima de OAS compues-
tos entre dos programas. El nimero de OAS compuestos necesarios para llevar
un programa en un subconjunto del otro depende de la quasi-distancia entre
clausulas, para la cual tenemos un algoritmo que la calcula.

En esta seccion proporcionamos un método para cuantificar la proximidad

entre programas.

Teorema 6.18 Sean P, y P, dos programas, entonces

dp(P1, 1) = e { i (0e(C. D)} |
A este teorema le corresponde el predicado pq-dist/3 en el apéndice B.
Demostracion:

Veamos primero la equivalencia en el caso en que P; no subsume a P,

dp(Py, Py) = 400

(P = P)

- (VD e R,) (3C € P)(C = D)

(3D € B,) (VC € P)—~(D = C)

(3D € P) (VC € Py) (de(C, D) = +0o0)
(3D € P,) [mingep, {dc(C, D)} = +0o0]
maxpep,{mingep, {dc(C, D)}} = 400

(R

Veamos a continuacion el caso en que P; subsume a P. Desglosamos la demos-

tracion en las dos desigualdades.
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e maxpep,{mingep, {de(C, D)}} < dp(Py, Py)

Supongamos que dp(P;, P») = n < +o00. Entonces existe una cadena de
OAS compuestos O ..., 0, tal que P,O,...0, C P, y para todo D’ € P,
existe una cadena de OAS {Aj/a1}, ... {A] /a } tal que

DY{AY/ai}.. A, [a) ) € P

luego, para toda cldusula D € P, existe C' € P; tal que C' = D y de(C, D) <
n, luego (VD € Py) [mingep, {d(C, D)} <n]y

max{min{dc(C,D)}} <n=d(P, P,)

DeP> CePy

[} d(Pl, PQ) S maxDePQ{minCepl{dc(C, D)}}

Por reduccion al absurdo, supongamos que

dp(P1, P2) = n > m = max{min{dc(C, D)}}

DeP, CeP;

Sea F': P, — P; una aplicacién tal que para todo D € P, se verifique

de(F (D), D) = éneip%{dc(C’,D)}

entonces, por la nota 6.11 sabemos que existe una cadena de OAS compues-
tos de P; a P de longitud

max{dc(F(D),D)|D € P,} = max{min{dc(C,D)}} =m

DePy, CeP;
Contradiccion con que dp(P, Py) =n > m.

_|

Puesto que los programas son conjuntos finitos de clausulas, el teorema ante-

rior nos proporciona un método para calcular de manera efectiva dp(P;, P,).

Nota 6.19 Notese que la funcion
dp*(P1, P2) = max{dp(P1, P»), dp(F, P1)}

es una distancia entre programas. La funcion dp* es la distancia de Hausdorff
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basada en OAS entre dos programas vistos como conjuntos de clausulas.

6.5 Trabajos relacionados

En [Mah88], Maher define una relacién de equivalencia entre programas basada
en la relacién de subsuncion entre cldusulas mediante la idea de programas en
forma canonica: Dado un programa P establecemos una particion en P mediante
la relacion de equivalencia por subsuncion entre sus clausulas. La forma candnica
de P, el programa P*, se forma tomando una clausula reducida de cada una de
las clases de equivalencia y eliminando aquellas clausulas que estan subsumidas
por otras.

Es trivial ver que la relacion de equivalencia definida por Maher y la de la
definicién 6.2 coinciden. En la nota 6.17 vimos un ejemplo de programas equiva-
lentes. En ese ejemplo P, es la forma canoénica de Ps.

En el citado articulo, se relaciona la relacion de subsuncion entre programas
con el operador consecuencia inmediata de Kowalski. Recogemos en la proposi-

cién 6.21 algunos de los resultados de Maher. Veamos antes la siguiente definicion.

Definicién 6.20 Sean C4 y Cs dos clausulas definidas y P, y P, dos programas
definidos.

o Tc, > T, siy solosi (VI)[Te,(I) C Te, (1)]
o Tp > Tp, siysélosi (VI)[Tp,(I) C Tp,(I)]

Veamos ahora los resultados. Hemos adaptado la notacién original a la usada en

este capitulo.

Proposicién 6.21 ([Mah88]) Sean C) y Cy dos clausulas definidas y P, y Ps

dos programas
o P = Py siysolosiTp > Tp,.
o P~ P siysdlosiTp =1Tp,

Estos resultados de Maher relacionan la semantica para programas definidos ba-
sados en el operador de Kowalski 7T con la subsuncién entre programas.
Podemos por tanto relacionar ahora la semantica de los programas definidos

con nuestros operadores de la siguiente manera:
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Corolario 6.22 Sean P; y P, dos programas definidos. Son equivalentes:

[ ] 7})1277[:)2
[ ] Pltpg

e FExiste una cadena de OAS compuestos O, ..., 0, tales que P,0;...0, C
Py donde cada OAS compuesto se ha aplicado mediante un aplicador apro-

piado.

® dp(Pl,PQ) < +00

Demostracion:
Se tiene a partir del corolario 6.12, de la proposicion 6.21 y de la definicién de dp
(Def. 6.15). -

Nota 6.23 Nétese que para todo programa Py todo OAS compuesto © se tiene
que Tpe > Tp (donde aplicamos © mediante un aplicador apropiado) ya que

PO = P.

6.6 Aprendizaje

Como veiamos en la introduccién, podemos considerar un programa definido como
la definicién de varios conceptos: Tantos como simbolos de predicado diferentes
podemos encontrar en las clausulas. Con esta representacion clausal, el universo
sobre el que realizamos aprendizaje es la base de Herbrand del lenguaje y dado
un programa P su menor modelo de Herbrand representa la unién de todos los

conceptos definidos por P.

Ejemplo 6.24 Consideremos el programa P

padre(juan, alberto)

padre(juan, andres)

e
Il

padre(jose, juan)
abuelo(X,Y") < padre(X, Z), padre(Z,Y)

que nos define dos conceptos:

1! 4re = {padre(juan, alberto), padre(juan, andres), padre(jose, juan)}
I5 .. = {abuelo(jose, alberto), abuelo(jose, andres)}
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Ul

) P
y obviamente Mp = I abuelo®

padre

Puesto que consideramos un concepto como el conjunto de todas las instancias
(Seccidn 2.8) e identificamos el universo de instancias con la base de Herbrand de
un lenguaje L, el orden de aprendizaje entre programas lo definiremos a partir

de la relacién de subconjunto entre los menores modelos de Herbrand.

Definicién 6.25 Sean P, y P, dos programas definidos. Diremos que P, es mas
general que Py en el orden de aprendizaje si Mp, C Mp,. Si Mp, = Mp, entonces

P, y P, son definiciones de los mismos conceptos. Si Mp, C Mp, diremos que P,

es mas general o igual que Py en el orden de aprendizaje.

El proceso de aprendizaje suele centrarse en un tinico concepto y los ejemplos son
instancias cerradas correspondientes a un tnico simbolo de predicado.

Dado un programa P y un simbolo de predicado p consideraremos que la
definicion de p en P la forman aquellas clausulas de P que tienen el simbolo
de predicado p en la cabeza. En los procesos de aprendizaje del concepto aso-
ciado a un simbolo de predicado tomaremos el conocimiento basico fijo y sélo

consideraremos cambios en la definicion de p.

Definicién 6.26 Sea p un simbolo de predicado del lenguaje L

e Un programa definido C'B se dice que es un conocimiento basico para p si

p no ocurre en C'B.

e Un programa definido DEF' es una definicién para p si p es el simbolo de

predicado de la cabeza de todas las clausulas de DEF.

[lustramos esta definiciéon con un ejemplo.

Ejemplo 6.27 Consideremos el siguiente programa C'B

( .
arista(aq, as

arista(aq, as

CB

arista(ay, as

rrTr1r 1

(a1, az)
(a1, as)
arista(az, as)
(a4, as)
(as, ag)

arista(as, ag
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y las siguientes definiciones del predicado conectado/2

;

C1 = conectado(ay, as) «—

arista(ay, as

(a1, az)
(a1, az)
Cy = conectado(ay, as) <
arista(ay, as)
DEF, = ¢ C5 = conectado(W, ag) «—
arista(W, ay),
conectado(ay, ag),

conectado(asy, ay),

\ arista(as, ag)
Dy = conectado(X,Y) «— arista(X,Y)

DEF, =
? { Dy = conectado(X, Z) «— arista(X,Y), conectado(Y, Z)

con P, = CBUDEF,, P, = CBUDFEF,. Notese que DEF, y DEF; son
dos definiciones del predicado conectado/2 que necesitan del conocimiento ba-
se CB. Ademas P, es mas general que P; en el orden de subsuncién ya que
la aplicacién F' : P, — P con F(Cy) = Dy, F(Cy) = Dy, F(C3) = D3 y
F(C) = Csi C € OB verifica que (VC € P)[F(C) = C]. Se tiene que M¢cp =

{arista(ay, as), arista(ay, az), arista(as, aq), arista(ay, as), arista(as, ag)} y
Mp, = Mcp U {conectado(ay, as), conectado(ay, az)}

conectado(ay, as), conectado(ay,as), conectado(ay,ay),
conectado(ay, as), conectado(ay,ag), conectado(as,ay),
Mp, = Mcp U
conectado(ag, as), conectado(as, ag), conectado(ay,as),
( (a5, ag)

conectado(ay, ag), conectado(as,ag

por tanto Mp, C Mp, y P» es més general que P; en el orden de aprendizaje.

—=

Definicién 6.28 Dado un lenguaje L y un simbolo de predicado p de L denota-
remos por [p| al conjunto de todos los dtomos cerrados del lenguaje que tienen a
p como simbolo de predicado.

Si el objetivo del proceso de aprendizaje es generalizar un concepto asociado
al simbolo de predicado p, podemos adaptar la definicién 6.25 de la siguiente

manera.:
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Definicién 6.29 Sea p un simbolo de predicado, C'B un conocimiento basico
parapy DEF; y DEF; dos definiciones para p. Sean Pp = CBUDEF, y P, =
CB U DEF,. Diremos que Py es mas general que P, en el orden de aprendizaje

Sjﬂf& C:AIH

=

En el caso en que Mp, = Mp, ambos programas definen los mismos conceptos. En
el caso en que P; represente una mejora respecto a P, mediante algin sistema de
medida, se dice que el paso de P, a P; representa una sintesis del conocimiento.

Puesto que el menor modelo de Herbrand de un programa definido puede
definirse en términos del operador de Kowalski T, podemos relacionar nuestros

OAS compuestos con el aprendizaje clausal.

Proposiciéon 6.30 Dados dos programas definidos P, y P,, si existe una cadena
de OAS compuestos Oy, ...,0, tales que P,0;...0, C P; (donde cada OAS
compuesto se ha aplicado mediante un aplicador apropiado), entonces Py es mas

general (o igual) que P, en el orden de aprendizaje.

Demostracion:
Es muy simple a partir de la relacion entre el menor modelo de Herbrand de un
programa definido y el operador consecuencia de Kowalski. Basta tener en cuenta

que por el corolario 6.22, si 2,0, ...0, C P, entonces Tp, > Tp, y por tanto

Mp, = U T;LQ(Q) c U Tlgl (Q)) = Mp,

n>1 n>1

El reciproco no es cierto, como muestran los siguientes ejemplos

Ejemplo 6.31 Consideremos el lenguaje £ que tiene como unico simbolo de

predicado p/2 y cuyos unicos simbolos de funcién son las constantes a y b. La
base de Herbrand de L es

B, = {p(a, a),p(a, b),p(b, a),p(b, b)}

Consideremos los programas

Plz{pu,a) - Pﬁ{pw,x) -

p(x,b)
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Tenemos en este caso Mp, = B,y Mp, = {p(a,a),p(a,b),p(b,b)}. Tenemos que

Mp, € Mp,, pero p(a,x) < y p(x,a) «+ son incompatibles por subsuncién.

Ejemplo 6.32 Sea P el programa

y las cldusulas C) = p(s°(0)) « y Cy = p(s%(x)) : —p(z). Sean P, = P U{C,}
y P, = PU{Cy}. Entonces Mp, C Mp, y no existe ningtin programa P tal que

=

Mp, = Mp, y P3 se haya obtenido generalizando alguna clausula de P;, ya que,
si asf fuera, p(s7(0)) € Mp, y p(s7(0)) & Mp,

Como resultado final de esta seccion vemos que la equivalencia por subsuncién
entre programas implica la igualdad de conceptos, aunque el inverso no es cierto,

como ilustra el ejemplo 6.34.

Corolario 6.33 Si P, ~ P, entonces P, y P, son iguales en el orden de aprendi-
zaje (i.e. Mp, = Mp,).

Demostracién:

A partir de 6.22 y 6.30. .

El inverso no es cierto.

Ejemplo 6.34 Consideremos los programas

P, { nat(0)
nat(s(X)) < nat(X)

nat(0)
Py =< nat(s(0))
nat(s(s(X))) « nat(X)

con C = nat(s(X)) <« nat(X) € Py Cy = nat(s(s(X))) < nat(X) € P,. No
hay ninguna clausula C' en P, tal que C' > C; y no hay ninguna clausula D en
Py tal que D = C5. Luego ni P, = P, ni P, = P, sin embargo Mp, = Mp, =
{s"(0) : n > 0}.
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6.7 Procesos infinitos

El estudio del aprendizaje como proceso de generalizacién entre programas basado
en subsuncion plantea interrogantes muy sugerentes y abre puertas hacia una
profundizacion sobre la estructura interna del conjunto de programas. En esta
seccion nos preguntamos por la existencia de procesos infinitos de aprendizaje
basado en operadores clausales. Si nuestro lenguaje tiene simbolos de funcién
entonces la base de Herbrand es infinita y podemos encontrar una sucesion infinita
de conceptos Sy = Sy Spp1 = Sp U {ens1} donde S C Mp y {e,}n>0 €s una
sucesién de ejemplos del predicado p, i.e. {e,}n>0 C [p].

Nos preguntamos si podemos encontrar un programa Fy y una sucesion de
ejemplos {e, }n>o tales que para todon > 1 Mp,,, = Mp, U {e,41} y donde el
paso de P, a P, se produce mediante OAS compuestos.

El siguiente ejemplo da una respuesta positiva a esta cuestion e ilustra que
podemos encontrar procesos infinitos en el aprendizaje clausal basado en subsun-

cién.
Ejemplo 6.35 Consideremos la sucesion de clausulas
o Co = {q(x0), ~p(a,a), ~p(a,zo)}.
o Cons1 = [Con — {=p(a, 220) }] U {p(22n41, @), p(T2n41, T2n) }
o Conioa = [Cont1 — {p(@2n41, @)} U {-p(a, T2nt2), =p(a, Tant1, Tont2) }

las primeras clausulas de la sucesién son

Co={ q(w), —pla,a)

Cr={ qlzo), —pla,a) (21, o)
Co=1{ q(x0), —pla,a), —p(xi,z0), —p( )

Cs =1 q(z0), —pla,a) ( ), (T, @2), —p(rs,a2), —p(as,a)}
Ci={ q(vo), —pla,a) ( ) ( ) )

e
Q

e
Q

Se tiene que®

L n+1 i Cn

2La demostracién de que C,, 1 subsume estrictamente a C,, es andloga a la de los apartados
correspondientes en el teorema 7.8.

y _‘p($3a$4)» ﬁp(a,x4)}
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L Cn i CnJrl

Consideremos el siguiente programa

Q
oy
Il
b=~
EEE)
2 2
O

«—
“«—

VA

~— —

(

=
8

(

Definimos la sucesion de programas P, = CB U {C,}.

Veamos algunas propiedades de estos programas.

Proposicién 6.36 Para todan >0, P,y1 = P,y P, / Poi1

Demostracion:

Para ver P, = P, basta considerar F;, : P, — P, con

FL(C) = Coi1 siC=0C,
) o siCeCB

Para ver P, # P,,;1 sélo hay que tener en cuenta que C,, % C,.1y quesi C € CB
entonces C' ¥ Chy1. -

A continuacién vamos a estudiar los menores modelos de Herbrand de estos pro-

gramas. En primer lugar, el menor modelo de Herbrand de C'B es

Mep = {p(a,a)} U {p(s"(a),s"(a))|n = 0}
U {p(s""(a),s"(a)) |n > 0}

Proposiciéon 6.37 Para todon > 0
Mp, = Mcp U {q(s'(a))|i €{0,1,...,n+1}}

Demostracion:
Descomponemos la demostracién en los siguientes asertos:
Aserto 1: Mp, =1Tp, T1
Demostracion: Se tiene trivialmente, ya que para todo n el programa P, solo
tiene una regla y el simbolo de predicado de la cabeza no ocurre en el cuerpo de

la clausula.
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Aserto 2: Mp, € Mp,,,

Demostracion:
Mp, =Tp, 1= My U{A|A— B € Bas(C,) A B C Mg}

A partir de la igualdad anterior, para probar que Mp, C Mp,  , basta ver que
Bas(C,) C Bas(Cp+1). Sea D € Bas(C,) y sea o tal que C,0 = D. Se tiene que
Crnii{tnyi/a} = Cp, Tuego Cry1{zny1/afo =Dy D € Bas(Cppq).

Aserto 3: q(s"1(a)) € Mp,
Demostracion: Sea o = {xg/s" " (a), z1/s"(a),...,1,/s(a)} Cno es una cldusula

basica cuya cabeza es q(s""!(a)). Para ver que ¢(s"**(a)) € Mp, basta ver que

B = {p(a,a),p(s"(a), s" " (a)),p(s"(a),s" *(a)), ..., p(s(a),a)} € Mcp

pero esto se tiene, ya que para todo literal de B distinto de P(a,a) la diferencia
entre el nimero de ocurrencias del simbolo s en los dos argumentos es siempre
uno.

Aserto 4: Mp, = Mcp U {q(s"(a))|n € {0,1}}

Demostracion: Es inmediato

Tp, 10 = Mcp
Tp, 11 = Mp, = McpU{q(a),q(s(a))}

A partir de estos cuatro asertos se tiene que
Mep U {q(s'(a)) : i€{0,...,n+1}} C Mp,

Para tener el resultado falta ver la otra contencion. Esta claro que los tnicos
elementos de [p] que estan en Mp, son los de Mcp. Para tener la contencién sélo
tenemos que probar el siguiente aserto.
Aserto 5: Si k > n + 1 entonces q(s*(a)) € Mp,

Demostracion: Lo vemos por reduccién al absurdo. Supongamos que q(s*(a)) €
Mp,. Entonces debe existir una sustitucién cerrada 6 tal que 290 = s*(a) y si
B es el conjunto de literales del cuerpo de C),, entonces B C;-p. En particular
p(z1,70)0 € Mep v puesto que zof = s¥(a) entonces 7,0 € {s*T1(a),s*"1(a)}.
Andlogamente, P(z1,22) € Mcp y puesto que 210 € {s*"1(a), s*71(a)} tenemos
que 790 € {s*2%(a),s"(a),s"%(a)}. Un razonamiento andlogo nos lleva a que

z30 € {s"3(a), s"(a), s*"1(a), s*73(a)} e iterando el proceso llegamos a que
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e Sin es par
zaf € {87 (a), 8" (a), .., 8 (a), 55 (a), 8472 (a), . D (a), 547 (a0)}

y pla,z,0) € Mcp. Pero esto es imposible, ya que si p(a,z,0) € Mcp

entonces ,0 = s°(a) 6 2,0 = s'(a) y
{0,1}n{k+nk+n—2,.... k+2kk—2,....k—(n—2),k—n} =10

puesto que k > n + 1.

e Sin es impar
2,0 € {s51(a), "2 (a), ..., s (a), ¥ (a), . .. ¥ D (a), sF T (a)}

y p(zn0,a) € Mcp. Un razonamiento andlogo al del caso anterior nos lleva

a contradiccién, puesto que estamos suponiendo k > n + 1.

_|

El estudio de procesos infinitos en aprendizaje abre la puerta a nuevas cuestiones
sobre los limites del aprendizaje y la existencia de cadenas transfinitas de clausulas
que nos lleva a plantearnos cuestiones sobre la naturaleza extremadamente rica
del conjunto de cldusulas. Dedicaremos a estas y otras cuestiones el siguiente

capitulo.
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Capitulo 7
Propiedades transfinitas

El uso de la aritmética transfinita es una herramienta importante para compren-
der el comportamiento de algoritmos en el limite. Un ejemplo claro lo tenemos
en Programacion Logica con el operador consecuencia inmediata Tp de van Em-
dem y Kowalski [VK76]. Al aplicar a una interpretacién I de manera iterada
el operador correspondiente a un programa P vamos obteniendo la sucesién de
interpretaciones {T3(I)}new. Una vez formada la sucesion podemos considerar
el paso al limite y obtener una nueva interpretacion que, en general, no se puede
alcanzar a partir de I aplicando el operador una cantidad finita de veces. El
resultado de este salto al infinito no es mas que otro elemento del reticulo, al
que podemos volver a aplicar el operador. En el caso del operador consecuen-
cia inmediata el reticulo considerado estd formado por todas las interpretaciones
de Herbrand de un lenguaje ordenado por la relacion de subconjunto, pero este

proceso es general en la teoria de reticulos.

En el presente capitulo estudiamos propiedades transfinitas correspondientes
a otro reticulo. EIl reticulo que consideramos es el conjunto de clausulas de un
lenguaje ordenadas por subsunciéon. Hasta donde conocemos, es la primera vez

que se estudian propiedades transfinitas en el orden de subsuncion.

Consideraremos sucesiones descendentes de clausulas, esto es, sucesiones de
clausulas donde cada una de ellas es mas general que la anterior y tomaremos
cotas inferiores de estas sucesiones. Cualquiera de estas cotas puede ser a su vez

la primera clausula de una nueva sucesion descendente y asi sucesivamente.

El didmetro de un orden es el mayor ordinal que podemos sumergir dentro de
ese orden parcial y en cierto sentido responde a la pregunta de cuantas cadenas de

longitud w podemos enlazar en el orden de subsuncién. Dicho didmetro dependera

165
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del lenguaje L en el que expresemos las clausulas. En este capitulo demostramos
que basta que el lenguaje tenga un simbolo de predicado binario para que el
didmetro del orden de subsuncién sea mayor o igual que w?. Informalmente, eso
significa que podemos encontrar, para cualquier niimero natural n, n sucesiones
donde la primera clausula de cada sucesion es mas general que todas las clausulas

de la sucesiéon anterior.

7.1 Ordinales

A continuacién recordamos algunos conceptos basicos de ordinales. Una descrip-

cién detallada puede encontrarse en [HJ84].

El primer ordinal 0 se define como (). A continuacién se definen 1 = {0},
2 = {0,{0}} = {0,1}, 3 = {0,{0},{0,{0}}} = {0,1,2}, y asi sucesivamente.
Estos son los ordinales finitos. El primer ordinal infinito es w que se define como
el conjunto de todos los ordinales finitos, w = {0,1,2,...}. Si se consideran los
ordinales {0, 1,2, ...} como una sucesién de puntos, w puede verse como el limite

de la sucesion.

El orden natural < entre ordinales se define como o < 3 < a € 3, por ejemplo
«a < w para todo ordinal finito a.. Si v es un ordinal, entonces el ordinal sucesor
de « es el ordinal o + 1 = aU {a}. Se dice que un ordinal es [fmite si no es
un ordinal sucesor y no es el cero. El menor ordinal limite es w. Los siguientes
ordinales después de w sonw +1=wU{w}, w+2=(w+1)+ 1, w+3,.... El

siguiente ordinal limite es w + w, que representamos como w - 2.

Si vemos {0,1,2,...} como una sucesiéon de puntos y w como limite de esa

sucesion, lo que hacemos es tomar w como el origen de una nueva sucesién {w, w+

L,w+2,...}. Esta segunda sucesién tiene como limite w - 2.
0 1 2 3 w w+lw42w43 w.-2

Los siguientes ordinales son (w-2)+1,(w-2)+2,...w-3,w-3+1,...,w-4,...w-

n,...w?%. Intuitivamente w? es una cadema formada por w sucesiones, cada una
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de ellas de longitud w.

7.2 Literales

Antes de empezar nuestro estudio sobre sucesiones infinitas de clausulas, recor-

demos el orden de subsuncién entre literales.

Definicién 7.1 Sean L, y Lo dos literales. Se dice que Li subsume a Ly y lo
denotaremos por L < L4 si existe una sustitucion 6 tal que L0 = Lo. Si L1 < Lo
v Lo £ Ly escribiremos L1 < L.

En la literatura existe una gran discrepancia en cuanto a la orientacién de los
simbolos < y > para hacer referencia a la relacion de subsuncién. Nosotros
mantenemos esta orientacion por coherencia con los textos basicos en los distintos
campos, pero para un mejor seguimiento del texto, siempre escribiremos el objeto

mas general a la izquierda y el més especifico a la derecha, asi

Cl ~ CQ <~ (39)(019 - 02)
<L, & (EI@)(L19 = LQ)

Diremos que la sucesién de literales {L,}>°, o la sucesién de cldusulas {C),}7°
es una cadena infinita descendente si para todo n € N el elemento (n + 1)—ésimo
es estrictamente mas general que el elemento n-ésimo de la sucesion, esto es, se
tiene que

< Ly << < Ly

= Cp == Cp = G

Andlogamente, diremos que {L,}>°, o la sucesién de clausulas {C),}>°, es una
cadena infinita ascendente si para todo n € N el elemento (n + 1)—ésimo es
estrictamente més especifico que el elemento n-ésimo de la sucesion.

Veamos a continuacion la funcién de medida de literales definida por Reynolds

[Rey69] en 1970, que denotaremos por rsize.

Definicién 7.2 La medida del literal L se define de la siguiente manera:

rsize(L) = numero de ocurrencias de simbolos en L

— numero de variables distintas en L
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donde por simbolos en L entendemos el simbolo de predicado, simbolos de fun-

cion, constantes y variables, pero no el simbolo de negacion si lo hubiera.

Esta funcion rsize posee propiedades muy interesantes relacionadas con la sub-
suncién entre literales. Asi, si L10 = Ly entonces rsize(L;) < rsize(Ls). De
ahi que si L; y Ly son variantes entonces rsize(L1) = rsize(Ls) y si se verifica
L160 = Ly y rsize(Ly) < rsize(Lsy) entonces Ly < Ls.

Notese que el simbolo de negacién no juega ningiin papel en el tamano de
los literales negativos ni en la relaciéon de subsuncion. Podemos pensar que los
literales de la forma —p(t1,...,t,) se reescriben como not_p(ty,...,t,), esto es,
integramos la negacién dentro del simbolo de predicado. Con esta consideracion
un literal es sintacticamente similar a un término compuesto y podemos estudiar
propiedades sintéacticas del conjunto de términos en el conjunto de literales. Una

de estas propiedades es la noetherianidad *.

Definicién 7.3 Un orden irreflexivo y transitivo (X, <) es noetheriano si en
X no existen cadenas infinitas descendentes, esto es, si no podemos encontrar
{an}22y € X tales que

e, << ag < ap < ag

Las relaciones de subsuncion estricta entre literales y clausulas son dos ejemplos de
érdenes irreflexivos y transitivos. Huet demostré en su tesis doctoral [Hue76] que
el conjunto de términos de un lenguaje es noetheriano bajo subsuncién, por tanto,
puesto que los literales son sintacticamente iguales a los términos compuestos y
la relacién de subsuncién entre términos es la misma que entre literales, podemos
concluir que si no hay cadenas descendentes infinitas en el conjunto de términos,
tampoco las hay en el conjunto de literales. Por tanto el conjunto de literales de

un lenguaje es noetheriano bajo subsuncion estricta.

La funcion rsize puede darnos una idea de la demostracion. Si existiera una

cadena infinita descendente de literales

< L, << Lo< I < Ly

'En honor de la mateméatica Emmy Noether.
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también existiria una cadena infinita descendente de nimeros naturales
<o <rsize(Ly) < -+ <rsize(Ls) < rsize(Ly) < rsize(Ly)

pero esto es imposible.

7.3 Clausulas

Una vez vista la noetherianidad del orden de subsuncion en literales, tiene sentido
preguntarse qué ocurre con la relacion de subsuncién en el conjunto de clausulas,
esto es, si existe una sucesién de clausulas {C,, },>0 tal que C), 11 sea estrictamente
mas general que C), para todo n.

Si nos planteamos el problemas sobre existencia de cadenas ascendentes, esto
es, sucesiones {C), },>0 tal que C,,1; sea estrictamente mds especifica que C,, para

todo n, la respuesta es afirmativa. El siguiente ejemplo estd tomado de [MDR94]

Ejemplo 7.4 Consideremos las clauslas

Co= h(xy,z9) «

Cy = h(xy,z2) < p(xy, z2)

Cy = h(xy,x2) « p(ry1,22), p(T2, T3)

C3 = h(w1,72) « p(21,72), (72, 73), p(T3, T4)

Cpn= h(zy,12) «— p(x1,22), p(22,73), ... p(Tny Tg1)

se tiene que para todo n, C,y; es estrictamente mas especifica que que C,, en
el orden de subsuncién. Ademsds, la clausula D = h(z,z) < p(x,z) verifica que
C, = D para todo n > 0.

Otro ejemplo lo podemos encontrar en [NCdW97]| donde sélo se usa un simbolo

de predicado.

Ejemplo 7.5 Si tomamos C,, = {p(z;,z;) |1 # j, 1 <i,j < n} paran > 2, esto

es

Cy = {p(z1,72),p(72,71)}
Cz = {p(x1,22),p(w2,71), p(21, 73), p(23, ¥1), p(T2, ¥3), p(T3, T2) }
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y C = {p(z1,z1)} se tiene que
o (Vn <2)[C,, > Chpyi]
e (Vn <2)[C, > C|

Graficamente Cy = C3 = Cy > --- = C, = ...C

Nos planteamos a continuaciéon qué ocurre con las cadenas infinitas descenden-
tes, i.e. jpodemos generalizar una clausula indefinidamente?. La respuesta es
afirmativa, esto es, el orden de subsuncion entre clausulas no es noetheriano,
Nienhuys-cheng y Ronald de Wolf presentan un ejemplo en [NCAW97], que ge-
neralizaremos en la seccién siguiente.

Dedicaremos esta seccion a profundizar en el estudio de cadenas infinitas des-
cendentes y a proporcionar un método nuevo para generar cadenas.

En el siguiente teorema nos planteamos estudiar propiedades generales comu-
nes a todas las cadenas infinitas descendentes. Con este resultado nos alejamos
de la bisqueda de una cadena concreta y fijamos nuestra atencién en cuestiones

mas generales.

Teorema 7.6 Sea C' una cldusula y sea {C;}:2, una sucesion de cldusulas tales
que Cy = C. Si para todo i > 0 se tiene que Ci1 > C;, esto es, {C;}3°, es una
cadena infinita descendente, entonces existe ng € N y un literal L* € C,,, tal que

para todo n > ng existe una variante de L*, L}, tal que L} € C,.

Demostracion:

Supongamos que no. Sea my = max{rsize(L)|L € Cy}. Sea k; € N el primer
numero natural tal que C%, no contiene ningtn literal variante de un literal de Cj.
Sea my = max{rsize(L)|L € Cy,}. Obviamente m; < my. Este razonamiento
se puede repetir y sea ks el primer natural mayor que k; tal que C}, no contiene
ningun literal variante de un literal de Cy, y sea mgy = max{rsize(L)| L € Cy,}.
Tenemos que my < my < myg. Iterando el proceso obtendriamos una sucesion
infinita descendente de nuimeros naturales --- < m, < --- < mo < My < My PEro

esto es imposible. .

El siguiente teorema, que llamaremos la regla del cuadrado, es fundamental para
comprender como podemos producir cadenas infinitas. Antes de pasar a la for-

mulacién general, estudiaremos su importancia sobre un ejemplo sencillo. Consi-
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deremos la clausula reducida

C = {p(a),q(a)}

Supongamos que queremos encontrar otra clausula reducida estrictamente mas

general que C'. Algunas buenas candidatas son

C1 = {p(x),q(x)}  Co={px),q(y)}
Cs = {p(x)} Cy = {q()} Cs =1

En todas estas clausulas los literales de C' han desaparecido y los literales que
aparecen son estrictamente mas generales que algun literal de C'. Si estas fueran
las tnicas clausulas mas generales que C el orden de subsuncién podria ser tra-
tado como un orden de multiconjunto basado en la relacién de subsuncion entre

literales. Pero consideremos la clausula

C* = {p(a), p(z),q(z)}

Esta clausula es reducida, es estrictamente mas general que C' y en ella aparece
el literal p(a), que también aparece en C. La regla del cuadrado estudia estos
casos. Una simple inspeccién nos dice que en C* puede aparecer p(a) (o g(a)),

pero no ambos literales simultaneamente, es decir, las clausulas

Cs = {p(a),q(a),p(r),q(z)}  Cr={p(a),q(a),p(x),q(y)}
Cs = {p(a),q(a),p(z)} Cy = {p(a),q(a),q(y)}

son equivalentes, no més generales que C. Gréficamente, si p(a) y g(a) son las
esquinas superiores del cuadrado, para poder introducir las inferiores p(z) y ¢q(z)
una esquina superior debe desaparecer, esto es, no podemos tener el cuadrado

completo (Ver Fig. 7.1). Presentamos la regla del cuadrado en su forma maés

p(a)—qa) Generalizacién p(a)

Figura 7.1: Ejemplo de generalizacion
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general.

Teorema 7.7 (Regla del cuadrado) Sean Cy y C; dos clausulas reducidas ta-
les que C; > Cy y sea 6 una sustitucion tal que C10 C Cy. Supongamos que
{L1,..., Ly, L} C C} son literales tales que para todo i € {1,...,n} se tiene que
[L; < L N L;§ = L]. Entonces existe un literal L* € Cy —{Ly, ..., L,, L} tal que
L*0 & C,.

Demostracion:
Si para todo L* € Cy — {Ly,..., Ly,, L} se tuviera que L*0 € C}, se tendria que
C10 C (4, pero como C es reducida, 6 debe ser un renombramiento. Pero esto

estd en contradiccion con que L; < L'y L;f = L. =

De los teoremas anteriores surge una pregunta. Del teorema 7.6 tenemos que
si {C;}2, es una cadena infinita descendente, entonces existe un literal L que
siempre aparece (o un literal variante suyo) a partir de un ng, pero la regla del
cuadrado nos dice que para poder mantener L en una clausula C; otro literal de C;
debe desaparecer. ;Podemos mantener siempre el mismo literal L en un vértice
superior del cuadrado y encontrar siempre otro para ocupar el segundo vértice
superior? Esto sera posible si el literal que se mantiene va generando literales
para ocupar el otro vértice. De esta manera encontramos la sucesién del teorema

siguiente:

Teorema 7.8 Sea C' = {p(a,a),p(a,xy),q(xo)}. Entonces la sucesion
o Cy=C
o Contr = [Con — {p(a, z20) ] U {p(x2n+1, @), P(T2ns1, T2n) }

o (oo = [C2n+1 - {p($2n+17 a)}] U {p(a, x2n+2)7p(a7 Ton+1, I2n+2)}

verifica lo siguiente:
1. Var(C,) = {x;},, para todon € N
2. (Vn e N)(Vi < n)[p(zi,xit1) € Cp V p(xit1,2;) € Cp
3. C,, es reducida, para todon € N
4. C,11 = C,, para todon € N

5. C, # Cyyq, para todon € N
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Antes de empezar, veamos como son las primeras clausulas de la sucesion

Co={ q(x0), pla,a), pla,x0)}

Cr={ q(z), pla,a), p(x1,20), p(z1,0)}

Co={ q(x0), pla,a), p(r1,70), p(r1,72), pla,z2)}

Cs={ q(z), pla,a), p(x1,70), p(z1,22), plas,x2), plrs,a)}

Ci={ q(z), pla,a), p(x1,20), p(z1,22), p(xs,x2), p(zs,za), pla,z4)}

Para pasar de Cjy a C] aplicamos la regla del cuadrado de la siguiente manera

a,

p(a, a)——p(a, o) Generalizacién o
p(x

a)
15 @)7}9(951, $0)

Nétese que el literal p(x1,a) aparece en (7 mediante una generalizacién del li-
teral p(a,a), pero que a su vez p(x1,a) puede tomarse como vértice superior del

cuadrado para pasar de C a (5 de la siguiente manera

p(a, a’)ip(xl’ a) Generalizaciéon

Demostracién:

Veamos ahora la demostracion del teorema
(1) Es trivial comprobar que Var(Cy) = {xo} v (Vn) [Var(Cyy1) = Var(C,) U
{Tni1}]-

(2) A partir de la definicién se tiene que si un literal de la forma p(u,v) con u
y v variables aparece en Cj, entonces aparece en C; para todo j > i. Si a
esto anadimos que

— (Vn)[p(zan+1, T2n) € Conyl

— (Yn)[p(@2nt1, Tan+2) € Conyol

el resultado se tiene.
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(3)

Vamos a demostrar que C),, es reducida viendo que no puede existir una
sustitucién 6 tal que C,,0 C C, yv C,,0 # C,. Lo vamos a hacer de la si-
guiente manera: Supondremos que tal  existe y demostraremos que para
esa sustitucion 6 se tiene que x;0 = z; para todo i € {1,...,n}. Pero por el
apartado (1), Var(C,) = {xo, ..., z,}, con lo que tendriamos que C,0 = C,

y llegariamos a contradiccion.

Sea 6 tal que C,0 C C, y C, # C,,. Entonces xyof = xg, ya que si xqf =
t # xy entonces q(t) € C,0 y q(t) € C,. Tenemos entonces que xof = xo,
p(z1,m0) € Cp, (sin > 0)y Ch0 C C,. De ahi que p(xy,20)0 = p(x16,x0) €
C.,. Luego p(x10,x0) = p(z1,x0) y por tanto z10 = ;.

Vamos a probar por induccién que para todo ¢ > 1 se tiene que z;0 = x;.
Consideremos 1 < ¢ < n y supongamos, por hipédtesis de induccion, que
Vi e {1,...,i} se verifica que z;60 = z;. Entonces z;,0 = z; ya que la otra
opcién posible es x;6 = x;_s, pero si esto ocurre entonces se tiene que Vk > i
se tiene que xp = x,, con m < k. En particular z,0 € Var y x,0 # x,.

Contradiccion.

Basta considerar 6,, = {z,,/a}. Veamos que con esas sustituciones C, 160,11

= C,. Por (1) se tiene que Var(C, = {xo,...,z,}, luego

Cont102n+1 = ([Con — {p(a, x2,) ] U {p(22n+1, @), p(T2n11, T2n) }) 02041
= [0271 - {p(a, xQn)}] U {p(a> CL)?p(a? xQH)}
- O2n

Cont20ania = ([Cont1 — {p(T2n41,0) HU
{p(a, 2n12), p(a, Tant1, Tanta) })b2ni2 =
= [Cont1 — {p(®2041, @)} U {p(a,a), p(z2ni1,0) } =
- CQn-i—l

Veamos que no puede existir una sustitucién 4 tal que C,,0 C C,, 1. Supon-
gamos que tal # existe y llegaremos a que entonces z,0 = x,, y esto es una
contradiccion con que C,,0 C C),11, ya que si C,0 C C, 11, necesariamente
.0 = a.

Razonando de manera andloga al apartado (3) tenemos que zof = xg, ya
que si xof =t # xo entonces q(t) € C,0 y q(t) € Cpyq. De igual manera,

puesto que xof = z se tiene que p(xy1, z)0 = p(x10,x¢) € C,. De ahi que
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p(10, x9) = p(x1,20) y por tanto x10 = z;.

Vamos a probar ahora por induccién que Vi > 1 también se verifica que
x;0 = x;. Consideremos 1 < ¢ < n y supongamos, por hipétesis de induc-
cién, que Vj € {1,...,i} se verifica que x;0 = z;. Entonces para x; hay dos
posibilidades: x;60 = x; 0 ;0 = x;_5. Pero si x;0 = x;_5 entonces Vk > i se
tiene que x0 € Var. En particular z,0 € Var. Contradiccién.

Hemos visto que siVj € {1,...,i} se verifica que 2,6 = x; entonces ;0 = w;,
y esto es cierto para 1 < ¢ < n. Por consiguiente z,0 = x,, y esto es una

contradicciéon con que C,0 C C),44

_|

En esta seccién hemos estudiado algunas propiedades generales de las cadenas
inifinitas descendentes en el orden de subsuncién sobre clausulas. En esas suce-
siones {C), }n>0, se tiene que Cy,11 = C,, y en cierto sentido, podemos considerar
que hemos sumergido el ordinal w en el orden determinado por la subsunciéon en
el conjunto de clausulas.

Pero puede ocurrir que exista una clausula D tal que D > (), para todo
n > 0, por ejemplo, la cldusula D = {q(x¢),p(a,a)} es mas general que todas las
clausulas de la sucesion del teorema 7.8. Tales clausulas pueden ser el origen de
una nueva sucesion, con lo que tendriamos una segunda copia de w sumergida en
el orden de subsuncién, esto es, habriamos sumergido el ordinal w - 2. ;Cuéntas
copias de w podemos sumergir en este orden de subsuncién? Dedicaremos a

estudiar esta cuestion en la siguiente seccion.

7.4 Diametro del orden de subsuncion

Empezamos nuestro estudio recordando algunas definiciones sobre relaciones en-

tre ordenes.

Definiciéon 7.9 Sean A y B dos conjuntos y Ru, Rp dos relaciones binarias

irreflexivas y transitivas sobre A y B respectivamente. Se dice que la aplicacion
¢: (A, Ra) — (B, Rg) es un morfismo si (Vx,y € A) [xRay — ¢(z)Rpp(y)].

Definicién 7.10 Sea A un conjunto y R4 una relacion binaria irreflexiva y tran-
sitiva sobre A. Se dice que el ordinal o puede sumergirse en (A, Ra) si existe un
morfismo

¢ (a,<) — (A, Ra)
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[ustramos estas definiciones con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.11 Sea X = {a,b,c} y sea P(X) es conjunto de las partes de X, esto
es P(X) ={0,{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} con la relacién irreflexi-
va y transitiva ser subconjunto estricto C. Entonces el ordinal 3 = {0, 1,2} puede

sumergirse en (P(X), C) por ejemplo mediante el morfismo

¢: (3,<) — (P(X),Q)
0 — ¢(0)=10
1 = ¢(1) = {a}
2 — ¢(2) = {a,b}

Damos a continuacion la definicion de didmetro.

Definicién 7.12 Sea A un conjunto y R4 una relacion binaria irreflexiva y tran-
sitiva sobre A. Se define el didmetro de (A, R4) como el supremo del conjunto

de ordinales que puede sumergirse en (A, Ry).

Por ejemplo, si X = {a,b, c}, entonces el didmetro de (P(X), C) es 4.

El didmetro del conjunto de clausulas junto con el orden de subsuncion estricta
() dependerd del lenguaje £ con el que expresemos las cldusulas. En esta seccién
proporcionamos una cota inferior para el didmetro del conjunto de cldusulas con
esta relacién en el caso en que el lenguaje tenga al menos un simbolo de predicado
binario.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado

Teorema 7.13 Sea L un lenguaje con al menos un simbolo de predicado binario
y sea (C, ) el conjunto de clausulas de L con el orden de subsuncién . Entonces

el didmetro de ese orden estd acotado inferiormente por w?

Lo vamos a demostrar dando un morfismo v, para cada k € w
Uy {w -k, <) — (C, )
esto es, vamos a dar k sucesiones {C},c.,, {C cw - {CE 1}, tales que
e Ol = O = CL = Oy = O =L CY = O

Puesto que para cada k € w se tiene que w - k puede sumergirse en (C, ), el

didmetro de (C, =) sera al menos w?.
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Para demostrar el resultado vamos a generalizar la construccion de una cadena

infinita de [NCAW97]. Empezamos la construccién con la definicién de ciclo.

Definicién 7.14 (Adaptada de 14.33 en [NCdW97]) Diremos que una clau-
sula C' es un ciclo de longitud n si existe un renombramiento de variables 6 de

manera que

CO = {p(x1,ms), p(x2,23), . .., P(Tp_1,%n), p(Tpn, 1)}

donde x4, ..., x, son variables distintas.

En esta seccién consideraremos siempre que los ciclos de distinta longitud tienen
las variables separadas. Para simplificar la notacion consideraremos siempre que
la variable x' es la variable i—ésima del ciclo de longitud n y escribiremos el ciclo

de longitud n como

Cn = {p(xrlla ‘Tg)ap(xga ZL‘gL), ce ,p@g—u :L‘Z),p(ﬁz, x?)}

En [NCAW97], Nienhuys—Cheng y de Wolf usaron los ciclos para encontrar una
sucesiéon de clausulas de longitud w. En el lenguaje de érdenes esto significa que
el didmetro del orden de subsuncién es al menos w. En nuestra construccion
generalizamos su idea para obtener como cota w?.

El siguiente resultado es el lema 14.36 en [NCAW97].

Lema 7.15 Sin =m -k para algin k > 1, entonces C,, = C,,.

En el siguiente resultado probamos que el inverso del lema 7.15 también es cierto.

En realidad probamos un resultado un poco mas general.

Lema 7.16 Sin y m son primos entre si, los ciclos C,, y C,, son clausulas in-

comparables bajo subsuncién.

Demostracion:

Supongamos n < m. Entonces C, ¥ C,, puesto que C,, no contiene ningin
ciclo de longitud n. Veamos que C,, ¥ C,. Supongamos que existe 6 tal que
Cnf C C,. Sin pérdida de generalidad podemos considerar que C,, y C,, son las

clausulas

Cn = {p(zl’ Zlfg), S 7p(xn—17$n)7p($na xl)}
C’m = {p(yla y2>7 s 7p(yn717yn>7p(yna yﬂ+1)7 s 7p(ym7 yl)}
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También sin pérdida de generalidad podemos suponer que si i € {1,...,n} se
tiene que y;0 = x;. Por tanto tenemos que p(yy,, Yni1)0 = p(x,, x1) y de ahi que
Yns10 = 1. En general, para todo i € {1,...,n} y k > 0 apropiados se tiene que
Ypnai) = x;. Pero n 'y m son primos entre si, luego deben existir k > 0y iy # m
tal que m =k - n + 1o y por tanto y,,0 = x;, con iy # m. Pero esto es imposible,

ya que entonces

p(ymvyl)e = p(l’z‘m $1) ¢ C,

y esto termina la demostracion. -

A continuaciéon vamos a hacer unién disjunta de ciclos, para lo que usaremos el
operador W. Diremos que C),, W C), es la unién disjunta de los ciclos C,, y C,, si
es el conjunto de literales formado por los literales de C,, y C,,.

En la demostracién del teorema 7.13, las sucesiones que damos estan formadas
por la unién disjunta de ciclos. En el siguiente teorema damos una condicién

suficiente para que la unién disjunta de ciclos sea reducida.

Teorema 7.17 La unién disjunta de los ciclos Cy,,, Cy,, ..., Cy,, esto es, la cldu-
sula C,, W C,, W--- W, es reducida si sus longitudes ny, ng, ...n; son primos

entre si dos a dos.

Demostracion:
Puesto que estamos haciendo unién de clausulas reducidas si existiera una susti-

tucién 0 tal que
(CoyWCp - C, )0 CCWC, Wy,

(Cr, WC, W WOy )0 # Cpy W, W WOy,

entonces deberfan existir 7,7 € {1,...,k}, i # j tales que un literal de C,, se
aplicara en un literal de C’nj. Pero debido a la estructura de ciclo de C,,,, si esto
ocurriera entonces todos los literales de Ci,, se aplicarian en literales de C,,,, esto

es Cp,0 C C,,;. Pero esto es imposible por el lema 7.16. =

Una consecuencia directa del lema 7.15 es que dado n > 2 podemos obtener una
cadena infinita descendente de ciclos ordenados por subsuncién de longitudes
n,n?n3, ...

= Cpym = oo = Cps = Cr2 = Cy
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Vamos a generalizar ese resultado

Teorema 7.18 SeanC,,,,C,,,...,C,, k ciclos tales que sus longitudes ny, no, . . .,

ng son primos entre si dos a dos. Llamaremos D; a su unién disjunta
Dy =C, Wl ¥ ---wC,,

Seanr >1ei € {1,...,k}. Sea (n;)" la r—ésima potencia de n; y consideremos
el ciclo C,,y, esto es, el ciclo de longitud (n;)". Sea D, la clausula obtenida a
partir de Dy por la sustitucion de C,,; por C,,, esto es,

Dy=Ch -1 Oni—1 ) C(my‘ W C, () an

Nit1

Entonces Dy = D;.

Demostracion:
Veamos primero que Dy = D;. Para ello basta encontrar una sustitucion 6 tal

que Dy C D;. Consideremos una susitucion 6 tal que
e 20 = z para toda variable z que ocurra en Dy — Cy,)r
o Si Cnl = {P(ﬂfla .1'2), < 7p(xn¢7x1)} y C(m)r = {p<y17 3/2)> s 7p(y(nl)r7yl)}
entonces para k > 0 y para tod j € {1,...,n;} se tiene que Yy, +;0 = z;

Una simple comprobacion nos da que con esa 6 se tiene que Do) C D;.

Veamos que Dy # D,. Supongamos ahora que existe una sustitucion 6 tal
que D16 C D,. Por un razonamiento andlogo al del teorema anterior se tiene que
ningun literal de C),, puede aplicarse sobre un literal de C,,, si n, y ny son primos

entre si, luego se tendria
¢« C,0CC, Vie{l, .. i—1i+1,. ..k}
o Cme - C1(m)r
Pero esto ultimo es imposible ya que C(,,)r tendria que contener un ciclo de

longitud menor o igual que n;. -

Demostremos por ultimo el teorema 7.13.
Demostracion:

Se define para cada k € w el morfismo

Yy (w -k, <) — (C,>)
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de la siguiente manera: Sean ng = 2,n; = 3,ny = 5,...,ng_1 los k primeros
nimeros primos. Entonces, para todo j € {0,1,...,k—1} y todo p € w se define

#)k((x)j + p) - C(nj)p+1 () Cn]-+1 W C

Mj42

CRERI oM

De esta manera, la primera sucesién de clausulas, correspondiente a los valores
{0,1,2,...} son

Ue(0) = Chy W Co W ... W C,
wk(l) - O(n0)2 L'H Onl H’J ...... H’J Onk—l
wk(p) - C(no)p+1 ) On1 W ) Onk—l

esto es, para pasar de (i) a la siguiente clausula 1, (i + 1) s6lo sustituimos el
ciclo de longitud (ng)™*!, esto es, Cpg)i+1, por el ciclo de longitud (ng)"*2, esto
es, Crngyit2. Con lo que tenemos que 9, (7 4 1) es mas general que v (). Para el

primer ordinal limite w tenemos la clausula
Up(w) =Cp W W Cy,

que esta contenida en todas las anteriores, y por tanto es mas general que ellas.

A continuacién, podemos realizar el mismo proceso a partir de ¥y (w) y tener

Ui (w) = Cp, W Ch, W ... W Ch,
wk(w _|_ 1) — O(n1)2 H’J On2 H’J ...... H’J Onk71
1Z)k(w + p) = O(nl)p+l W Cp, W ... ) an—1

que corresponderia a la segunda sucesiéon de longitud w y llegariamos al segundo

ordinal limite
Y (w2) =CpyW-- 00, |

que estd contenida en todas las anteriores y por tanto las subsume a todas. Por
ultimo, en el caso general se tiene que

1/)k(WJ + p) - C(nj)p+1 ) Cn]-+1 W C

Mj42

WOy,



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1 Resumen de resultados

En esta memoria hemos estudiado los procesos de generalizacion, el paso de lo
particular a lo general, cuando la informacién esta expresada en lenguaje clausal.
Para ello hemos definido unos operadores adaptados a los distintos érdenes de
generalidad. Ha sido necesario compaginar adecuadamente los distintos niveles
en los que se produce la generalizacion: términos, literales, clausulas y progra-
mas. La soluciéon propuesta se apoya en la utilizacién de conjuntos de posiciones,
conjuntos de literales y conjuntos de clausulas, es decir, los operadores actian
sin necesidad de considerar érdenes sobre los literales de una clausula o entre las
clausulas de un programa.

Las principales aportaciones realizadas en esta memoria han sido:

e La definicién de una nueva familia de operadores, los Operadores Clausa-
les, con la propiedad de ser operadores universales, esto es, que dadas dos
clausulas cualesquiera C y Cy podemos alcanzar Cy desde C;] mediante la

sucesiva aplicacion de estos operadores.

e La definicién de los Operadores de Aprendizaje para la Subsuncion (OAS).
Estos operadores son un subconjunto del conjunto de Operadores Clausales
y su principal propiedad es que representan una caracterizacion mediante
operadores de la relacién de subsuncién entre clausulas, esto es, dadas dos
clausulas cualesquiera C; y Cs, se verifica que C subsume a Cs si y sélo si

podemos obtener C a partir de C; mediante la aplicacion de una cadena

de OAS.
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La definicién de una quasi-métrica sobre el conjunto de clausulas que per-
mite cuantificar la proximidad entre clausulas basada en la relacién de sub-

suncion.
Un algoritmo para calcular dicha quasi-métrica

Una férmula para una rapida estimacién de esta quasi-métrica que permite

reducir costes computacionales.

La definiciéon de operadores de generalizacion para el orden de derivacién
por resolucién: Los Operadores de Inversion Sesgados (OIS). Una apropiada
combinacion de estos operadores junto con los Operadores de Aprendizaje
para la Subsuncion nos permiten generalizar una clausula D para obtener
la clausula C' cuando C'F D.

La definicién de los Operadores de Generalizacion Minimales (OGM). Estos
representan las unidades minimas de generalizacion clausal de manera que
si C'y D son clausulas y estan relacionadas por alguna de las tres relacio-
nes estudiadas: subsuncion, derivacién o consecuencia, entonces podemos

obtener C' a partir de D mediante una combinacion apropiada de OGM.

La definicién de operadores de generalizacién adaptados a la subsuncion
entre programas: los OAS compuestos. Estos operadores son extensiones a
programas de los Operadores de Aprendizaje para la Subsuncién (OAS) y
de manera analoga a como ocurria con los OAS, también representan una

caracterizacion de la relacién de subsuncién entre programas.

La definicién de una métrica débil (una pseudo-quasi-distancia) para cuan-

tificar la proximidad entre programas basada en estos operadores.
Un método de calculo de esta distancia débil.

La definicién de un orden de aprendizaje entre programas definidos median-

te sus menores modelos de Herbrand.

La relacion entre el operador de consecuencia de Kowalski, el aprendizaje
clausal, la relacién de subsuncién y los operadores que hemos definido para

programas (OAS compuestos).

Diversos resultados relacionados con cadenas infinitas de clausulas y pro-

gramas.
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e Una cota para el didmetro del conjunto de cldusulas por la relacion de

subsuncion.

8.2 Discusién y perspectivas

La correspondencia estudiada entre 6rdenes de generalizacion y operadores clau-
sales nos lleva a plantearnos otras cuestiones interesantes para estudiar en tra-
bajos futuros. Los érdenes de generalidad estudiados —subsuncién, derivacion
y consecuencia para las clausulas y subsuncién para programas— son relaciones
binarias para las cuales hemos definido distintas familias de operadores adapta-
das a estas relaciones. La pregunta que surge de manera natural es si podemos
caracterizar otras relaciones decidibles (o semidecidibles) sobre cldusulas o pro-
gramas mediante un subconjunto apropiado de operadores clausales y si podemos
usar las distancias débiles definidas para encontrar minimos en los procesos de
transformacién de clausulas o programas.

Como estudio complementario al trabajo realizado cabe plantearse en primer
lugar la relacion dual a la generalizacion: la especializacion en aprendizaje clausal.
Cuando una teoria es demasiado general, esto es, cuando la hipdtesis actual cubre
instancias negativas, el concepto debe ser especializado. Una linea para continuar
el trabajo realizado es el estudio de 6rdenes de especializacion entre clausulas y
programas mediante operadores adecuados.

Pero la metodologia presentada puede abarcar un abanico mas amplio de
relaciones e ir mas alla del ambito del aprendizaje. Cuando representamos co-
nocimiento mediante clausulas y programas logicos, la necesidad de actualizar
o simplemente transformar programas para adaptarlos a situaciones nuevas nos
lleva a la busqueda de operadores clausales adaptados a esas transformaciones.
El trabajo realizado en la definicién de estos operadores® puede servir de soporte
para la definicién de otros operadores clausales vinculados a nuevas relaciones
entre programas.

Otra linea para continuar con la investigacion es el estudio de otras propie-
dades relacionadas con los operadores ya definidos. Es posible definir cuando
un operador es mas general que otro y estudiar tanto relaciones cualitativas del

conjunto de operadores como cuantitativas relacionadas con la proximidad entre

Una versién previa de los operadores de esta memoria fue presentada en CL-2000
[GNAJBDOO0].
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operadores.

Otro camino a seguir es la profundizacion en el estudio de los procesos infi-
nitos. La existencia de cadenas infinitas muestra la complejidad intrinseca del
aprendizaje y la idea de limite nos lleva a plantearnos cuestiones topoldgicas
sobre estos conjuntos. jPodemos estudiar el aprendizaje clausal en términos to-
poldgicos? En su articulo Language Identification in the Limit [Gol67], E.M. Gold
presenta un modelo de aprendizaje, ya clasico, en el que al aumentar el niimero
de observaciones la sucesién de hipdtesis obtenida converge al concepto objetivo.
La relacién entre el paradigma de Gold y las cadenas infinitas de programas don-
de cada programa se obtiene del anterior mediante operadores clausales surge de
manera natural. Y el marco en el que modelamos el paradigma de aprendizaje en
el limite de Gold debe ser topolégico. Sin duda esta modelizacion es una de las
lineas méas prometedoras para la continuacién del trabajo realizado (una primera
aproximacién la tenemos en [GNAJBDOO]).

Otra via de investigacion consiste en la adaptacion de las relaciones de proxi-
midad estudiadas a sistemas reales. Sistemas de Programacion Logica Inductiva
como Progol [Mug95] o Aleph [Sri01] estdn en continua expansién y pueden inte-

grar nuestras métricas débiles como una opciéon para el estudio de proximidad.



Apéndice A

Breve historia de los operadores

de refinamiento

El estudio de operadores de transformacion para clausulas ha estado ligado a la
historia de la PLI desde el principio y, en sentido amplio, podemos pensar que
todos los algoritmos usados en PLI no son mas que distintas adaptaciones de esta

idea de transformacion.

No obstante, en la literatura, no hay muchos autores que se hayan dedicado a
estudiar de manera sistemaética estos operadores, llamados de refinamiento. En
esta seccidn repasamos brevemente la evolucién de la definicion de estos operado-
res de refinamiento.

En 1981, Shapiro, [Sha81] introdujo la nocién de inferencia de modelos. Dada
una sucesion de ejemplos positivos y negativos de un concepto desconocido, su
sistema MIS (Model Inference System) buscaba una teoria que pudiera inferir
todos los ejemplos positivos y ninguno de los negativos. El sistema usa esencial-
mente dos técnicas: Si podemos inferir de la teoria un ejemplo negativo, entonces
usamos el retroceso (backtracing) y buscamos una hipétesis que lo refute. Si en-
contramos un ejemplo positivo que no pueda ser inferido por la teoria, entonces
aplicamos unos operadores de refinamiento. Sus operadores estan definidos so-
bre cldusulas reducidas en un lenguaje de primer orden donde las clausulas y los

operadores de refinamiento estan limitados por una medida de complejidad.
Vemos a continuacién su definicién de operador, pero antes necesitamos algu-

nas definiciones previas:

'La principal referencia para esta seccién ha sido [PvdL92].

185
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Definicién A.1 [Sha81] Diremos que la sustitucion 6 no hace decrecer la cldu-
sula C si |CO| = |C].

Definicién A.2 [Sha81] Un literal L es mas general que M con respecto a la
clausula C' si existe una sustitucion 6 tal que LO = M y C0 = C.

A continuacién presentamos la definicién de operador de Shapiro.

Definicién A.3 [Sha81] Sea C' una cldusula reducida de L. Entonces D € py(C)

cuando se da exactamente una de las siguientes condiciones:

(ps) D = C8O donde 6 = {x/y} no hace decrecer C' y ambas variables ocurren en

C.

(p?) D = CO donde 0 = {x/f(y1,...,yn)} no hace decrecer C, f es un simbolo
de funcion de aridad n, x ocurre en C' y las y; son variables distintas que

no ocurren en C.

(p3) D = CU{L} donde L es un literal de maxima generalidad con respecto a
C para el cual C'U {L} es reducida.

En [vdLNC98] Patrick R. J. van der Laag y Shan-Hwei Nienhuys-Cheng estudian
estos operadores y detectan una imprecisién en el trabajo de Shapiro en el estudio
de las propiedades tedricas de su operador. La intenciéon de Shapiro era probar
que para todo par de clausulas reducidas C' 'y D tales que C' C D 6 C = D
donde 6 es no decreciente, existe una cadena de clausulas reducidas entre C'y D
de manera que cada una de ellas se obtiene de la anterior aplicando el operador
de refinamiento. Nienhuys y van der Laag presentaron el siguiente ejemplo en

[vdL92] y probaron que en ese caso la afirmacién de Shapiro no es cierta.

Ejemplo A.4 Consideremos las siguientes clausulas:

C = {p(X1, X2), p(Xa, X3),p(X3, X1)}
D = {p(X1, Xa),p(X2, X3),p(X3, X1),p(Z1, Za), p(Z2, Z1) }

C' vy D son clausulas reducidas, C' C D, luego C' subsume a D y no existe una
cadena de clausulas reducidas de C' a D en la cual cada clausula se obtenga de
la anterior por aplicacién del operador. No obstante, si consideramos la clausula

C1, equivalente a C' por subsuncion

C1 = {p(X1, X2),p(Xo, X3),p(X3, X1),p(Z1, Z3),p(Z2, Z3) }
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podemos obtener D aplicando a C la sustitucién 6 = {Z3/7;}

La clave del problema estriba en que es necesario considerar clausulas que no sean
reducidas dentro de la cadena de clausulas que nos lleva de C' a D. Para subsanar
esta limitacion de los operadores definidos por Shapiro, Nienhuys-Cheng y van

der Laag ofrecen una nueva definicién de operador

Definicién A.5 ([PvdL92]) Sea C una clausula reducida y sea [C] el conjunto
de cldusulas equivalentes a C' bajo subsuncion. Entonces D € p,(C) si D es

reducida y se verifica una de las siguientes condiciones:

pL: C = D y existen dos cldusulas C' € [C] y D' € [D] tales que C'0 = D/,

donde 0 es la sustitucién 0 = {x/f(y1,...,yn)}, f es un simbolo de funcién?,

x ocurre en C', y las variables vyi,...,y, son variables distintas que no

ocurren en C".

p2: C = D y existen dos cldusulas C' € [C] y D' € [D] tales que C'0 = D/,

donde 0 = {x/y} y ademas las variables x e y ocurren en C".

pr: D = CU{L} donde L sélo tiene variables distintas que no ocurren en C'y
para todo literal M € C', L difiere de M en el simbolo de predicado o en el

signo.

[lustramos la definiciéon anterior con el siguiente ejemplo:

Ejemplo A.6 Consideremos la clausula
encendida(z) < bombilla(x), cable(x,y), corriente(y)
que expresada como conjunto de literales es
C = {encendida(x), ~bombilla(x), ~cable(x,y), ~corriente(y) }

Si esta clausula fuera demasiado general podemos hacerla més especifica aplicando
alguno de los operadores de refinamiento de [PvdL92]. Por el operador pl, si
aplicamos la sustitucién 6; = {y/bateria}, donde bateria es un simbolo de funcién

de aridad cero, tendriamos la clausula

C0, = {encendida(z), ~bombilla(x), ~cable(x, bateria), ~corriente(bateria)}

2Se consideran las constantes como simbolos de funcién de aridad cero.
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Por el operador p?, si aplicamos la sustitucién 6, = {y/x}, tendriamos la cldusula
Cy = {encendida(z), ~bombilla(x), ~cable(x, x), ~corriente(x)}
El operador p? es més técnico. Nos permite afiadir literales nuevos como
no_fundida(z)
y conseguir cldusulas como
Cy = {encendida(x), ~bombilla(z), —cable(z,y), corriente(y), no_fundida(z)}

para después aplicar otros operadores, por ejemplo p3 mediante la sustitucion
05 = {z/z} y obtener

O — encendida(x), —bombilla(x), —cable(x,y),
e —corriente(y), no_fundida(x)

Van der Laag y Nienhuys—Cheng probaron [PvdL92| que si C'y D son cldusulas
reducidas y C' > D entonces existia una p,-cadena de C' a D. De este modo
salvaban la imprecisién encontrada en el trabajo de Shapiro.

Los operadores presentados hasta ahora son operadores descendentes para el
orden de subsuncién, puesto que si D € p(C'), entonces C' = D. En [NCAW97]
encontramos el dual de estos operadores: Los operadores ascendentes.

En su definicién Nienhuys-Cheng y de Wolf hacen uso de una estructura aso-
ciada a una cldusula C'y a un término ¢, llamada dup(C,t), en la que aparecen
literales repetidos y la nocién de orden. Maés adelante veremos que en nuestra

definicion de operador no es necesaria una estructura similar.

Definicién A.7 [NCdW97] Sea C = {Ly,...,L,} una cldusula y t un término
que ocurre en C'. Supongamos que t ocurre ki veces en Ly, ky veces en Lo, etc
... Entonces dup(C,t) = C' es una cléusula ordenada consistente en 2F copias de

L, 2¥2 copias de Lo, ..., 2% copias de L,

Definicién A.8 [NCdAW97] Un literal p(zx1,...,z,) 0 =p(x1,...,x,) es de méa-
xima generalidad respecto a una clausula C' si xy,...,x, son variables distintas

que no ocurren en C.

La definicién de operador ascendente también es por casos:
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Definicién A.9 [NCdW97] Sea C el conjunto de clausulas del lenguaje. EI ope-

rador de refinamiento ascendente 9, para (C,>) se define como sigue:

1. Para todo t = f(xy,...,x,) de C para el cual todas las x; son variables
distintas y cada ocurrencia de x; en C' es dentro de t, §,(C) contiene la
clausula obtenida reemplazando todas las ocurrencias de t en C' por alguna

nueva variable z que no estuviera previamente en C'.

2. Para toda constante a de C' y cada subconjunto no vacio del conjunto de
ocurrencias de a en C' = dup(C,a), si D es la cldusula ordenada obtenida
reemplazando estas ocurrencias de a en C' por la nueva variable z, entonces
0.(C) contiene a D (D es el conjunto de literales de la cldusula ordenada
D).

3. Para toda variable x de C'y todo subconjunto propio no vacio del conjunto

de ocurrencias de a en C = dup(C, x), si D es la clausula ordenada obtenida

reemplazando estas ocurrencias de x en C' por la nueva variable z, entonces
04(C) contiene a D.

4. SiC = DU{L} y L es un literal de maxima generalidad respecto a D,

entonces 0,(C') contiene a D.
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Apéndice B
Programas

En este apéndice presentamos el cédigo para SWI-Prolog de las definiciones, al-
gritmos y relaciones mas significativas presentadas en la memoria.

En todos los programas de esta memoria distinguiremos entre las variables
del lenguje y del metalenguaje. En este caso en metalenguaje es Prolog y expre-
saremos sus variables de la manera habitual. Las variables del lenguaje objeto
las representaremos con la notacién xN donde N es un nimero natural. Ademas,
acordaremos que las tinicas constantes Prolog cuyo primer simbolo sea x serd una

variable del lenguaje objeto.

Yoot oo oo To oo ToToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo oo o T To o ToToTo oo oo oo o fo o o o o o o o o o oo

% Directivas

:— op(600,xfx,-——>).
:-— dynamic delta/3.
Toto oo oo ToTo oo oo o oo o Jo oo o o o To o To o To o To o To o To o Jo o Jo o To o Jo o Jo o Jo o Jo 7o Jo o Jo T Jo o o T o o Jo T

Yoo oo oo oo ToToToToToToTo oo o 1o o o o o o o o o o o o o o o Jo o To T T ToTo o oo oo oo o o o o o o o o oo
% inserta_pos(L1l,Pos,Term,L2)

% toma como entrada un literal L1, una lista de nimeros Pos

% que representa la posicién donde vamos a insertar el término
% Term y devuelve el literal resultante L2. Ejemplo:

T

% ?7- inserta_pos(-p(f(x1),a,x1),[1,1],x2,T).
% T =-p(£(x2), a, x1) ;

yA No

pA

% 7- inserta_pos(x1,[],x2,T).

% T =x2 ;

191



192 Apéndice B. Programas

yA No
%
Tt T T T T T T T T T T T T T T fo T T T o T o T T o T o oo T o To o To o To o To o Fo o Fo o Fo o Fo o Yo T Fo Fo o Jo o Fo o o o o

inserta_pos(_, [],Term,Term) :-!.

inserta_pos(Lit_in,Pos,Term,Lit_out):-
atomo(Lit_in,Atomo_in,Signo),
inserta_pos_aux(Atomo_in,Pos,Term,Atomo_out),
atomo(Lit_out,Atomo_out,Signo) .

inserta_pos_aux (A1, [],_,Al1).
inserta_pos_aux(L_in, [N],Term,L_out) :-
inserta_1(L_in,N,Term,L_out).
inserta_pos_aux(L_in, [N1,N2|Resto] ,Term,L_out) :-
L_in =.. [FlArgs],
NO is N1 - 1,
length(L,NO),
append (L, [Arg_N1|Resto_args],Args),
inserta_pos_aux(Arg_N1, [N2|Resto] ,Term,Arg_out),
append (L, [Arg_out |Resto_args] ,Args_out),
L_out =.. [FlArgs_out].

% inserta_1(L_in,N,Term,L_out)

% Toma como entrada un término Term_in, un nimero N y un

% término Term_insertado y devuelve el &dtomo L_out resultante
% de sustituir el N-ésimo argumento de L_in por Term.

inserta_1(Term_in,N,Term_insertado,Term_out) : -

N1 is N-1,
length(L1,N1),
Term_in =.. [F|Args],

append (L1, [_|L2],Args),
append (L1, [Term_insertado|L2] ,Nuevo_args),
Term_out =.. [F|Nuevo_args].

Totoo oo 1o o 1o o oo oTo o o To o o oo To o o o o o o ToTo oo Jo o o oo To oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o To o
% inserta_en_posiciones(+L_in,+Conj,+Term,?L_out)

% Dado un literal L_in y un conjunto de posiciones

% independiente Conj formado por posiciones de L_in y un

% término Term, el programa devuelve el literal L_out, formado
% a partir de L_in insertando el término Term en cada una de

% las posiciones determinadas por el conjunto Conj

T
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T

% 7- inserta_en_posiciones(-p(f(x1,x2),x1,x1,x3),

b [[1,1],[3]1],x2,T).
% T = -p(£f(x2, x2), x1, x2, x3) ;
yA No

h
Yoo oot o oo o oo ToToTo oo o o o o o o o o o o o o o oo oo To o ToToToToTo oo o o o fo o o o o o o o o oo

inserta_en_posiciones(L_in,Conj,Term,L_out):-
atomo(L_in,Atomo_in,Signo),
inserta_en_posiciones_aux(Atomo_in,
Conj,Term,Atomo_out),
atomo (L_out,Atomo_out,Signo) .

inserta_en_posiciones_aux(Atomo, [],_,Atomo).

inserta_en_posiciones_aux(Atomo, [P|Resto],Term,Atomo_1) :-
inserta_pos(Atomo,P,Term,A_aux),
inserta_en_posiciones_aux(A_aux,Resto,Term,Atomo_1).

ol 1o 61o s ToTo o o o To o To o o To o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o
% compatible_1(+Posiciones,+Literal,+Termino) tiene

% éxito si el conjunto de Posiciones es compatible con el par
% <Literal, Termino>. Ejemplos:

h

%  7- compatible_1([[1]],p(f(x1),a,f(x1)),f(x1)).

hh Yes

h

%  7- compatible_1([[1],[4,3]],p(f(x1),a,f(x1)),f(x1)).

yA No

1o 1o 6o s ToTo o o ToTo o o o ToTo o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o To T o o o To oo o T To o o o To T o o o To T o

compatible_1(Posiciones,Literal,Termino) :-
atomo(Literal,Atomo,_),
compatible_1_aux(Posiciones,Atomo,Termino) .

compatible_1_aux([],_,_).

compatible_1_aux([P1|Resto_posiciones],Atomo,Termino) :-
posicion(P1,Atomo,Termino),
compatible_1_aux(Resto_posiciones,Atomo,Termino).

ol 1o 6To s To 1o o o o To o To o o To 1o o o ToToTo o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o

% compatible_2(+Conjunto,+Literal,+Termino) tiene
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% éxito si el ‘‘Conjunto’’ de conjuntos de posiciones es
% compatible con el par <Literal, Termino> Por ejemplo,
% consideremos

T

% Literal = p(f(_X),a,f(_X))
yA Termino = f(_X)
b Conjunto = {P1,P2,P3}

T
% donde P1, P2 y P3 son los conjuntos de posiciones:

h

% P1 = [[1],[3]] (P1 = {<1>,<3>})
yA P2 = [[1]] (P2 = {<1>})
yA P3 = [] (P3 = {1

pA

%  7- compatible_2([[[1],[3]1],[[1]1]1,01],

yA p(f(x1),a,f(x1)),f(x1)).

% Yes

pA

ToTo oo To ToTo oo o oo Too To fo o fo o o o To foTo o o To foJo To o To fo o fo o Fo o o fo o Fo o To foJo Fo o To o Jo Fo o To o To fo o o o o

compatible_2([]1,_,_).

compatible_2([Cl|Resto_conjuntos],Literal,Termino) :-
compatible_1(C1,Literal,Termino),
compatible_2(Resto_conjuntos,Literal,Termino) .

Tototo o oo 1o 1o oo To o To o o 1o o o oo To o o o o o foToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o To o
% comprueba_delta(Identificador,Termino)

% Comprueba si una aplicacién Delta: Lit --> PPN"* es una

% asignacién de posciones o no. En caso afirmativo, Termino
% es el termino que permite esta compatibilidad en caso de
% que sea tnico, si no es Unico entonces Termino = ***

h

% 7- comprueba_delta(l,Termino).

% Termino = a ;

pA No

b

% 7- comprueba_delta(2,Termino) .

% Termino = *** ;
% No
yA

% 7?- comprueba_delta(3,Termino).
pA No
b
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Voot oo oo o oo o ToTo o oo o o o o o o o o o o o o oo o oo ToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o oo

comprueba_delta(Id,Termino):-
recoge(Id,Lista_pares),
comprueba_delta_aux(Lista_pares,L_terms),
selecciona(L_terms,Termino) .

comprueba_delta_aux([],[1).

comprueba_delta_aux([par(Lit,Conj) |Resto_objs], [TIResto_t]):-
comprueba_delta_literal(Conj,Lit,T),
comprueba_delta_aux(Resto_objs,Resto_t).

comprueba_delta_literal(Conj,Lit,Termino):-
comprueba_delta_literal_aux(Conj,Lit,Terms),
selecciona(Terms, Termino) .

selecciona(Terms,Termino) : -
list_to_set(Terms,Terms_0),
elimina_*(Terms_O,Terms_1),
depura_terms(Terms_1,Termino) .

comprueba_delta_literal_aux([],_,[]).

comprueba_delta_literal_aux([P|Ps],Lit, [T|Ts]):-
mismo_termino(P,Lit,T),
comprueba_delta_literal_aux(Ps,Lit,Ts).

% Definimos a continuacién recoge/2 y mismo_termino_3
% recoge(+Identificador, -Lista_de pares).

% Recibe como dato de entrada el identificador de la funcién
% de asignacién y devuelve la lista de pares <L, Delta(L)>

% Ejemplo:

pA

%  ?- recoge(1,L).

b L = [par(p(f(a), b, a), [[1, [[31], [[1, 1111),
% par(q(a), (i,

Y par (_G393, D1 ;

yA No

YA

recoge(Id,L):-
recoge_aux(Id, [],L1),
reverse(L1,L),!.
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recoge_aux (Id,Acum,L) :-
Obj =.. [delta,Id,Lit,Conjl,
retract ((0bj:- !)),
recoge_aux(Id, [par(Lit,Conj) [Acum],L),
asserta((0bj:-!)).

recoge_aux (Id,Acum, [par(Lit,Conj) |Acum]) : -
Obj =.. [delta,Id,Lit,Conj],
retract(0bj),
asserta(0bj) .

% mismo_termino(+Posiciones,+Atomo, ?Term)

% Toma como entrada un conjunto de posiciones y un atomo y
% tiene éxito si todas las posiciones (distintas de la vacia)
% estan ocupadas por el mismo término. En ese caso devuelte
% el término Term o *** en caso de que el término no esté
% determinado. Ejemplos:

b

% ?- mismo_termino([[1,1],[],[3]],p(f(a),b,a),Term).

% Term = a ;

yA No

b

% ?7- mismo_termino([[1,1],[],[3]],p(f(a),b,c),Term).

yA No

b

% 7- mismo_termino([[]],p(f(a),b),Term).

% Term = **xx ;

pA No

b

% ?- mismo_termino([],p(f(a),b),Term).

% Term = **x* ;

pA No

b

mismo_termino(Posiciones,Atomo,Termino) : -
setof_0(Pos, (member (Pos,Posiciones),\+ Pos=[]),Lista),
busca_termino(Atomo,Lista,Termino).

busca_termino (_, [],***).
busca_termino(Atomo, [P1|Posiciones] ,Term) :-
compatible_1([P1|Posiciones],Atomo,Term) .
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ol 1o 6o s To oo o o To o To o Jo To o o o ToTo o o o ToTo o o o To o o o Jo To o o o To T o o o To T o o o To T o o To T o o o To T o
% operador_literal(+Id,+Lit,+Term,?Clausula)

% Toma como dato de entrada el idendificador de una funcién

% de asignacién (Id), un literal y un término y devuelve el

% conjunto de literales (Clausula) resultante de hacer las

% inserciones del término Term en las posiciones determinadas
% por la funcién de asignacién. Ejemplos:

h

h

% Ejemplo 1:

b

%  7- operador_literal(l,p(f(a),b,a),h(b),Clausula).

h

% Clausula = [p(f(a),b,a), p(f(a),b,h(b)), p(f(h(b)),b,a)] ;
yA No

b

%  Este resultado se obtiene porque en nuestro ejemplo, la

%  imagen del literal

yA L=p(f(a),b,a)

% por la aplicacién delta_1 es el conjunto [[],[[3]],[[1,111] y
% * Si insertamos "h(b)" en "p(f(a),b,a)" en las posiciones

%  determinadas por "[]" obtenemos "p(f(a),b,a)" (el literal
% no se modifica)

% * Si insertamos "h(b)" en "p(f(a),b,a)" en las posiciones

%  determinadas por "[[3]]" obtenemos "p(f(a),b,h(b))"

%  (modificamos la posicién <3>)

% * Si insertamos "h(b)" en "p(f(a),b,a)" en las posiciones

%  determinadas por "[[1,1]]" obtenemos "p(f(h(b)),b,a)"

%  (modificamos la posicién <1,1>)

h

b

% Ejemplo 2:

h

% 7- operador_literal(l,q(a),h(b),Clausula).
yA Clausula = [q(a)] ;
% No

b

% En este caso la imagen de "q(a)" por la funcién delta_1

% es "[[]]", esto es, la clausula resultante tiene un tnico
% literal, que es el propio "q(a)"

h

b

% Ejemplo 3:
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% 7- operador_literal(l,r(a,b),h(b),Clausula).
% Clausula = [] ;
% No

%» La imagen de "r(a,b)" por la aplicacién delta_1l es "[]"

% por lo cual la imagen obtenida es la cldusula vacia

h

Yoo oo oo oo ToToToToToToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o o o T o T To o To T oo oo oo oo o o o o o o oo

operador_literal(Id,Lit,Term,Clausula):-
Obj =.. [delta,Id,Lit,Pos],
Obj,
operador_literal_aux(Pos,Lit,Term, [],Claus),
reverse(Claus,Clausula) .

operador_literal_aux([],_,_,Acum,Acum).
operador_literal_aux([P|Resto],Lit,Term,Acum,Clausula):-
inserta_en_posiciones(Lit,P,Term,L1),
operador_literal_aux(Resto,Lit,Term,
[L1]|Acum] ,Clausula).

Tolololototololololololototololo o oo oo oo o o o o o oo o o o o oo totototo o o o o o o o o o o o o o oo o o o o oto
% operador_clausal(op(Id,Term),Clausula_in,Clausula_out)

% Toma un operador determinado por el identificador Id de la
% asignacién y el término Term que vamos a insertar y la

% clausula de origen y devuelve el resultado de aplicar el

% operador a la clausula. Ejemplo:

T

% 7- operador_clausal(op(1,h(c)),

yA [p(f(a),b,a),q(a),r(a,b)],Clausula).
yA

% Clausula = [p(f(a),b,a),

pA p(f(a),b,h(c)),p(f(h(c)),b,a),qa)] ;

pA

% No

h
Yoo oot oo oo oo o ToTo o To o o o o o o o o o o o o o oo oo oo oo ToToToTo oo o oo o o fo o o o o o o o o oo

operador_clausal (op(Id,Term),Clausula_in,Clausula_out):-
operador_aux(Id,Term,Clausula_in, [],Clausula_out_1),
list_to_set(Clausula_out_1,Clausula_out).
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operador_aux(_,_, [],Acum,Acum) .
operador_aux(Id,Term, [Lit|Resto],Acum,Sal):-

operador_literal(Id,Lit,Term,0Op_lit),
append (Acum,0Op_1it,Nuevo_acum),
operador_aux(Id,Term,Resto,Nuevo_acum,Sal).

Yoot o oo o oo ToToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToToTo oo oo o fo o o o o o o o o oo
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h

operador_clausal_extendido(Par,op(Id,Term),Clausula_in,
Clausula_out)

Al igual que en la definicién de operador clausal, el
programa toma como dato de entrada la signacidn de
posiciones (Delta) el término que vamos a insertar (Term) y
la clausula de entrada (Clausula_in). En este caso también
toma como dato de entrada el elemento par, que puede ser el
dtomo @ o bien un par <Simbolo_de_predicado/Aridad, Signo>.
Ejemplos:

7- operador_clausal_extendido(

e, % Marca

op(1, % Identificacidn
h(c)), % Término

[p(f(a),b,a),qa),r(a,b)], % C. de entrada

Clausula) . % C. de salida

Clausula = [p(f(a), b, a), p(f(a), b, h(c)),
p(f(h(c)), b, a), qa)] ;
No

7- operador_clausal_extendido(

[s/3,-], % <S/A,Signo>
op(1, % Asignacidn
h(c), % Término
[p(f(a),b,a),q(a),r(a,b)], % C. de entrada
Clausula). % C. de salida
Clausula = [-s(h(c), h(c), h(c)), % Literal nuevo

p(f(a), b, a), p(f(a), b, h(c)),
p(f(h(c)), b, a),
q(a)l ;

Se obtiene la misma cl&usual que en el ejemplo anterior,
aumentada con el literal "-s(h(c), h(c), h(c))".
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Voo oo to oo oo to oo o o o To oo o o o o o o o o o o o o o o oo o ToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o o oo

operador_clausal_extendido(@,op(Id,Term),

Clausula_in,Clausula_out) : -
]

*

operador_clausal (op(Id,Term),Clausula_in,
Clausula_out).

operador_clausal_extendido([P/A,S],op(Id,Term),
Clausula_in, [Literal|Clausula_out]) :-
crea_literal(P/A,S,Term,Literal),
operador_clausal (op(Id,Term),Clausula_in,
Clausula_out) .

crea_literal(P/A,Signo,Term,Literal) :-
crea_argumentos (A, Term, Argumentos),
Atomo =.. [P|Argumentos],
atomo(Literal,Atomo,Signo) .

crea_argumentos(0,_, []1).
crea_argumentos(N,T, [T|Resto]) :-
N > 0,
N1 is N-1,
crea_argumentos(N1,T,Resto) .

Voo oo to oo oo oo oo o To o To o o o o o o o o o o o o o oo oo oo oo ToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo
% Ejemplo 3.23:

% Consideremos las clausulas

b

h C
T D
h

% Veamos que podemos pasar de C a D mediante operadores

% clausales extendidos. Seguimos los pasos del teorema

b

% Paso 1: Consideremos la asignacién siguiente vacia

% (definida en asignaciones.pl con indice 0) y veamos

% que el operador asociado a esa asignacién y una variable

% cualquiera, por ejemplo x1, nos lleva C en la clausula

% vacia

h

% 7- operador_clausal(op(0,x1), [q(x1,x2), -r(a),p(x1,b)],Cl1).

[q(x1,x2), -r(a),p(x1,b)]
[s(a,f(b)), r(x3)]
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c1 =101 ;
No

Paso 2a: Puesto que la clausula D tiene dos literales,
tomamos dos variables que no ocurran en D, por ejemplo x1 y
x2 y consideramos dos asignaciones de variables a partir de
las cuales vamos a generar nuestros operadores clausales
extendidos. En este caso corresponden con los indices 7 y 8
en el fichero asignaciones. (La asignacién 7 corresponde,
seglin el teorema, a la variable x1 y al literal s(a,f(b))

y la asignacién 8 a la variable x2 y al literal r(x3).

Si aplicamos a C1 = [] el operador extendido asociado al
par correspondiente al literal s(a,f(b)), esto es al par
[s/2,+], a la asignacién de indice 7 y a la variable x1
tendriamos una nueva cliusula C2

7- operador_clausal_extendido([s/2,+],0p(7,x1),[]1,C2).
C2 = [s(x1, x1)] ;
No

Y si ahora a C2 le aplicamos el operador extendido

asociado al par correspondiente al literal r(x3), esto es
al par [r/1,+], a la asignacién de indice 8 y a la variable
x2 tendriamos una nueva clausula C3

7- operador_clausal_extendido(
[r/1,+],0p(8,x2), [s(x1,x1)],C3).
C3 = [r(x2), s(x1, x1] ;
No

Paso 2b: En este paso tenemos que encontrar operadores que
nos lleven la clausula C3 = [r(x2), s(x1, x1)] en la
cldusula D = [s(a,f(b)), r(x3)] Siguiendo el teorema,
asociado a s(x1,x1) hay dos operadores clausales, uno
insertard "a" en la posicién 1 y el segundo insertard f(b)
en la posicién 2. corresponden con las asignaciones 9 y 10
del fichero de asignaciones

?7- operador_clausal(op(9,a), [r(x2), s(x1, x1)]1,C4).
C4 = [r(x2), s(a, x1)] ;
No
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h
h
h
h
h
h
h
h
b
b
h

7- operador_clausal(op(10,f(b)), [r(x2), s(a, x1)],C5).
= [r(x2), s(a, £(b))] ;

De manera andloga, asociado a r(x2) tomamos la
asignacién 11

7- operador_clausal(op(11,x3), [r(x2), s(a, £(b))],C6).
= [r(x3), s(a, £(b))] ;

Con lo que obtenemos C6, que es la clausula D a la que
queriamos llegar.

Voo oo oo oooTo oo ToTo o To oo o o o o o o o o o o o o o oo oo oo To o ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o o oo

Yoo oo oo oo ToToToToToToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o o o o To o ToTo oo oo oo o oo o o o o o o oo
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operador_asociado_sustitucion(C1, [X --> T],C2,o0p(Id, Term))
Dada la cldusula Cl y la sustitucién elemental [X -- >T], e
predicado devuelve la clausula C2 resultante de aplicar la
sustitucién a Cl1, inserta en la base de conocimiento la
asignacién correspondiente y devuelve un operador clausal,
caracterizado por el identificador de la asignacién y el
término que debe ser insertado. Ejemplo:

?7- operador_asociado_sustitucion(

[p(x1,a),p(a,x1),qx1)], % C1
[x1 --> a], % Sust
C2,

op(Id, Term)).
C2 = [p(a, a), q(a)]
Id = 5
Term = x1

Yes

Podemos ver ahora que al aplicarle el operador a C2
recuperamos Cl

?- operador_clausal(5,x1, [p(a,a), q(a)],Cl).
= [p(x1, a), p(a, x1), q(x1)] ;

No

Voo oot oottt To o o To o oo o o o o o o o o o o o o o o o oo oo o ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o o oo
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operador_asociado_sustitucion(C1, [X --> T],C2,0p(Id,X)):-
crea_delta_sustitucion(C1,[X --> T],C2,Pares),
inserta_delta(Pares,Id).

% Definimos a continuacién crea_delta_sustitucion/4 e
% inserta_delta/2

% crea_delta_sustitucion(C1,[X --> T],C2,Pares)

% Siguiendo el teorema, a partir de Cl y la sustitucién
% elemental [X --> T] devolvemos C2, el conjunto de pares de
% la funcién de asignacién correspondiente. Ejemplo:

h

% 7- crea_delta_sustitucion(

yA [p(x1,a),p(a,x1),q(x1)], % C1

% [x1 -—> a], % Sust. elemental
b c2,

YA Pares) .

h

% c2 = [p(a, a), q(a)]

yA Pares = [par(p(a, a), [[[1]1]1, [[2]11D),
yA par(q(a), [[[111D),

yA par(_G1196, [[11)] ;

h

yA No

h

crea_delta_sustitucion(C1l,[X --> TJ],C2,Pares):-

aplica_a_clausula(C1, [X --> T],C2),
!

3

aux_crea_delta_sustitucion(C1,[X --> T],C2,Pares).

aux_crea_delta_sustitucion(_,_, [], [par(_,[[11)]).
aux_crea_delta_sustitucion(C1,

X --> 11,

[L|Resto],

[par (L,Lista_pos) |Pares]) : -
literales_inversa(L,Cl,[X --> T],Literales),
lista_de_posiciones(Literales,X,Lista_pos),
aux_crea_delta_sustitucion(C1l, [X --> T],Resto,Pares).

% inserta_delta(+Pares,-Id)
% Recibe una asignacién de posiciones en forma de lista de
% pares y las inserta en la base de conocimiento con el
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% formato adecuado. Ademds devuelve el identificador de esta
% nueva asignacién. Ejemplo:

b

% 7- inserta_delta([par(p(a, a), [[[11], [[2]111),
A par(q(a), [[[1111),

yA par(_, [OO0D)],

h Id).

% Id = 4;

% No

% 7- listing(delta).

% ...

% delta(4, p(a, a), [[[11], [[2]111) :- !.
% delta(4, q(a), [[[1111) :- !.

% delta(4, A, [[1]).

yA

% Yes.

b

inserta_delta(Pares,N):-

nuevo_identificador(N),
I

t

aux_inserta_delta(N,Pares).

aux_inserta_delta(N, [par(L,S)]):-
Obj =.. [delta,N,L,S],
assertz(0bj) .
aux_inserta_delta(N, [par(L,S),par(L1,S1) |Resto]):-
Obj =.. [delta,N,L,S],
assertz((0bj :- 1)),
aux_inserta_delta(N, [par(L1,S1) |Resto]).

Voo oo oo oo oo o ToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo

% operador_asociado_subconjunto(+C2,7C1,op(?Id,?Term))

% Recibe como entrada una clausula C2 y opcionalmente una

% clausula C1 tal que Cl esté contenida en C2 (si no se

% proporciona genera las posibles) y devuelve un operador

% clausal que aplicado a C2 nos da Cl, caracterizado por el

% identificador de su asignacién Id y el término insertado Term
% (Nota: En este caso el término insertado no juega ningin

% papel y lo fijamos a x1)

h

yA 7- operador_asociado_subconjunto(
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h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
b
h

[p(a,a), q(b), -r(a,x1)], % C2
[q(®)], % C1
op(Id,
Term)) .
Id = 16
Term = x1 ;
No

7- listing(delta).

delta(16, p(a, a), [1) - !.
delta(16, -r(a, x1), [1) - !.
delta(16, A, [[11).

Si ahora aplicamos el operador a C2 obtenemos Cl1
?- operador_clausal (16,x1, [p(a,a), q(b), -r(a,x1)],C1).

Cl1 = [q()] ;
No

Yoo oo oo o oo ToToToToToToTo oo o 1o 1o o 1o o o o o o o o o o o o T o To T ToToTo o oo oo oo oo o o o o o o oo

operador_asociado_subconjunto(C2,C1,op(Id,x1)) -

h

h
h
h
h
h
h
h
h

T

subconjunto(C2,C1),
diferencia(C2,C1,Diferencia),
crea_delta_subconjunto(Diferencia,Pares),
inserta_delta(Pares,Id).

Definimos crea_delta_subconjunto/2

crea_delta_subconjunto(+C,?Pares)

Toma como dato de entrada un conjunto de literales y
devuelve la asignacidén que asocia a cada literal del
conjunto el vacio, y al resto de los literales el
conjunto [[]],

?- crea_delta_subconjunto([p(a,x1), -q(b)],Pares).

Pares = [par(p(a, x1), [1),
par(-q(b), [1),
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/A par (_G517, [[11)] ;
% No
/A

crea_delta_subconjunto([], [par(_,[[11)]).
crea_delta_subconjunto([L|Resto_1], [par(L, []) |Resto_2]):-
crea_delta_subconjunto(Resto_1,Resto_2).

Yoo oo oo oo ToToToToToToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o o o T o T To o To T oo oo oo oo o o o o o o oo
% descompone_sustitucion(+Sust,-Lista_elementales)

% Toma como entrada una sustitucién y devuelve una lista de

% sustituciones elementales

h

% 7- descompone_sustitucion(

% [x1 ——> £f(x1,x3), x2 -—> x4, x6 --> a], % Sustitucidn
yA Lista).

yA

% Lista = [[x1-—>f (7, x9)], % Sigma 1
b [x2-->x4], % Sigma 2
b [x6-->a], % Sigma 3
b [x7-->x1], % Sigma 4
% [x8-->x2], % Sigma 5
pA [x9-->x3], % Sigma 6
b [x10-->x4], % Sigma 7
% [x11-->x6]1] ; % Sigma 8
yA

yA No

h
Yoo oo oo oo oo To o ToToToToToTo oo 1o 1o 1o 1o o o o o o o o o o o o T To o To ToToTo oo oo oo o o o o o o o o o oo

descompone_sustitucion(Sust,Lista_elementales):-
variables_nuevas(Sust, [],Var,Var_nuevas),
enlaza_variables(Var,Var_nuevas,Delta,Parte_2),
descompone_sustitucion_aux(Sust,Delta,Parte_1),
append (Parte_1,Parte_2,Lista_elementales).

% Crea el renombramiento de la proposicién y las
% sustituciones elementales que lo invierten

enlaza_variables([],[1,[1,[]).
enlaza_variables([Y|Ys], [Z|Zs],
[Y -—> Z |Resto_deltal,
[[Z --> Y] |Resto_sust]):-
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enlaza_variables(Ys,Zs,Resto_delta,Resto_sust).

% Crea las primeras sustituciones elementales segin la
% proposicién

descompone_sustitucion_aux([1,_,[]1).

descompone_sustitucion_aux([X --> Y [Ss],Delta, [[X --> T]|Pp]l):-
aplica_a_literal(Y,Delta,T),
descompone_sustitucion_aux(Ss,Delta,Pp).

Tt oo To oo 1o oo To o To o o o ol To o To oo o o o ToToTo oo o o o ToToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o To o
% genera_operadores_clausales(C1,C2,Lista_operadores)

% Toma como dato de entrada dos clausulas C1 y C2. Si C1

% subsume a C2, devuelve una lista de operadores

% [op(Id_1,T_1),...,op(Id_k,T_k)] determinados por el

% identificador de la asignacién de literales y el

% término insertado tales que aplicados a C2 obtenemos C1.

% Por ejemplo:

T

% 7- genera_operadores_clausales(

yA [p(x1,x3),q(x3)], % C1
A [p(x2,x3),q(x3) ,r(x1)], % C2
yA Lista).

T

% Lista = [op(4, x1), op(7, x5), op(6, x4), op(5, x1)] ;
h

yA No

h

% Comprobamos que por aplicacién de estos operadores

% obtenemos C2 a partir de C1

b

% 7- operador_clausal(op(4,x1),

YA [p(x2,x3),q(x3),r(x1)],Caux_1) .
YA

yA Caux_1 = [p(x2, x3), q(x3)]

b

yA con delta(4, r(x1), [1) :- 1!.

T delta(4, A, [[1D).

YA

YA

% 7- operador_clausal(op(7,x5), [p(x2,x3),q(x3)],Caux_2).

% Caux_2 = [p(x5, x3), q(x3)]
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T

% con delta(7, p(x2, x3), [[[11]]) :- !.
yA delta(7, q(x3), [[11) :- '.
b delta(7, A, [[11).

yA
% 7- operador_clausal(op(6,x4), [p(x5,x3),q(x3)],Caux_3).
pA

pA Caux_3 = [p(x5, x3), q(x3)]

pA

% con delta(6, p(x5, x3), [[1]1) :- !.
yA delta(6, q(x3), [[I]) :- !'.

YA delta(6, A, [[11).

yA
% 7- operador_clausal(op(5,x1), [p(x5,x3),q(x3)]1,C1).
yA

b C1 = [p(x1, x3), q(x3)]

yA

% con delta(5, p(x5, x3), [[[1]1]]) :- !.
yA delta(5, q(x3), [[1]1) :- '.

yA delta(5, A, [[11).

b
Voo oo to oo oo to o oo o o To oo oo o o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o o o oo

genera_operadores_clausales(C1,C2, [Op_sub|Lista_op_sust]):-
genera_operadores_clausales_aux(
C1,C2,_,Cl_sust,Lista_elementales),
operador_asociado_subconjunto(C2,C1_sust,Op_sub),
crea_lista_op_sust(
Cl,Lista_elementales, [],Lista_op_sust).

% Definimos crea_lista_op_sust/4 y
% genera_operadores_clausales_aux/5

crea_lista_op_sust(_, [],Acum,Acum).
crea_lista_op_sust(C1l, [Sust|Resto_sust],Acum,Lista_op_sust):-
operador_asociado_sustitucion(C1,Sust,C2,0P),
crea_lista_op_sust(
C2,Resto_sust, [OP|Acum] ,Lista_op_sust).

% genera_operadores_clausales_aux(C1,C2,Sust,
yA Cl_sust,Lista_elementales)

T



209

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
b
h
h

Toma como dato de entrada cos clausulas. Si Cl1 subsume a

C2 devuelve una sustitucién Sust que permite la relacién de
subsuncion y la clausula Cl_sust resultante de aplicar Sust
a Cl. Ademds devuelve la descomposicién de la sustitucidn
en sustituciones elementales en las que las variables
nuevas que aparecen no ocurren en la sustitucién ni en C1
Ejemplo:

7- genera_operadores_clausales_aux(

[p(x1,x2),q9(x2)], % C1
[p(x2,x1),q(x1),r(x1)], % C2
Sust,

Cl_sust,

Lista_elementales).

Sust = [x1-->x2, x2-->x1]

Cl_sust = [p(x2, x1), q(x1)]

Lista_elementales = [[x1-->x4],
[x2-->x3],
[x3-->x1],
[x4-—>x2]] ;

No

genera_operadores_clausales_aux(

h

C1,C2,Sust,Cl_sust,Lista_elementales) :-
subsuncion_clausulas(C1,C2,Sust),
aplica_a_clausula(C1,Sust,Cl_sust),
variables_en_termino(C1,Vars_1),
variables_nuevas(Sust,Vars_1,Var,Var_nuevas),
enlaza_variables(Var,Var_nuevas,Delta,Parte_2),
descompone_sustitucion_aux(Sust,Delta,Parte_1),
append(Parte_1,Parte_2,Lista_elementales).

Hemos usado los auxiliares de descompone

Voot oo oo o oo o ToTo o oo o o o o o o o o o o o o o oo o To o ToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o oo

h
h
h
h
h

Ejemplos 4.12

Ejemplo 1: Consideremos la asignacién 4 del fichero
asignaciones.pl (Al final del apéndice).
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% (1) Es asignacién de posiciones

h
h
h
h
h
h
h
b
b
h
h
h
h
b
h
h
h
b
b
b
h
h
h
h
b
h
h
h
b
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

(2)

(3)

7- comprueba_delta(4,K).
K = f(x1,x3) ;
No

Consideremos el operador "op(4,x1)". Si insertamos una
constante "a" en los literales tales que su imagen por
la asignacidén no es vacia, vemos que x1 no ocurre en
ningin literal, esto es, op(4,xl1) verifica la tesis
del lema.

7- operador_clausal(op(4,a),
[p(f(x1,x3),x2),qh(f(x1,x3))),-r(x2)],0).
C = [p(a, x2), q(h(a)), -r(x2)] ;
No

Siguiendo el lema, la imagen de cualquier clausula C
por el operador es mds general que C. Por ejemplo

7- _C1 = [p(£f(x1,x3),x2),
q(h(f(x1,x3))),-r(x2),p(x1,x2),q(x3)],
operador_clausal (op(4,x1),_C1,C2),
subsuncion_clausulas(C2,_C1,Sust).

C2 = [p(x1, x2), q(h(x1)), -r(x2)]
Sust = [x1-—>f(x1, x3)]

Ejemplo 2: Consideremos ahora la asignacidén 5 del

(1)

fichero asignaciones.pl
Es asignacién de posiciones
7- comprueba_delta(5,K).

K=c ;
No

(2) Consideremos el operador "op(5,x1)". En este caso no se

verifica la hipétesis del lema. Por ejemplo, si tomamos
el literal "p(f(c),xl,c)" y el conjunto de posiciones
[[1,1]] que pertenece a la imagen del literal por la
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asignacién 5, es trivial comprobar que x1 ocurre en el
literal resultante de insertar la constante a en la
posicion [1,1]

?7- inserta_en_posiciones(p(f(c),x1,c),[[1,1]],a,L).
L =p(f(a), x1, c) ;
No

(3) Ilustramos con un ejemplo que en este caso podemos
encontrar una clausula C tal que la imagen de C por el
operador op(5,x1) no es mas general bajo subsuncién que C.
Para construir tal cl&usula usamos el literal
"p(f(c),x1,c)".

7- operador_clausal(
op(5,x1),
[p(f(c),x1,c),q(h(c,x2)),-r(x2,x1)], % C1
C2).

C2 = [p(f(c), x1, ©),
p(f(c), x1, x1),
p(f(x1), x1, ¢,
qth(x1l, x2))] ;

Y la imagen obtenida por el operador no subsume la
cldusula original

?- subsuncion_clausulas(
[p(f(c), %1, c), p(f(c), x1, x1),
p(f(x1), x1, ¢),qthx1,x2))],
[p(f(c),x1,¢c),q(h(c,x2)),-r(x2,x1)],
Sust) .

No

oTo 1o 6o s ToToTo oo ToToTo o Jo To 1o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o To T o o o To oo o T To T o o To T o o o To T o

Voot o oo o oo To o To oo o o o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToToTo oo o o o o o o o o o o o o oo

h
h
h
h
h

operador_incidente (+0p)
Se verifica si OP es un operador incidente
Por ejemplo:

7- operador_incidente(op(1,x2)).
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b No

h

% op(1,x2) no es incidente porque el dnico término que

% permite la compatibilidad es "a" y x2 no ocurre en "a'".
b

b

pA 7- operador_incidente(op(2,x2)).

h No

% op(2,x2) no es incidente porque la compatibilidad no

% viene determinada por un tnico término

b

yA 7- operador_incidente(op(6,x2)).

h Yes

h

o ToTo oo ToTo o To o o To o o JoTo o o ToTo o To o o JoTo o o ToTo o ToTo o Jo To o o To o o ToTo o Jo T o o To o o To o o Jo T o o To o o

operador_incidente(op(Id,Var)):-
comprueba_delta(Id,Term),
\+ Term = **x*,
ocurre (Var,Term) .

Yoo oo oo oo o oo o ToTo oo oo o o o o o o o o o o o o o oo o To o ToToToTo oo oo oo fo o o o o o o o o oo
% no_incidente (op(+Id,-Soporte))

% Lo definimos siguiendo la equivalencia del lemas 4.14,

% apdo 3. Si la imagen de todo literal es [] o [[]] entonces
% Term es *x* y ocurre(V,**x) falla. Si no es *** entonces

% Termino es el tdnico término que permite la compatibilidad,
% en cuyo caso debe verificarse que V no ocurra en Term

Yoo oo oo o To o ToToToToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o o o Jo o T To T To oo oo oo oo oo o o o o o oo

no_incidente(op(Id,V)):-
comprueba_delta(Id,Term),
\+ ocurre(V,Term).

Tototo o o 1o 1o 1o oo To o To o o o o o oo To o o o o o foToTo oo Jo o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o To o
% oas_soporte_finito(+op(Id,Term))

% Se verifica si el operador es un oas con soporte finito

% Notese que los operadores clausales generados segin los

% lemas 4.18 y 4.19 son de soporte finito

Yool ToTo a6 1o oo o ToTo oo o o o o ToTo o o o o T ToTo o o o o o To T oo oo o o To T o o o o o To T o oo o o To o

oas_soporte_finito(op(Id,Var)):-
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no_incidente(op(Id,Var)),

soporte(Id,Soporte),

operador_clausal (op(Id,a),Soporte,Soporte_insertado),
\+ ocurre(Var,Soporte_insertado) .

Toto oo oo ToTo oo To o oo oo oo oo o To o o o To o To o To o To o To o Jo o To o To o Jo o Jo o Jo o Jo o Jo T Jo o Jo T o T o o Jo T
% oas_asociado_subconjunto(+C,,op(?Id,?Term))

% Recibe como entrada una cliusula C devuelve un oas de

% soporte finito segin el lema 4.18. Si tenemos una cliusula
%» D tal que C esté contenido en D, al aplicar el operador a

% D nos devuelve C.

YA

% 7- oas_asociado_subconjunto([-q(a),p(x1,a),r(b,x2)],0AS).
yA 0AS = op(7, x3) ;

% No

b

pA 7- listing(delta).

YA

YA delta(7, -q(a), [[11) :- !.

yA delta(7, p(x1, a), [[1]1) :- !.
A delta(7, r(b, x2), [[1]) :- !.
A delta(7, A, [1).

h
yA 7- oas_soporte_finito(op(7,x3)).

% Yes

yA

yA ?7- operador_clausal(

% op(7,x3),

9% [-q(a),p(x1,a),r(b,x2),p(a,b),r(x3,x2)],
pA C).

yA

yA C = [-q(a), p(x1l, a), r(b, x2)] ;

pA

% No

b
oTo 1o 6o s ToToTo oo ToToTo o Jo To 1o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o To T o o o To oo o T To T o o To T o o o To T o

oas_asociado_subconjunto(C,op(Id,Var_nueva)):-
variables_en_termino(C,Lista_variables),
nuevo_indice(Lista_variables,Indice),
crea_variable(Indice,Var_nueva),
crea_oas_subconjunto(C,Pares),
inserta_delta(Pares,Id).
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% Definimos al auxiliar crea_oas_subconjunto/2

% crea_oas_subconjunto (+C, ?Pares)

% Toma como dato de entrada un conjunto de literales y

% devuelve la asignacién que asocia a cada literal el

% conjunto [[]], y al resto de los literales el conjunto
% vacio []

b

%  7- crea_oas_subconjunto([-q(a),p(x1,a),r(b,x2)],Pares).
A Pares = [par(-q(a), [[11),

A par(p(x1, a), [[11),

v par(r(b, x2), [[11),

A par(_G520, [1)] ;

% No

b

b

crea_oas_subconjunto([], [par(_,[1)]1).
crea_oas_subconjunto([L|Resto_1], [par(L, [[1]) |Resto_2]):-
crea_oas_subconjunto(Resto_1,Resto_2).

Yoo oo oo oo o oo o ToTo oo oo o o o o o o o o o o o o o oo oo To o ToToToTo oo oo oo fo o o o o o o o o oo
% oas_asociado_sustitucion(+C,+[X --> T],?D,7op(Id,Term))

% Dada la cldusula C y la sustitucién elemental [X -- >T],

% el predicado devuelve la cliusula D resultante de aplicar

% la sustitucién a C, inserta en la base de conocimiento la
% asignacién correspondiente y devuelve el oas asociado,

% caracterizado por el identificador de la

% asignacién y el término que debe ser insertado.

% Ejemplo:

yA

% ?7- oas_asociado_sustitucion(

yA [p(x1,x2,f(x1)),-q(x1], % C
b [x1 --> £(x2)], % Sust
yA D,

yA 0P).

b

YA

Y% D = [p(f(x2), x2, f(f(x2))), -q(f(x2))]

% 0P = op(9, x1) ;

pA No

T
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h
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7- listing(delta)

deltaké; p(£(x2), x2, £(£(x2))), [C[1], [3, 1111) :- !.

delta(9, -q(f(x2)), [[[1111) :- .
delta(9, A, [[11).

7- oas_soporte_finito(op(9,x1)).
Yes

?7- operador_clausal(

op(9,x1), % Operador
[p(f(x2), %2, £(£f(x2))), -q(f(x2))], %D
C)

C = [p(x1, x2, £(x1)), -qx1)] ;

No

Yoo oo oo ToToToToTo ToToToToTo oo oo o oo o o o o o o o o o o o o T T T T To oo oo oo oo o oo o o o o o oo

oas_asociado_sustitucion(C, [X --> T],D,op(Id,X)):-

crea_delta_sustitucion(C, [X --> T],D,Pares),
inserta_delta(Pares,Id).

% Definimos el auxiliar crea_oas_sustitucion/4

% crea_oas_sustitucion(+C,+[X --> T],?D,7Pares)

% Siguiendo el lema, a partir de C y la sustitucién elemental
% [X --> T] devolvemos D, el conjunto de pares de la funcién
% de asignacién correspondiente. Ejemplo:

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

?- crea_oas_sustitucion(

[p(x1,x2,f(x1)),-q(x1)], h C
[x1 -—> £f(x2)], % Sust
D,

Pares) .

D = [p(f(x2), x2, f(£(x2))), -q(f(x2))]

Pares = [par(p(f(x2), x2, f(£f(x2))), [[[1]1, [3, 1111),
par(-q(f(x2)), [[[111D),
par(_G1150, [1)] ;
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yA No
%

crea_oas_sustitucion(C, [X -—> T],D,Pares):-

aplica_a_clausula(C, [X --> T],D),
!

t

aux_crea_oas_sustitucion(C, [X ——> TJ],D,Pares).

aux_crea_oas_sustitucion(_,_, [1, [par(_,[1)]).
aux_crea_oas_sustitucion(

C,[X -=> T], [LIResto], [par(L,Lista_pos) |Pares]) : -
literales_inversa(L,C,[X --> T],Literales),
lista_de_posiciones(Literales,X,Lista_pos),
aux_crea_oas_sustitucion(C, [X --> T],Resto,Pares).

TotooTo oo 1o 1o o oo oTo o o o ol fo o To oo o o o o ToToTo o o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o To o
% genera_oas(C1,C2,Lista_operadores)

% Toma como dato de entrada dos clausulas Cl y C2. Si C1

% subsume a C2, devuelve una lista de oas

% [op(Id_1,T_1),...,op(Id_k,T_k)] determinados por el

% identificador de la asignacién de literales y el término

% insertado tales que aplicados a C2 obtenemos C1.

% Por ejemplo:

h

% 7- genera_oas([p(x1,f(x2)),-q(x2)], % C
pA [p(x2,f(h(x1))),-qh(x1)),r(x1,x2)], %D
pA Lista_op) .

pA

pA Lista_op = [op(10, x3),

% op(14, x4),

yA op(13, x3),

% op(12, x2),

pA op(11, x1)] ;

yA

pA No

yA

b 7- oas_soporte_finito(op(10,x3)).

pA Yes

pA

yA 7- oas_soporte_finito(op(14,x4)).

h Yes

b
yA 7- oas_soporte_finito(op(13,x3)).
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hh Yes

h

pA 7- oas_soporte_finito(op(12,x2)).

YA Yes

b

yA ?7- oas_soporte_finito(op(11,x1)).

yA Yes

h

h

yA 7- aplica_lista_operadores(

yA [p(x2,f(h(x1))),-qh(x1)),r(x1,x2)], % D
yA lop(10, x3),

pA op(14, x4),

pA op(13, x3), % Operadores
yA op(12, x2),

yA op(11, x1)1,

h C).

h

% C = [p(x1, £(x2)), -q(x2)]

h
h
Voot oo oo o oo o ToTo oo o o o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o oo

genera_oas(C1,C2, [Op_sub|Lista_op_sust]):-
aux_genera_operadores_clausales(
C1,C2,_,Cl_sust,Lista_elementales),
oas_asociado_subconjunto(Cl_sust,0Op_sub),
crea_lista_oas_sust(
Cl,Lista_elementales, [],Lista_op_sust).

crea_lista_oas_sust(_, [],Acum,Acum).
crea_lista_oas_sust(C1, [Sust|Resto_sust],Acum,Lista_op_sust):-
oas_asociado_sustitucion(C1,Sust,C2,0P),
crea_lista_oas_sust(
C2,Resto_sust, [OP|Acum] ,Lista_op_sust).

% Definimos a continuacién varios auxiliares relacionados
% con la quasi-distancia de subsuncién

% desc(+Sustitucién,+Variables,-Long,-Desc)

% Se verifica si Long es la longitud de la Sustitucién y Desc
% es una descomposicién de las sustituciones elementales en el
% que las variables nuevas, (si las hubiera), no ocurren en la
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% lista Variables
yA

% 7- setof(_L-_Desc,

% desc([x1 --> f(x1,h(x2)),

% x2 --> h(x3), x3 --> h(h(f(x1,x3)))],
pA [x1,x2,x3,x4],

pA _L,

% _Desc),

% [Peso-Minimall|_L]),

yA length([Peso-Minimal|_L],N).

yA

yA Peso = 5

% Minimal = [[x1-->x5], [x3-->x6], [x6-->h(h(f(x1l, x3)))],
YA [x2-->h(x3)], [x5-—>f(x1, h(x2))]]

pA N = 88

yA

% Yes

desc(Sust,Variables,Long,Desc) : -
crea_ternas(Sust,Ternas),
dominio_y_ran(Ternas,Dom,Ran),
append (Dom,Ran,Dom_y_Ran),
append (Dom_y_Ran,Variables,Var_aux),

list_to_set(Var_aux,Var),
I

*

asserta((prohibidas(Ternas,V):-!,V=Var)),
desc_aux_1(Ternas,Var,0,Long, [],Desc).

desc_aux_1([],_,Long,Long,Desc,Desc) .

desc_aux_1(Ternas,Var,Acum_long,Long,A2,Desc) : -

dominio_y_ran(Ternas,_,Ran),

select(terna(X,T,_),Ternas,Resto_ternas),

\+ member (X,Ran),

nueva_sustitucion_1(Resto_ternas,T,X,Nuevas_ternas),

Nuevo_acum_long is Acum_long + 1,

desc_aux_1(Nuevas_ternas,Var,
Nuevo_acum_long,Long, [[X --> T]|A2],Desc).

desc_aux_1(Ternas,Var,Acum_long,Long,A2,Desc) : -
dominio_y_ran(Ternas,Dom,Ran),
subset (Dom,Ran) ,
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lista_de_subterminos(Ternas,Subterminos),
member (Sub_T, Subterminos) ,
\+ member (Sub_T,Var),
encuentra_variable_nueva(Sub_T,Var,Nueva),
nueva_sustitucion_1(Ternas,Sub_T,Nueva,Nuevas_ternas),
\+ Ternas = Nuevas_ternas,
Nuevo_acum_long is Acum_long + 1,
desc_aux_1(Nuevas_ternas, [Nueva|Var],
Nuevo_acum_long,Long, [ [Nueva --> Sub_T] |A2] ,Desc).

% peso(+Sustitucién,+Variables,-Peso)

% Calcula el peso de una variable y las variables nuevas para

% la descomposicién las toma, si las necesita,fuera de Variables.
% Ademds devuelve una descomposicién minimal.

b

% ?7- peso([x1 -—> f(g(x2)), x2 ——> g(x3), x3 -—> f(g(x2),x1)],
% [x1,x2,x3],

% Peso,

pA Desc) .

pA

yA Peso = 4

% Desc = [[x1-->f(x4)], [x3-—>f(x4, x1)],
% [x2-->g(x3)], [x4-->g(x2)]]

pA

peso(Sustitucion,Variables,Peso,Desc):-
setof (L-D,desc(Sustitucion,Variables,L,D), [Peso-Desc|_]1).

Tolololoto oo olo o o Toloto o o o o o o oo lo o o o o o oo o o o o o oo oo o o o o oo oo o o o o oo oo o o o o
% d_subsuncion(C,D,Distancia)

% Dadas las clausulas C y D, devuelve su quasi-distancia de

% subsuncién

yA

%  7- d_subsuncion([p(x1,x2),-q(f(h(a,x2)))],

yA [-q(f(h(a,h(a,x2)))),

yA p(f(f(x1)),h(a,x2)),p(b,h(a,x2))],
yA Distancia).

yA

% Distancia = 3

% (con Desc = [[x2-->x3],

% [x3-->h(a, x2)], [x1-->bl])

yA

yA ?7- d_subsuncion([p(x1,x2),-q(f(h(a,x2)))],
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yA [-q(f(h(a,h(a,x2)))),p(E (f(x1)),

pA h(a,x2)),p(b,h(a,b))],

pA Distancia).

pA

yA Distancia = 4

% (con Desc = [[x1-->x4], [x4-—>f(f(x1))],

% [x2-->x3], [x3-->h(a, x2)11)

pA

pA

% ?7- d_subsuncion([p(x1,x2),-q(f(h(a,x2)))],

yA [r(a,f(x1)),p(x1,x2),-q(f(h(a,x2)))],
yA Distancia).

pA

% Distancia = 1

yA (Es subconjunto poero no igual)

yA

yA

% 7- d_subsuncion([p(x1,x2),-q(f(h(a,x2)))],

yA [-q(f (h(a,x2))),p(x1,x2)],Distancia) .
pA

pA Distancia = 0

yA (Igualdad entre cl&dusulas)

pA

% 7- d_subsuncion([p(x1l,a),-q(f(h(a,x2)))],

yA [-q(f(h(a,x2))),p(x1,x2) ,-r(h(a,x2))],
yA Distancia).

pA

% Distancia = infinito ;

% (No se verifica la subsuncién).

b
Yoo 1o 6 To s ToTo o oo ToTo o o o ToTo o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o

d_subsuncion(C,D,Distancia):—

subset (C,D),
I,
(subset(D,C) -> Distancia = 0 ; Distancia = 1).
d_subsuncion(C,D,Distancia):-
setof (Peso,peso_candidato(C,D,Peso), [Menor|_]),
I

c

Distancia=Menor.
d_subsuncion(_,_,infinito).

peso_candidato(C,D,Peso) : -
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oTo 1o 6o s To 1o o o ToTo o o o To o o o JoTo o o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o o T To o o o To T o o o To T o

subsuncion_clausulas(C,D,Sust),
variables_en_clausula(C,Var_C),
peso(Sust,Var_C,Peso,_).

% pq_dist(P1,P2,Pqd)

% Se verifica si la pseudo-quasi-distancia de P1 a P2 es PQD

% Ejemplo de uso:

h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

prueba_pq(C0,C1,C2,C3,D_01,D_02,D_03,D_10,D_20,D_30,
Dist_12,Dist_21):-

Co = [p(x10), -q(x10,x11), -r(x11)],

[pCc), - q(c,x2), -r(x2)],

[p(x1), - q(x1,x2), -r(x2), -q(x3,x2)],
[p(x1), - q(x1,x2), -r(x2), -s(x3,x2)],

C1
C2
C3

P1 = [CO],

P2 = [C1,C2,C3],

d_subsuncion(C0,C1,D_01),
d_subsuncion(C0,C2,D_02),
d_subsuncion(C0,C3,D_03),
d_subsuncion(C1,C0,D_10),
d_subsuncion(C2,C0,D_20),
d_subsuncion(C3,C0,D_30),
pq_dist(P1,P2,Dist_12),
pq_dist(P2,P1,Dist_21).

?- prueba_pq(C0,C1,C2,C3,D_01,D_02,D_03,D_10,D_20,D_30,
Dist_12,Dist_21).

Cco =
Cl =
c2 =
C3 =
D_01
D_02
D_03
D_10

[p(x10), -q(x10, x11), -r(x11)]

[p(c), —q(c, x2), -r(x2)]

[p(x1), -q(x1, x2), -r(x2), -q(x3, x2)]
[p(x1), -q(x1, x2), -r(x2), -s(x3, x2)]

D_20 =

D_30

Dist_
_21
Toto oo oo oo oo oo ot oo o To oo o To o o o To o To o To o To o To o Jo o Jo o To o Jo o Jo o Jo o Jo o Jo o Jo T Jo 7o o T o o o T

Dist

12

2
2
2

infinito

3

infinito

2
3
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pq_dist(P1,P2,Pqd) : -
setof (Min,es_minimo(P1,P2,Min),L_min_D),
max_list_inf(L_min_D,Pqd) .

es_minimo(P1,P2,Min) :-
member (D,P2),
calcula_minimo(P1,D,Min).

calcula_minimo(P1,D,Min) :-
lista_de_distancias(P1,D,Lista_qd),
min_list_inf(Lista_qd,Min).

lista_de_distancias([],_,[1).
lista_de_distancias([C|R1],D, [Dist_CD|R2]):-
d_subsuncion(C,D,Dist_CD),
lista_de_distancias(R1,D,R2).

TotoTo oo Toto To T o To T To To o To o o Toto foTo o To oo To o To o o Jo o foFo o Fo o To To oo To o Fo o foTo o Fo o To To o To o o Ja o fo o
% Predicados auxiliares:

Voo oo to oo oo to oo ToTo o To o To o o o o o o o o o o o o o o oo oo oo ToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o o oo

atomo(-A,A,-):-1!.
atomo(A,A,+).

setof_0(X,G,L) :-setof (X,G,L),!.
setof_0(_,_,[]1).

posicion([],Atomo,Term): -
Atomo=Term.
posicion([N],Atomo,Term) : -
n_arg(N,Atomo,Term) .
posicion([M1,M2|Pos],Atomo,Term) : -
n_arg(M1,Atomo,Sub),
posicion([M2|Pos],Sub,Term) .

elimina_x*(L1,L2) :-
select (%% ,L1,12),!.
elimina_*(L1,L1).

depura_terms([],**x) .
depura_terms([T],T).
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es_variable(V):-
atom(V),
name (V, [120]_]).

% subconjunto(Conj, Subconjunto)
% El predefinido "subset" sélo comprueba, no genera.

subconjunto([]1,[1).

subconjunto ([X|L1], [X|L2]) :-
subconjunto(L1,L2).

subconjunto([_|L1],L2):-
subconjunto(L1,L2).

partes(Conjunto,Partes) : -
setof (Sub, subconjunto(Conjunto,Sub) ,Partes) .

% diferencia(C1,C2,Dif) (Dif es la clausula formada por los
% literales de C1 que no estan en C2)

diferencia([],_,[]).
diferencia([X|L1],C2,L2):-

memberchk (X,C2) ,
I

diferencia(L1,C2,L2).
diferencia([X|L1],C2, [X|L2]):-

diferencia(L1,C2,L2).

max_list(L,N):-
aux_max_list(L,0,N).

aux_max_list([],N,N).
aux_max_list([X|L],A,N):-
X >= A,
b,
aux_max_list(L,X,N).
aux_max_list([_IL],A,N):-

aux_max_list(L,A,N).

ocurre(V,T) : -
posicion(_,T,V).

subtermino_en_literal(Lit,Subtermino):-
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atomo(Lit,Atomo,_),

Atomo =.. [_|Argumentos],
member (Arg,Argumentos),
ocurre(Subtermino, Arg) .

subtermino_en_clausula(Clausula,Subtermino) : -
member (Lit,Clausula),
subtermino_en_literal(Lit,Subtermino).

lista_de_posiciones([],_,[]).

lista_de_posiciones([L|Resto_1],X, [Pos|Resto_2]):-
posiciones(L,X,Pos),
lista_de_posiciones(Resto_1,X,Resto_2).

indice(Var,N):-
name (Var, [120|Resto]),
name (N,Resto) .

crea_variable(Indice,Variable) : -
name(Indice,Indice_ascii),
name (Variable, [120]|Indice_ascii]).

nuevo_indice([],1).
nuevo_indice([X|L],N):-
sort ([X|L],Ordenadas),
last(Var,Ordenadas),
indice(Var,N1),
N is N1 + 1.

variables_en_clausula(Clausula,Vars) :-
variables_en_termino(Clausula,Vars).

% Maximo de una lista no vacia (con infinito),

max_list_inf ([X|L],Max):-
max_list_inf_aux(L,X,Max).

max_list_inf_aux(_,infinito,infinito):- !.

max_list_inf_aux([],X,X).

max_list_inf_aux([Y|L],A,Max):-
max_inf(Y,A,Z),
max_list_inf_aux(L,Z,Max).
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max_inf (infinito,_,infinito):- !.
max_inf (_,infinito,infinito):- !.
max_inf (X,Y,Z):- Z is max(X,Y).

% Minimo de una lista no vacia (con infinito),

min_list_inf ([X|L],Min):-
min_list_inf_aux(L,X,Min).

min_list_inf_aux(_,0,0):-!.

min_list_inf_aux([],X,X).

min_list_inf_aux([Y|L],A,Min):-
min_inf(Y,A,Z),
min_list_inf_aux(L,Z,Min).

min_inf (infinito,X,X):- !.
min_inf (X,infinito,X):- !.
min_inf(X,Y,Z):- Z is min(X,Y).

% n_arg(?N,+Term, 7Arg)
% Evita los errores producidos por arg/3.

b

h 7- arg(N,a,Arg) .

pA No

h

%h 7- arg(N,0,Arg) .

yA ERROR: arg/3: Type error: ‘compound’ expected, found ‘0’
h

n_arg(N,Term,Arg) : -
Term=..[_|Args],
nth1(N,Args,Arg) .

% 7- n_arg(N,a,Arg).

% No

yA

% 7?- n_arg(N,0,Arg).
% No

% posiciones(Literal,Termino,Posiciones)
% Dado un Literal y un Término devuelve la lista de todas las
% posiciones del Literal ocupadas por el Término.
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% Consideramos que cualquier término ocupa la posicién [] en
% si mismo. Ejemplo de uso:

pA

% ?7- posiciones(p(x1,x2,h(x1,x1)),x1,L).
yA L = [[1], [3, 1], [3, 2]] ;

yA No

pA

% ?7- posiciones(x1,x1,L).

pA L =[] ;

% No

yA

% 7- posiciones(p(x1,x2,h(x1,x1)),a,L).
pA L=1[;

% No

yA

posiciones(Literal,Termino,Posiciones) :—
atomo(Literal,Atomo,_),
findall(Pos,posicion(Pos,Atomo,Termino) ,Posiciones).

% aplica_a_literal(L_in,Sust,L_out)

% Toma como entrada un literal L_in y una sustitucién Sust

% representada como una lista [x1 --> t1, ... , xn -=> tn] y
% devuelve el resultado L_out de aplicar a L_in la

% sustitucién. Ejemplo de uso:

b

% 7- aplica_a_literal(-p(x1,x2,x3),

% [x1 -—> f(x1), x2 --> x1, x3 -—> a],L).
pA L = -p(f(x1), x1, a) ;
% No

yA

% ?7- aplica_a_literal(xl, [x1 --> x2],T).
yA T = x1 ;

% No

pA

aplica_a_literal(L_in,Sust,L_out):-
extrae_posiciones(L_in,Sust,Pares),
aux_aplica(L_in,Pares,L_out).

extrae_posiciones(L,Sust,Pares):-
findall(par(Pos,Term),
(member (X --> Term, Sust), posiciones(L,X,Pos)),
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Pares).

aux_aplica(L_acum, [],L_acum).

aux_aplica(L_acum, [par(Pos,Term) |Resto] ,L_out) : -
inserta_en_posiciones(L_acum,Pos,Term,Nuevo_acum),
aux_aplica(Nuevo_acum,Resto,L_out).

% aplica_a_clausula(C1,Sust,C2)

% Toma como entrada una cldusula y una sustitucién Sust

% representada como una lista [X_1 --> T_1, ... , X_n --> T_n]
% y devuelve la clausula C2 resultado de aplicar a Cl la

% sustitucién. Ejemplo de uso:

pA

% 7- aplica_a_clausula(

yA [p(x1,f(x1)),p(x2,f(x1)),q(x3,x4)], % C1

% [x2 -—> x1, x3 -—> x4, x4 -—> a], % Sust
pA C2).

yA C2 = [p(x1, £(x1)), q(x4, a)]

pA Yes

pA

aplica_a_clausula(C1l,Sust,C2):-
aplica_a_clausula_aux(C1l,Sust,C2_aux),
list_to_set(C2_aux,C2).

aplica_a_clausula_aux([],_,[]).

aplica_a_clausula_aux([L1|Resto_1],Sust, [L2|Resto_2]) :-
aplica_a_literal(L1,Sust,L2),
aplica_a_clausula_aux(Resto_1,Sust,Resto_2).

% literales_inversa(L,Cl1,Theta,Literales)

% Siguiendo el lema, tomamos como dato de entrada un literal
% L, una clausula Cl1 y una sustitucién Theta. Literales es la
% lista de literales L1 de Cl1 tales que al aplicarles Theta

% obtenemos L1. Ejemplo de uso

h

% 7- literales_inversa(

yA p(a,x1), % Lit

% [p(a,x1),p(x3,x1),p(a,x2),p(a,x4)], % C1

% [x3 --> a,x2 -—> x1], % Sust
% Literales).

yA

% Literales = [p(a, x1), p(x3, x1), p(a, x2)] ;
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% No
pA

literales_inversa(L,Cl,Theta,Literales):-
findall (L1, (
member (L1,C1) ,aplica_a_literal(L1,Theta,L)),
Literales).

% nuevo_identificador(-N).
% Cuando vamos a crear una nueva asignacién necesitamos un
% identificador que no se haya usado.

nuevo_identificador (N) :-
aux_nuevo_identificador(1,N).

aux_nuevo_identificador(M,N) : -

delta(M,_, ),
I

M1 is M+1,
aux_nuevo_identificador (M1,N).
aux_nuevo_identificador(N,N).

% variables_en_termino(Term,Lista_de_variables)
% Dado un término devuelve la lista de variables que ocurren
% en el término

h

% ?7- variables_en_termino(p(x2,a,f(x1,b)), Lista).
% Lista = [x1, x2] ;

% No

pA

variables_en_termino(Term,Lista_de_variables):-
setof_0(Var,
(ocurre(Var,Term) ,es_variable(Var)),
Lista_de_variables).

% variables_en_sustitucion(Sust,Lista_de_variables,Max)
% Toma una sustitucién y devuelve la lista de todas las
% variables que ocurren en la sustitucién

yA
% 7- variables_en_sustitucion(
% [x1 --> f(x1,x3), x2 -—> x4, x6 --> a], % Sust

yA Lista).
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% Lista = [x1, x2, x3, x4, x6] ;
pA
% No

variables_en_sustitucion(Sust,Lista_de_variables):-
variables_en_termino(Sust,Lista_de_variables).

% variables_nuevas (+Sust,+0tras,?Var,-Var_nuevas)

% Toma como dato de entrada una sustitucién y una lista de

% variables y devuelve la lista de variables que ocurren en
% la sustitucién (Var) y una lista Var_nuevas de variables

% que no ocurren en la susitucién ni en la lista Otras.

% Genera tantas variables nuevas tantas como aparezcan en la
% lista Var. Ejemplo:

b

% ?7- variables_nuevas([x1 --> f(x2), x2 --> x3],
A [x3,x4],

pA Var,

pA Var_nuevas) .

pA

yA Var = [x1, x2, x3]

% Var_nuevas = [x5, x6, x7] ;

% No

pA

variables_nuevas(Sust,Otras,Var,Var_nuevas) :-
variables_en_termino(Sust,Var),
append(Var,Otras,Todas),
nuevo_indice(Todas,Indice),
crea_variables_nuevas(Var,Indice,Var_nuevas).

crea_variables_nuevas([],_,[]).
crea_variables_nuevas([_|Vs],Indice, [Nueval|Ns]):-
crea_variable(Indice,Nueva),
Nuevo_indice is Indice + 1,
crea_variables_nuevas(Vs,Nuevo_indice,Ns).

% aplicacion_lista_de sustituciones(C1,Lista,C2)

% Toma como dato de entrada una clausula y una lista de

% sustituciones y devuelve la cliusula obtenida por la

% aplicacién sucesiva de las sustituciones que aparecen en la
% lista. Ejemplo:

h
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h
h
h
h
h
h
h
h
b

?7- aplicacion_lista_de_sustituciones(
[p(x1,x2),q(x1,x3)], % Clausula
[[x1 -—> x2],[x2 ——> f(x1), x3 --> al]l], % Lista sust.
C).

C = [p(f 1), £(x1)), qfx1), a)] ;

No

aplicacion_lista_de_sustituciones(C, [],C).
aplicacion_lista_de_sustituciones(C1, [S|Lista],C2):-

h
h
h
b
b
b
h
h
h
h
b
h
h
/.
.

h

h
h
h
h
h

b
h
h
b

aplica_a_clausula(C1,S,C_aux),
aplicacion_lista_de_sustituciones(C_aux,Lista,C2).

Ejemplo .-

Veamos con un ejemplo que la imagen de las variables del
dominio de una sustitucién son las mismas una vez
descompuesta la sustitucién en sustituciones elementales

?7- descompone_sustitucion(

[x1 -—> f(x1,x3), x2 --> x4, x3 --> al, Y% Sust
_Lista), % Lista elem.
aplicacion_lista_de_sustituciones(
[p(x1,x2,x3)], % C1
_Lista, % Lista elem.
[p(f(x1,x3),x4,a)]). % C2
Yes
Subsuncién

subsuncion_literales(L1,L2,Sust)

Recibe como entrada los literales L1 y L2 y devuelve, si
existe, una sustitucién que aplicada a L1 nos da L2.
Ejemplo:

?- subsuncion_literales(
-q(x1,x2,f(x1)),
-q(a,x1,f(a)),

Sust) .
[x1-->a, x2-->x1] ;

Sust
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yA
% No
pA

subsuncion_literales(L1,L2,Sust):-
subsuncion_literales_aux(L1,L2, [],Sust).

subsuncion_literales_aux(L1,L2,Acum,Sust):-
L1 = L2 -> Sust = Acum
(es_variable(L1) -> extiende(L1l --> L2,Acum,Sust)

I

L1 [F,Al|Arg_11,

L2 [F,A2|Arg_21,

sustitucion_lista_literales(
[A1|Arg_1],[A2|Arg_2] ,Acum,Sust)).

sustitucion_lista_literales([], [],Acum,Acum).
sustitucion_lista_literales([T1|Arg_1],

[T2|Arg_2],

Acum,

Sust) : -
subsuncion_literales(T1,T2,Sust_1),
extiende_lista(Sust_1,Acum,Acum_aux),
sustitucion_lista_literales(Arg_1,Arg 2,

Acum_aux, Sust) .

extiende(X --> T1,Acum,Nuevo_acum) :-
member (X --> T2, Acum) ->
(T1 = T2, Nuevo_acum = Acum)

Nuevo_acum = [X --> T1|Acum].
extiende_lista([],Acum,Acum).
extiende_lista([Enlace|Resto] ,Acum,Nueva_sust) :—

extiende(Enlace,Acum,Acum_1),
extiende_lista(Resto,Acum_1,Nueva_sust).

% Una lista de enlaces es funcién si no encontramos
% dos enlaces con el mismo origen y distinta imagen

funcion([]).
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funcion([X --> Y |Resto]):-

member (X --> T, Resto),
I

T == N
funcion(Resto).

funcion([_|Resto]):-
funcion(Resto).

% subsuncion_clausulas(C1,C2,Sust)

% Recibe como entrada las clausulas Cl y C2 y devuelve, si

% existe, una sustitucién que apilicada a Cl1 nos devuelva un
% subconjunto de C2. Ejemplo:

YA

yA 7- subsuncion_clausulas([p(x1)], [p(a),p(b)],Sust).
b

yA Sust = [x1-->a] ;

b

YA Sust = [x1-->b] ;

b No

b

yA 7- subsuncion_clausulas(

yA [p(x1),q(f(x1),x3),r(x2)], % C1
pA [p(a),p(b),q(f(a),x4),r(x2)], % C2
b Sust).

b

b Sust = [x3-->x4, x1-->a] ;

b No

YA

subsuncion_clausulas(C1,C2,Sust) :-
subsuncion_clausulas_aux(C1,C2, [],Sust),
aplica_a_clausula(C1,Sust,Cl_sust),
subset (C1l_sust,C2).

subsuncion_clausulas_aux([],_,Sust,Sust).
subsuncion_clausulas_aux([L1|Resto_1],C2,Acum,Sust) :-
member (L2,C2) ,
subsuncion_literales(L1,L2,Sust_lit),
extiende_lista(Sust_lit,Acum,Nuevo_acum),
subsuncion_clausulas_aux(Resto_1,C2,Nuevo_acum,Sust) .

% aplica_lista_operadores(C2,Lista_de_operadores,Cl)
% Aplicamos la Lista_de_operadores a C2 para obtener C1.
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% Por ejemplo,

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

aplica_lista_operadores(Cl,Lista_operadores,C2):-

7- genera_operadores_clausales(
[p(x1,x3),qx3)],
[p(x2,x3),q(x3),r(x1)],
Lista),

aplica_lista_operadores(
[p(x2,x3),q(x3),r(x1)],

% C1
% C2

% C2

Lista,

C1).
Lista = [op(8, x1), op(11l, x5), op(10, x4), op(9, x1)]
c1 = [p(x1, x3), q(x3)] ;

aux_aplica_lista_operadores(Cl,Lista_operadores,C2).

aux_aplica_lista_operadores(C,[],C).
aux_aplica_lista_operadores(C1, [OP|Resto],C2):-

operador_clausal(0P,C1,C_aux),

aux_aplica_lista_operadores(C_aux,Resto,C2).

% soporte(+Id,-Soporte)
% Devuelve los literales tales que la asignacién delta les
% asigna un conjunto distinto de vacio

h
h
h
h
h
h
h
h
h

?7- soporte(1,L).
L = [p(f(a), b, a), q(a)] ;
No

?7- soporte(2,L).
L = [-_G263]
Yes

soporte(Id,Soporte) : -

recoge(Id,Pares),
aux_soporte(Pares, Soporte) .

aux_soporte([1,[1).
aux_soporte([par(_, []) |Resto] ,Soporte) : -

b
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aux_soporte(Resto,Soporte) .
aux_soporte([par(X,_) |[Resto], [X|Soporte]) : -
aux_soporte(Resto,Soporte) .

% Auxiliar.

% Ademas de la distancia obtenemos una sustitucién
% minimal. Sélo para el caso en que se verifique

% sustitucién sin contencidn

d_subsuncion_2(C,D,Dist,Minimal) : -
setof (Peso-Desc,peso_candidato_2(C,D,Peso,Desc),
[Dist-Minimall_]).

peso_candidato_2(C,D,Peso,Desc) : -
subsuncion_clausulas(C,D,Sust),
variables_en_clausula(C,Var_C),
peso(Sust,Var_C,Peso,Desc) .

encuentra_variable_nueva(_,Var,Nueva) : -
nuevo_indice(Var,Indice),
crea_variable(Indice,Nueva),

lista_de_subterminos(Ternas,Subterminos): -
setof _0(S,ocurre_en_alguna_imagen(Ternas,S),Subterminos) .

ocurre_en_alguna_imagen(Ternas,S) : -
member (terna(_,T,_) ,Ternas),
ocurre(S,T).

nueva_sustitucion_1([],_,_,[]).
nueva_sustitucion_1([terna(Y,T1,_) |Resto_1],Sub_T,
Var, [terna(Y,T2,Var_T2) |Resto_2]) : -

posiciones(T1,Sub_T,Pos),
subconjunto(Pos,Subconjunto),
inserta_en_posiciones(T1,Subconjunto,Var,T2),
variables_en_termino(T2,Var_T2),
nueva_sustitucion_1(Resto_1,Sub_T,Var,Resto_2).

dominio_y_ran(Ternas,Dom,Ran) : -
findall (X,member(terna(X,_,_),Ternas),Dom),
findall(Z, (member (terna(_,_,Var_T), Ternas),
member (Z,Var_T)) ,Ran_1),
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sort(Ran_1,Ran) .

crea_ternas([],[]).

crea_ternas([X --> T |RS], [terna(X,T,Lista) |RV]):-
variables_en_termino(T,Lista),
crea_ternas(RS,RV).

Il To6To s To oo o o To o To o o To o o o JoTo o o o To oo o o To o o o JoTo o o o To oo o o To o o o o To o o o To o o o o To o o
% Ejemplos de asignaciones (Fichero asignaciones.pl)

o 16To oo oo o To o o To o Jo o o Jo o JoJo o Jo o o Jo o To o o Jo o Jo T o To o Jo o o Jo o Jo o o To o Jo 1o o To o Jo 1o o Jo o o To o Jo o
:- dynamic delta/3.

% Asignacién vacia

delta(0,_,[]1).

% Ejemplo 1: Es asignacién de variables y el término que
% permite la compatibilidad es Termino = a.

delta(l,p(f(a),b,a), 0], [[3]1],[[1,11]1]):-!.
delta(l,q(a),[[11):-!.
delta(l,_,[1).

% Ejemplo 2: Es asignacién de variables, pero la
% compatibilidad no viene determinada por un unico término

delta(2,-_,[[1]):-!'.
delta(2,_,[1).

% Ejemplo 3: No es asignacién de variables

delta(3,p(f(a),b,a),[[],[[3]],[[1,111]):-!.
delta(3,q(b), [[1]1]):-!.
delta(3,_,[1).

% Otros ejemplos

delta(4,p(f(x1,x3),x2),[[[1111):- !.
delta(4,q(h(f(x1,x3))),[[[1,111]1):- !.
delta(4,-r(x2),[[11):- !.
delta(4,_,[1).
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delta(5,p(f(c),x1,c), [[1,[[3]],[[1,111]):-1!.
delta(5,q(h(c,x2)),[[[1,1111):- .
delta(5,q(c),[[11):-!.

delta(s,_, [1).

delta(6,p(f(£f(x2)),x1,f(x2)),[[1,[[3]1]1,[[1,1]111):-".
delta(6,qh(f(x2),x2)),[[[1,1]111):- !.
delta(6,q(f(x2)),[[11):-!.

delta(6,_,[]).

delta(7,_,[1).

delta(8,s(x1,x1),[[1]1):-'.
delta(8,_,[1).

delta(9,s(x1,x1),[[[1]1]1]):-!.
delta(9,_,[[11).

delta(10,s(a,x1),[[[2]11]):-!.
delta(10,_,[[1]1).

delta(11l,r(x2),[[[111]):-!.
delta(11,_,[[1]1).
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