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Prologo

El desarrollo de la Teoria de la Computacién ha estado ligado estrechamente a
la busqueda de modelos que formalicen algunos procesos que se manifiestan en
la Naturaleza y que pueden ser considerados como procedimientos mecdnicos o
de cdlculo.

Un anélisis detallado de la evolucién en el tiempo de dichos procesos sugieren
el uso de dos ingredientes basicos en cualquier modelo que pretenda describir
rigurosamente la manera de calcular de la Naturaleza. Por una parte, una
estructura de datos que proporcione los objetos sobre los que se trabaja; y,
por otra, una serie de operaciones o transformaciones que actiien sobre dichos
objetos. A partir de ahi surgird de manera natural un modelo de computacion a
través del procesamiento de los datos por medio de las operaciones consideradas.

La Computacion Natural es una disciplina que trata de modelizar mecanis-
mos computacionales inspirandose en la forma en que la Naturaleza lleva a cabo
ciertos procesos que podriamos denominar evolutivos. Contiene algunas areas
que se han desarrollado en una doble vertiente: tedrica y practica. Por ejemplo,
las redes neuronales y los algoritmos genéticos estan inspirados en la biologia,
han sido implementados en ordenadores electrénicos y su finalidad ha consisti-
do, basicamente, en obtener nuevos algoritmos que mejoren el rendimiento de
los algoritmos clasicos en dichos ordenadores.

La Computacion Molecular es un area de la Computaciéon Natural cuyo
objetivo primordial es el uso de las moléculas organicas como soporte basico
del dispositivo computacional, de tal manera que permita reemplazar los chips
electrénicos de silicio por chips moleculares, a fin de superar las limitaciones de
eficiencia inherentes a los ordenadores convencionales, para los que el paralelis-
mo no puede considerarse como una alternativa real debido principalmente a
los problemas que se derivan del disefio de arquitecturas con un nimero elevado
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de procesadores.

Desde hace algunas décadas, las moléculas de ADN han sido consideradas
como candidatos idéneos para elaborar dispositivos computacionales. El direc-
cionamiento y el principio de complementariedad de Watson-Crick permiten
usar dichas moléculas como cadenas de un alfabeto que, ademas, son capaces
de implementar realmente un paralelismo masivo al ser factible procesar de
manera simultanea billones de moléculas en un pequeno tubo de ensayo. La
Computacion Molecular basada en ADN nacié propiamente en noviembre de
1994 cuando L. Adleman realiz6 un experimento en el laboratorio que permitié
resolver una instancia de un problema computacionalmente intratable, a través
de la manipulacién de moléculas de ADN.

Generalmente la computacién ADN trata de implementar in vitro procesos
que tienen lugar a nivel genético. Sin embargo, muchos procesos in vivo no
pueden ser de momento simulados in vitro. Por ello, parece interesante usar
la propia célula como entorno computacional basico de un nuevo modelo de
Computacién Natural.

La Computacion Celular con Membranas nace del supuesto de que los pro-
cesos que tienen lugar en el interior de las células vivas pueden ser considera-
dos como procesos de calculo, como computaciones. Este modelo abre nuevas
expectativas a la hora de atacar la resolubilidad prdctica de problemas NP—
completos. A diferencia de otros modelos, éste no ha sido ain implementado
ni en medios electrénicos ni en medios bioquimicos.

La introduccién de un nuevo modelo de computacién no convencional obliga
a revisar el concepto de resolubilidad de un problema en dicho modelo y hace
necesario desarrollar una Teoria de la Complejidad que precise las medidas que
cuantifiquen la cantidad de recursos utilizados en las computaciones del mismo.

El objetivo de este libro consiste en presentar una primera aproximaciéon
a una Teoria de la Complejidad en el modelo de Computaciéon Celular con
Membranas. Para ello nos hemos inspirado en unas ideas que Gh. P&aun expuso
a los autores y que fueron debatidas a principios de este afio (véase el capitulo
7 de [39]). Hemos de resaltar que éste es el primer texto que se publica sobre
Teoria de la Complejidad en modelos de Computacién Celular con Membranas.

El libro esta estructurado en capitulos cuyo contenido pasamos a descri-
bir brevemente. En el primer capitulo se presenta una sucinta introduccién
historica de la Computacion Natural y de la Teoria de la Complejidad que, a
nuestro juicio, justifican la necesidad de desarrollar una teoria especifica de la



Complejidad en P sistemas.

En el segundo capitulo se introducen los P sistemas bésicos de transicion
con simbolos—objetos, a través de una descripcion informal de su sintaxis y de
su semantica. Ademaés, se estudian las dos variantes de la Computacion Celular
con Membranas que van a ser utilizadas a lo largo del curso: los P sistemas de
transicion con salida externa y los P sistemas de decision. De ambos modelos
se presentan sendas formalizaciones siguiendo la linea general desarrollada en
[44].

En la literatura actualmente existente, suele ser usual establecer la uni-
versalidad de las diversas variantes del modelo de Computacién Celular con
Membranas a partir de ciertos resultados de la Teoria de Lenguajes Formales.
En [47] se prueba por primera vez la universalidad de los P sistemas de transi-
cién con salida externa a través de las maquinas de Turing. El capitulo tercero
esta dedicado al estudio de la simulacién de maquinas de Turing deterministas
mediante los P sistemas introducidos en el capitulo anterior. Concretamente
se asocia a cada maquina de Turing determinista, 7'M, un P sistema con sali-
da externa, Il7 s, que simula el funcionamiento de la méquina. El P sistema
Iy es descrito de manera exhaustiva y se detalla de manera informal cémo
se comporta a fin de simular la maquina TM. Conviene resaltar el hecho de
que el P sistema trabaja en dos fases bien diferenciadas: la primera de ellas
es no determinista y permite generar, en sus distintas computaciones, todos
los posibles datos de entrada de la maquina de Turing; la segunda fase es de-
terminista y simula paso a paso la computaciéon de la maquina con el dato de
entrada generado en la fase anterior.

El capitulo cuarto esta dedicado a demostrar que el P sistema Il7,, disena-
do en el capitulo anterior, simula realmente el comportamiento de la maquina
de Turing TM. Hay que destacar en primer lugar la complejidad de la prueba
de verificacion, que es estructurada en cuatro etapas (de generacion del dato de
entrada, de simulacién de un paso de transicién, de chequeo del estado final y
de produccion de la salida). En segundo lugar resaltamos que la prueba de veri-
ficacién proporciona indirectamente la cantidad de recursos que son necesarios
para llevar a cabo la simulacion, y que es, en cierto sentido, de tipo polinomial.

Las primeras clases de complejidad en P sistemas se introducen en el capitu-
lo quinto. Se trata de unas clases asociadas a tipos de P sistemas de aceptacion
con o sin entrada. Como caso particular, se destaca la clase de complejidad en
Computaciéon Celular que corresponde a la clase P de los problemas tratables
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en modelos clasicos de computacién, y se ilustra con la demostraciéon de que el
problema de la satisfactibilidad de la logica proposicional pertenece a la clase
citada.

El dltimo capitulo del libro est4 dedicado al estudio de la conjetura P Z NP
en el marco de la Computacién Celular con Membranas. Es bien conocido un
resultado de C. Zandron, C. Ferretti y G. Mauri [54] que proporciona una con-
dicién necesaria para que se verifique P # NP, a través de la irresolubilidad
en tiempo polinomial de problemas NP-completos en P sistemas que no ad-
miten division de membranas. En este capitulo se obtiene una caracterizacion
de la relacion P # NP, en términos de irresolubilidad en tiempo polinomial de
problemas NP—completos mediante familias de P sistemas de decisién deter-
ministas (introducidos en el capitulo 2).

Desde luego, la caracterizacién presentada de la relacion citada proporciona
un atractivo adicional al estudio de la Computaciéon Celular con Membranas
al permitir atacar la conjetura P Z NP en un modelo de computacién no
convencional. No obstante, no podemos obviar las dificultades que aparecen
cuando se trata de establecer la irresolubilidad de un problema en un modelo
como el de los P sistemas que es no convencional y, ademés, no est4 soportado
en un lenguaje de programacion.

Confiamos en que este libro pueda servir de ayuda para analizar las difi-
cultades que surgen cuando se trata de formalizar los procesos de verificacion
y de desarrollar una Teoria de la Complejidad (es decir, de la computabilidad
prdctica) en modelos de computacién no convencionales. Estamos convencidos
de que el aliciente por superar dichas dificultades estimularé a algunos lecto-
res a adentrarse en el estudio e investigacién de la Computaciéon Celular con
Membranas que tiene un pasado reciente, un presente prometedor, atractivo y,
sobre todo, un futuro fascinante.

M.J. Pérez Jiménez
A. Romero Jiménez
F. Sancho Caparrini
Sevilla, Septiembre de 2002



Capitulo 1

Introduccion

Los avances que la Ciencia ha conocido a lo largo de su historia se han producido
como consecuencia de una serie de sacudidas y sobresaltos motivados por la
consecuciéon de unos resultados que, unas veces, han culminado un proceso
previo, generalmente largo, de gestacién y, otras, han provocado una auténtica
convulsién entre los investigadores.

En el desarrollo historico de la Computacion se pueden observar ciertos
puntos de inflexion que han marcado de forma decisiva su evolucién, y han
propiciado, tanto a nivel tedrico como préctico, el desarrollo de nuevas he-
rramientas que han demostrado ser fundamentales. Como factor comin a la
mayoria de dichos puntos criticos se puede observar el hecho de que su apa-
ricién suele estar asociada con la puesta en evidencia de ciertas limitaciones
inherentes a la potencia de determinados métodos y/o modelos.

El primer hito relevante que se puede destacar se produce con la respuesta
negativa a dos cuestiones planteadas por D. Hilbert, en 1928, relativas a la
consistencia y completitud de las Matematicas, obteniéndose como resultado
las limitaciones inherentes al método axiomdtico. La Teoria de la Computacion
como disciplina de estudio comienza, propiamente, con los trabajos realizados
para dar respuesta a estas cuestiones.

El estudio de la existencia de problemas abstractos que no puedan ser efec-
tivamente resueltos y la necesidad imperiosa de dar respuesta a la tercera cues-
ti6én formulada por D. Hilbert, en 1928, relativa a la decidibilidad de las Ma-
temaéticas, pone de manifiesto la conveniencia de formalizar los conceptos de
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algoritmo y de funcion computable. Como resultado de dicho estudio aparecen,
en la década de los treinta, los primeros modelos tedricos de computacion y
se inicia el estudio formal del concepto de procedimiento efectivo. El estable-
cimiento de problemas que no pueden ser resueltos mediante procedimientos
mecdnicos en los modelos disefiados (por ejemplo, la indecidibilidad de la logica
de primer orden o el problema de la parada) proporcioné una nueva e impor-
tante limitacion al método de formalizacién del concepto de algoritmo.

Posteriormente, en la década de los cincuenta, surgen los primeros ordena-
dores electronicos y, con ellos, lo que se puede denominar informalmente como
modelos de computacion prdctica. En éstos, mediante un proceso de traduccion
a un lenguaje que puede ser interpretado por la maquina, se pueden implemen-
tar los algoritmos disefiados, surgiendo una nueva limitacion, en este caso, de la
potencia de los modelos de computaciéon practica, al establecer la existencia de
problemas resolubles algoritmicamente que necesitan una cantidad de recursos
que excede las posibilidades reales de cualquier ordenador electrénico.

La necesidad de estudiar la minima cantidad de recursos necesarios para re-
solver un problema abstracto da origen a la Teoria de la Complejidad, que tiene
como objetivo fundamental el proporcionar una clasificaciéon de los problemas
en funcion de su resolubilidad en modelos de computacién practicos.

En este marco se plantea la necesidad de mejorar la velocidad de célculo
(parametro temporal) y la densidad de almacenamiento de informacion (paré-
metro espacial) de los ordenadores. La aparicién de mdquinas paralelas (que
permiten la ejecucion de varias operaciones de manera simultanea) supone un
notable avance y la miniaturizacion de las componentes fisicas de la maqui-
na se convierte en un objetivo primordial. Hacia finales de la década de los
cincuenta, R. Feynman introduce el concepto tedrico de computaciéon a nivel
molecular y lo postula como una innovacién revolucionaria en la carrera por la
miniaturizacién. Pero en la década de los ochenta, R. Churchhouse establece
los limites fisicos en la velocidad de célculo de un ordenador convencional y,
en consecuencia, proporciona una nueva, limitacion, esta vez para los modelos
convencionales de computacioén préctica.

Ante la imposibilidad de resolver dichos problemas por medio de dispositivos
clasicos de computacién surge la necesidad de buscar modelos de computacién
alternativos que permitan implementar méquinas que mejoren cuantitativa-
mente el rendimiento de las clasicas. La posibilidad de desarrollar modelos de
computaciéon no convencionales abre un nuevo horizonte a la hora de amorti-
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guar los efectos propios de las limitaciones inherentes a la computacion practica
en modelos clasicos.

1.1 Computacién Natural

Muchos problemas interesantes que se pueden resolver por medio de algoritmos
en un determinado modelo precisan de un alto coste para su resolucién, ya sea
en tiempo y/o en espacio, siendo habitual que el intento de disminuir una
de las dos medidas provoque un crecimiento exponencial en la otra. Por ello,
surge la necesidad de buscar nuevos modelos que sean capaces de reducir ambos
pardmetros o, al menos, de incluir procedimientos en los que un alto coste en
una de las medidas sea asimilado, en cierto sentido, por el propio modelo en
beneficio de una reduccién considerable de la otra.

Es por ello que la bisqueda de nuevos modelos alternativos de computacién
debe ir encaminada a la consecucién de una mejora cuantitativa en los resul-
tados que proporciona la Teoria de la Complejidad que podriamos denominar
clasica.

Esta busqueda ha dado como resultado la introduccién, en los altimos anos,
de nuevos modelos de computacién sustancialmente distintos de los clasicos o
convencionales (como pueden ser las maquinas de Turing, funciones recursivas,
A-célculo, maquinas URM, modelo GOTO, etc.) que proporcionan una me-
jora importante en las medidas de complejidad y en el marco de una posible
implementacién practica.

La Computacion Natural surge como una de las posibles alternativas a la
computacién clasica, en la busqueda de nuevos paradigmas que puedan pro-
porcionar una solucién efectiva a las limitaciones que poseen los modelos con-
vencionales. En la actualidad, dentro del concepto de Computacion Natural,
se engloba un conjunto de modelos que tienen como caracteristica comun la
simulacion del modo en que la naturaleza actia/opera sobre la materia. Sinte-
tizando, se puede decir que la Computaciéon Natural estudia la forma en que las
diversas leyes de la naturaleza producen modificaciones en determinados sis-
temas (desde habitats hasta conjuntos de moléculas, pasando por organismos
vivos) que pueden ser interpretados como procesos de calculo sobre sus ele-
mentos. Asi, un habitat en el que varias especies de seres vivos conviven, sufre
transformaciones con el paso de las generaciones en donde la interaccién entre
las especies puede provocar cambios en los elementos que la forman (cambios
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que pueden afectar desde la distribucién de dichas especies en el habitat hasta
la morfologia propia de cada especie): es lo que entendemos como evolucién
de las especies. Un conjunto de moléculas en un entorno con determinadas ca-
racteristicas (de temperatura, salinidad, etc) puede evolucionar hacia estados
estructuralmente méas complejos modificando las caracteristicas de las mismas;
es decir, propiciando reacciones quimicas entre ellas que pueden llegar a produ-
cir elementos funcionalmente més complejos, como son las moléculas de 4cido
desoxirribonucléico (ADN).

Ahora bien, este enfoque que se produce desde la 6ptica de la Computa-
cion Natural puede tener diversas interpretaciones a la hora de describir los
nuevos modelos: ya sea porque se utilice para el disefio de nuevos esquemas
algoritmicos usando técnicas inspiradas en la naturaleza, o bien porque sugiera
la creacion fisica de nuevos modelos experimentales en los que el medio elec-
trénico de los ordenadores convencionales se sustituya por otro sustrato que
pueda implementar ciertos procesos que aparecen en el modo de operar de la
naturaleza.

Como ejemplo de la primera interpretacion, podemos considerar los Algo-
ritmos Genéticos, que se basan en el proceso genético de los seres vivos a través
del cual evolucionan y cuyo elemento fundamental es el principio de seleccion
natural.

Como ejemplo de la segunda interpretacion, a finales de la década de los
cincuenta el premio nobel R.P. Feynman [12] postula la necesidad de conside-
rar operaciones sub—microscopicas como Unica alternativa revolucionaria en la
carrera por la miniaturizacién de las componentes fisicas de los ordenadores
convencionales (basados en circuitos de silicio), y propone la computacion a ni-
vel molecular como posible modelo en el que implementar dichas operaciones.
De esta manera, los complejos moleculares empiezan a ser considerados como
componentes virtuales de un dispositivo de procesamiento de informacién. En
1987, T. Head [17] propone explicitamente el primer modelo tedrico de com-
putacion molecular basandose en las propiedades de la molécula de ADN. En
noviembre de 1994, L. Adleman [1] realiza el primer experimento en un labora-
torio que permite resolver una instancia concreta de un problema NP-completo
a través de la manipulacion de moléculas de ADN.

A nivel celular, tienen lugar una serie de procesos (reacciones quimicas y
flujo de diferentes componentes quimicas entre distintos compartimentos) que
se pueden interpretar como procedimientos de célculo. A finales de la déca-
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da de los noventa, Gh. Paun introduce un nuevo modelo de computacién no
determinista, de tipo paralelo y distribuido, inspirado en el funcionamiento
de las células en los organismos vivos: el modelo de computacion celular con
membranas. Este modelo puede ser adecuado para explorar la naturaleza com-
putacional de las células, asi como para conseguir una posible implementacién
artificial de sistemas que exploten dicha capacidad celular.

A continuaciéon pasamos a estudiar con un poco mas de detalle algunas
cuestiones relativas a los modelos de computaciéon celular con membranas.

1.2 Computaciéon Celular con Membranas

Como hemos indicado anteriormente, el comportamiento de una célula puede
ser considerado como el de una maquina que realiza un cierto proceso de célculo:
una miquina no trivial, desde el punto de vista biolégico, en la que por medio
de una distribucion jerarquica de membranas interiores se produce el flujo y
alteracion de las componentes quimicas que la propia célula procesa.

Por supuesto, los procesos que se producen en una célula son lo suficiente-
mente complejos como para que sea imposible modelizarlos completamente, ya
que un modelo de computacién que intente simular literalmente esos procesos
dejaria de ser practico, salvo desde un punto de vista biolégico. Lo que se
pretende es crear un modelo de computacion abstracto que simule, de la forma,
mas aproximada posible, el comportamiento de las células y que nos permita
(al menos en principio) obtener soluciones alternativas de problemas computa-
cionalmente intratables desde un punto de vista convencional. Para ello, hay
que hacer emerger todas aquellas caracteristicas del comportamiento y consti-
tucién de la célula que puedan ser de utilidad para la elaboracién de un modelo
de computacion que sea a la vez potente (en cuanto a los problemas que pueda
resolver) y sencillo (en cuanto a su definicién, implementacién y ejecucion).

La primera caracteristica que llama la atencién en cuanto a la estructura
interna de la célula, es el hecho de que las distintas partes del sistema biolégico
que la componen se encuentran delimitadas por varios tipos de membranas (en
su sentido mas amplio), desde la propia membrana que separa el exterior de la
célula del interior de la misma, hasta las distintas membranas que delimitan
las vesiculas interiores. Ademas, con respecto a la funcionalidad de estas mem-
branas en la naturaleza, interesa el hecho de que no generan compartimentos
estancos sino que permiten el paso (flujo) de ciertos compuestos quimicos, al-
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gunas veces de forma selectiva e incluso en una sola de las direcciones. Estas
ideas fueron consideradas con anterioridad por G. Berry y V. Manca en [5] y
[28], respectivamente.

En las células tienen lugar una serie de reacciones quimicas que provocan
una transformacién de las componentes quimicas presentes en sus membranas,
junto con un flujo de las mismas entre los distintos compartimentos que la
integran. Estos procesos a nivel celular pueden ser interpretados como proce-
dimientos de calculo.

El modelo de Computacion Celular con Membranas fue introducido por
Gh. Paun en octubre de 1998 [36] como un modelo de tipo distribuido y paralelo,
y esté inspirado en el funcionamiento de la célula como organismo vivo capaz
de generar y procesar informacién.

Los ingredientes basicos de un P sistema (que es como también se cono-
cen los dispositivos que utilizan la Computaciéon Celular con Membranas) son
la estructura de membranas, que consiste en un conjunto de membranas (al
modo de las vesiculas que componen las células) incluidas en una piel exterior
que las separa del entorno, junto con ciertos multiconjuntos de objetos (es de-
cir, conjuntos en los que los elementos pueden aparecer repetidos) situados en
las regiones que delimitan dichas membranas (al modo de los compuestos que
hay en el interior de dichas vesiculas). Estos objetos pueden transformarse de
acuerdo con unas reglas de evolucidn que son aplicadas de una forma no deter-
minista, paralela y maximal (al modo de las reacciones que se pueden producir
entre dichos compuestos). Para simular la permeabilidad de las membranas
celulares, las reglas de evolucién no sélo pueden modificar los objetos presentes
en una membrana, sino que pueden desplazarlos entre dos regiones adyacentes,
atravesando la membrana que las separa.

Este modelo de computaciéon implementa un paralelismo masivo en dos ni-
veles basicos: en un primer nivel, cada membrana aplica sus reglas de forma
paralela sobre los objetos presentes en ella, produciendo los nuevos objetos y
comunicindolos a las membranas adyacentes si procediera; en un segundo nivel,
todas las membranas realizan esta operacién en paralelo, trabajando simulta-
neamente, sin interferencia alguna de las operaciones que se estén produciendo
en las demés membranas del sistema.

A pesar de que el modelo de computacién celular tiene inspiracion biolégica,
debe resaltarse el hecho de que constituye igualmente un buen modelo teérico
de computacién distribuida, en donde distintas unidades de célculo trabajan
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independientemente pero estructuradas en una cierta jerarquia vertical; por
ejemplo, la jerarquizacion usada en las conexiones establecidas en redes como
internet puede ser representada como una estructura de membranas.

Desde la aparicion de los primeros P sistemas han sido muchas las variantes
introducidas buscando unas veces mayor eficiencia en la solucién de problemas
complejos, y otras una mayor aproximacién al modelo bioldgico real que trata
de simular [38]. Entre las diversas variantes que se consideran destacan:

e Los P sistemas que hacen uso de cadenas de un determinado alfabeto
como objetos basicos del modelo (al modo de las moléculas de ADN,
ARN o de las proteinas en el interior de ciertas membranas), en lugar de
considerar objetos atémicos sin estructura interna.

e Los P sistemas que admiten la posibilidad de disolver, crear o duplicar
membranas, y el uso de catalizadores (como objetos necesarios para la
ejecucion de una regla, pero que permanecen inalterados tras la ejecucion
de la misma).

e Los P sistemas que s6lo admiten comunicacién entre membranas pero no
la generacién o transformacion de los objetos que atraviesan las mismas.

Ademas, se prueba que muchos de los modelos que se obtienen a partir de los
nuevos conceptos son computacionalmente completos; es decir, que el modelo
que se obtiene posee la misma potencia computacional que una méaquina de
Turing.

A diferencia de otros modelos de Computacion Natural, la Computacién
Celular con Membranas no dispone en la actualidad de ninguna implementa-
cion real, ya sea en el laboratorio (como en el caso de la computaciéon molecular
basada en ADN) o bien a través de una adaptacion en ordenadores electronicos
(como en el caso de los algoritmos genéticos y las redes neuronales). Hasta el
momento, todo lo realizado en esta direccién se reduce a una interpretaciéon
como P sistemas de las redes de ordenadores convencionales (por ejemplo, in-
ternet), o de los procesos de ciertas reacciones quimicas que se producen en
medio acuoso [18], y a una simple simulacién de computaciones y/o ejecuciones
de los P sistemas a través de lenguajes de programacion convencionales ([2],
13], 14]).

Hay que resaltar que este modelo no est4 descrito, propiamente, a través
de un lenguaje de programacion; es decir, no proporciona una serie de opera-
ciones bésicas susceptibles de ser secuenciadas sobre un dato de entrada para
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obtener un resultado final (solucién del problema que se pretende resolver). En
este modelo se generan mdquinas (al modo de las maquinas de Turing) cuya
ejecuciéon modifica el contenido de las distintas componentes que la integran
hasta llegar, en su caso, a un estado de parada (en el que la maquina deja de
funcionar).

1.3 Teoria de la Complejidad

En la década de los cincuenta se desarrollan los primeros lenguajes de pro-
gramacion, traductores de lenguajes y sistemas operativos. La potencia de
los ordenadores en esa época estaba muy limitada por la excesiva lentitud de
los procesadores y la escasa memoria de la que disponian para almacenar la
informacién. Por ello, empiezan a desarrollarse teorias cuyo objetivo es la ex-
ploracién del uso eficiente de los ordenadores, lo que conlleva de alguna manera
el estudio de la complejidad intrinseca de problemas abstractos.

En la década de los sesenta se elaboran los primeros cimientos de la Teo-
ria de la Complejidad con la clasificacion de lenguajes y funciones (debidas
a J. Hartmanis, P.M. Lewis y R.E. Stearns [16][27]), mediante el analisis del
tiempo y del espacio necesario para su generacién o célculo. Asimismo, se
desarrollan métodos de andlisis para estudiar la eficiencia de los algoritmos y
las estructuras de datos usadas en los mismos, la expresividad de los lenguajes
formales, la capacidad computacional de las arquitecturas de los ordenadores y
la clasificacién de problemas segin la cantidad de recursos necesarios para su
resolucion.

El problema de la decidibilidad de una teoria, T', de primer orden consiste
en lo siguiente: dada una formula en el lenguaje de T, determinar si la teoria
prueba dicha formula. Con la introduccién de los modelos formales de compu-
tacién, se dispone de las herramientas necesarias para atacar la resolubilidad
mecénica de dicho problema. Si se dispone de un algoritmo de decision para
una teoria T', dada una férmula, ¢, sobre el lenguaje de dicha teoria, bastara
ejecutar el algoritmo con dato de entrada ¢ para responder si T' prueba o no
prueba ¢.

No obstante, los trabajos de P.C. Fischer, A.R. Meyer, M.O. Rabin, S.
Cook y otros, en la década de los sesenta, ponen de manifiesto la existencia de
teorias decidibles que eran, desde un punto de vista practico, semejantes a una
indecidible, en tanto en cuanto cualquier algoritmo de decisiéon de dichas teorias
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requeria una cantidad de tiempo y/o espacio tan elevada que hacia irrealizable
la computacion en la practica.

A partir de este momento se hace imprescindible el estudio de la cantidad de
recursos que un algoritmo necesita para su ejecucion. Dicho anélisis requiere el
uso de técnicas matematicas (induccion, ecuaciones de recurrencia, notaciones
asintOticas, manipulacién de sumas finitas, etc.) que, ademés, permitan un
estudio comparativo de distintas soluciones algoritmicas de un mismo problema.

Ahora bien, a veces, el mejor algoritmo conocido que resuelve un problema
puede tener un coste muy elevado. Entonces, parece natural plantearse la
bisqueda de otros algoritmos que usen estrictamente menos recursos que el
mejor conocido y que también resuelvan el problema. De esta manera se plantea
una nueva cuestién: dado un problema resoluble algoritmicamente, hallar el
mejor algoritmo que lo resuelva. El concepto de mejor solucion estara referido
a una cierta medida de complejidad que cuantifique los recursos.

Un procedimiento genérico para determinar un algoritmo dptimo que re-
suelve un determinado problema consistiria en lo siguiente:

e Determinar una cota inferior de la cantidad de recursos que necesita para
su ejecucién cualquier algoritmo que resuelva dicho problema.

e Hallar un algoritmo que resuelva el problema y, ademas, la cantidad de
recursos que utiliza es del orden asintotico de la cota inferior.

Si de un cierto problema abstracto se conoce un algoritmo dptimo que lo resuel-
ve, entonces la cantidad de recursos que utiliza dicho algoritmo proporcionara,
de manera natural, la complejidad computacional inherente a dicho problema.
Es interesante hacer notar que la cuestion relativa a hallar un algoritmo
Optimo que resuelve un problema, tiene un cierto paralelismo con la obtencién
de problemas irresolubles algoritmicamente: se trata de hallar un algoritmo
que satisfaga una propiedad que implica a toda una clase de algoritmos (en
este caso, a la clase de todos los algoritmos que resuelven dicho problema).
Como es facilmente imaginable, la tarea de calcular un algoritmo dptimo
que resuelva un problema suele ser ardua, complicada y, a veces, imposible de
resolver. En efecto: si las medidas de complejidad que se consideran para cuan-
tificar los recursos satisfacen unos requisitos minimos (por ejemplo, los aziomas
de Blum [6]), entonces existe algtn problema resoluble algoritmicamente que
carece de algoritmo 6ptimo, respecto a dichas medidas, que lo resuelve (teore-
ma de aceleracion). En consecuencia, no se puede definir de manera individual
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el concepto de complejidad computacional de un problema, ya que siempre
existiria algin problema al que no se le podria asignar complejidad alguna de
acuerdo con esta definicion.

La alternativa que se considera es el estudio de la complejidad de los pro-
blemas de una manera global; es decir, a través del anélisis de la complejidad
de clases de problemas, dando lugar a las denominadas clases de complejidad.

La Teoria de la Complejidad proporciona herramientas para medir la difi-
cultad de problemas abstractos, a la vez, en términos absolutos (complejidad
inherente de un problema) y en términos comparativos con otros problemas
(clases de complejidad).

El objetivo fundamental de la Teoria de la Complejidad es la clasificacion
de problemas en funcién de la resolubilidad algoritmica prdctica de los mismos.
Para ello, se define un concepto de eficiencia o resolubilidad practica. Un algo-
ritmo se dird eficiente si la cantidad de recursos necesarios para su ejecucién, en
el caso peor, estd acotada por un polinomio en el tamano del dato de entrada.
De esta manera se establece la frontera entre la resolubilidad algoritmica préac-
tica (tratabilidad) y la no resolubilidad algoritmica préctica (intratabilidad).
Desde este punto de vista, los problemas se clasifican en tratables e intratables,
segin sean o no resolubles de forma eficiente. La clase de complejidad de los
problemas tratables se designa por P.

Ahora bien jqué motiva el hecho de que algunos problemas sean compu-
tacionalmente dificiles y otros sean faciles? No siempre es sencillo decidir qué
problemas son tratables y cuédles no lo son. Mas atn, existe una clase amplia
de problemas de los que no sabemos si son tratables o no.

Con la idea informal de lo que es un algoritmo no determinista (en donde
se admite una instruccién de eleccion), se puede obtener una nueva clase de
complejidad de problemas, que designaremos por NP y que contendra aquellos
problemas que son resolubles por un algoritmo no determinista en tiempo poli-
nomial. Una de las cuestiones matematicas més importantes, y que permanece
abierta en la actualidad, es la relacion existente entre las clases de complejidad
P y NP (es decir, si P=NP 6 PGCNP).

Dentro de la clase NP podemos destacar una subclase de problemas que
tienen especial interés: los problemas que son los méas dificiles de la clase, en
el sentido de que cualquier otro problema de la clase NP puede ser resuelto a
través de él con un coste adicional en tiempo de tipo polinomial (mediante una
m-reduccion). Es la clase de los problemas denominados NP-completos. El



1.3. Teoria de la Complejidad 15

interés de esta clase radica en que pueden ser candidatos idéneos para atacar
la conjetura P<NP. En efecto, es facil probar que si existe un problema NP-
completo que es tratable, entonces la respuesta a la conjetura es afirmativa; y
si existe un problema NP-completo que no es tratable, entonces la respuesta
es negativa.

En 1971, S.A. Cook [10] proporciona el primer ejemplo de un problema NP-
completo: el problema SAT de la satisfactibilidad de la Loégica Proposicional.
Un ano después, teniendo presente que la m-reducibilidad permite generar nue-
vos problemas NP-completos a partir de otros conocidos, R.M. Karp [22] da
24 ejemplos nuevos de problemas NP-completos (entre los que destacan el pro-
blema del recubrimiento de vértices, el problema del recubrimiento exacto, el
problema del nimero cromatico, el problema del circuito hamiltoniano y el pro-
blema del viajante de comercio). En la actualidad se conocen muchos problemas
NP-completos de disciplinas tan diversas como logica, teoria de nameros, teo-
ria de grafos, investigacion operativa, etc. El libro [14] de M.R. Garey y D.S.
Johnson constituye un catilogo exhaustivo de problemas NP-completos.

En relacién a los modelos de Computacién Natural, y en particular a los
modelos de Computaciéon Celular con Membranas, surge de manera natural
una cuestién de vital importancia para la Teoria de la Complejidad: ;pue-
den estos modelos no convencionales aportar alguna luz acerca de la conjetura
anteriormente expuesta?

Uno de los objetivos fundamentales de este libro consiste en demostrar que
los modelos de Computacién Celular con Membranas proporcionan una nueva
herramienta de carécter tedrico que permite abordar dicha conjetura, abriendo
un nuevo frente que puede proporcionar una respuesta (positiva o negativa)
a la misma. Para ello, se prueba que la respuesta a dicha conjetura se puede
obtener a partir de la irresolubilidad de algin problema NP-completo en dicho
modelo no convencional.
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Capitulo 2

Variantes de P sistemas

En este capitulo presentamos una descripcién informal de los P sistemas basicos
de transicion (seccion 1), asi como todos los preliminares (seccién 2) que son
necesarios para una formalizacion de las dos variantes del modelo basico que
se van a utilizar a lo largo del texto: la primera de ellas no tiene membrana
de entrada y es un sistema generador de lenguajes (seccion 3); y la segunda
variante si tiene membrana de entrada y es un sistema de decisién (seccion 4).
Debemos destacar que un rasgo comin a ambas es que recogen la salida en
el entorno externo de la estructura de membranas, y no en una membrana en
particular.

2.1 P sistemas de transiciéon: descripciéon infor-
mal

En lineas generales, los modelos de Computacion Celular con Membranas estan
basados en una estructura de membranas, como modelo matemaético de orde-
nacion fisica de la célula. En esta agrupacion (jerarquizada) de membranas
se introduciran unos elementos denominados objetos, a modo de las distintas
componentes con las que se van a realizar las operaciones internas y el traspaso
de informacién entre las membranas, y una serie de reglas de evolucion que nos
permitiran, eventualmente, modificar los objetos presentes en cada membrana
y establecer una cierta comunicacioén entre las mismas. Los objetos introduci-
dos en las membranas no forman propiamente un conjunto, sino que pueden

17
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aparecer repetidos (existir varias copias idénticas de un mismo elemento) y,
ademas, serd irrelevante el orden de ubicacién de los mismos en las membra-
nas. Por ello, para implementar la manipulacién de objetos en el modelo, se
necesita el concepto de multiconjunto. Como caracteristica adicional, las re-
glas de evolucién pueden hacer desaparecer la membrana sobre la que se estan
ejecutando, simulando el hecho biolégico de la disolucion de la membrana, de
tal modo que a partir del instante en que esta disolucién ocurre, los objetos de
la membrana disuelta pasan a formar parte de la membrana que la contuviese
directamente (como parece natural, se exigira que la membrana mas exterior
en la estructura no puede ser disuelta) y, ademés, desaparecen del sistema las
reglas de evolucion asociadas a la membrana que se disuelve.

En los P sistemas de transicion se puede considerar un cierto orden en la
aplicacién de las reglas a través de una relacién de prioridad, de modo que si dos
reglas pueden ser aplicadas simultdneamente, y hay una relacién de prioridad
entre ellas, entonces solo se podra ejecutar aquella de prioridad més alta. En
caso de existencia de varias reglas en una misma membrana que puedan ser
ejecutadas en un cierto instante, el sistema actuara de manera no determinista;
es decir, el sistema tendra varias posibilidades de evolucién, pudiéndose ejecutar
cualquiera de las reglas de igual prioridad y que sean aplicables. Ademés, las
reglas deben aplicarse de forma mazimal, en el sentido de que en cada paso
de computacién deben agotarse todos los objetos afectados por reglas que se
puedan aplicar.

Para la evolucién global del sistema, se supone que hay una especie de reloj
universal que marca las actuaciones de todos los elementos que lo integran;
es decir, simultaneamente actian todas las reglas dentro de cada membrana,
en todas las membranas presentes, sin interferencias directas entre ellas: en
un paso de reloj se considera la ejecucion de todas las reglas (que pueden ser
aplicadas) de cada membrana del P sistema.

Tal y como se han descrito informalmente los P sistemas de transicién, se
observa que una de las caracteristicas que puede resultar de mayor interés es el
paralelismo que implementa. Conviene recordar que el paralelismo presente en
los P sistemas se produce en dos niveles bien diferenciados: en un primer nivel,
dentro de cada membrana, todas las reglas que puedan aplicarse lo haran de
manera simultidnea; en un segundo nivel, todas las membranas presentes en el
sistema estan trabajando a la vez y de forma sincronizada.
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Alfabetos y multiconjuntos Un alfabeto, ¥, es un conjunto no vacio (finito
o infinito) cuyos elementos se denominan simbolos. Utilizando los simbolos del
alfabeto podemos construir cadenas finitas y ordenadas de simbolos, a modo de
palabras. El nimero de elementos que tiene una palabra se denomina longitud
de la misma. Habitualmente, el conjunto de las cadenas que constan de n
simbolos del alfabeto ¥ se denotan por X™. Por extension, la palabra que usa
0 simbolos (es decir, de longitud 0) también se considera una palabra sobre
el alfabeto, que se denomina palabra vacia y se denota por A\. Como caso
particular de palabra, si a es un simbolo del alfabeto, notaremos por a™ la
palabra de longitud n que consta de n repeticiones del simbolo a. Al conjunto
de todas las palabras que se pueden formar sobre un alfabeto, X, se denota
por X*. Entre las palabras se pueden definir de manera natural operaciones
tales como la concatenacion, con el significado intuitivo habitual, y relaciones
como ser prefijo, subpalabra o sufijo, etc. Un lenguaje sobre un alfabeto es un
conjunto de palabras sobre ese alfabeto; es decir, L es un lenguaje sobre % si
L C ¥~

Como ya se ha comentado anteriormente, en la disciplina de Computacién
Natural suele ser habitual tratar con una extensién del concepto de conjunto
que permite la aparicion de elementos repetidos. Es lo que formalmente se
denomina, multiconjunto. Dentro de un multiconjunto, al nimero de veces que
aparece repetido un elemento se le denomina multiplicidad de dicho elemento,
entendiendo por multiplicidad 0 si dicho elemento no aparece (de esta forma,
un conjunto es un multiconjunto en el que cada elemento que aparece en él
tiene multiplicidad 1). Al igual que el contenido de los conjuntos suele notarse
enmarcado por los simbolos auxiliares {, } (llaves simples), cuando hablamos
de multiconjuntos usaremos como simbolos auxiliares {{, }} (llaves dobles).

Muchas veces, y por razones de brevedad en la escritura, es habitual relacio-
nar los multiconjuntos que se pueden formar con elementos de un determinado
conjunto no vacio, con las palabras que se pueden escribir considerando dicho
conjunto como alfabeto. Asi, dada una palabra sobre un conjunto no vacio,
basta considerar como multiconjunto asociado el formado por los elementos
que integran la palabra, donde la multiplicidad de cada uno de ellos sera el
numero de apariciones que tenga en la palabra. Reciprocamente, si tenemos
un multiconjunto, para formar une palabra asociada, basta tomar todos los
elementos del multiconjunto y formar una cadena con ellos. Es obvio que esta
relacién no es biyectiva ya que un mismo multiconjunto puede generar muchas
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palabras haciendo variar el orden en que se toman los simbolos al escribirla
(por ejemplo, el multiconjunto {{a,a,b}} tiene como palabras asociadas a?b,
ba? y aba).

Estructuras de membranas Para introducir las estructuras de membranas,
vamos a considerar, en primer lugar, el lenguaje M .S sobre el alfabeto {[,]}. Por
definicién, M S es el menor lenguaje sobre {[,]} que verifica simultdneamente
las condiciones siguientes:

1. []e MS.
2. Sipy,...,pun € MS, entonces [py ... pu,] € MS.

Intuitivamente se quiere describir las estructuras de membranas a través de
pares de corchetes coincidentes, imponiendo que dentro de las membranas, el
orden de aparicién no sea relevante. Para ello, se define una relacién, ~, sobre
los elementos del lenguaje M S de forma que estén relacionadas todas aquellas
cadenas que reflejen la misma estructura (salvo el orden):

T~Y ST = i fop3fia N Y = pifizpiapia N pafia, pi2, p3 € MS

Si notamos por ~* la clausura transitiva y reflexiva de la relacién anterior,
entonces se tiene que la relacién obtenida es de equivalencia. Notaremos por
MS el conjunto de clases de equivalencia de M S con respecto a dicha relacion,
~*, y a sus elementos se les llama estructuras de membranas. Dentro de una
estructura de membranas, a cada par de corchetes coincidentes se le denomina
membrana. El nimero de membranas de una estructura de membranas, u, se
denomina grado de la estructura, y se notara por deg(u). A la estructura mds
externa se le llama piel (skin), y aquellas membranas que no contienen otras
membranas en su interior se denominan elementales.

Se puede representar graficamente las estructuras de membranas como un
conjunto de curvas simples cerradas (a modo de diagrama de Venn) mante-
niendo la jerarquia impuesta por la cadena que la representa en MS (figura
2.1).

A partir de esta representacion se puede considerar el concepto intuitivo
de region delimitada por una membrana u, como el espacio comprendido entre
dicha membrana y las inmediatamente interiores. Es evidente que existe una
biyecciéon natural entre las membranas de una estructura y las regiones que
delimitan, siendo habitual identificar unas con otras.



2.1. P sistemas de transicion: descripcion informal 21
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Figura 2.1: Representacién grafica de una estructura de membranas.

Una vez que se han introducido las estructuras de membranas, el siguiente
paso para poder modelizar la célula consiste en dotar de contenido a dichas
membranas; es decir, asociar a cada regién de una estructura de membranas
un multiconjunto de objetos de un determinado alfabeto prefijado. El resultado
obtenido por medio de esta asociacién es lo que se conoce como célula.

El multiconjunto asociado a una region (o membrana) de una célula se
denomina, contenido de la regiéon, y el nimero total de objetos de una regién
se denomina tamano de la region.

Si una membrana, m, estd situada dentro de otra membrana, m', de tal
manera que ambas contribuyen a delimitar la misma regién (cuyo contenido
son los objetos dentro de m' que estan situados fuera de m), entonces se dice
que los objetos de m’ son adyacentes a la membrana m. En este caso, también
diremos que las membranas m y m’ son adyacentes.

Evolucién de los P sistemas de transiciéon Hasta ahora se han introdu-
cido los elementos necesarios para poder definir sinticticamente los P sistemas
de transicién, pero todavia no se ha explicado céomo se les puede dotar de
procedimientos que permitan hacerlos evolucionar, transformando los objetos
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que contienen y, en su caso, propiciando la comunicacién entre las membranas.
La herramienta que permitird implementar estas acciones son los conjuntos de
reglas, asociados a las membranas.

Un P sistema de transicion de grado n, con n > 1, es una tupla

o= (Vﬂluamla'"amn7(R13p1)7"'7(Rnapn)77:0)

en donde:
e V es un alfabeto, cuyos elementos se denominan objetos.

e 4 es una estructura de membranas de grado n, con las membranas (re-
giones) etiquetadas biyectivamente con elementos de un conjunto de eti-
quetas A. Sera habitual usar como conjunto de etiquetas A = {1,...,n}.

e Para cada i tal que 1 < i < mn, m; es un multiconjunto finito sobre V. El
multiconjunto m; se considera asociado a la regién de p etiquetada por 4.

e Para cada i tal que 1 < i < n, R; es un conjunto de reglas de evolucion
sobre V. El conjunto R; se considera asociado a la regién de u etiquetada
por i. Para cada ¢ tal que 1 <14 < n, p; es un orden parcial estricto sobre
R;, que especifica la prioridad entre las reglas del conjunto R;.

Una regla de evolucion es un par ordenado (u,v) (habitualmente escrito
en la forma u — v), en donde u es un multiconjunto sobre V' y v = v’ o
v ='d, siendo v’ un multiconjunto sobre el alfabeto (V' x {here, out}) U
(Vx{inj: 1<j<n}),yd ¢V esun simbolo especial.

La longitud de u se denomina radio de la regla (u,v).

e El namero ig verifica que 1 < ig < n y representa la membrana de salida
del P sistema.

Cualquiera de los multiconjuntos asociados a las membranas pueden ser vacios,
asi como los conjuntos de reglas o las relaciones de prioridad.

A la tupla (g, m1,...,mn,(R1,01),--.,(Rn,pn)) se le denomina configu-
racion inicial del P sistema II. En general, una configuracién de II es una
tupla

(/'I’IJm;17'"Jm;k7(Ri17pl‘1)7"'7(R’ik7pik))

en donde
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e 1/ es una estructura de membranas que se obtiene de p eliminando las
membranas distintas de 41,. .., k-

!

e m; ,...,m; son multiconjuntos sobre V.

e El conjunto {i1,...,ir} estd contenido en {1,...,n}, y, ademés, debe
contener la etiqueta asociada a la membrana piel.

Sean C; y C dos configuraciones de un P sistema de transicién II, con
Cl = (/J’Iamgla' .. 7m;'k7 (Rilapi1)7 LR (Rik7pik))

Cy = (/‘Iam‘ljla-'-am;‘la(Rjupjl):'-'7(le7pjl))

Diremos que Cs se obtiene de C; en un paso de II (una transicion), y lo
notaremos C; =y Cy, si se puede pasar de C; a C5 usando las reglas de
evolucién que aparecen en R; ,..., R;, de la siguiente forma:

e Consideremos una regla u — v de un conjunto R;,. Se analiza la regién
de p' asociada a la membrana ;. Si los objetos mencionados por u, con
las multiplicidades especificadas por u, aparecen en m; ,
objetos pueden evolucionar de acuerdo con la regla v — v. La regla
puede ser aplicada si no hay ninguna otra regla de prioridad superior que
se pueda aplicar a la vez (es decir, se examinan las reglas a aplicar de
mayor a menor prioridad). Todos los objetos de u son agotados en el uso
de la regla u — v; es decir, el multiconjunto definido por u es eliminado
del multiconjunto mj, .

entonces estos

e El resultado de aplicar la regla u — v viene determinado por v:

— Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a, here), entonces
los objetos de a se afadiran al contenido de la region, i; (es habitual
que al especificar las reglas, los pares de la forma (a, here) se escriban
simplemente a, omitiendo here).

— Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a,out), entonces
los objetos de a saldrdn de la membrana 44, pasando a formar parte
de la membrana inmediatamente superior: si los elementos de a es-
tuvieran en la membrana més exterior (es decir, en la piel), entonces
simplemente abandonan la célula y pasan al entorno.
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— Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a,in,), entonces
los objetos de a seran anadidos al multiconjunto m;, en el caso en
que la membrana ¢ sea inmediatamente interior a la membrana i,
(es decir, si los objetos de a son adyacentes a la membrana ¢). En
caso contrario, la regla no sera aplicable.

— Si el simbolo § aparece en v, entonces la membrana i; es eliminada

(disuelta) al igual que el par (R;,,p;, ). Ademads, por la accién de
la disoluci6n, su contenido, mj;, , es afiadido (como multiconjunto)
a la region asociada a la membrana inmediatamente superior a ;.
No se permite la disolucién de la membrana piel; es decir, no sera

aplicable una regla del tipo u — vd que aparezca en la piel.

Todas las operaciones antes descritas se realizan en paralelo, para todas
las posibles reglas 4 — v aplicables (en forma no determinista), para todas
las ocurrencias de multiconjuntos u en la regién asociada a cada regla y para
todas las regiones simultaneamente. Conviene hacer notar que no aparecen
contradicciones a causa de la disolucién simultanea de varias membranas, ni a
la apariciéon de simbolos de la forma (a, out) y 4. Si al mismo tiempo tenemos
(a,inq) en el exterior de la membrana ¢ y d en el interior de dicha membrana,
el efecto es el mismo que (a, here).

Hay dos posibilidades a la hora de considerar la relacién de prioridad dada
sobre las reglas:

o Version Fuerte: Si la regla r; tiene mayor prioridad que la regla ro y
se puede aplicar r;, entonces, aunque sobraran elementos para que se
pudiera aplicar 72, no se hara. Una posible interpretacién de esta version
se encuentra en el consumo de energia: en cada paso de transicién tenemos
una cantidad fija de energia para poder aplicar las reglas, de tal manera
que las reglas de prioridad superior consumen la suficiente energia como
para que no quede energia para reglas de prioridad inferior.

o Version débil: Si la regla ry tiene mayor prioridad que la regla ry vy,
ademas, la regla 7o puede aplicarse (sin perjuicio para r;), entonces se
aplicara. La interpretacion de esta version radica en que la energia de la
que dispone el sistema, es ilimitada.

Nosotros consideraremos la version fuerte en los P sistemas de transicion.
Una computacion, C, de un P sistema de transicion II, es una sucesion (fi-
nita o infinita) de configuraciones C° = C' = ... = C", con r > 0, de tal
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manera que C° es la configuracién inicial de IT y para cada i > 0 se verifica
que C**1 se obtiene de C? por un paso de II. Diremos que una computacion,
C'=nC!=n...=nC" esde parada sirT € N y en la configuracion C” (deno-
minada final) no hay reglas que se puedan aplicar; es decir, si no existe ninguna
configuracién que se pueda obtener por transicién a partir de C". Diremos que
una computacién, C® =y C' =1 ... =1 C" es exitosa si es de parada y, ade-
maés, la membrana iy aparece en C" como membrana elemental; es decir, 49 no
debe contener otras membranas en su interior, en la configuraciéon C". En este
caso, a la configuracion C" se le denomina una configuracion exitosa de dicha
computacion.

Variantes de P sistemas Hemos descrito informalmente el modelo béasico
de P sistemas de transicién, que fue el primer modelo de computacién celular
con membranas desarrollado. Desde que G. Paun lo introdujo en 1998 se han
considerado gran cantidad de variantes, que pueden diferir del modelo béasico
de multiples maneras.

Una diferencia radical consistiria en usar otros tipos de reglas o estructuras
no jerarquizadas de membranas interconectadas entre si (grafos de membranas).

Otras posibilidades més suaves tienen que ver con la salida, e incluso con
la entrada, de los P sistemas: podemos pensar en modelos que tengan una
membrana de entrada, en la que se introduzcan objetos antes de iniciar las
computaciones.

Respecto a la salida, las diferencias se pueden encontrar bien en dénde se re-
coge la salida, ya sea en una membrana o en el entorno externo del sistema, bien
qué se considera como salida, lo que puede dar lugar a sistemas generadores,
reconocedores, de calculo, de decisién, y cualquier otro que se nos ocurra.

2.2 Preliminares para la formalizaciéon

En esta secciéon vamos a introducir todos los conceptos que son necesarios para
formalizar las dos variantes del modelo de Computaciéon Celular con Membra-
nas que van a ser objeto de estudio en este texto: los P sistemas con salida
externa y los P sistemas de decision. Concretamente, conceptos relativos a
multiconjuntos, grafos y arboles. Ademads, se formalizard en esta seccién el
concepto de estructura de membranas que es comun a las dos variantes.
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2.2.1 Multiconjuntos

Definicién 2.1 Un multiconjunto sobre un conjunto, A, es una aplicacién
m : A — N. EI soporte del multiconjunto m es el subconjunto de A:
supp(m) = {a € A : m(a) > 0}. Un multiconjunto se dice vacio (respec-
tivamente finito) si su soporte es vacio (respectivamente finito), y se denotara
por m = ().

Denotaremos por M(A) el conjunto de todos los multiconjuntos sobre A (no-
taremos simplemente M, cuando no haya confusion sobre el conjunto base).

Definicién 2.2 Dados my,ms € M(A) y n € N, definimos los siguientes
conceptos:

e Inclusién: my <my & Vj (j € A— mi(j) < ma())).

Inclusién estricta: my < ma < my < ma A my # ma.

e Unién: (my +m2)(j) = m1(j) + m=(j), para cada j € A.

Diferencia: (m; — ms)(j) = max{m(j) — ma(j),0}, para cada j € A.

Amplificacién: (n-m1)(j) = n-mi(j), para cada j € A.

El tamario de un multiconjunto finito, m, que se notara por |m|, se define como
|m| = 3 ,c4m(a). Esto es, el tamafio de un multiconjunto finito es la suma
de las multiplicidades de los elementos que aparecen en él (obsérvese que esta
suma es finita ya que sélo hay un nimero finito de términos no nulos).

2.2.2 Grafos y arboles

Un grafo es una construccién matematica que expresa relaciones binarias entre
los elementos de un cierto conjunto. Concretamente, un grafo es un par orde-
nado (V, E), en donde V es un conjunto finito cuyos elementos se denominan
vértices o nodos y EE C {{u,v} u€EVAvVEV AU v} (en cuyo caso el grafo
se dice que es no dirigido), o bien E C V x V (en cuyo caso el grafo se dice
dirigido), cuyos elementos se denominan aristas.

Sean G = (V, E) un grafo y u,v € V. Se dice que el vértice u es adyacente
al vértice v si se verifica que {u,v} € E (en el caso de un grafo no dirigido) o
bien (u,v) € E (en el caso de un grafo dirigido). Para englobar ambos casos,
notaremos genéricamente [u,v] € E.
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Un camino de longitud k desde un vértice u de G hasta un vértice v es
una sucesion finita xg,z1,. ..,z de vértices de G tal que u = zg,v = z y
[2j,2j+1] € E, para todo j = 0,...,k — 1. Obsérvese que la longitud de un
camino es el nimero de aristas que lo forman.

Si existe un camino desde un vértice u hasta un vértice v, diremos que v
es alcanzable desde u en G, y se denotarad por u ~g v. En este caso suele ser
habitual decir que u y v estan conectados en G.

Se dice que un grafo no dirigido es conezo si todo par de vértices distintos
estan conectados por algin camino en el grafo.

Un camino se dice simple si todos los vértices que lo forman, excepto posi-
blemente el primero y el ultimo, son diferentes entre si. Un ciclo es un camino
simple de longitud al menos 1 que comienza y acaba en el mismo vértice. Ob-
sérvese que en un grafo no dirigido, un ciclo debe tener al menos longitud 3.
Un grafo no dirigido sin ciclos se denomina aciclico.

Un drbol (libre) es un grafo no dirigido, conexo y aciclico. Un drbol enraiza-
do es un arbol con uno de sus vértices distinguido. A dicho vértice se le llama
raiz del arbol.

Sea T un &arbol enraizado de raiz r. Dado un vértice u, cualquier otro
vértice, v, que esté en el Gnico camino que une la raiz r con u se dice que es
un antecesor propio de u. Si v es un antecesor propio de u, también diremos
que u es un descendiente propio de v. A los vértices del arbol que no tengan
descendientes propios se les llama hojas del arbol enraizado.

Para cada vértice, u, del arbol que no sea la raiz, notaremos por ftr(u) (el
padre de u) el tnico antecesor propio de u adyacente a él. El padre de la raiz no
esta definido. Para cualquier vértice, u, del arbol, notaremos por chr(u) (los
hijos de u) el conjunto de descendientes propios de u tales que u es su padre.

Dado un arbol enraizado, T', con raiz r, podemos definir una relacién bina-
ria, E*(T'), sobre sus nodos, de forma natural, como sigue: (z,y) € E*(T) &
y € chr(x). Esta relacion establece, de alguna forma, un direccionamiento so-
bre las aristas del arbol enraizado. Ademas, es facil comprobar que determina
univocamente las aristas de 7T'.

2.2.3 Estructuras de membranas

A continuacion formalizamos el concepto de estructura de membranas, que es
el marco dentro del cual trabajan los modelos de computaciéon con membranas.
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Definicién 2.3 Una estructura de membranas es un arbol enraizado en el que
los nodos se denominan membranas, la raiz se denomina piel y las hojas se
denominan membranas elementales.

El grado de una estructura de membranas es el niimero de membranas que
contiene.

Los elementos de una estructura de membranas reciben una etiqueta para
individualizarlos. Para facilitar las notaciones y definiciones supondremos por
convenio que las membranas de una estructura de grado p estan etiquetadas con
los numeros de 1 a p. Ademaés, como estas etiquetas no cambiaran, podemos
identificar las membranas con sus etiquetas; esto es, las membranas de una
estructura de grado p serdn los nimeros de 1 a p.

La membrana piel de una estructura de membranas, cuya etiqueta denomi-
naremos genéricamente por skin, aisla a ésta de lo que se conoce como entorno
externo de la estructura. En las variantes de P sistemas que vamos a considerar
es en este entorno donde se recogerd la salida de las computaciones. Es por
ello que debemos asociarlo de alguna manera a la estructura de membranas.

Definicién 2.4 Sea p = (V(u), E(1)) una estructura de membranas. La es-
tructura de membranas con entorno externo asociada a u es el drbol enraizado
Ext(u) donde

o V(Ext(p)) = V(p) U {env}.
e E(Ext(n)) = E(u) U {{env, skin}}.
e La raiz del arbol es el nodo env.
EI nuevo nodo env se denomina entorno externo de la estructura p.

Obsérvese que lo Gnico que hacemos es incluir un nuevo nodo que representa
al entorno externo, y que por tanto sélo estd conectado con la piel, mientras
que la estructura de membranas original permanece inalterada.

2.3 P sistemas con salida externa

A continuacién presentamos una formalizaciéon del modelo basico de computa-
cién con membranas que vamos a considerar.
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En primer lugar, establecemos qué es una regla de evolucion, concepto que
sblo depende del alfabeto a partir del cual se construyen los objetos a manejar
por el sistema, y del conjunto de membranas con el que trabajaremos.

Definicién 2.5 Sean I' un alfabeto finito no vacio y p una estructura de mem-
branas. El conjunto de reglas de evolucién de transicién asociado a I' y u,
TER(T, u), es el conjunto de todas las posibles tuplas (u,v,d), donde

e u es un multiconjunto sobre I'.

e v es una aplicacion de dominio V (u) U {here, out}, cuyo rango esta con-
tenido en M(T).

e 6 €{0,1}.
En segundo lugar, describimos la sintaxis de los P sistemas de transicién

con salida externa.

Definicién 2.6 Un P sistema de transicion con salida externa de grado p es
una tupla
Im= (FuuruMh - '7Mp7 (R17p1)7 RS (Rp7pp))

donde
e T’ es un alfabeto finito no vacio cuyos elementos se llaman objetos.
e . es una estructura de membranas de grado p.

e M; es un multiconjunto sobre I' asociado a la membrana i, para cada
1=1,...,p.

e R; es un subconjunto finito de TER(T, ;) asociado a la membrana i y
p; es un orden parcial estricto sobre R;, para cadai=1,...,p.

A continuacién, detallamos la semantica de este modelo de computacién.

Para estudiar como evoluciona un P sistema con salida externa debemos
conocer en qué estado se encuentra dicho sistema en un momento determinado
(es decir, su configuracion), para luego analizar las posibles transiciones entre
estos estados.
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Definicién 2.7 Sea Il un P sistema de transicion con salida externa.
e Una configuracién de I es un par C = (Ext(p), M) tal que:

— V(u) C V(py) y la raiz de ambas estructuras de membranas es la
misma.

— M es una aplicacién de V(Ext(p)) en M(T'). Para cada nodo
nd € V(Ezt(u)) notaremos M,q = M (nd).

e La configuracién inicial de II es el par Co = (Ezt(p), M) donde:
— M= -

— M; =M, paracadai=1,...,p.

env — Q)
En lo que sigue, fijaremos
II= (Fnu’naMla .. aMpa (Rlap1)7 RS (Rpapp))

un P sistema de transicién con salida externa y C' = (Ezt(u), M) una configu-
racién de II.

Definicién 2.8 Diremos que la reglar = (u,,v,,0,) € TER(T, u es aplicable
a C en la membrana i, y lo notaremos r € Ap(C,1), si se cumple lo siguiente:

e La membrana existe en la configuracion: i € V(u).

La regla estd asociada a la membrana: r € R;.

La regla no intenta disolver el nodo raiz: i = skin — 6, = 0.

La membrana tiene los objetos necesarios para aplicar la regla: u, < M;.

Las membranas a las que la regla intenta enviar objetos existen en
la configuracién y son inmediatamente interiores a la membrana i:

Vi € V(pg)(vr(g) # 0 = j € V(i) Aj € chy(i)).

e No hay otras reglas aplicables a C' en la membrana i con mayor prioridad:
=3 (pi(r',r) A" € Ap(C,i)).
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Téngase presente que una regla aplicable a una cierta configuracién puede no
ser aplicada en un instante concreto, debido al no determinismo del P sistema
de transicién.

A continuacién se introduce el concepto de multiconjunto de reglas aplicable
a una configuracién, que va a representar una, colecciéon de reglas de evolucién
que se puede seleccionar para realizar un paso de transicion en el P sistema.
A fin de que éste sea correcto, es necesario que las reglas contenidas en el
multiconjunto, asi como su multiplicidad, cumplan ciertos requisitos.

Definicién 2.9 Diremos que amr € M(TER(T, uy) X V () es un multicon-
junto de reglas aplicable a C, y lo notamos amr € Map(C), si verifica:

e Contiene al menos una regla: amr # ().

e Las reglas contenidas en el multiconjunto son aplicables a C en la mem-
brana asociada:

¥(r,i) € amr(amr(r,i) #0 = r € Ap(C,i))

e Todas las reglas se pueden aplicar a la vez:

Vi € V(u)( Z amr(r,i) - up < Mi)
rER;

e Las reglas se aplican de forma maximal:

—Jamr' (amr < amr’ A amr' € Map(C))

La accién de un multiconjunto de reglas aplicable sobre una configuracién
da lugar a dos tipos de procesos claramente diferenciados: por una parte, los ob-
jetos contenidos en las membranas evolucionan y son desplazados entre ellas de
acuerdo con las reglas del multiconjunto; por otra parte, la ejecuciéon de reglas
que supongan la disolucién de membranas implica un cambio en la estructura
de membranas dentro de la cual estamos trabajando.

A continuacién mostramos cémo caracterizar, de una manera formal, la
nueva estructura de membranas obtenida por este segundo proceso.

Primero caracterizamos las membranas que deben disolverse por la acciéon
de un multiconjunto de reglas aplicable.



32 Capitulo 2. Variantes de P sistemas

Definicién 2.10 Sea amr € Map(C) un multiconjunto de reglas aplicable a
C. Se define el conjunto:

A(amr,C) = {i € V() : 3r € TER(T, p,,) (amr(r,i) > 0A 6, = 1)}

Hay que tener presente que en un paso del P sistema de transicién, debido
al paralelismo, se puede disolver mas de una membrana de la estructura. Por
tanto, serd conveniente determinar para cada membrana, i, que permanezca en
la préxima configuracién, cudl es el conjunto de membranas que se disuelven
afladiendo su contenido a i (tales membranas se llamaran donantes de 7).

Definicién 2.11 Sea amr € Map(C) un multiconjunto de reglas aplicable a
C. Para cada nodo i € V(u), se define el conjunto de donantes de ¢ para C
por la aplicacién de amr, como sigue:

0, sii € A(amr,C)
{i eV(p):j€ Alamr,C)A
Ni~syj ANYEEV (1) , siié¢ A(amr,C)
(i ~p b~y j— k€ Alamr,C)) }

Don(i,amr,C) =

Es decir, si un nodo ¢ no se disuelve, entonces el nodo j es donante de ¢ si j
se disuelve por la aplicaciéon de amr, asi como todo nodo que sea descendiente
propio de ¢ y antecesor propio de j.

Finalmente, calculamos la nueva estructura de membranas obtenida.

Definicién 2.12 Sea amr € Map(C) un multiconjunto de reglas aplicable a
C. Entonces la estructura de membranas que resulta de aplicar amr sobre C,
que notamos amr(u), es el drbol enraizado dado por:

o V(amr(u)) =V (u) \ A(amr,C).

o E*(amr(p)) = {(i,j) € V(amr(w))? : Jio,...,in € V(1) (i1,.--,in-1 €
Aamr,C) Nig =i Nin = FAVI(0 <1 <n =i = ft,(ig)))}-

e La raiz de amr(u) coincide con la raiz de p.

Es decir, amr(u) es el arbol enraizado obtenido de p eliminando los nodos
que se disuelven por la aplicacién del multiconjunto amr, y restaurando las
conexiones en la forma correcta. Si un nodo j es disuelto, entonces el nodo se
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Disolucion
247y9

11 12 213

Figura 2.2: Ejemplo de disolucién.

elimina, junto con todas las aristas adyacentes a él, y se afiade una arista entre
su primer antecesor no disuelto y los primeros descendientes de j no disueltos.

En la figura 2.2 se muestra un ejemplo del arbol de membranas resul-
tante tras haber disuelto un conjunto de nodos (en este caso, A(amr,C) =
{2,4,7,9}).

La evolucién y desplazamiento de los objetos por las membranas se calcula
en dos pasos: primero se aplican las reglas del multiconjunto de reglas, amr,
sin tener en cuenta las disoluciones y, seguidamente, se recolocan los objetos
de las membranas disueltas.

Definicién 2.18 La funcién amr(M) que a cada membrana de Ext(amr(u))
le asocia los objetos que contiene como resultado de aplicar amr sobre C, se
define como sigue:

e Dado i € V(p),

M} =M; — Z amr(ryi) - u, + Z amr(r,i) - v.(here)+
r€ER; rER;

+ Z amr(r, ft,(i)) Z Zamrrj - v (out)

TE€Rfy, (i) jEch, (i) TER;
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e Dado i € V(amr(p)),

(amr(M)); =M U U M;
j€Don(i,amr,C)

Mg, =Meny + Z amr(r, skin) - v, (out)

TERskin

A continuacion, formalizamos la ejecucion de un paso en un P sistema; es
decir, precisamos como se produce la transicion de una configuraciéon del P
sistema a otra configuracion tras ejecutar un paso.

Definicién 2.14 Se dice que una configuracién Co = (Ext(p2), Ms) de TI
deriva de una configuracion C; = (Ext(p1),M1) por una transicién en un
paso (o tras la ejecucién de un paso), y se nota por C; = Cs, si existe un
multiconjunto de reglas, amr, aplicable a C; tal que ps = amr(u1) y My =
amr(My).

Una vez que sabemos realizar transiciones de un paso, reiterandolas obte-
nemos las computaciones del P sistema.

Definicién 2.15 Una computaciéon, C, de II es una sucesién, posiblemente
infinita, de configuraciones C°,C*,...,C%,q > 0, tal que

e (O es la configuracién inicial de TI.
e C' = Ci! paratodoi < q.

e ¢ € N y no existe ningiin multiconjunto de reglas aplicable a C? (en cuyo
caso se dice que la computacién C es de parada de longitud q, y que C?
es la configuracién de parada de C) o bien ¢ = oo (en cuyo caso se dice
que la computacién C no es de parada).

Diremos que II es un P sistema determinista si existe una dnica computacion
de II. En caso contrario, diremos que es no determinista.

Notacién: Dada una computacién C de II, notaremos las configuraciones
que la forman por C? = (Exzt(pu?), M?), para cada g > 0.
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La idea de los P sistemas con salida externa es que no conocemos lo que
estd ocurriendo dentro de la estructura de membranas, sino que sélo recogemos
la informacién que expulsa al entorno externo. Ahora bien, esta informacién
sale del sistema en un determinado orden, lo que nos permite obtener cadenas,
en lugar de s6lo conjuntos numéricos.

Definicién 2.16 Sea C una computacién de parada de II de longitud q. La
salida de C se define como sigue:

Output(C) = {w € T* : Tws,...,wy € T* (w = wy ... weA
‘v’l(lglgq—mulel ))}

env

En el capitulo siguiente probaremos que toda maquina de Turing determi-
nista puede ser simulada por un P sistema de transicién con salida externa. Es
interesante observar que un dispositivo computacional determinista (méaquina
de Turing) con entrada puede ser simulado por otro dispositivo computacional
no determinista (P sistema) sin entrada; de tal manera que en la simulacién
el sistema sélo se utiliza el no determinismo durante la fase de generacion del
dato de entrada de la maquina.

2.4 P sistemas de decision

En esta seccién presentamos otra variante de P sistemas con salida externa:
los P sistemas de decisién. Estos seran dispositivos de decisién de multiconjun-
tos: dispondran de una membrana de entrada en la cual, al comienzo de cada
computacioén, se introducird un multiconjunto; la computacién pararé siempre,
bien aceptando el multiconjunto, bien rechazandolo.

Definicién 2.17 Un P sistema de decisién de grado p es una tupla
IT= (ZJF)I‘I’H’/L'H’M]-’ s aMpa (Rlapl)a RS (Rpapp))
donde

e ¥ es un alfabeto finito no vacio, llamado alfabeto de entrada.

e T es un alfabeto finito no vacio tal que . C T' y sus elementos se llaman
objetos.
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e 4. es una estructura de membranas de grado p.
e La membrana de entrada de Il es i, € V(uy).

e M; es un multiconjunto sobre I'\ ¥ asociada a la membrana i, para cada
1=1,...,p.

e R; es un subconjunto finito de TER(T, ;) asociado a la membrana i y
p; es un orden parcial estricto sobre R;, para cadai=1,...,p.

e Existen dos objetos distinguidos Yes, No € T'\ X.

Para formalizar la seméntica de este modelo tenemos que establecer primero
cudles son sus configuraciones.

Definicién 2.18 Sea IT un P sistema de decision.
e Una configuracién de II es un par C = (Ext(p), M) tal que:

— V(p) C V(py) y la raiz de ambas estructuras de membranas es la
misma.

— M es una aplicacién de V(Ext(u)) en M(T'). Para cada nodo
nd € V(Ezt(n)) notaremos M4 = M (nd).

e La configuracion inicial de IT para un multiconjunto m € M(X) es el par
Co = (Ext(n), M) donde:

— =y

- M; =M, +m.

— M; = M,;, para cada i # iy.
— Mepy = 0.

Puesto que las reglas de los P sistemas de decisiéon son reglas de evolucién de
transicién, los conceptos de regla aplicable a una configuracién en una membra-
na, multiconjunto de reglas aplicable a una configuracién y paso de transicién
de una configuracién a otra coinciden con los ya definidos para los P sistemas
de transicién con salida externa.

Ahora bien, puesto que ahora tenemos una configuracion inicial del P sis-
tema para cada multiconjunto sobre el alfabeto de entrada, las computaciones
de los P sistemas de decisién tendran asociada una entrada.
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Definicion 2.19 Sea II un P sistema de decision. Una computacion, C, de I1
con entrada m € M(X) es una sucesion, posiblemente infinita, de configuracio-
nes C°,C',...,C%,q >0, tal que

e (O es Ia configuracién inicial de II para el multiconjunto m.
e C'=_ Ci*! paratodoi < q.

e g € N y no existe ningiin multiconjunto de reglas aplicable a C? (en cuyo
caso se dice que la computacién C es de parada de longitud q, y que CY
es la configuracién de parada de C) o bien ¢ = oo (en cuyo caso se dice
que la computacién C no es de parada,).

Diremos que Il es un P sistema determinista si para cada multiconjunto
m € M(X) existe una tinica computacién de Il con entrada m. En caso con-
trario, diremos que es no determinista.

Notacion: Dada una computaciéon C de II, notaremos las configuraciones
que la forman por C? = (Ea:t(uq), Mq), para cada g > 0.

Pretendemos usar estos sistemas como dispositivos que nos permitan decidir
sobre M(X), lo que realizaremos por medio de los objetos especiales Yes y No.
Cuando uno de estos objetos sea expulsado al entorno externo, sabremos si
debemos aceptar o no el multiconjunto que se ha introducido en la membrana
de entrada. Es necesario entonces que todas las computaciones de un P sistema
de decisién paren y, ademads, que sélamente sea en sus configuraciones de parada
cuando el sistema expulse al entorno externo o bien el objeto Yes, o bien el
objeto No.

Definicion 2.20 Un P sistema de decisién determinista, II, se dice que es
valido cuando se verifica lo siguiente:

e Todas sus computaciones son de parada.

e Para cada computacién de TI sélo una regla de la forma u — v(ob, out),
donde ob = Yes u ob = No, se debe haber aplicado en la membrana piel
de py, y ademés sélo en el tltimo paso de la computacion.

En estas condiciones ya podemos definir el concepto de aceptacion o rechazo
de un multiconjunto por parte del sistema.
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Definicién 2.21 Sea II un P sistema de decisién determinista valido. Dire-
mos que una configuracion C = (Ext(u), M) de II es una configuracién de
aceptacion (respectivamente, configuracion de rechazo) si Yes € My, (respec-
tivamente, No € Mgy, ). Diremos que una computaciéon C es de aceptacion
(respectivamente, computacion de rechazo) de II si su configuracién de parada
es una configuracién de aceptacién (respectivamente, configuracién de rechazo).

Definicién 2.22 Diremos que un P sistema de decisién determinista vélido,
I1, acepta (respectivamente, rechaza) un multiconjunto m € M(X) si la compu-
tacioén de Il con entrada m es una computacion de aceptacion (respectivamente,
de rechazo).

En el capitulo seis estudiaremos cé6mo es posible caracterizar la conjetura
P £ NP a través de la irresolubilidad de problemas NP—completos en familias
de P sistemas de decisién deterministas y validos.



Capitulo 3

Simulaciéon de maquinas de
Turing por P sistemas: diseno

En este capitulo mostramos cémo es posible simular una méiquina de Turing
determinista mediante un P sistema de transicién con salida externa, de forma
tal que el lenguaje generado por el P sistema coincide con el lenguaje reconocido
por la maquina de Turing.

Primeramente fijamos qué variante de maquina de Turing determinista va-
mos a considerar. A continuacién, dada una maquina de Turing, presentamos
un P sistema que la simula, para terminar con una descripcién detallada del
funcionamiento de dicho P sistema.

Obsérvese que, como pretendemos simular un dispositivo reconocedor de
lenguajes mediante un dispositivo generador de lenguajes, el P sistema debe
generar no deterministicamente todas las posibles cadenas del lenguaje. No
obstante, una vez generada una de dichas cadenas, la simulacién del funciona-
miento de la maquina de Turing sobre ella es totalmente determinista.

3.1 MaAquinas de Turing

Una méaquina de Turing determinista es una tupla
T™M = (QJ qo,4dN, 4y, F: E7 B7 >, 6)
donde

39
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e QNI =40.
e Q={agn,qv,40;---,4qn} €s un conjunto finito de estados.

e go € () es el estado inicial; qn,qy € @ son los estados finales: el primero
es el estado de rechazo, el ultimo es el estado de aceptacion.

I'={B,>,a1,...,an} es el alfabeto de trabajo.

Y = {a1,...,ap}, con p < m, es el alfabeto de entrada. Obsérvese que
Y CT.

B € T'\ X es el simbolo blanco; > € T'\ ¥ es el simbolo mds a la izquierda.
Denotamos ap = B y ag = b.

e 5:(Q\{an,qv}) xT = Q x T x {-1,0,1} es la funcion de transicion.

T M tiene una séla cinta divida en celdas, infinita hacia la derecha, pero
con una primera celda. Cada celda contendré o el simbolo blanco, indicando
que la celda estd vacia, u otro simbolo del alfabeto de trabajo. El simbolo >
jugara un papel especial en el sentido de que siempre marcara la celda més a
la izquierda y no aparecer4 en ningtn otro lugar.

Los simbolos en la cinta se leen y escriben a través de una cabeza, que en
cada momento analiza una y sélo una de las celdas. La cabeza se puede mover
a lo largo de la cinta a la izquierda y a la derecha, o permanecer quieta.

La siguiente accién de la maquina estd totalmente determinada, a través
de la funcién de transicion, §, por su estado actual y por el simbolo leido
por la cabeza. Denotemos, para ¢; € Q \ {gn,qv} v a; € T, 6(¢i,a;) =
(9Q(i,j)> @aG,j), D(i, 7). Entonces, la funcién de transicién debe satisfacer las
siguientes condiciones:

(A(i,0) = 0A D(i,0) = 1) A (A(i, §) # 0,V] # 0)

Esto es, el simbolo > siempre dirige la cabeza hacia la derecha, y nunca es
borrada de la celda mas a la izquierda ni escrita en una celda distinta de ésa.
La funcién de transicion, 6, es el «programay de la maquina de Turing.

Una descripcion instantdnea de una méquina de Turing es una cadena uqu,
donde u € T*, g € Q y v € T*(T'\ {B}) U {B}. De esta forma identificamos
el contenido de la cinta, el estado y la posicion de la cabeza: analiza el primer
simbolo de v.
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Decimos que ugv es una descripcion instantanea de parada si ¢ = gy (des-
cripcion instantanea de aceptacion) o ¢ = g (descripcion instantanea de re-
chazo). Dada x € ¥£*, la descripcion instantanea inicial sobre x, denotada por
I, es gy .

Podemos definir, sobre el conjunto de las descripciones instantdneas de T M,
la relacién 7y como sigue:

uwagbv Frar upacy < 6(q,b) = (p,¢,—1) wuagb Fra upac & §(q,b) = (p, ¢, —1)
uaqbv Frar wapeb < 6(q,b) = (p,¢,0)  wagb Frar vape < 6(q,b) = (p,¢,0)
uaqbv Frar uacpy < 6(q,b) = (p,¢,1)  uagb Fray vacpB < §(q,b) = (p, ¢, 1)

donde p,q € Q y a,b,ceT.

Sea k7., la clausura reflexiva y transitiva de Fras.

Dado z € ¥*, decimos que T'M para sobre z, denotado por TM | z, si
existe una descripcién instantdnea de parada, IS, tal que I, bk, II (If es
entonces tnica). El lenguaje reconocido por TM se define por

L(TM)={z € S*:TM | A I es una descripcién instantanea

de aceptacion}

3.2 Simulaciéon mediante P sistemas

Sea T'M una maquina de Turing. Podemos asociar a esta maquina un P siste-
ma, Ilr,s, de forma que el lenguaje generado por éste coincida con el lenguaje
reconocido por aquélla.

Para generar este lenguaje, el P sistema Iy, realizara, sobre todas las po-
sibles cadenas de entrada para T'M, que se generaran de una forma no determi-
nista, una simulacién completa del funcionamiento de la maquina de Turing, y
devolvera como salida s6lo aquellas cadenas aceptadas por T'M. Asi, las reglas
de s se elegiran cuidadosamente de forma tal que su operacién transcurrira
a través de ciertas fases principales:

I. Calcular, no deterministicamente, la cadena de entrada.
1. Leer el elemento en la celda analizada por la cabeza.

2. Calcular el nuevo elemento a escribir en la celda, mover la cabeza y cam-
biar de estado.
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3. Borrar el viejo elemento y escribir el nuevo.

4. Comprobar si se ha alcanzado un estado final: si no, repetir desde la fase
1; si g es el estado final alcanzado, entonces entrar en un bucle infinito;
si qy es el estado final alcanzado, entonces finalizar con la fase O.

O. En caso de que T'M acepte a la cadena de entrada, devolver dicha cadena
como salida.

Estas fases se llevardn a cabo en varios pasos pequenos, cada uno de ellos
controlado por un grupo de reglas. Para evitar que reglas de distintos pasos
se apliquen juntas, usaremos objetos de tipo s~ como objetos prohibidores y
objetos de tipo st como objetos permitidores; si s; esta presente en el P
sistema, entonces las reglas para el paso j no se pueden ejecutar; si, en
cambio, sj es el objeto presente, entonces las reglas para el paso j deben
ser ejecutadas (si es posible). Por supuesto, en cualquier momento, para cada
paso sélo el correspondiente objeto prohibidor o permitidor estard presente.
También habra siempre sélamente un simbolo permitidor al mismo tiempo.

Para indicar que queremos realizar un paso, usaremos objetos de tipo s
como objetos promotores. Cuando s; aparezca en el P sistema, transformaré
su correspondiente objeto prohibidor s; en el permitidor sj, dando lugar asi
a que las reglas para el paso j se apliquen. Entonces el objeto permitidor
se transformard a si mismo de nuevo en el objeto prohibidor, y en un objeto
promotor adecuado.

Supongamos que tenemos Qrvm = {gn,qv,490,---,qn}, Lo = {B,»>,
at, .- am}, Erm = {a1,...,ap}, con p <m, y orm(gi, aj) = (9Q(i,5)> AAG.5)
D(i, 7)) como conjunto de estados, alfabeto de trabajo, alfabeto de entrada y
funcién de transicién para T M, respectivamente. Recuérdese que denotamos
ag = B and a¢ = .

Construimos el P sistema con salida externa Iry = (T, py, M, (R, p))
asociado a T'M, donde

T'= {gn,qv,h, I s,87,5F,51,55,89,55}U{gi: 0<i<n}u
{ai,d; : 1 <i <ppU{b;,bi,b,¢;:0<i<m}U
{sai,s;,s;"i :1<i<p}uU{s;,s;,sf :1<i<8}

P =[]t
M={{qo,h,h,bo,s;,...,s;p,sl_,sl_,...,sg_,sa,s}}
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R=RrURiUR;UR3UR4URop

y
R; = R[,l U RI’Q, con

§ = Sq; (1<i<p)

S — 81
Rr1 = 2
_ T _ _ h — h%a;b;
SaiSq, = Sq, > Sq, = Sg, >4 B (1<i<p)
Sa. —> 5,8
_ n _ _ h— A
Rro= sis; =87 >s; =+ s; >
I + —
s = sy s
R, = R1,1 U R1,2 U R1’3, con
h — hh'
Rig= s = Si‘_ >s8; -8 >4 b~ bzb; (0<i<m)
57 — 57 89

h'sssy — 83 > 82— 83 > 85 — 55 >
b; > A (0<i<m)

R172 = 12 11 1 ’
>y = b (0<i<m) > < b — by (0<i<m)
s;' — 85 83
)
_ n _ _ by = A (0<i<m)
Ri3= 8385 =835 >83 2853 >9 | _
83 — S3 54

R2 = Rz’l U Rz,z, con

h — hh'

Ry, = 34s4_—>sjf>s4_—>s4_> N _
34 —)54 85
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Reglas para la funciéon
Ryp = 8585 — s3> s5; — s5 > ¢ de transicion
s; — 85 S6
Las reglas para la funcién de transicién, d7as, son las siguientes:

Caso 1: Estado ¢, elemento a; # B

M ovimiento Reglas
o @bsh = qg(rs)Vsca(rs), si A(r,s) #B
izquierda qrblh — qQ(M)b'S, si A(r,s) =B
igual qT‘b;g — qQ(r,s)b;scA(r,s)a S% A(T’, S) # B
arb, = qo(r,5) b si A(r,s) =B
derecha QT'b;s — QQ(r,s)b:scA(r,s)ha S? A(’I‘, 8) ;é B
C.IT‘bg — QQ(r,s)bsha S1 A(’I‘, 8) =B
Caso 2: Estado g, sin elemento
M ovimiento Reglas
izquierda qrh — 4Q(r,s)CA(r,s)» S% A(Ta S) # B
grh — 4Q(r,s)> sl A(Ta S) =B
'L'gual qr — qQ(T,S)CA(’I‘,S)7 S% A(Ta 5) 75 B
qr = 4Q(r,s)> si A(r,s) =B
derecha qr — qQ(r,s)cA(r,s) h’: S? A(T‘, 8) 7& B
@ = 9Q(r,5)h, si A(r,s) =B

Para evitar conflictos, cada regla del caso 1 tiene una prioridad mayor

que cada regla del caso 2.
R3 = R31 UR3, con

b, — b’f (0<i<m)

R31 = h'sesqg — sg > 86— S7 > 85 —> 85 > ¢ — cf (0<i<m)
+ -
s8¢ — Sg S6
bib, = X (0<i<m)
R3s =  s78; — 8-7"_ >8; =87 > ¢ b (0<i<m)

+ —
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Ry = R4,1 U R4’2, con

gy = qvs9, 4N —gN
Ryi = 8885 — s§ > 85 — 83 > 1% ¢ = gis1 (0<i<n)
+ —
sg — Sg

Saqy---84,5151 ---S3 S0 = A
- _ _ Yy — A
Rip= s95g > A>55 =89 > 1
h— A
bi =& A (0<i<m)
Ro =Ro,
a; = (az,out) (1<i<p)
Ro, = 8o = 8o >a; > d; (1<i<p) > ‘ v

di = a; (1<i<p)

Para simular el funcionamiento de la maquina de Turing, es obvio que tenemos
que fijar una representacion para varios de sus elementos: cudl es el estado
actual de la maquina de Turing, cudles son los elementos en las celdas de la
cinta, y qué celda est4 siendo analizada por la cabeza.

Para representar los estados usaremos los objetos gn, gy, qo, - - - » @n-

A lo largo de la simulacidén, los objetos by, ..., b, representaran, en base
2, qué celdas contienen los simbolos ag, . .., an,, respectivamente (nétese que,
en cualquier momento, el nimero de celdas no vacias es finito); al generar la
cadena de entrada, mantendremos una copia suya usando los objetos a1, ..., ap,
de forma que podamos devolverla en el caso de que sea aceptada; estos objetos
no evolucionarén a lo largo de la simulacién del funcionamiento de la maquina
de Turing; los objetos by, ..., bl ,, b5, ...,bll se usaran como copias de trabajo
de los objetos anteriores; los objetos prima también serviran para guardar los
simbolos leidos de las celdas, y los objetos cg, ..., ¢, servirdn para indicar los
nuevos simbolos a escribir en ellas. Finalmente, los objetos di, . .., d, se usaran
como copias de trabajo cuando se devuelva la salida de una computacién exitosa
de HTM-

La celda analizada por la cabeza, numerada a partir de cero, se representaré
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por el objeto h, en base uno. No obstante, para reducir el namero de célculos
a realizar cuando se genera la cadena de entrada, usaremos h para representar
en base 2, sélo en la primera fase, la celda de la cinta a escribir. El objeto A’
se usard, cuando se necesite, como copia de trabajo del objeto h; se utilizara
como contador.

Entre los objetos promotores, hay varios que merece la pena destacar: s
sirve como mecanismo de eleccién; determina, en la fase de generaciéon de la
cadena de entrada, qué elemento del alfabeto de entrada escribir; por otro lado,
si sy esta presente, entonces esa fase debe finalizar; s; comienza la simulacién
de un paso del funcionamiento de la maquina de Turing, mientras que sg la
termina; finalmente, la presencia de sg marca el comienzo de la fase de salida.

3.3 Descripcién de la simulaciéon

Veamos con mayor detalle, de una manera informal, cémo trabaja este P sis-
tema.

Debido a la presencia del objeto s en la configuracion inicial del P sistema,
la primera fase en la simulacién en II7p; de una computacién de TM comienza
con la ejecucién de una regla del tipo s — s,;, para algin aj, (o la regla
s = s1), ¥, simultdneamente, con la ejecucion de reglas del tipo s; = 8; que
no alteran el contenido de la membrana, piel.

Cada vez que el objeto s aparece en Il1,y, se activa el mecanismo de eleccion,
produciendo la seleccién de algunos objetos que codifican simbolos del dato de
entrada para la maquina de Turing, junto con la celda que ocupan en la cinta
de TM.

La presencia del objeto sy en el P sistema vendra dado por la aplicaciéon
de la regla s — s;. Este objeto causara la eliminacién de cualquier objeto
h presente en la membrana (que a partir de ahora codificard, en base 1, la
posicion de la cabeza lectora de la méquina de Turing), indicando asi que la
cabeza esta en la celda ntimero cero, y permitira la insercién del objeto s; en
el P sistema.

En ese momento, la primera fase, que es la tUnica no determinista, del fun-
cionamiento del P sistema, encargada de la generacion de la cadena de entrada
de la maquina de Turing, terminara, comenzando entonces la simulacién de la
computacion de T'M sobre ese dato de entrada.
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Fase I: Generacion del dato de entrada Esta fase se lleva a cabo mediante las
reglas del conjunto R;.

Notese que empezamos con dos copias de h, es decir, la primera celda a
considerar para introducir el primer simbolo de la cadena de entrada es la
celda namero uno. Esto es porque la celda nimero cero estd reservada para el
simbolo >, que se codifica mediante el objeto by, el cual aparece en el P sistema
desde el comienzo de la simulacién.

A causa de las reglas de prohibicién, ningtin elemento se puede escribir y la
fase I no puede concluirse. No obstante, el objeto s se transforma a si mismo,
no deterministicamente, o en un objeto promotor de tipo s,;, para algin j,
1 < j < p, o en el objeto promotor s;. Por tanto, el correspondiente objeto
prohibidor cambiara en el permitidor, haciendo asi posible «escribir el simbolo
a;» o finalizar la fase de generacién de la cadena.

En el primer caso copiamos tantos a; (para mantenerlos hasta la fase O)
y b; (para trabajar con ellos en las fases siguientes) como h estén presentes.
También doblamos el nimero de objetos h para considerar la siguiente celda
en la cinta (recuérdese que en esta fase representamos las celdas en base 2).
Finalmente, el objeto permitidor sjj se transforma a si mismo en el prohibidor,
84, Y aparece un nuevo simbolo s, para elegir de nuevo la siguiente accion.

En el segundo caso, todos los objetos h se borran, comenzando la simulacién
de un paso de la miquina de Turing con la cabeza lectora empezando a partir
de la celda nimero cero. Ademas, s} se transforma a si mismo en sy y si,
para inducir la ejecucion de la fase 1.

La presencia del objeto s; en el P sistema ocasiona el comienzo de la simu-
lacién de un paso de la computacién de la maquina de Turing sobre el dato de
entrada, codificado apropiadamente en Il7,s, y, ademés, preservado por deter-
minados objetos de tipo a1, . .., a,. De esta forma, se empieza la fase encargada
de leer el elemento que la cabeza de la maquina de Turing esta analizando en
ese momento. KEsta fase acabard cuando el objeto sy aparezca dentro de la
membrana.

Fase 1: Leyendo el elemento Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del
conjunto R;.

Para decodificar el elemento leido por la cabeza a partir de los objetos
dentro del P sistema, nos basamos en la siguiente propiedad:
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El ntmero z tiene un 1 como

y-ésimo digito en su representa- <= quotient(x,2Y) =1 (mod 2)

cion en base 2
Recuérdese que la celda que estd siendo analizada por la cabeza se representa
mediante el namero de objetos h y las celdas no vacias con elementos ag a a, se
representan, en base 2, mediante el namero de objetos bg a b, respectivamente.
Supongamos que esos nimeros son ¥y, para la celda analizada, y g, - - . , Tm , para
las celdas no vacias. Entonces o s6lo uno, si la celda nimero y es no vacia, o
ninguno, si la celda nimero y estd vacia, de estos ultimos tiene un 1 como
y-ésimo digito en base 2.

Asi, calculamos el cociente de g a x,, cuando se dividen por 2¥ y tomamos
moédulo 2. De esta forma tendremos el elemento en la celda ntimero y si alguno
de los resultados es 1 (y sélo puede ser como mucho uno de ellos) o una celda
ntmero y vacia (y, por tanto, ningtin elemento) si no. Esto se realiza en tres
pasos.

Primero, mediante las reglas de R, obtenemos copias de trabajo, h’,
by, - - -, bl,, de los objetos h, by, ...,bn,, para hacer los calculos sin cambiar el
estatus de la (representacion de la) maquina de Turing.

Las reglas de R;» son las encargadas de la divisién por 2¥. Esto se hace
dividiendo por 2 cuantas veces sea necesario, deshaciéndonos de los restos ob-
tenidos cada vez. Tenemos que dividir tantas veces como indique el nimero de
objetos h'. Por tanto, para transformar el objeto prohibidor en el permitidor,
de forma que podamos realizar la divisién, no s6lo necesitamos que el objeto
promotor ss esté presente, sino también al menos algtn h'. Si este no es el
caso, entonces hemos terminado con el segundo paso y podemos continuar con
el tercer paso. Asi, sy se transforma a si mismo en el objeto promotor para el
siguiente paso, S3.

En otro caso, llevamos a cabo la divisiéon cambiando primero pares de b;- por
un sélo b. Entonces eliminamos los b; que quedan (los restos) y recuperamos
b a partir de b}. Finalmente, 53 se cambia en s, y en s2, indicando de esta
forma que queremos realizar otra division, si es posible (si quedan h').

El dltimo paso es relativamente simple. Las reglas de R; 3 s6lo tienen que
tomar médulo dos, y esto se hace eliminando tantos pares de b;- como sea,
posible. Al final, si la celda namero y contiene el simbolo ag, ar # B, entonces
obtenemos un tnico b, en el P sistema, y ningln b} para todo j # k. En otro
caso, si la celda y esté vacia, entonces no obtenemos ningin b;, para cualquier
j=0,...,m.
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La presencia del objeto s4 da lugar al comienzo de la siguiente fase, que
consite en calcular el nuevo elemento que se va a escribir, mover la cabeza y
cambiar el estado, de acuerdo con la funcion de transicién, drps. Esta fase
finalizara cuando el objeto s¢ aparezca dentro de la membrana.

Fase 2: Calculando el nuevo elemento, moviendo la cabeza y cambiando el
estado Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R, y traduce
la funcién de transicién de la méquina de Turing,.

Primeramente, preservamos qué celda estaba analizando la cabeza antes de
aplicar la funcién de transicion, de forma que la siguiente fase pueda realizarse
correctamente. Esto se lleva a cabo mediante las reglas de R, ; simplemente
haciendo una copia de los objetos h usando los objetos h'.

Entonces usamos las reglas de R»2, que se dividen en dos clases, depen-
diendo de si la celda nimero y estd o no vacia. Las reglas para el tltimo caso
tienen mayor prioridad que las reglas para el primero, por lo que no hay ambi-
gliedad; esto es, se aplicara una dnica regla asociada a la funcién de transicién
en cualquier caso.

Supongamos que el estado de la maquina de Turing es g, y el elemento
en la celda numero y es as;. Por lo tanto tenemos un objeto ¢, y un objeto
b, en el P sistema. Entonces existe una séla regla que implica a estos dos
objetos, la cual transforma g, en qgr,s) (el nuevo estado), introduce un nuevo
objeto ca(rs) (el nuevo elemento) o ninguno, si la celda tiene que borrarse,
pero conservando el antiguo b}, y, finalmente: si la cabeza tiene que moverse a
la izquierda, entonces borra un h; si tiene que moverse a la derecha, afiade un
h; si tiene que permanecer quieta, no hace nada.

Supongamos que el estado de la maquina de Turing es ¢, y la celda nimero
y estd vacia. Por lo tanto tenemos un objeto ¢, pero ningin objeto b, en
el P sistema. Entonces existe una unica regla que implica el primer objeto
pero ninguno de los tltimos, la cual transforma ¢, en qg,,s) (el nuevo estado),
introduce un nuevo objeto cy(,,) (el nuevo elemento) o ninguno, si la celda
tiene que estar atn vacia, y, finalmente: si la cabeza tiene que moverse a la
izquierda, entonces borra un h; si tiene que moverse a la derecha, afiade un h;
y si tiene que permanecer quieta, no hace nada.

La presencia del objeto sg comienza la fase encargada de borrar el elemento
leido por la cabeza y de escribir en su lugar el nuevo elemento calculado por
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medio de las reglas asociadas a la funcién de transicién. Esta fase terminara
cuando el objeto sg aparezca dentro de la membrana.

Fase 3: Borrando el viejo elemento, escribiendo el nuevo FEsta fase se lleva a
cabo mediante las reglas del conjunto Rs.

En esta situacion, el P sistema tiene estas clases de objetos: objetos A/
que representan la celda que la cabeza analizd; objetos h que representan la
celda que la cabeza va a analizar, posiblemente diferente de la anterior; un
objeto b}, o ningin objeto de este tipo, que representa el elemento leido por la
cabeza o blanco, respectivamente; un objeto ¢;, o ningin objeto de este tipo,
que representa el nuevo elemento a escribir en la celda antigua.

Como la representacion de las celdas no vacias es en base 2, tenemos que
hacer 2Y copias de los dos ultimos objetos, b, y ¢;. Notese que no conocemos
en principio qué objetos son, pero podemos sacar provecho del hecho de que
existe como mucho sélo uno de cada tipo. Por tanto, podemos poner una regla
para cada b;- teniendo la seguridad de que sélo una de ellas, la que queremos,
se ejecutara. Lo mismo se aplica a los objetos c¢y.

El mecanismo para calcular las potencias es el mismo que el usado para
calcular las divisiones sucesivas en la fase 1, y se realiza mediante las reglas
de R3;. Tenemos que doblar el nimero de b;- y ¢ tantas veces como indique
el namero de objetos A'. En consecuencia, para que el objeto prohibidor sg
pueda cambiar en el correspondiente permitidor es necesario no sélo que el
objeto promotor sg esté presente, sino también al menos un h'. Si este no es
el caso, entonces hemos terminado con este paso y sg se transforma a si mismo
en s7, para continuar con el siguiente paso. En otro caso, sustituimos cada b;
y cada ¢ por dos copias suyas y cambiamos sgf por sg y 8¢ para indicar que
tiene que hacerse otra multiplicacién, si es posible.

Finalmente, las reglas de R3 2 se usan para borrar el viejo simbolo de la
celda nimero y y escribir en ella el nuevo. Esto se hace cancelando cada copia
de b;- con un b; y transformando cada copia de ¢ en by.

La siguiente fase se ocupa del problema de comprobar si se ha alcanzado
un estado final, realizando una de las siguientes acciones:

(a) Sino se ha alcanzado un estado final, entonces comienza de nuevo a partir
de la fase 1, para simular otro paso de la computaciéon de la maquina de
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Turing. Esto se hace introduciendo el objeto promotor s; dentro de la
membrana.

(b) Si se ha alcanzado el estado gn, entonces entra en un bucle infinito.

(c) Si se ha alcanzado el estado gy, entonces inserta el objeto promotor sg
para continuar con la fase O final.

Esta fase se inicia con la presencia del objeto promotor sg y se termina con
la ejecucion de la regla correspondiente al caso, de los tres anteriores, que ha
tenido lugar y de la regla sg — sg.

Fase 4: Comprobando si el estado es final FEsta fase se lleva a cabo mediante
las reglas del conjunto Ry. Esta esla tultima fase de la simulacion de la maquina
de Turing. Detecta si se ha alcanzado o no un estado final. En el primer
caso devuelve la cadena de entrada como salida externa si fue el estado de
aceptacién, o entra en un bucle infinito si fue el estado de rechazo. En el
dltimo caso, continuamos la simulacién a partir de la fase 1.

Las reglas de 4,1 se usan para distinguir entre todas las posibilidades: si gy
esté presente, lo que significa que hemos alcanzado el estado final de aceptacion,
entonces continuamos con la siguiente fase, en lugar de con la fase 1; si gy
estéd presente, lo que significa que hemos alcanzado el estado final de rechazo,
entonces no introducimos ningan objeto promotor. El efecto de esto es que la
simulacién de la maquina de Turing se detiene, pero el funcionamiento del P
sistema no. Esto es asi porque todas las reglas de prohibicién, y ninguna otra,
se pueden aplicar y son aplicadas. Asi, no hay salida del P sistema en este caso;
si cualquiera de qo, ..., g, esti presente, entonces la simulacién de la maquina
de Turing no ha concluido. Por tanto, introducimos el objeto promotor s; para
comenzar de nuevo a partir de la fase 1. En todos los casos el objeto permitidor
s3 se transforma a si mismo en el objeto prohibidor sg .

Las reglas de R4 solo se aplican cuando se ha alcanzado el estado final
de aceptacién. Su tnica utilidad es eliminar todos los objetos del P sistema
excepto aquellos que codifican la cadena de entrada. Esto se hace para que
ninguna regla, excepto las que devuelven la salida, se pueda aplicar y el P
sistema pare. A causa del funcionamiento de estas reglas, no es necesario un
objeto permitidor s;r, sino que el promotor y el prohibidor se cancelan uno con
el otro.
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La presencia del objeto sg en el P sistema significa que se ha alcanzado el
estado de aceptacién en la computacion de TM que se esta simulando. Ello
comenzara la fase final en la que el dato de entrada para la maquina de Turing
se devolvera como cadena de salida para la computacién de Il considerada.

Fase O: Produciendo el dato de salida Esta fase se lleva a cabo mediante las
reglas del conjunto Rp, las cuales se usan para decodificar la cadena de entrada
y expulsarla, en orden, de la membrana piel.

Como la cadena estd codificada en base 2, sélamente tenemos que dividir
por 2, repetidamente, el nimero de simbolos a; presentes. Cada vez, excepto
la primera (porque no expulsamos el simbolo >, que siempre ocupa la celda
nimero cero), uno y s6lo uno de estos nimeros es impar, lo que indica la
siguiente letra de la cadena de entrada a expulsar. Terminamos cuando no
queden maés objetos.

Noétese que no necesitamos ningin objeto promotor ni permitidor para esta
fase, porque si la alcanzamos todos los objetos excepto los a; habran desapa-
recido.

Primero aplicamos las reglas que sustituyen todos los posibles pares de a;
con un solo d;, dividiendo asf por dos el nimero de objetos presentes. Entonces
s6lo un ay permanece (excepto la primera vez), para algtn k, el cual se expulsa
fuera de la membrana. Los d; se transforman en los correspondientes a; para
repetir la misma operacién una y otra vez hasta que no quede ningin objeto
en la membrana piel.



Capitulo 4

Simulaciéon de maquinas de
Turing por P sistemas:
verificacion

En el capitulo anterior, dada una maquina de Turing determinista arbitraria
(con una cinta) se ha disefiado un P sistema con salida externa que simula dicha
maquina. Es importante resaltar que basta un P sistema con salida externa
(y, por tanto, un P sistema sin entrada) para simular une maquina de Turing
determinista. Méas ain, dicho P sistema actia en dos fases bien diferenciadas:
en la primera fase, el P sistema genera de manera no determinista un dato de
entrada arbitrario de la maquina de Turing; en la segunda fase, el P sistema
trabaja de manera determinista y simula todos y cada uno de los pasos que
realiza la maquina de Turing sobre el dato de entrada generado por el P sistema
en la fase no determinista. Para ello se ha descrito de manera exhaustiva
el P sistema asociado a cada maquina de Turing determinista, asi como el
comportamiento del mismo que justifica informalmente la simulacién.

El objetivo de este capitulo es demostrar que el P sistema con salida externa,
II7s, asociado a cada maquina de Turing determinista, 7'M, simula realmente
el funcionamiento de dicha maquina. Es decir, hemos de probar que para cada
w € X%, se verifica que el dato w es aceptado por T'M si y solo si existe una
computaciéon de Iy, cuya salida en el entorno codifica la cadena w.

53
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Para ello, hemos de demostrar en primer lugar que dada una maquina de
Turing cada dato de entrada de la maquina (y solo esos) es generado por el P
sistema en la fase no determinista. Una vez seleccionado un dato de entrada de
la méquina por el P sistema, se ha de probar que cada paso de transicién de la
computacién de la maquina de Turing con dicho dato de entrada es simulado
de manera determinista por el P sistema, usando las codificaciones adecuadas.
Seguidamente se demuestra la simulacién por el P sistema del chequeo de cada
configuracion de la maquina a fin de detectar si corresponde o no a un estado
de aceptaciéon. Finalmente se demuestra que tras llegar a una configuracion de
aceptacién en la méiquina de Turing, el P sistema devuelve el dato de entrada
de la maquina.

Hay que hacer notar que en el proceso de verificacion de la simulacion de
una maquina de Turing determinista por un P sistema con salida externa, se va
calculando el nimero de pasos que realiza el P sistema para efectuar cada etapa
de la simulacién. Esto nos proporcionara el coste en tiempo de la simulacién
realizada.

4.1 Etapa de generaciéon del dato de entrada

Recordemos que si w = ay, .. .a;, esun dato de entrada de la maquina de Turing
T M, entonces el P sistema asociado debe generar el multiconjunto que codifica
en base 2 dicha cadena; es decir, el multiconjunto A = {{a%lafj af: 1}
Ahora bien, por cuestiones técnicas se necesita una copia de trabajo y, por
tanto, hemos de afiadir el multiconjunto By, = {{b2 b2 ... bf:}} El simbolo >
de la primera casilla de la cinta esté codificado por by. El simbolo h jugard un
doble papel a lo largo de la ejecucién del P sistema. En la fase no determinista
de generacién del dato de entrada, dicho simbolo codificara en base 2 la casilla
donde se va a escribir un simbolo (para ello, utilizaremos un simbolo auxiliar A’
cuando sea necesario para utilizarlo como contador). En la fase determinista,
h codificara en base 1 la casilla que estd siendo analizada por la cabeza de

trabajo. Las casillas de la cinta estidn enumeradas a partir del cero.

En los multiconjuntos que se van generando en la dnica membrana del
P sistema durante esta primera fase, deben aparecer simbolos que actian de
prohibidores (s~), permitidores (s*) y promotores (s). La fase no determinista
de generacion del dato de entrada finalizard con la aparicién de un objeto
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promotor s;. Para facilitar la notacién, convendremos que:

S={{sq,---5,8r51 ---59 5o}

y ademas,
Sa;) =S —{sg.}; SU)=S—{s;}; SG) =S —{s; }; S(0) =5 —{s5}

Nota: Usaremos la notacion de cadena para los multiconjuntos. Ademés,
cuando describamos una configuracién arbitraria, salvo que el entorno externo
no sea vacio explicitaremos s6lamente el contenido de la iinica membrana del
P sistema.

En primer lugar, veamos que todo dato de entrada de la méquina de Turing
puede ser debidamente codificado en la membrana, del P sistema asociado. Mas
adin, veamos que un dato de entrada de tamafio k de la maquina de Turing es
generado al cabo de 3k + 3 pasos de una computacion del P sistema (instante
en el que finaliza la fase de generacion del dato de entrada).

Recordemos que M, f es el contenido de la membrana ¢ en la configuraciéon
j-ésima, de la computacién.

Teorema 4.1 Para cadaw = a;, ...a;, € X, existe, al menos, una compu-
tacién, C, de Il tal que:
M3% = qoh® " bys + By, + A + S
M3 = goh2 bosy + By + A + S
M2 = oh®  bost + By + Ag + S(I)
M3 = qobosy + By + Ak + S

Demostracion:
Por induccién en la longitud, k, de la palabra w.

| 7 | M Multiconjunto de reglas aplicable

0 | goh?bos+ S 5= 8158, = s, (1<j<p); sy —s1
s; = s; (1<i<9); s5— s,

1| goh?bosr + S S18T — s}L; Sa; = Sa 1<j<p
s; =5, (1<i<9); 55— s,

2 | goh%bost + S(I) h— X sf — sy s1; 84, = 8a;, (1<j<p)
s; =5, (1<i<9);s,5 =5,

3 | qobosy + S
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Esto prueba el resultado para el caso base, k = 0.
Sea k € N y supongamos cierto el resultado para k. Sea w = a;, ...a;,a;,,, €
Y% - De la hipétesis de induccion se deduce que
3k _ ok+1
M?P® =qoh”™ bos+ Br + A + S

M13k+1 = q0h2k+1b081 + By + A+ S

]\413k+2 = qoh2k+1 bos—}_ + By + A + S(I)

ME¥+3 = qobosy + By, + Ag + S

A partir de la configuracién C** podemos derivar una nueva computacién
de la siguiente forma:

| 7 | M} Multiconjunto de reglas aplicable |
3k a@oh? bos + By + A + S § = Sai, .3 Sa; ™ Sa (1<j<p
s; = sp; s, »s; (1<i<9)
So = 8o

SFFT ¥
3k+1 | gh bOSaiHl + B+ A+ Saiy i Saiy s 7 Saip s

S So = S0y S — 81
Sa; 7 Sq; (1<j<PpAJ#irs1)
s; =5, (1<i<9)
E+1 —
3k+2 | gh® b()s;':,)chl +Br+ A+ | b= h%aj by SZHI = S
S(@igy) s; +s7; 8, =+s; (1<i<9)
$o — 8o
8a; = 8a, 1 <J<PAJ# ki)
kEF2 .
3k+3 q0h2 * bos+Brr1+Ar+1+S | s = s1; 84, = Sa; (1<j<p)
s; sy s; »s; (1<i<9)

$o = 8o
3k+4 QOh2k+2b0$I+Bk+1 + A1+ | sis7 — s'I"'; Sq; = Sq; (1<j<p)
S — s; =s; 1<i<9)55— s
3k+5 | goh®  bosf+Bri1+Art1i+ | h—= X 8T = 87815 85 = 85
S s; —»s; (1<i<9)

Sq;, = 8q, (1<j<p)

3k +6 | gobos1 + Bry1 + Ag+1 + S

Lo que completa la prueba del paso inductivo y, por tanto, la del teorema.
O
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Seguidamente vamos a probar que en cada configuracion de cualquier com-
putacion del P sistema existe, a lo sumo, un simbolo permitidor (s*) o promotor
(s) de esta fase.

Lema 4.2 Sea A = {{s,s1, 57,801, --+5a,,5%5,.- .,sjp}}. Sea C una compu-
tacion de Il7ps. Para cada k € N se verifica que |[Mf N A| < 1.

Demostracion:

Por induccién débil sobre k. El caso base, k = 0, es trivial, ya que MYNA = {s}.
Sea k € N y supongamos cierto el resultado para k. Sea C una computacion
de Iz De la hipotesis de induccion resulta que [MF N A| < 1.

e Si MFNA=0,entonces M N A =0, ya que los simbolos permitidores
s6lo pueden ser generados a partir de simbolos promotores, y los simbolos
promotores a partir de los permitidores.

e Si Mf N A= {s}, entonces

M NA={sr}VvIj 1<j<pAMITI NA={50,}

e Si Mf N A={sr}, entonces M{™ nA={sf}.

e Si Mf N A={sf}, entonces M{T N A=0.

o Si Mf NA={s,}, entonces M{*' N A = {s}}.

o Si Mf N A={s}}, entonces M{*' N A= {s}.

O

A continuacién vamos a probar que si en un cierto momento de una compu-
tacion del P sistema se ejecuta una regla del tipo s — sy, entonces en ningin
instante posterior se volvera a ejecutar dicha regla ni ninguna del tipo s — s,;.

Lema 4.3 Sea C una computacién de Il tal que en el pasot (t > 1) de C
se dispara la regla s — sy. Entonces para cada k > t se tiene que en el paso
k-ésimo no se puede ejecutar la regla s — s; ni la regla s — s,;, con1 < j < p.

Demostracion:

Teniendo presente que en el paso t (t > 1) se ejecuta la regla s — sy, del lema
4.2 resulta que MY NA = {s} y que M{NA = {s7}. De la estructura sintactica
de las reglas del P sistema resulta que M{*' N A = {s}} y M[*>NA=0. De
donde se deduce que Mf N A = (), para cada k > t + 2, ya que con la aparicién
del objeto s; en la membrana del P sistema finaliza la fase de generaciéon y
nunca mas volveran a aparecer simbolos s y sy en la membrana.
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Por tanto, hemos probado que Vk > t (s ¢ M}). Luego, en ningtn instante
posterior a t en la computacion C se dispara la regla s — sy, ya que esa regla no
ser4 aplicable en C*, para cada k > t. De manera anéloga, las reglas s — Sq;
(con 1 < j < p) tampoco seran aplicables en C*, para cada k > t.

O

Veamos seguidamente que a lo largo de la ejecucion del P sistema, las reglas
del tipo s — 5,4, 6 s — sy s6lo se disparan en instantes del tipo 3k + 1, para
ciertos nimeros naturales k > 1.

Lema 4.4 Sea C una computacién de Il7,,. Para cadat > 1 se verifica que si
en el paso t de la computacion C se dispara una regla del tipo s — s,;, entonces
existe k € N tal que t = 3k + 1.

Demostracion:
Por induccion fuerte sobre . El caso base, t = 1, es trivial (basta tomar k& = 0).

Sea t > 1 y supongamos que el resultado es cierto para cada r < t tal que
r > 1. Supongamos que en el paso t+1 de la computacion C se ha disparado una
regla del tipo s — s, (paraun cierto j con 1 < j < p). Entonces M{NA = {s}.

Como |M{5+1 NA| <1y M{nA = {s} resulta que existe j' tal que 1 <
J<pyMIT™TnA= {sjj,}. Teniendo presente que |[M{™2 N Al < 1y que
MIT'nA= {sa*],} resulta que M{™?NA = {8a, } (luego, t —2 > 0).

Como |M}™® N A| < 1 resulta que en el paso t — 2 se ha disparado la regla
8= Say-

Ahora bien, se tiene que t+1 > 4, ya que la segunda vez que se ejecuta una
regla del tipo s — s,; es en el paso 4. Luego, 1 <t —2 < t. Por tanto, de la
hipétesis de induccién se deduce que existe k € N tal que t —2 = 3k + 1. Por
tanto, t+1=3(k+1) + 1.

O

Lema 4.5 Sea C una computacion de Il7p,. Para cada t > 1 se verifica que
si en el paso t de la computacién C se dispara la regla s — sy, entonces existe
k €N tal quet = 3k + 1.

Demostracion:
Si t = 1, entonces el resultado es inmediato (basta tomar k = 0).
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Supongamos que ¢ > 2. Como en el paso t de la computacion C se ejecuta la
regla s — sy, se verificara que M{ ' N A = {s}. Ahora bien, teniendo presente
que la regla s — sy nunca se ha disparado antes de ejecutar el paso t de C
(consecuencia del lema 4.3), y que MY N A = {s}, resulta que en algtin paso
anterior a t se ha debido ejecutar una regla del tipo s — s,;, para algtin j con
1 < j < p. Por tanto, t > 4 ya que la ejecucion de una regla del tipo s — s,;
conlleva ejecutar en pasos sucesivos las reglas sq; s, — st y st — sy s

Como MI™'NA = {s} existira jtal que 1 < j <py MI7>NnA= {sd.}.
Por tanto, M{ 3N A = {84, }- De donde se deduce que en el paso t — 3 de
la computacién de C se ha ejecutado la regla s — s,;. Por el lema 4.4, existe
k € N tal que t —3 =3k + 1. Luego, t = 3(k + 1) + 1.

O

Veamos que en la fase de generacion del dato de entrada, un punto critico
se produce en el momento en que se dispara la regla s — s;. Concretamente
vamos a probar que si el disparo se produce en el instante 3k+ 1, entonces dicha
fase finaliza en el instante 3k + 3 generando un dato de entrada de tamafio k.
Para ello, establecemos previamente un lema.

Lema 4.6 Sea C una computacién de Ilpy, tal que en el instante t > 1 se
dispara la regla s — sy. Sea k € N tal que t = 3k + 1. Entonces, para cada
r < k existen objetos a;,,...,0;,,04,.,,bi,...b;.b;, ., tales que

M3 = goh® bos+ By + A, + S
Mfr—i_l = q0h2r+1 bosair+1 + Br + Ar + S

M13T+2 = q0h2r+1b0$—at—r+1 + BT‘ + AT + S(air"'l)

Mfr+3 = q0h2r+2b0$ + BT+1 + Ar+1 + S

Demostracion:

Por induccién débil sobre r. Para probar el caso base, r = 0, tengamos presente
que MY = qoh%bps + S. Como la regla s — s; tnicamente se dispara en el
instante ¢ = 3k + 1, existird 47, con 1 < i; < p tal que en el paso 1 de C se
dispara la regla s — s,, . Entonces
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| j | M Multiconjunto de reglas aplicable |
0 | goh?bos + S 8 = Sa;, (1<i1 <p)
1 qthb(]Sail +S Sai; Sa;, — s;t,l; s; > sp; 8, »s; (1<i<9)

50 503 Sa; *8a; 1< J<pAjF#i1)
2 (]0h2b08;;1 + S(a,-l) h — hzailbil; S;;,l

55 =+ 50; s; =+ s; (1<i<9)
84, = 84, 1< J<pAj#ir)

— 54,5 Sp =5

3 | qoh? bos+Bi+A,+S

Lo que completa la prueba del resultado para el caso r = 0.
Sea r tal que r < k—1 y supongamos que el resultado es cierto para r. Entonces
se verifica que existen objetos a;, ...a;,.a;,.,,b;, ... b b, tales que

M13T+3 = q0h2T+2b08 + Bry1 + AT+1 + S
Teniendo presente que r + 1 < k resulta que 3r +4 < 3k + 1 = t. Es decir,
en el paso 3r + 4 no se ejecuta la regla s — sy. Por tanto, existir i,42 (con
1 <i,4o < p) tal que en el paso 3r + 4 de la computacion C se ejecutarén las
reglas

8= Sa; ., Sa;

=85, (1<j<p) s =255 8 =8 (1<i<9)5s5 85

Entonces
| 7 | M | Multiconjunto de reglas aplicable |
3r+3 | qoh®" bos+Bri+A i+ | 5= Sai, s Sa; — Sa; (1<J<p)
S s; = sp;s; »s; (1<i<9)
50 =+ 50
3r+4 q0h2r+2bosair+2 + Bry1 + 8ai, 40 5ai, 5 satrw; sy — sy
A1+ 8 80, = 8a; L <J<PAJFiry2)
s5; =& s; (1<i<9);8,— 5,
3r+5 | gh? bOS—at-,_n + Bry1 + | h = h?a;,,bi, ,; 5;;-,4_2 = 50,5
Arp1 + S(ai, ) 80, = 8q; 1< J<PAJFiry2)
s; =558, =8, (1<i<9)
50 =+ 50

3r+6 qoh2r+3 b08+B7-+2 +A7-+2+
S

Lo que completa la demostracion del lema.
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Teorema 4.7 Sea C una computaciéon de Ilpp. Supongamos que en dicha
computacion la regla s — sy se dispara en el instante t > 1. Entonces existe
k € N y existen objetos a;,, ..., ai,,bs,,-.-bi, tales quet =3k + 1y, ademds,
M3% = qoh® " bos + By, + A + S
M13k+1 = q0h2k+1b08[ + B, + A+ S
M2 = goh® T bost + By + Ay, + S(I)
M3HF3 = gobosy + By + A + S

Demostracion:

Sea C una computacién de Ilras. Entonces MY = goh?bos + S.

Sit > 1 es el instante en que se dispara la regla s — s; a lo largo de la
ejecucion de C, entonces por el lema 4.5 existe K € N tal que t = 3k + 1.
Ademas, aplicando el lema 4.6 (tomando r = k — 1) se deduce la existencia de
objetos a;,,...,a;,,bi,...b; tales que

M} = qoh® " bos + By + A, + S
Mfr+1 — q0h2r+1 bOSair+1 + BT + AT + S
r+1
M13r+2 — q0h2 boS;;H_l + B, + A, + S(ai,«+1)

M = goh® " bos + Brgt + Apgr + S = qoh*+bos + By + Ay + S

Teniendo presente que en el paso t = 3k + 1 se dispara la regla s — sy, resulta
que

| J | M} Multiconjunto de reglas aplicable |
3k goh*tlbgs + By, + Ap + S 8= 813 S, = S (1<j<p)

S =815 So — So

s; =5, (1<i<9)

3k+1 | qoh*boss + By + Ax +S | sisp = s1; 5., = 5,, (1<j <p)
s; =+ s; (1<i<9);s5 = s,
3k+2 | goh*Tlbos] +Br+Ar+S(I) | h = X; st — s7s1; 55 = 55

8q; = 8a; (1<j<p)

s; =5, (1<i<9)

3k+3 qOb(]Sl +Bk+Ak+S
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Lo que completa la demostraciéon del teorema.
O

A continuacién vamos a analizar el comportamiento de las computaciones
del P sistema en las que nunca se ejecuta la regla s — sy.

Teorema 4.8 Sea C una computaciéon de Il tal que la regla s — sy no se
dispara en ningin instante. Entonces para cada nimero natural k € N existen
objetos a;,, . .., ai,, Qi 1,04, - - by, by, tales que

M = ol s + By + Ay +
]\4131‘:_‘_1 = qOh2k+1 bUSaik-H + Bk + Ak +5
; k41
M13k+2 — q0h2 bos;’;Hl + B+ A + S(aik+1)

M13k+3 = q0h2k+2b08 + Bt1 + Agy1 + S

Demostracion:

Por induccién débil sobre k. Para probar el caso base, k = 0, observemos que,
teniendo presente que la regla s — s;r no se ejecuta, la configuracion C! se
obtiene de C° ejecutando las siguientes reglas para un cierto objeto a;,:

| j | M} Multiconjunto de reglas aplicable |

0 | goh®bos+ S 8= Sa;,5 Sq, > 8q, (L<j<p); sp =81

s; =& s; (1<i<9);s5— 5,

1| qoh’bosa,, + S Saiy Sa;, s(‘;l; 8a; 85, 1<J<pAj#ia)
s; = sp; 8, =8 (1<i<9);55 = s,

2 qgthgs;;l +S(ai,) | b — h?a; by 84, 84,557 = 813850 = g

s; =+s; (1<i<9)

Sa, = 52, (L<j<pAj#i)

3 | goh? bos+Bi+A1+S

Lo que prueba el resultado para el caso k = 0.
Sea k € N y supongamos que el resultado es cierto para k. Entonces existen

objetos a;,, - -.,ai,, a4y, 5 iy, - - - by, by, tales que

M3*% = qoh* " bos + By, + Ap + S
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MY = goh® bosa,, |+ Bi+ Ap+ S
. k+1
Mfk+2 = Qth b()s-"_’e+1 + B+ A + S(aik+1)

[£2]

Mfk+3 = q0h2k+2b08 + Bit1 + Agy1 + S

Teniendo presente que la regla s — s; no se ejecuta nunca en esta computacion,
resulta que la configuraciéon C3*1* se obtiene de C3*13 ejecutando las siguientes
reglas (para un cierto objeto a;,,,):

i [ M
3k+3 q0h2k+2bos+Bk+1+Ak+1+S 8 = Sa;, 35 = 51580 = S0
8q, 85, 1<j<p)
s; =5, (1<i<9)

2

Multiconjunto de reglas aplicable

kE+2 _ — _
3k+4 | @h® bosa,,,, +Brr1+Apr1t | Sai, Saiprs 7 SZF,-Hz; S = Sr
S s; =5, (1<i<9);s,5— 5,

s, = 85, (1< j <pAj#iks2)
3k+5 q0h2k+2bosjik+2 B+ Arrit | h = B2ai ,bi,,; 5T — ST

= = ot
S(az’;H,Q) S0 = 80 saik+2 - Qigyo

8g, = 8q;, L <J<PAJ#ikt2)
s; > s; (1<i<9)

2

3k+6 q0h2k+3b08 + Bita + Agy2 + S

Lo que completa la demostracién del teorema.
O

Nota: Es interesante observar nuevamente que en esta etapa de generacién del
dato de entrada de la maquina de Turing, un punto critico de las computaciones
del P sistema se produce en el instante en que se dispara la regla s — sj.

4.2 Etapa de simulaciéon de la funcién de transi-
cién

En esta secciéon se trata de demostrar que el P sistema Il7,, tras la fase de
generacion de un dato de entrada arbitrario de la maquina de Turing T'M , actaa
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de forma determinista y simula un paso de computaciéon de TM con el dato
de entrada w = a;, ...a; € X%, generado en la fase no determinista. Para
ello distinguiremos varios casos, segin la cabeza de trabajo esté analizando
la primera casilla u otra distinta, segtin el elemento de la casilla analizada
sea 0 no el simbolo blanco, o segin el elemento que se vaya a escribir en la
correspondiente casilla sea 0 no el simbolo blanco.

Nota: A lo largo de esta seccién notaremos Ay = a3, ...af:, By =b3...02,
B =b2 .02, Bi(j) = B — {b%)} y Bj(j) = B} — {b?'} a fin de simplificar
un poco el desarrollo de las pruebas.

Caso 1: 6(qr,>) = (gr,>,1).

En este caso se trata de simular un paso de transicién de la computacién
de la maquina de Turing TM con dato de entrada w = ai, ...a;, € XFy,
suponiendo que en un cierto instante el estado de la maquina es ¢,, el contenido
de la cinta es »ay, ...a;, BBB..., la cabeza analiza la primera casilla y la
maquina evoluciona de acuerdo con lo especificado por la funcién de transicién,
que en el caso que nos ocupa consiste en cambiar al estado ¢, no escribir nada
y desplazarse una casilla hacia la derecha.

Sea C una computacién del P sistema Il tal que, en el instante d, codifica
la situacién antes descrita de la maquina de Turing tras haber finalizado la fase
de generacion del dato de entrada w. Es decir, tal que

Mld =qrbos1 + B+ A + S

De acuerdo con el valor de la funcién de transiciéon en este caso, resulta
que Q(r,0) = ', A(r,0) = 0 y D(r,0) = 1. Por tanto, hemos de probar que,
de forma determinista, a partir de la configuracién C? se llega a una cierta
configuracion C? caracterizada por la condicién siguiente:

M{ = guhsgbo + By + Ay + S
recordando que la aparicién del simbolo sg en la membrana nos indica la fina-
lizacién de la etapa de simulacién correspondiente al paso de transicién consi-
derado en este caso.
Observemos que en la descripcién de la configuraciéon C? puede suceder que
algiin elemento ay; sea el simbolo blanco B. En este caso convendremos que en
nuestra representacion el objeto by; no aparezca; es decir, que by; = A.

Teorema 4.9 Sea C una computacion de Il7p;. Sea d > 1 tal que el contenido
de M{ es g-bgs1 + By + A, +S. Sié(qr,>) = (gm,>, 1), entonces se verifica que
M1d+12 = g hboss + By + A + S.
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Demostracién:

Se tiene que:

| 7 | MIJ Multiconjunto de reglas aplicable
d @rbosi+Bi+Ap+S | s18] — s7; 8q;, = 8q, 1<J<p)
ST = 81;50 = So
s; s, 1<i<9IAi#1)
d+1 qrsf + B+ A + | bp — bob(l); bt]' — bt].b;j(]. <j< l)
S(1) sT = sys; 85, = sy (1<j<p)
S — 81380 = 8o
s; =5, (1<i<9Ai#1)
d+2 | gbobys2a+Bi+Bj+ | s2 = s3; 5, =8, (1<j<p)
A+ S s;p sy s; »s; (1<i<9);s5 = s,
d+3 | ¢:bobhss+Bi+Bj+ | s3s3 = s3; s, s, (1<j<p)
A+ S S5 = 87350 = Sg
s; > sy (1<i<9Ai#3)
d+4 | gbobysi +Bi+Bj+ | b, > A (1<j<1); s§ = s5sa
Ak + 5(3) 8a; = 84, (1<j<p)sy = sy
s; =5, (1<i<INI#3);85— s,
d+5 | g-bobysa+Bi+Ar+ | sasy — s§; 8., = 85, (1<5<p)
S S; = 81350 = 8o
s; =5, (1<i<9Ni#4)
d+6 | g-bobysi +Bi+Ar+ | sf — sy ss; 8q, = 85, (1<j<p)
S(4) s = 81350 = 5o
s; s, (1<i<9INi#4)
d+7 | g-bobyss+Bi+Ap+ | sss5 — s3; 8a; — Sq; 1<j<p)
S s§; = 87;50 = 50
s; s, (1<i<9IANi#D5H)
d+8 | qrbob)yst +Bi+Ar+ | q-by — qubhcoh; sT — s5s6;87 — s
S(5) 80 = 805 Sq; 85, (1<j<p)
s; +s; (1<i<I9AiI#D)
d+9 | ghbebycoss + Bi + | s — s7; 8q;, ™ Sa, (1<j<p);s;] —sT
A+ S s; = s; (1<i<9);85 = s,
d+ 10 | g-hbobhcosr + Bi + | s7s; — s¥; 8., =8, (1<j<p)
A+ S ST = 87380 — So
s; sy (1<i<INiI#T)
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| ] | M} Multiconjunto de reglas aplicable
d+11 quhbobf)CoS;_ + By + b0b6 = A; ¢g = bg; S;_ — 57 S8
Ay +S(7) Sa; = Sa; (1< <p)isp = sy

s; 28, (1<i<INI#T);s5— 8o

K3

d+12 | ghboss+Bi+Ap+
S

Lo que completa la demostracién del teorema.

Caso 2: 6(¢r, B) = (¢, B,x), con z € {—1,0,1}.

En este caso se trata de simular un paso de transicién de la computacién
de la maquina de Turing TM con dato de entrada w = a;, ...a;, € YFyy,
suponiendo que en un cierto instante el estado de la maquina es g, el contenido
de la cinta es bay, ...a; ...ay, BBB..., con a;; = B, la cabeza analiza la
casilla j y la maquina evoluciona de acuerdo con lo especificado por la funciéon
de transicién.

Sea C una computacién del P sistema II7,s tal que, en el instante d, codifica
la situacién antes descrita de la méquina de Turing tras haber finalizado la fase
de generacion del dato de entrada w. Es decir, tal que

M{i = qrhjb0$1 +Bi(j)+A+ S

De acuerdo con el valor de la funcién de transicién en este caso, resulta que
Q(r,B)=1r";A(r,B)=By D(r,B) =z, con z € {—1,0,1}. Por tanto, hemos
de probar que, de forma determinista, a partir de la configuracién C¢ se llega
a una cierta configuracion C?% caracterizada por la condicién siguiente:

M{ = quhi*®boss + By(j) + Ak + S
Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema 4.10 Sea C una computacién de Ilpp;. Sea d > 1 tal que

Mfi = qrhjb0$1 +Bi(j)+Ar+ S

Sea 6(gr, B) = (gr, B, ), con ¢ € {—1,0,1}. Entonces se verifica que

M4 = g W+ oboss + By(j) + A + S
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Demostracién:

Se tiene que:

| 7 | Mf | Multiconjunto de reglas aplicable |
d q-hbos1 +By(j)+ Ak + | s187 — s7; 8, 8., 1<j<p)
518 S = 81350 = 8o
s; s, (1<i<9Ni#1)
d+1 | g-hbosT +Bi(j)+Ar+ | h — hh';b9 — bobl
S(1) b, = b b, (1 i <IN # )
sf—)sfsz;sgj —8,, (1<j<p)
s] = S7580 = S
s5; =5, (1<i<9INi#1)
d+2 qrhjhljbosz + Bl(j) +
Bi(j) + A + S

Aserto 1: Para cada o tal que 1 < a < j se wverifica que

d+2+3a _
M =

a-h ' boss + By(§) + B} (j, @) + A + S, donde Bj(j,c) = {b}_ ...b> "} —
/S

Prueba del aserto 1: Por induccién sobre a. Para ello, comencemos proban-
do el caso base a = 1.

| 7 | M} | Multiconjunto de reglas aplicable |
d+2 | ¢-hihbysy + Bi(j) + h'sasy — 833 84, = 84, (1<5<p)
Bi(j)+Ax + S S; — 81380 = So
s5; =5 (1<i<9ANi#2)
d+3 | ¢hWhVbost + Bi(j) + | b2 2 b (1 <i <IAi#3j)
B/(j) + Ar +5(2) 84, = 84, (1 <j<p)
s; = 87580 = S
s5; =5, (1<i<9INi#2)
d+4 | ¢ W DbosT + Bi(j) + | by = A bl = b, (1 <i <IAi#j)
BJ'(j,1) + A + S(2) 53 = 858238, = 8., (1< j<p)
s, = S8;580 = S
s; s, (1<i<9Ni#2)
d+5 | g-hh'UVbgsy + Byi(j) +
Bj(j,1) + A + S

Lo que prueba el resultado para el caso a = 1.
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Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para a. Sea k =
d + 2 + 3a. Entonces

| j | M | Multiconjunto de reglas aplicable |
k ¢-hi WG~ s5b0 + By (5) + h'sssy — s3 (pues j — a > 0)
B|(j,0) + Ay + S 8a; = 8q; 1< J<p); sp =81
s5; =5, 1<i<9INi#2)
S0 = 8o
k+1 | ¢ hhG=2"Dbost + Bi(j) + | b, = b (a+1<i<Il); 57 = s7
By(j,a) + Ax +5(2) Sa; = Sa; (1< <)
s; s, 1<i<9Ni#2)
50 = So
k+2 | q:h WUVt sf+Bi(i)+ | by, = X bf, = b (a+1<i<I)
B/'(j,a+ 1)+ A+ S(2) 83 = 83 82; 87 — 873 Sg — S5
0y = 52, (1< <)
s; =+s; (1<i<9)
k+3 | ¢-hhWG—Dbost + Bi(j) +
Bl(j,a+1)+ A, + S

Lo que completa la prueba del aserto 1.
|
Aplicando el aserto 1 al caso a = j y haciendo & = d + 2 + 3j se deduce que
i [

Reglas aplicables ‘

k q-Wbos2 + Bi(j) + s2 = 83; 5, = s, (1< j<p)
Bi(j,j) + A + S sT =875 8, = s; (1<i<9)
So = 8o
k+1 | ¢-hboss + Bi(j) + 8355 = 83; 85, = s, (L<j<p)
Bi(4, ) + Ax + S sT 287587 =87 (1<i<INi #3)
8o —* 8o
k+2 | g-hbosy + Bi(j) + 2o A(+1<i<l)

Bj(5,§) + Ak +S3) | s5 = 55845 85, = 85, (1< j<p)
sy = sy; 87 =+s; (1<i<9)

So = 8o
k+3 | ¢Wbosa+Bi(j)+Ar+ | sasq —= sf;5 s, = s, (1<5<p)
S ST > sy 8] = sy (L<i<INi #4)

SO—)SO
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| j | M} | Reglas aplicables
k+4 | g-hWbos] +Bi(j)+Ar+ | h = hh'; sf — sy ss
S(4) 8a, =85, (1<j<p) s =sp
s; 25, (1<i<INi#4);s5— s
k+5 | g-hhboss + Bi(j) + | s585 — s3; 84, = 8o, (155 <p)
Ay + S s; sy s, o s; (1<i<9Ni#D5)
S0 = 8o
k+6 | ¢-h?hbysT + Bi(j) + | (si z = 1 entonces g, — g h)
S(5) (si z = 0 entonces q, — g,)
(si z = —1 entonces ¢, h — 1)
83— 85 86;8,, = 85, (1<j <p)
s; = sy; 8, s, (1<i<INi#5)
S0 = 8o
k+7 | g hTThIbgsg +
Bi(j) + A + S

A continuacion establecemos un nuevo aserto.

Aserto 2: Para cada a tal que 1 < a < j se verifica que el contenido de

M2 _ o pitepi=e)pyse + By(j) + Ay + S.

Prueba del aserto 2: Por induccién sobre a. Para ello, comencemos proban-

do el caso base a = 1. Sea k =d + 3j.

‘ j M Multiconjunto de reglas aplicable
E+9 | quhiTThIbyse + h'sgsg — s¢; 85, = 85, (1<j<p)
Bi(j)+ A+ S sy > sp; 8; s (1<i<9INi#6)
55 = 55
k+10 | guhit=h'0=Dbost + | s — sq s6; 55, = 55, (1< <p)
Bi(j) + Ar + S(6) sy > 8738, = s; 1<i<9INi#6)
So = 8o
k+11 | guh/teh U= Dpysg +
Bi(j) + Ax + S

Lo que prueba el resultado para el caso a = 1.

Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para a. Hagamos

k=d+3j+ 9+ 2a. Entonces
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| j | M7 Multiconjunto de reglas aplicable |
k gr BT R G= g sg + h'sgsg — sé’r (pues j —a > 0)
Bi(j) + A + S 8q, = 8a; 1< j<p)isp = sy
s; »s; (1<i<9Ai#6)
So = So
kE+1| guhiten/U=aDpost + | st — 55865 57 = 875 55 = 85
Bi(j) + Ax + S(6) 8a; = 84, (1< j<p)
s; =»s; 1<i<9ANi#6)
k+2 qr hj+zhl(jia71)b086 +
Bi(j)+ A+ S

Lo que completa la demostracién del aserto 2.

|
Aplicando el aserto 2 al caso a = j se deduce que
| j | M7 Multiconjunto de reglas aplicable
k g it %bgsg + | s6 = s7; Sa; = S, 1<j<p)
Bi(j)+Ax+S | st = s75 8, = s; (1<i<9); 55— 85
k+1 | quhT®bosy + | srs; — s}"; 84, = S, 1<j<p
Bi(j)+Ar+S | sT = s758;7 o sy (1<i<9ANi#T7)
So — 8o
k+2 | b host+ | sT = 5788 55, = s, (1<j<p); 57 =87
Bi(j) + Ap+ | s; = s; A<i<INi#T); s — s
S(7)
k+3 | gvhiTboss +
Bl(j)+Ak+S
siendo k =d+ 55 + 9.
Lo que completa la demostracién del teorema. O

Caso 3: 6(¢,, B) = (¢,,a;,x), cona, # By z € {-1,0,1}.

En este caso se trata de simular un paso de transicién de la computacién
de la maquina de Turing TM con dato de entrada w = a;, ...a;, € Y7y,
suponiendo que en un cierto instante el estado de la maquina es g, el contenido
de la cinta es bay, ...a; ...ay, BBB..., con a;; = B, la cabeza analiza la
casilla j y la maquina evoluciona de acuerdo con lo especificado por la funciéon
de transicién.
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Sea C una computacion del P sistema II7ys tal que, en el instante d, codifica

la situacion antes descrita de la maquina de Turing; es decir, tal que
M{ = ghibosy + Bi(j) + Ax + S

De acuerdo con el valor de la funcién de transicion en este caso, resulta que
Q(r,B) =1'; A(r,B) = z y D(r, B) = x. Por tanto, hemos de probar que, de
forma determinista, a partir de la configuracion C? se llega a una configuracién
C?% caracterizada por la condicién siguiente:

M = guhi*=bob? sg + Bi(j) + Ay + S

Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema 4.11 Sea C una computacion de Iy, Sea d > 1 tal que
Mfi = qrhjb081 +Bi(j)+A+ S
en donde j > 1. Si 6(¢g,, B) = (¢, a:,2), cona, # B y z € {—1,0,1} entonces

se verifica que M52 = ¢ hitepob? sg + By(j) + A + S.

Demostracion:
Razonando como aparece en la prueba del teorema anterior (inmediatamente
después del aserto 1), se obtiene que

| 7 | M | Multiconjunto de reglas aplicable

k gr-hI h'ibyst + (siz =1, q. = grc,h)

Bi(j) + Ax +5(5) | (siz =0, ¢» = grc2)

(six=-1, ¢.h — grc,)

83— 85 86; 85, = 85, (1<J <p)isp = 85
sy =875 8, s, (1<i<9IANiI#5)

k+1| guh?Thbyc.s6 +
B(j)+ A+ S

donde k =d+ 35 + 8.

A continuacién establecemos el siguiente aserto.

Aserto 3: Para cada « tal que 1 < a < j se verifica que el contenido de
M3t — o pite /=) poc2” s + By(j) + Ax + S.

Prueba del aserto 3: Por induccién sobre «. Para ello, comencemos proban-
do el caso base a = 1. Sea k =d + 35 + 9.
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| 7 | M7 Multiconjunto de reglas aplicable |
k g PRI byc, 56 + h'sesy — sg; 8q; = 85, (1<j<p)
Bi(j)+ A+ S s7 > 8738, —s; (1<i<9Ai#6)
I I57°% [
So = So
k+1 | ghith' 0 Dbge, s + | c. = 25 s§ — s5 56
Bi(j) + Ar + S(6) 84, 84, (1< J<p); 55— 55
s; = sp38; s, (1<i<9ANi#6)
E+2 | quhiten/G-Dpo2 +
Bi(j)+ A + S

Lo que prueba el resultado para el caso base a = 1.

Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para «. Sea k =
d+ 3j + 9+ 2a. Entonces

‘ j ‘ M Multiconjunto de reglas aplicable ‘
k ¢ hI P U= b2 56 + h'sgsg — s¢ (pues j —a > 0)
Bi(§) + Ax + S Sa; = 8q; (1< j<p); sT =1
s; = s; (1<i<9Ai#6)
So = 8o
k41| guhitehU=o=Dpoc2" st + [ ¢, = c2; s — 5486
Byi(j) + Ay + S(6) Sq;, = 84, 1<J<p)

ST = 81380 — So
s; »s; (1<i<9Ai#6)

2

k+2 qT’hj+whl(j_a_1)bOC§a+1s6+
B,(j)+ A+ S

Lo que completa la prueba del aserto.
|
Aplicando el aserto 3 al caso a = j se deduce que, tomando k =d + 55 + 9:

| yi | M Multiconjunto de reglas aplicable

¢ hiboc? s6 + | s6 — s7; 84, = S, (1<j<p) sy =>sy
Bi(j) +Ar+S | s; = s; (1<i<9);s5— s

k41| guhit®boc? sy + | sysy — 513 $q, = 85, (1< 7 <p); 57 = s
Bi(j)+Ar+ S s; =57 (1<i<INi#T);s5 = s,

2
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| ] | M7 | Multiconjunto de reglas aplicable |

k42 | guhitboc? st + | ¢, = by s — 57 ss; 8q;  8q; 1 <7 <p)
Bi(j)+Ar+S(7) | s = sp; 85 = s; (1<i<OANi#7)
S0 = 8o

k+3 | ¢.hiT2bob? sg +
Bi(j) + A, + S

Lo que completa la demostracién del teorema.

Caso 4: §(qr,a4;) = (¢, B,z), con ag; # By z € {-1,0,1}.

En este caso se trata de simular un paso de transicién de la computacién
de la maquina de Turing T'M con dato de entrada w = a;, ...a;, € Y7y,
suponiendo que en un cierto instante el estado de la maquina es g, el contenido
de la cinta es bay, ...ay; ...ay;, BBB..., con a;; # B, la cabeza analiza la
casilla j y la maquina evoluciona de acuerdo con lo especificado por la funciéon
de transicién.

Sea C una computacién del P sistema II7,s tal que, en el instante d, codifica
la situacion antes descrita de la maquina de Turing; es decir, tal que

M{ = q.hibosy + B, + A, + S

De acuerdo con el valor de la funcién de transiciéon en este caso, resulta
que Q(r,a¢;) = r'; A(r,as;) = By D(r,a4;) = x. Por tanto, hemos de probar
que, de forma determinista, a partir de la configuracion C? se llega a una
configuracion C% caracterizada por la condicion siguiente:

Mld’ = quhj"'_wboSs +B(j)+A+ S
Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema 4.12 Sea C una computaciéon de Ilpps. Sea d > 1 tal que

M{ = g.hibgs1 + By + Ap + S
en donde j > 1y a;; # B. Si d(¢qr,as;) = (¢, B,x), con x € {-1,0,1},
entonces se verifica que Mfl%jJr12 = ¢ hit%bgsg + By () + Ay + S.

Demostracion:
Se verifican las siguientes relaciones:
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| ] | Mf Multiconjunto de reglas aplicable |
d q-hbosy + By + | s18] — si"; 84, = S, (1<j<p) s =sy
A+ S s; »s; 1<i<9IANi#1);55— s,
d+1 | ghibosT + By + | h — hh'; by — bobly; by, — by, b), (1 <i <)
A+ S si"—)sfsz;sgj%sgj (1<j<p) s =>sy

s; =& sy (1<i<9Ni#1);s5— s,

d+2 qrhjhljb0b682 +
B+ B+ A+ S

A continuacién establecemos el siguiente aserto:

Aserto 4: Para cada o tal que 1 < a < j se wverifica que Ml‘i+2+3°‘ =
W WG~ bosy + By + B, + Ay + S, donde Byj = by,b}, ... b5 .

Prueba del aserto 4: Por induccién sobre a. Para ello, comencemos proban-

do el caso base oo = 1.

| 7 | M} Multiconjunto de reglas aplicable
d+2 | ¢:hhIbobysa+Bi+ | h'sasy — s5 (pues j > 0)
B+ A+ S 8q, = 84, (1< j<p); sT =87

s; =& s; (1<i<9Ni#2); 55— s,
d+3 | qh U Vbest + | 0,7 > b, (1<i<l); s, =5, (1<j<p)
Bi+B+ A, +8(2) | sy =538, =+s; (1<i<INi#2)

- S0 = 8o

d+4 | ¢h R Vbeblsf + | by — X b = b, (1<i<])

Bi+B;, +A,+5(2) s — 55 89; Sq, = 8q, 1< J<p)sy = st
s; =5, (1<i<9INiI#2);85— s,

2

d+5 | ¢hWU=Vbest +
Bl-}-Bl"l—i—Ak—l-S
Lo que prueba el resultado para el caso a = 1.

Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para a. Sea
k=d+ 2+ 3a. Entonces

| ] | M7 Multiconjunto de reglas aplicable
k ¢-h WU~ bgsy + By + | h'sesy; — s (pues j —a > 0)
B, + A+ S 8q; = 84, 1 <J<p)isy = sy

s; =+ s; (1<i<INiI#2); s5— 5o
E+1 | ghihU=2Dpst + [ 0.7 =0b! (a+1<i<]I)

Bi+ B, +Ar+S(2) | s, = sg;, 1<j<p); sy —=sp

s; = s; (1<i<9Ni#2)s, s,

2




4.2. Etapa de simulacion de la funcion de transicion 75
| ] | M7 | Multiconjunto de reglas aplicable |
k+2 | ¢ h'U=a Db} si+ [ b — X b = b, (a+1<i<])
Bi+ B\ + Ak +S5(2) | 53 = 858258, =55 (1<) <p)
s; s, 1<i<9INiI#2)
St = 81380 — So
k+3 | ghihU—aDpgsy +
B + Bll,a-i-lAk +S8
Lo que completa la demostracién del aserto 4.
|

Aplicando el aserto 4 al caso a = j se deduce que, tomando k = d + 2 + 3j:

‘ 7 ‘ M Multiconjunto de reglas aplicable
k gr-hibyss + By + 82 = 835 S, = S, (1<j<p) s] = s7
B+ A+ S s; =& s; (1<i<9); s5 =55
k+1 | q-hibyss + B + 5355 — 83; 85, = 85, (1<j<p)
B+ A+ S s] > sp3s; sy (L<i<9AiI#3)
55— so
E+2 | qhibysi + B + b2 X (+1<i<l); s3 — 5554
B+ Ax+ S 8q, 85, 1<j<p)sy = s
s; =5, (1<i<9INiI#3);55 = s,
k+3 qrhjbobgj&; + By + | sasy — s§; 84, = S, 1<ji<p
A+ S s; 2 spis; s, 1<i<9IANi#4)
So — 8o
k+4 qrhjbobéjsj + B+ | h— hh'; sf — s} s5; 8a, = 84, (1<j<p)
A+ S(4) s; = sps; =s; (1<i<9INi#4)
So = 8o
k+5 | g hIhbob; ss+Bi+ | sss5 = 553 s, = s, (1<j<p)
A+ S s; > spys; —os; (1<i<9IAi#D5)
So = 8o
k+6 | ¢-hih'bob} s3 + (si z = 1 entonces g.b, — g b} h)
B+ A+ 5(5) (si = 0 entonces ¢;b;, — ¢,/b;.)
(si = —1 entonces qu;jh — qp b,'fj)
53— 55865 55, = 5., (1<§ <p);
8T = 81380 — 8o
s; »s; (1<i<9Ni#DH)
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| ] | M7 Multiconjunto de reglas aplicable
k+7 quh]'-i-ﬂch/]'bob;j S¢ +
B+ A+ S

A continuacién establecemos un nuevo aserto.
Aserto 5: Para cada a tal que 1 < a < j se verifica que
M{FSIHORRE = g pite U= pob2" 56 + By + Ay, + S.
Prueba del aserto 5: Por induccién sobre «. Para ello, comencemos proban-
do el caso base a = 1. Sea k =d + 35 + 9.

‘ j ‘ M Multiconjunto de reglas aplicable
k qr hj+zh,’jb0b§j36+Bl+ h'sgsg — sé’r; s — sy
Ac+S 52, = 52, (1<J <p)

s; & s (1<i<9Ni#6);85 = s,
k+1 | guhiteh'G=Dbob, s& + | b, = b2; s§ = sg56; 57 = 57

B; + A + S(6) Sa;, = S, (1<j<p); 55— s,

s; >s; 1<i<9Ai#6)

2

k+2 | gnhth/U=Dbob2se +
B +A,+ S

Lo que prueba el resultado para el caso base @ = 1.
Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para a. Sea ahora
k=d+3j +9+ 2a. Entonces:

| j | M Multiconjunto de reglas aplicable |
k qr hj+zh'(j’°‘)b0bga86+Bl+ h'sesy — sg¢ (pues j —a > 0)
A+ S sgj.—)sgj.(lﬁjﬁp);s,‘—)sl_
s; & s; (1<i<I9ANiI#6)
So = So
k+1 | qnh/ P02 Dbb sd + | 0, = 25 s§ — sgse; 57 = st
B + A + 5(6) 84, — Sa; (1<j<p); so—so
s; =5, (1<i<9INi#6)
k+2 qr,hj+zh/(j—a—1)b0bga+186+
B +Ay+ S

Lo que completa la prueba del aserto.
[ |
Aplicando el aserto anterior al caso a = j, se obtiene que, tomando k =
d+55+9
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| j | M Multiconjunto de reglas aplicable
qT,thrwang 86+ | 86 = 873 85, = 85, (1< j<p); s7 = 51
B +Ar+ S s; =+ 5; (1<i<9);s85 = s,
k+1 q,,:hj+“'”b0bg387 + | 8787 = st Sg, = 8, (1<j <p); sy =87
B+ Ay + S s5; =5, (1<i<9INiI#T);55 = s,

k42 | arhIohob sy + | biyby, = X 87 = 8755 8,, > 8, (L<j<p)
B, + A + S(7) s; 5738, =5, (L<i<INi#T);55 = s,
kE+3 | quhiT®bgsg +
Bl(j)+Ak+S

Lo que completa la demostracién del teorema.

Caso 5: 6(qr,a;) = (¢, az,2), con ay; # B, a, # By x € {-1,0,1}.
Razonando de manera anéloga a como se ha hecho en los casos anteriores,
se trata de probar el siguiente resultado:

Teorema 4.13 Sea C una computacién de Ilrpr. Sead > 1 tal que

Mg = g.hibos; + B+ Ap + S
en donde j > 1y ay; # B. Si 0(¢r,as;) = (¢r,a:,x), cona, # Byz €
{—1,0,1}, entonces se verifica que M2 = ¢ hi+=hob?’ s+ By(j)+ A+ 5.

Demostracion:
Razonando como se ha hecho en la prueba del teorema anterior, se tiene que,
tomando k =d + 3j + 8:

| j | M | Multiconjunto de reglas aplicable |
k gr-hih' bobgjs; + (si « = 1 entonces g,b;, — ¢} c.h)
B, + A + S(5) (si z = 0 entonces ¢, b, — ¢rby c:)
(si x = —1 entonces ¢,.b,. h — ¢ b} c;)
J 2

s — s5 s6; 8a, = 85, (1<j<p)
sy o873 87 =s; 1<i<9IAiI#D)
So = 8o

E+1 | g hi+wh’jb0b;j c.+
B +A,+ S

A continuacién establecemos el siguiente aserto.
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Aserto 6: Para cada « tal que 1 < a < j se verifica que

M1d+3j+9+2a = g hj+zhl(jfa)b0bg°‘cg°‘ se+ B+ A, + S

Prueba del aserto 6: Por induccién sobre . Para ello, comencemos proban-
do el caso base a = 1. Sea k = d + 3j + 9, entonces,

| ] | M Multiconjunto de reglas aplicable
k g W2 hiIbob) c.s6 + By + | h'sesg — s
A+ 8 Sa; = 8a; (1< G <p)
St 81380 — So
s; =»s; (1<i<9Ai#6)
B+l qr/hj+$h’(j_1)bob£j c.5¢ + b, — bg; e, = % 8§ = s 86
B, + Ay, + S(6) 8a, = 8o, (L <j<p); s; =81
s; =+ s; (1<i<9Ai#6)
$o = 8o
k+2 | gt G Dbobhb2 ¢ s+
B+ A+ S

Lo que prueba el resultado para el caso base a = 1.
Sea a > 1 tal que a < j y supongamos cierto el resultado para a. Sea k =
d+ 37 + 9+ 2a, entonces:

| j | M Multiconjunto de reglas aplicable |
k qT/hj”h’(j—a)bobgacﬁa+Bl+Ak+ h'sesg — s¢ (pues j —a > 0)
S Sq, = 8q, 1<j<p); s =51
s; =5, (1<i<9Ai#6)
So = 8o
k+1 qT/hj+‘”h’(j_a_1)b0bgac§asé’r+Bl+ by, — bg; e, — % s§ — 55 86
Ap + S(6) 8a, = 85, (1 <j<p); sp = s7
s; »s; (1<i<9IAi#6)
So = So
] - oo +1 a+1
k+2 | guhdtehU=a—Dpgb2" 2" g +
B+ A+ S
Lo que completa la prueba del aserto.

Aplicando el aserto 6 al caso a = j resulta que, tomando k =d + 5j + 9:
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| j | M Multiconjunto de reglas aplicable |

qT,hHwbgbgjcijse + Bi + | 86 = 57; 85, = 55, (1< j <p)
A+ S ST = 87380 = So
s; —+s; (1<i<9)
k+1 q,,:hj‘”bobgjcg]& + By + | s187 = siis7 = 87385 = S5
A+ S 84, = 84, (1<j<p)
s; =8; (1<i<IOANI#T)
k+2 | gnhitobobi ¢ st + Br+ | bybi, = A; ¢ = bz sf — 5788
A+ S(7) 8q; = 8a; (1< J<p)isy — 87
s; +8; (1<i<IONI#T);85 = 5,

K3

k+3 | quhitThob? ss + Bi(j) +
Ak + S

Lo que completa la demostracién del teorema.

4.3 Etapa de chequeo del estado final

En la simulacién de la maquina de Turing determinista, T M, a través del P
sistema con salida externa, II7js, la apariciéon del objeto sg en la membrana
del sistema nos indica que ha terminado la simulacién de un paso de transicién.
Entonces hemos de proceder a comprobar si tras la ejecucién de dicho paso se
ha llegado o no a una configuracién de aceptacion. Veamos seguidamente cémo
se puede simular este proceso en el P sistema Il7j,. Para ello, si se llega a una
tal configuracion (caracterizada por el estado gy ), la membrana sélo contendréa
simbolos del alfabeto de entrada de la maquina; si se alcanza el estado g,
entonces la computaciéon entrard en un bucle infinito; y, si no se alcanza ni el
estado gy ni el estado gy, entonces aparecerd nuevamente en la membrana el
objeto s1, lo que nos indicara que ha de volver a realizarse un nuevo paso de
transicion.

Teorema 4.14 Sea C una computacion de Iltp;. Sea d > 1 tal que
M{i = q,-hjb(]Ss + B+ A+ S
en donde j > 0. Se verifica:

1. Si ¢, = qy, entonces M{+t* = 4j, = {{a?, af:}}
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2. Si g, = qn, entonces para cada a > 1 se tiene que
M2 — gnhibg+ B+ Ap + S

3. Sigq, € Q—{qv,qn}, entonces M*? = ¢, hibys; + By + Ay, + S.

Demostracion:
Se tiene la siguiente relacién

‘ 7 ‘ M Multiconjunto de reglas aplicable ‘
d grhibgss + By + sgSg — s;; Sa; ™ S, 1<j<p
A+ S s > sy 87 —»s; 1<i<9Ai#8)
So = So

d+1 | q-hibosg + B +
A +5(8)

Distingamos tres casos.

Caso 1: Supongamos que ¢, = gy .

| 7 | M | Multiconjunto de reglas aplicable
d+1 | g-hbosg + By + | gv — qvs9e; 85 — 85
Ap +5(8) 84, = 84, (1< j<p)isy = s

s; =257 (1<i<9Ni#8);8s5— s,

2

d+2 | qvhibose + By + | s955 = A; 55, = s, (1< j <p)

A+ S s; = spys; o sy 1<i<9IANi#9)
So = So
d+3 | gyWbo+Bi+Ap+ | s, -5, 5751 ---85 59 = A5 gy = A
S(9) h—=X(sij>1);00— A

b, > A(1<i<p)

d+4 | A

Caso 2: Supongamos que ¢, = gn-

| 7 | M} Multiconjunto de reglas aplicable
d+1 | g-hbosg + By + | qv — qn; sa — sg
A +5(8) 8a; = 84, L <J<PpAJ); sT =81

s5; & s; (1<i<INi#8);s5 5,

2

d+2 | qvhibo+Bi+ A+
S
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En tal situacién, para cada a > 1 se tendra que la configuracién C4+2+e
se obtiene de la configuracién C?+2+2~1 ejecutando las reglas

Sq; = Sq, (L<J<p)s s7 > sp5 8 =8 (1<i<9)585 =55

Ademas se tendra que M2 = pit2,

Caso 3: Supongamos que ¢, € @) — {(ZY; QN}-

| 7 | M | Multiconjunto de reglas aplicable
d+1 | ¢:hbosg + B + | ¢ — qr51; sa — 85
Ar +5(8) 8a;, = 8, L<J<p); sy =51

s; »s; 1<i<INiI#8);55— s

2

d+2 thjb()Sl + By +
A+ S

4.4 Etapa de producciéon del dato de salida

En la simulacién de la maquina de Turing determinista, T M, a través del P
sistema con salida externa, Iz, la aparicién del objeto sg en la membrana del
sistema nos indica que se ha llegado a una configuracién de aceptacion. En ese
caso, hemos de devolver al entorno la cadena de entrada w = a;, ...a;, € X7,
que habia sido generada en la fase no determinista, a fin de justificar que dicha
cadena es aceptada por el P sistema II7,. El instante en que por primera vez el
simbolo s, no aparece en la membrana, nos indicara que ha llegado el momento
de producir la salida de la computacién. Teniendo presente que en la seméntica
de los P sistemas con salida externa, el orden de salida al entorno es tenida
en cuenta, representaremos el contenido del entorno como un multiconjunto
ordenado, qué indique cuél es la sucesién de objetos que se han ido expulsando
del sistema.

Teorema 4.15 Sea C una computacién de Ilrys. Sea d > 1 tal que MY =
a? ...al y el entorno esta vacio.
Se verifica:

1. Si k =1, entonces M = y M3+3 = (a;,).

env
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2. Si k > 2, entonces M{T2Ft! = () y ME2H+L = (a; ... a;,).

Demostraciéon:

1. Supongamos que k = 1.

| j | M} | Multiconjunto de reglas aplicable
d a?l a%l — d;,
d+1 di1 dil — a;,
d+2 | ay ai, — (a;,,out)
d+3 |0

Y Md+3 = (ail).

env

2. Supongamos que k > 2. En primer lugar establecemos el siguiente aserto:

Aserto 7: Para cada o tal que 2 < a < k se verifica que M{”?a =

L2 ok—« d+2a _ (. .
Qi @i ---05, Y Mgl = (Qiyye--sQiy_y)-

Prueba del aserto 7: Por induccién sobre a. Para ello, comencemos
probando el caso base a = 2.

| ] | M} Multiconjunto de reglas aplicable
d a?l...a?: a%j—)dij (1<j<k)
d+1 | dyd2 ... 42 di; = ai, (1<j<k)
d+2 ailai...af:_l af, = d;i; (2<j <k)
d+3 | andi, & ...d% | ai, = (ai,0ut); di, = a;, (2<j<k)
E—2
d+4 | aya; ...a3

Y M&+H* = (ai,). Lo que prueba el resultado para el caso o = 1.

Sea a > 2 tal que a < k y supongamos cierto el resultado para «. Es decir,
LY . . ., k—a
supongamos por hipétesis de induccién que M2 = a; a2 2

A fag1 aik
M a . .
y env - (a117"'7a7-a—1)-

La configuracion C%t22+1 se obtiene de C412* ejecutando las reglas ai, —

di; (a+1<j < k). Luego M2+ = q; d;,, ...d% "~y Mdt2ett =
Md+2a‘

env
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La configuracion C4+29+2 ge obtiene de C4+22+! ejecutando las reglas
ai, — (ai ,out); di; = aj; (@ +1 < j < k). Luego M{t?*+? =

) LS d+2a+1 _ (. ) )
Qipyy - -- 05, y M5+ = (Qiyy---s0i,_,05,)-

Lo que completa la prueba del aserto.

|
Aplicando el aserto anterior al caso a = k, se deduce que M{T2¥ = q; y
Mg;;?k = (Cli“ Ly aik_l).
La configuracién C4t2k+1! ge obtiene de C?*2* ejecutando la regla a;, —
(ai,,out). Luego MIT2k+L — ¢y pMAR2RH1 — (g, . a;_a;,)-

4.5 Analisis de la simulacion

En esta seccion se trata de probar que la simulacién de una maquina de Turing
determinista por un P sistema con salida externa (y, por tanto, por un P sistema
basico de transicién) tiene un coste adicional de tipo polinomial.

Teorema 4.16 Toda maquina de Turing determinista puede ser simulada por

una P sistema con salida externa con un coste adicional de tipo polinomial.

Demostracion:

En primer lugar, hallemos el tiempo de ejecucién de la simulacién.
Sea w € ¥%,, un dato de entrada de la maquina de Turing, de tamafno k.
Supongamos que w € Lpys. Entonces se tiene que:

1.

La generacién del dato de entrada, w, en el P sistema, II7ys requiere 3k+3
pasos.

. La simulacién de cada paso de transicién requiere un coste del orden

O(5j +12), siendo 7 la casilla que esta analizando la cabeza lectora.

. El chequeo del estado final requiere 4 pasos.

La producciéon de una salida de tamafo k requiere 2k + 1 pasos.
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Por tanto, si el tiempo que la maquina 7'M necesita para aceptar el dato w es
del orden O(t(k)), entonces el P sistema Iy necesitara O(5k + 5t(k) + 20) C
O(k + t(k)) pasos.

Finalmente, hallemos el coste que se necesita para la construccién del P
sistema Il a partir de la maquina de Turing T M.

Sea T'M una maquina de Turing determinista tal que el conjunto de estados
tiene cardinal n + 2, el alfabeto de trabajo tiene cardinal m + 2 y el alfabeto
de entrada tiene cardinal p (con p < m). Analicemos los recursos que son
necesarios para construir Ilzpy.

1. El grado del P sistema es 1.

2. El numero de simbolos utilizados es n + 4m + 5p + 39 € 8(n + m).

3. El numero total de reglas usados es n+10m+9p+42+O(mn) € O(mn).
4. La léngitud maxima de una regla es p + 10 € O(m).

5. El ntimero total de relaciones de prioridad es n + 11m +2m? +2p? + 4p +
32+ O(nm) € O(m? + mn).

En consecuencia, la construccién del P sistema Il7ys a partir de la maquina
T M tiene un coste adicional polinomial, del orden O(m? + mn) siendo §(n) el
orden de los estados y 6(m) el orden del cardinal del alfabeto de trabajo.

O



Capitulo 5

Clases de Complejidad en P
sistemas de aceptacion

Uno de los objetivos principales de la Teoria de la Complejidad consiste en pro-
porcionar herramientas que permitan la clasificaciéon de problemas de acuerdo
con la cantidad de recursos que son necesarios para su resolucién.
En este capitulo se presentan las primeras clases de complejidad en P sistemas,
que permiten detectar algunas de las dificultades inherentes a la resolucién
computacional de ciertos problemas y proporcionan una clasificacién de los
problemas abstractos en funcién de los recursos que necesitan para ser resueltos
en el modelo de Computaciéon Celular con Membranas. Desde luego, dicha
clasificacién exige una definicién precisa y rigurosa del concepto de problema
abstracto asi como del modelo que se va a considerar.

Toda clase de complejidad suele estar caracterizada por una serie de para-
metros:

¢ El modelo de computacion (en nuestro caso, los P sistemas de aceptacion).
e El modo de computacion (en nuestro caso, determinista y paralelo).
e La medida de complejidad (el tiempo y el espacio).

e La cota superior de recursos (que serd una funcién total computable de
N+ en N*).

85
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Comenzaremos definiendo lo que entendemos por problema de decision, y
por P sistema de aceptacion. Posteriormente, introduciremos el concepto de
resolubilidad de un problema de decisién a través de una familia de P sistemas
de aceptacion.

5.1 Clases de complejidad

Definicién 5.1 Un problema de decisién, DP, es un par (Ipp,app) que ve-
rifica las condiciones siguientes:

e Ipp esun lenguaje sobre un alfabeto finito (cuyos elementos se denominan
instancias o ejemplares del problema).

e app es una funciéon total booleana sobre Ipp.

Nota: Teniendo presente que todo alfabeto finito puede ser codificado a partir
del alfabeto {0,1} mediante una funcién computable de coste lineal, resulta
que toda instancia de cualquier problema de decisién puede considerarse como
una cadena del alfabeto {0,1}.

Definicién 5.2 Un P sistema de aceptacién es un par ordenado (II,6) tal
que I es un P sistema y 0y es una funcién total booleana sobre el conjunto de
todas las computaciones de parada de II.

Sea C una computacién de parada de II. Si 6;1(C) = 1, entonces diremos
que C es de aceptacion; en caso contrario, diremos que C es de rechazo.

Usualmente la funcion 0y viene definida implicitamente por la seméntica
del modelo de computacién celular con membranas II.

Definicion 5.3 Sean X una clase de P sistemas de aceptacién sin membrana
de entrada, f una funcién total computable de Nt en N* y DP un problema
de decision. Diremos que el problema D P pertenece a la clase de complejidad
MCx (f) si existe una familia, IIXp = (IIX p(w))welp s, de P sistemas tal que:

1. La familia H%P es X —consistente; es decir, para cada w € Ipp, el P
sistema I1% ,(w) pertenece a la clase X.

2. La familia IIX, es D P—uniforme; es decir, existe una maquina de Turing
que, a partir de w € Ipp construye el P sistema ng(w) en tiempo
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polinomial. Con otras palabras, existen una maquina de Turing, TM', y
un polinomio, p(n), que dependen del problema DP, tal que para cada
w € Ipp, TM'(w) para en, a lo sumo, p(|w|) pasos y devuelve el P
sistema 115 . (w).

3. La familia IIXp estd f-acotada; es decir, para cada w € Ipp toda com-
putacién de I , (w) para en O(f(|w|)) pasos.

4. La familia IXp es DP-adecuada; es decir, para cada w € Ipp se tiene
que app(w) = 1 si y sélo si toda computacién de I3 ,(w) es de acepta-
cién.

En la situacién de la definiciéon anterior, diremos que el problema de decisién
DP es resoluble por la familia H%P de P sistemas de aceptacion sin entrada,
en tiempo O(f).

Obsérvese que de acuerdo con la definicién anterior, el P sistema I35 »(w) es el
encargado de analizar la aceptacion o rechazo de la instancia w del problema
DP.

A continuacién, definimos la resolubilidad en tiempo lineal y polinomial a través
de familias de P sistemas.

Definicion 5.4 Se definen las clases de complejidad lineal y polinomial, res-
pectivamente, para P sistemas de aceptacion sin membrana de entrada como
sigue:

LMCx = |J MCx(f) y PMCx= |J MCx({)
f lineal f polinomial

Seguidamente vamos a introducir conceptos andlogos para P sistemas de acep-
tacién con entrada.

Definicion 5.5 Sean X una clase de P sistemas de aceptacién con membrana
de entrada, f una funcién total computable de Nt en N* y DP un problema
de decisién. Diremos que el problema D P pertenece a la clase de complejidad
MC%(f) si existe una familia, IXp = (1% 5 (n))pen+, de P sistemas tal que:

1. La familia H%P es X —consistente; es decir, para cada n € NT, el P
sistema I1% ,(n) pertenece a la clase X.
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2. La familia II{p es DP-uniforme; es decir, existe una maquina de Tu-
ring que, a partir de n € N* construye el P sistema [13 »(n) en tiempo
polinomial. Con otras palabras, existe una méquina de Turing, TM', y
un polinomio, p(n), que depende del problema DP, tal que para cada
n € Nt, TM'(n) para en, a lo sumo, p(n) pasos y devuelve el P sistema
ng (n).

3. La familia TIXp esta f-acotada; es decir, para cada n € NT toda com-
putacién de I ,(n) para en O(f(n)) pasos.

4. La familia H%P es D P-adecuada; es decir, existe una codificaciéon poli-
nomial, g, de las instancias del problema DP en objetos de entrada de
los P sistemas (multiconjuntos, cadenas, etc.), de tal manera que para
cada w € Ipp se tiene que app(w) =1 si y sélo si toda computacién de
¥ p(|w|) con entrada g(w) es de aceptacion.

Nota: Que g sea una codificacién polinomial de las instancias del pro-
blema DP en objetos de entrada de los P sistemas II\ ,(n), significa que
existe una méaquina de Turing, TM", y un polinomio q(n) que depende
del problema DP, tal que para cadaw € Ipp, TM"(w) para en, a lo su-
mo, q(|w|) pasos y, ademds, devuelve g(w), que es un objeto de entrada
del P sistema 1135, (Jw]).

En la situacién de la definicién anterior, diremos que el problema de decisién
DP es resoluble por la familia TIXp de P sistemas de aceptacion con entrada,
en tiempo O(f).

Obsérvese que de acuerdo con la definicién anterior, para cada n € Nt el P
sistema II¥ »(n) es el encargado de analizar la aceptacién o rechazo de todas
las instancias del problema de tamano n.

De forma analoga a como se ha hecho anteriormente, definimos la resolubilidad
en tiempo lineal y polinomial a través de familias de P sistemas.

Definicion 5.6 Se definen las clases de complejidad lineal y polinomial, res-
pectivamente, para P sistemas de aceptacién con membrana de entrada como
sigue:

LMCx = (J MCx(f) v PMCx= |J MCx()
f lineal f polinomial
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5.2 Clase de complejidad del problema SAT

A continuacién se presenta un resultado que pone de manifiesto la potencia
computacional de ciertas variantes de P sistemas. Para ello, introducimos una
variante de P sistemas que hace uso de membranas activas, y demostramos
que el problema SAT pertenece a la clase de complejidad lineal de dichos P
sistemas.

Siguiendo [39], un P sistema con membranas activas es una tupla

M= (V,H,p,wi,...,wn,R)
en donde:
1. m>1.
2. V es un alfabeto.

3. H es un conjunto finito de etiquetas para las membranas. Se reserva la
etiqueta 0 para la membrana piel.

4. p es una estructura de membranas, de grado m, etiquetadas con elemen-
tos de H. Las membranas de p pueden ser neutras o estar polarizadas
(positiva o negativamente).

5. wy,--.,wy, son multiconjuntos sobre V', que expresan el contenido inicial
de las membranas de u.

6. R es un conjunto finito de reglas de evolucion de los siguientes tipos:

(@) iz —>y]¥, dondez eV, y e V* ae{0,+,—-}.
Regla interna, que no afecta al exterior de la membrana 4, ni a su
polaridad.

(b) [i£]? = y[:]?, donde z,y € V, a, 8 € {0,+, - }.
Un elemento puede salir de la membrana, posiblemente transfor-
mado en otro y, simultdneamente, modificar la polaridad de dicha
membrana.

(¢) z[i]¢ = [w]?, donde z,y € V, a, 8 € {0,+, - }.
Un elemento puede entrar en la membrana, posiblemente transfor-
mado en otro y, simultdneamente, modificar la polaridad de dicha
membrana.
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(d) [iz]¢ =y, donde z,y € V, a € {0,+,—},1 #0.
Un elemento es transformado en otro y, simultineamente, la mem-
brana i es disuelta (la piel no se puede disolver).

(e) [iz]¢ — [,y]f[,z]z, donde z,y,2 € V, o, 8,7 € {0,+,—}, 4 # 0.
Divisién de la membrana, ¢, pudiendo eventualmente transformarse el

elemento independientemente para cada membrana resultante. No
se puede ejecutar en la piel.

Las reglas se aplican de acuerdo con los siguientes principios:

e Todas las reglas son aplicadas en paralelo y de forma maximal. En un
paso, un elemento de una membrana sélo puede ser usado por una ope-
racion (elegida de manera no determinista en caso de que haya varias
posibilidades).

e Si una membrana es disuelta, su contenido (multiconjunto y membranas
interiores a la misma) pasa a formar parte de la membrana inmediata-
mente exterior a ella.

e Todas los elementos no especificados por la operacién a aplicar permane-
cen invariables.

Notemos por MA la clase de P sistemas de aceptacién deterministas que hacen
uso de membranas activas (es decir, que contienen reglas del tipo (e)). Se
verifica el siguiente resultado:

Teorema 5.7 SAT € LMCj, .

Demostracion:

Para demostrar este resultado, construiremos una familia de P sistemas de
aceptacion que hacen uso de membranas activas, de forma que, fijado el nimero
de clausulas y de variables, el P sistema disefiado, que tiene adecuadamente
codificada la férmula en forma normal conjuntiva, devuelva Yes en caso de que
dicha férmula sea satisfactible.

Supondremos que ¢ = C1 A ... A Cy, es una férmula en forma normal conjuntiva
sobre el conjunto de variables X = {z1,...,2,}, donde C; C X UX.

El P sistema disefiado para las férmulas de tamafio (n,m) es

Hg/IAAI‘([namD = (V7{152}a[1 [2 ]2 ]1,1()1,’11)2,R)
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donde [n,m] es una codificacion del par (n,m) (por ejemplo la codificacion par

[n,m] = w +n),y:

e Kl alfabeto es

V= {:ci,j,ji,j:lgigm,lgjgn}U
{dr: 1<k<n}U
{ep: 1<k<m+1} U
{’I"i,kl ISZSm,lngQ’I’L}U
{Yes}

¢ El contenido inicial de las membranas, que codifica la férmula ¢, es:

w, = A
wy = {.Z'i,j O IS Cz} U {i’i,j 1y € C,} U {dl}

e FEl conjunto de reglas, R, viene dado por:
{2dk]3 = [di]F [2di]y : 1<k <n}
{bziy = rinly, LFig = rialy 0 1<i<m}
2Ti1 = Ny, Zi1 = Al§ : 1<i<m}

2%i1 = Tij1ly, [pTig = zijo1ly 1 1<i<m, 2<j<n}

2di]3 = [2 9dk, dil2 13 = [2drt1]s [2dr]y = [219dk : 1 <k <n}
2Tk — Ti,k—i—l]g 1 1<i<m, 1<k< 2(7’L - 1)}

[
[
[
[22i1 = Zij1]3, [2Zin = Tijoaly 0 1<i<m, 2<j <n}
[
[
[1dr = dk1]): n<k<2n-—1}

{
{
{
{
{
{

danl2 13 = [2a1]y

[27‘1,2n71]2+ = ]37,2n1

{ler = ckt1]3 + 1 <k<m}
{lerign—1 = ric12n-1]3 : 1 <i<m}
Ton—1[2 |3 — [27'0,27171];_

[2¢mi1]s = [2 3 Yes

[1Yes]? = [1 9Ves
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Esencialmente, el proceso que sigue el P sistema anterior para resolver la sa-
tisfactibilidad de la férmula es crear una cantidad exponencial de membranas
en las que la carga de las mismas determina en cada paso una posible asigna-
cién de la variable asociada a dicho paso, decidiéndose qué clausulas resultan
satisfactibles por la nueva asignacion.
Obsérvese que tanto la estructura de membranas del P sistema disenado, como
el conjunto de reglas, dependen tnicamente del tamano de la férmula, por lo
que podria ser considerado como un P sistema con entrada en la membrana, 2,
al que se proporciona adecuadamente codificada la férmula proposicional (por
medio de una codificacion lineal en el tamafio de dicha férmula).
Es facil comprobar que, en un ntimero de pasos lineal en el tamafio de ¢, el P
sistema presentado devuelve Yes en caso de que dicha férmula sea satisfactible.
O



Capitulo 6

.’
La conjetura P = NP a través
de los P sistemas de decision

El objetivo de este capitulo es caracterizar la conjetura P L NP mediante
la irresolubilidad en tiempo polinomial de problemas NP—completos a través
de familias de P sistemas de decisiéon. La caracterizaciéon que se presenta esté
basada en dos resultados: (a) toda méquina de Turing determinista puede ser
simulada en tiempo polinomial por una familia de P sistemas deterministas de
decision; y (b) si un problema de decision es resoluble en tiempo polinomial por
una familia de P sistemas deterministas de decisién, entonces cada P sistema de
la familia se puede simular, en tiempo polinomial, a través de una méquina de
Turing determinista que, a su vez, puede ser construida en tiempo polinomial.

6.1 Simulacién de maquinas de Turing a través
de P sistemas

Definicién 6.1 Sea TM una méquina de Turing (como dispositivo de acep-
tacion de lenguajes). El problema de decisién asociado a TM es el siguiente:
DPryr = (E%,,,arm); en donde arpr(w) = 1 si y sélo si la maquina de Turing
TM acepta el dato w.

Definicién 6.2 Diremos que una mdaquina de Turing, TM, es simulada en

93
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tiempo O(f) (con f : Nt — N7 funcién total computable) en una clase, X,
de P sistemas de aceptacion sin membrana de entrada (resp. con membrana
de entrada), si el problema de decisién asociado, DPrys, pertenece a la clase
MCx(f)(resp. MC(f)).

Dicho con otras palabras, una maquina de Turing, T'M, es simulada en tiempo
O(f) (con f : N*T — N funcién total computable) en una clase, X, de P
sistemas de aceptacion (con o sin membrana de entrada) si existe una familia
&, (del tipo (IIF p(w))wery» en el caso sin entrada y del tipo (IIX p(n)) pen+
en el caso con entrada) tal que dicha familia es X—consistente, D Prj/—uniforme,
estd f—acotada y es D Prjs—adecuada.

Teorema 6.3 Toda méaquina de Turing determinista puede ser simulada en
tiempo polinomial por una familia de P sistemas deterministas de decisién
validos. Es decir, toda maquina de Turing determinista puede ser simulada en
tiempo polinomial en la clase de los P sistemas de decisién deterministas.

Demostracion:
Sea TM una méquina de Turing determinista. Sea I'ryr = {B,>,a1,...,am}
el alfabeto de trabajo, y Erm = {a1,..-,ap}, con p < m, el alfabeto de
entrada. Supongamos que el conjunto de estados de la maquina es Qry =
{anv,av,q0;---,an}- Sea drm(gi;a;) = (9Qei.j)» aag,j, D (i, 4)) la funcién de
transicién de T M. Notaremos ag = B y ag = b.
A continuaciéon describimos la familia de P sistemas deterministas de decisién
Orm = Tram (1), Orar(2), ..., Orar(k),...) que va a simular a la maquina
TM: para cada k € N, el P sistema de decision II1 s (k) esta caracterizado por
los siguientes elementos:
e Alfabeto de entrada: ¥y = {{(a,i) : a € Trp,1 < i < k}
o Alfabeto de trabajo: T'y, = {{(a,i) :a € Erp,0<i <k} U{t;:1<i<k} U
{s;,8F,8i:i€ {,T»,F,S,1,...,9}} U
{a~,qy,h,h',Yes, No} U
{¢;i: 0 <i<n}uU{b;b},b,¢;:0<i<m}
e Estructura de membranas: p, = [, ],
e Membrana de entrada: i; =1
e Multiconjunto inicial: M1 = {{qo,b0,87,,57,,85,55>51 »--»59 »8T1 } }
e Reglas de evolucion: R = Ry U R; U Rs U R3 U Ry, en donde:
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.Ro = RO,l U R0,2 U Ro’g U R0,4, con
4 _ (ai, j) = (ai, j)t; (1<i<p1<i<k)
Ro,1 = s1y87, = 1, > 87, = S, > Ty e
ST, = 87,5Ts
R o = 8T8y, = 5;2 > Sp, = Sp, > tls;2 = S, SF > - > t,cs;2 — S7,8F
0,2 = _ -
>t ...tk.s:JTr2 — 87,55 > sf}Z — ST, SF
57,857,555 -+ 59 Shgobo — (No, out)
Rojs = spsp = sp > sp = sp > { (@i, J) = A (1<i<p1<i<h)
t; = A (1<i<k)
: - 2 ) ,
S e (@i j) = (@i, j — 1) (1<i<p,1<i<k)
5955 =+ 8§ > Sg —» Sg >
Ro4 = (ai, 0) = b; (1<i<p)
> st = sgs
.Rl = R1,1 U R1,2 U R173, con
h — hh'
Rii=s18] = 8f >s87 =87 > b — bb,  (0<i<m)
sT — 57 89
h'sysy — 83 > 83— 83> 85 — 85 >
B .= by = A (0<i<m)
1,2 = 2
> b (o<i<m) > b = bl (0<i<m)
s;' — 89 S2

_ b _ b’f = A (0<i<m)
Ry 3 =s355 = 83 >8; =85 >

s;r — 83 84
.R2 = R2,1 U Rz,g, con
_ " B B h — hh'
Ro1 =548, =84 >581 =54 > " _
S4 — 84 85

Reglas para la funcién

e _ .
Roo = 8585 — 83 > 85 — S5 > di transicion
S5 — s5 86
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Las reglas para la funcion de transicion, drr, son las siguientes:

Caso 1: Estado ¢, elemento a; # B

M ovimiento Reglas
L @boh = qg(rs)bsca(rs), si A(r,s) # B
izquierda s ,5) Vs , ‘

q qrb;h — qQ(T,s)b;, s1 A(’I", S) — B
igual 0rby = 4Q(rs)biCa(rsy 81 A(r,s) # B
grby = 4Q(r,9)b% si A(r,s) =B
derecha qrbjs - qQ(T,s)b:sCA(r,s)ha S% A(r,s) # B
qrbs — qQ(r’s)bsh, si A(’l‘, S) — B
Caso 2: Estado g¢;, sin elemento

M ovimiento Reglas

izquierda Grh = 4Q(r,5)CA(r,s) S% A(r,s) # B
arh — 4Q(r,s)» S1 A(T‘, 8) =B

igual Gr = 4Q(rs)CA(rs)s 51 A(r5) # B
r = 4Q(r,s)» si A(r,s) =B

derecha @r = 4Q(r,s)CA(rs)h, S? A(r,s) # B
ar = 4Q(r,5) P, si A(r,s) = B

Para evitar conflictos, cada regla del caso 1 tiene una prioridad mayor
que cada regla del caso 2.
oR3 = R3; U R3 5, con
b, — b'? (0<i<m)
R31 = Wsgsg — s¢ > 86— 51> 85 = 85 > ¢; = ¢2 (0<i<m)
56+ — 8¢ S6
bib; = A (0<i<m)
R3o=s787 = 88 >87 =87 >< ¢; = by (0<i<m)
s;r — 87 88
oy = R41 URyp, con
gy — 4y S9, (N — gNS9
Ry =585 — 83 > 85 — 83 > < i = qis1 (0<i<n)

+ _
Sg —)88
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( ST,57,5F8581 ---85 = A
gy — (Yes,out)

Ryip = s98g = A>59 =89 >4 gn — (No,out)

h— A

[ bi &> A (0<i<m)

Seguidamente veamos que Iltng = (I7pr (1), Mrar(2), ..., Mrar(k),...) es
una familia de P sistemas deterministas de decisién que simula a la maquina
TM.

Obviamente se trata de una familia de P sistemas deterministas vélidos.
Mas atn, I es una familia uniforme. En efecto: supongamos que el niimero
de estados de la miquina TM es n + 2, el alfabeto de trabajo tiene tamaifio
m + 2 y el alfabeto de entrada tiene tamafo p (con p < m). Entonces los
recursos necesarios para construir el P sistema II7as (k) son los siguientes:

1. El tamaifio del alfabeto de trabajo 'y, es p-k+k-+4m+n+45 € 0(k-(m+n)).
2. El grado del P sistema es 1.

3. El tamafio de la configuracién inicial para cada x € X, es k+16 € 0(k).
4. El namero total de reglas es del orden O(p -k +n-m) = O(k - (m + n)).

5. La mayor de las longitudes de una regla es 16 € O(1).

Veamos ahora que, para cada k € N, el P sistema Il (k) es adecuado.
En efecto: sea L el lenguaje decidido por TM. Para decidir si una cadena
ai, ---a;, € X1, de tamano k, pertenece a L, codificamos dicha cadena por
el multiconjunto {{{a;,,1),...,{ai,,k)}} que va a ser la entrada del P sistema
7 (k). Las reglas de este P sistema han sido escogidas adecuadamente de
tal manera que la simulacion de la computacion de TM con dato de entrada la
cadena citada procede en una serie de etapas:

1. Comprobar que el multiconjunto recibido codifica una cadena de longitud
k. Para ello debemos verificar que para cada j = 1,...,k, exista un par,
y s6lo uno, con segunda componente j. En caso de que esto no sea asi,
el P sistema para y devuelve No.

2. Transformar el multiconjunto de entrada en otro multiconjunto que co-
difica la cadena de entrada en base 2 (a fin de especificar el simbolo que
estd situado en cada una de las celdas de la cinta).
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. Leer el elemento de la celda que esta siendo analizada por la cabeza de

trabajo.

. Hallar el nuevo elemento que hay que escribir en la celda que est4 siendo

analizada, mover la cabeza de trabajo y cambiar al nuevo estado (todo
ello de acuerdo con la funcién de transicion).

. Borrar el viejo elemento y escribir el nuevo elemento en la celda analizada.

. Chequear si se ha alcanzado un estado final: si no, repetir el proceso

desde la etapa 3; si se alcanza el estado gy, entonces aceptar la cadena;
si se alcanza el estado qu, entonces rechazar la cadena.

Finalmente veamos que, para cada k € N, el P sistema 7 (k) esta poli-
nomialmente acotado. En efecto, si z € £%., es una cadena de entrada de la
maquina de Turing de tamafio k, se tiene (razonando como en la seccion 4.5
del capitulo 4):

1.

La comprobacién de que el multiconjunto recibido codifique correctamen-
te una cadena de longitud k necesita 4 pasos en caso afirmativo y 6 en
caso negativo (en este ultimo caso el P sistema ya para).

. La generaciéon del multiconjunto que codifica, en base 2, las celdas no

vacias en la configuracién inicial de T M para z, necesita k + 3 pasos del
P sistema.

. La simulacion de cada paso de transicién de la maquina de Turing necesita

un coste del orden O(5;5 + 12), en donde j es la celda que se analiza por
la cabeza de trabajo de la maquina.

. Comprobar si se ha alcanzado un estado final necesita 2 pasos.

. La produccién del dato de salida tras haber detectado la presencia de un

estado final, necesita 2 pasos.

En consecuencia, si la maquina de Turing T'M acepta o rechaza el dato de
entrada = en O(t(k)) pasos, entonces el P sistema I (k) necesita O(k+t(k)?)
pasos para realizar lo mismo.

O
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Sea D la clase de los P sistemas deterministas de decision validos. Notemos
NPC a la clase de los problemas NP—completos. Seguidamente vamos a es-
tablecer una condicién suficiente para que se verifique la relacion P # NP
en términos de irresolubilidad de problemas NP—completos en la clase de P
sistemas citados.

Lema 6.4 Si existe un problema NP-completo que es irresoluble en tiempo
polinomial, respecto del tamafio del dato de entrada, por una familia de P
sistemas deterministas de decisién, entonces P # NP. Es decir,

@Y (Y e NPC A Y ¢ PMC%)) — P # NP

Demostracion:

Supongamos que P = NP. Sea Y un problema NP-completo arbitrario.
Entonces Y € P. Luego existe una maquina de Turing determinista, 7'My,
que resuelve el problema Y en tiempo polinomial.

Entonces, del teorema 6.3 se deduce la existencia de una familia de P sis-
temas deterministas de decision, IRy = (2, (1),...,002,, (k),...), que
simula la maquina de Turing T'My en tiempo polinomial.

Veamos que la familia H%MY resuelve el problema Y en tiempo polinomial; es
decir, que Y € PMC},. En efecto:

e Para cada k € Nt se tiene que II7, (k) es un P sistema determinista
valido de decision.

e Teniendo presente que la familia H%MY stmula en tiempo polinomial la
méaquina de Turing T' My, resulta que dicha familia resuelve el problema
de decision asociado a esa maquina y, en consecuencia, la familia citada
es Y—uniforme y polinomialmente acotada.

e La familia TIR\; es Y-adecuada. En efecto: Para cada w € Iy se
verifica lo siguiente:

ay(w) =1 <= TMy acepta w
< %), (Jw|) acepta g(w) (siendo g una adecuada
codificacion polinomial de cadenas por
multiconjuntos)
<= Toda computacién de II%), (jw|) con entrada
g(w) es de aceptacion
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Por tanto, se tendria que ¥ € PMC},. Lo que contradice la hipdtesis de
partida.
O

6.2 Simulacién de P sistemas a través de maqui-
nas de Turing

En esta seccién se trata de establecer una condicién necesaria para que se
verifique la relacion P # NP en términos de irresolubilidad de problemas NP—
completos en la clase de los P sistemas deterministas de decision validos. Para
ello, veamos en primer lugar que los P sistemas de la clase citada pueden ser
simulados por maquinas de Turing deterministas con costes adicionales de tipo
polinomial.

Lema 6.5 SeaY un problema de decisién. Sea 1Y = (112 (n)),,cn+ una fami-
lia de P sistemas deterministas de decisién validos tal que resuelve el problema
Y en tiempo polinomial. Para cadan € N1 se puede construir en tiempo po-
linomial una méquina de Turing determinista, T My ,, que simula al P sistema
T2 (n) en tiempo polinomial, en el siguiente sentido:

1. Existe una maquina de Turing, TM', y un polinomio s(n) tal que para
cada n € Nt, TM'(n) para en, a lo sumo, s(n) pasos y devuelve la
méquina de Turing T My,p,.

2. Para cada w € Iy, la maquina T My g, () acepta w si y solo si el P
sistema T2 (|w|) acepta el multiconjunto g(w), siendo g una adecuada
codificacién polinomial de cadenas por multiconjuntos.

3. Para cadan € N, la mdquina T My, trabaja en tiempo polinomial; es
decir, existe un polinomio t(k) que depende sélo de la familia Hg, tal
que para cada w € Iy la maquina T My, para en O(t(|w|)) pasos.

Demostracién:
Sea n € Nt. Notemos

e A, = ntmero de membranas de II?(n),

e B, = ntmero de simbolos del alfabeto de I12 (n),
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e C, = suma de las longitudes de las reglas de II2(n),
e D,, = niimero de simbolos de la configuracién inicial de TP (n),

El alfabeto de trabajo de la maquina de Turing T My, es I',,U{0, 1, %, 6}, siendo
T, el alfabeto del P sistema I12(n). A continuacién describimos las cintas que
va a tener la méquina de Turing T'My,y,.

e Una cinta de entrada.

e A, - B, cintas principales para representar (en base 2) las multiplicidades
de cada simbolo en cada membrana, a lo largo de la computacion.

e A, - B, cintas auziliares de cdlculo para realizar las sumas y restas (en
base 2), correspondientes a la ejecucion de las reglas aplicables.

e 3-A, cintas para representar la estructura de membranas. Concretamente
para cada membrana-nodo se consideran tres cintas-membranas tales que:

— La primera cinta codifica:

x En su primera casilla, una marca (x o B) para recorrer el arbol.

* En su segunda casilla, una marca (6 o B) para representar si
hay disolucién.

* En el resto de la cinta, se representa en base 2 la etiqueta de la
membrana.

— La segunda cinta codifica en base 2 la etiqueta del padre de dicha
membrana.

— La tercera cinta codifica en base 2 el nivel de dicha membrana en el
arbol.

e Una cinta—entorno para representar la salida de la computacién (usando
para ello la primera casilla: Yes para aceptar y No para rechazar). En
esta cinta sélo se escribiran los simbolos Yes y No.

e Para cada membrana, k, se consideran rj, cintas (siendo r el nimero de
reglas de la membrana k) que representen las relaciones de prioridad y el
caracter de aplicabilidad de acuerdo con el siguiente criterio:
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— Si la regla RZ tiene mayor prioridad que Ri, entonces colocaremos
un 1 en la posicion (i,5) de la que llamaremos matriz de prioridad
de la membrana k. Esta parte sera estatica, es decir, su contenido
no se modifica a lo largo de la ejecucién de la méaquina.

RLIR|... ... ...|Rp

Ry
Ry

Tk
Rk

— Si la regla R}'c es aplicable, entonces pondremos un 1 en la posi-
cion (i,1). Esta parte sera dinamica, es decir, puede ser modificada
durante la ejecucién.

El niimero total de este tipo de cintas es del orden O((r1+---+r4,)-An) C
O(Cy - Ay).

e Para cada regla r = (u,,v,, ;) con v, = (by,in1)...(ba,,ina,)(c,out)
(d, here), consideramos 3 - B, + A, - By, + 1 cintas:

— B, cintas, una por cada simbolo del alfabeto, que codifique el multi-
conjunto (multiplicidades de cada simbolo, en base 2) que determina
el antecedente de la regla.

— B, cintas, una por cada simbolo del alfabeto, que codifique el mul-
ticonjunto asociado a here.

— B, cintas, una por cada simbolo del alfabeto, que codifique el mul-
ticonjunto asociado a out.

— A, - B, cintas tales que para cada j = 1,..., 4, hay B, cintas,
una por cada simbolo del alfabeto, que codifique el multiconjunto
asociado a in;.

— 1 cinta para codificar en la primera casilla con 1 6 0 si esta habilitada
la regla, y en la segunda casilla con § o B si contiene o no disolucion.

Asi pues, en cada membrana el nimero de cintas serd ri (3B, + A, Bp+1).
Luego el namero total de cintas—reglas sera del orden O(A,, - B, - Cy,).
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Seguidamente describimos la situacion inicial (estdtica) de la maquina de Tu-
ring; es decir, la configuracién bésica de la maquina antes de recibir el dato de
entrada.

e Las cintas principales (al igual que las cintas auxiliares de calculo) codi-
fican los multiconjuntos de la configuracién inicial del P sistema II2(n),
sin dato de entrada.

e La cinta-membrana codifica la estructura de membranas inicial del P
sistema 112 (n).

e La cinta-entorno tiene inicialmente todas sus casillas en blanco.
e En la matriz de prioridad se representarin dos elementos:

— La relacién de prioridad (estatica): colocando un 1 en la posicién
(4,7) de la matriz correspondiente a la membrana k si la regla R}
tiene una prioridad mayor que la regla R7.

— La condicién de aplicabilidad de las reglas (dinamica): que inicial-
mente aparecen en blanco.

o Las cintas-reglas de cada membrana codificaran las reglas de dicha mem-
brana de acuerdo con el siguiente criterio:

— Las B, cintas del antecedente (respectivamente, del here o del out)
codifican las multiplicidades que cada simbolo tiene en el antecedente
(respectivamente, en el here o en el out).

— Para cada j = 1,...,A,, las B, cintas asociadas a la membrana
j, una por cada simbolo, codifican la multiplicidad de cada simbolo
que corresponde al in;.

— La primera casilla de la ultima cinta aparece inicialmente con valor
1, y esté reservada para codificar la propiedad de habilitacion de la
regla (es decir, inicialmente todas las reglas se consideran habilita-
das).

— La segunda casilla de la ultima cinta contendrd un simbolo § si la
regla contiene disolucién y un simbolo blanco en caso contrario.

Para describir la simulacién del P sistema II12(n) a través de la maquina de
Turing T'My,, en primer lugar hay que observar que dado un dato de entrada
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del P sistema hay que afiadirlo a la configuracién inicial del mismo a través
de su membrana de entrada. Por ello, en la méaquina de Turing se simula este
proceso como sigue:

e Para cada simbolo de la cinta de entrada hay que sumar 1 a la multipli-

cidad del mismo en la correspondiente cinta-membrana-de-entrada-del-
simbolo.

El namero de pasos que se necesita para llevar a cabo este proceso es
el siguiente: para cada simbolo hay que sumar 1 a la correspondiente
cinta-membrana-de-entrada-de-ese-simbolo. Dicha membrana contendra
una multiplicidad del simbolo menor o igual que D,,; sumarle 1 tiene un
coste del orden O(lgD,,). Por tanto, si el dato de entrada es de tamaifio
k, codificar ese dato en la cinta-membrana-de-entrada de 7'My, tiene un
coste del orden O(k - 1gDy,).

La simulacién de un paso de transiciéon del P sistema IT2(n) se hara en varias
etapas:

1.

6.

7.

Seleccionar los conjuntos de reglas aplicables en cada membrana de la
configuracién correspondiente al paso que se analiza.

. Actualizacion de los multiconjuntos de cada membrana (incluido, en su

caso, el entorno).

. Marcar las membranas que se van a disolver.
. Habilitar todas las reglas.

. Desactivar todas las reglas aplicables.

Actualizar la estructura de membranas.

Chequear la cinta del entorno y decidir, en su caso.

A continuacién vamos a ver como se implementa en la méquina de Turing cada
una de estas etapas e iremos calculando los costes respectivos.

1. Seleccionar los conjuntos de reglas aplicables en cada membrana
En esta etapa se procede asi: para cada membrana de la configuracion con la
que se comienza a simular el paso hacer lo siguiente:
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e Considerar la primera regla habilitada de dicha membrana.

e Si dicha regla es aplicable, entonces colocar un 1 en la correspondiente
diagonal de la correspondiente matriz de prioridad, y deshabilitar todas
las reglas de menor prioridad.

e Si una regla aplicable contiene disolucién, marcar la membrana.

Ahora bien, jqué tiempo es necesario para decidir si una regla r = (u,, v, d;)
con v, = (by,ing)...(ba,,ina,)(c,out)(d, here), de una membrana k en un
instante ¢, es aplicable?

e En primer lugar se mira si u, estd contenido en el multiconjunto de la
membrana k en el instante ¢. Para ello
Para cada simbolo del alfabeto hacer
hallar la multiplicidad, x, de dicho simbolo en la regla
hallar la multiplicidad, y, de dicho simbolo en M}
si x > y devolver NO
El ntmero de pasos a realizar es del orden O(B,, - (Cy, + Dy,)).

e Paracadaj=1,...,A, hacer
si b; # A entonces mirar si j es hijo de k&

El namero de pasos a realizar es del orden O(A4,, - (B, + A,)).

e Si k es la membrana raiz y §, = 1 devolver NO.

El numero de pasos a realizar es del orden O(1).

En caso de que la regla sea aplicable hemos de activarla colocando un 1 en
la diagonal correspondiente a la regla en la matriz de prioridad. Si esta en
la membrana k el nimero de pasos a realizar es del orden O(r;) C O(Cy).
Ademas, hemos de deshabilitar todas las reglas de la membrana k que tienen
menor prioridad, que requiere un niimero de pasos del orden O(ry) C O(C,,).
Por tanto, en cada regla de la membrana k el nimero de pasos a realizar es
del orden O(A,, - B, + A2 + C% + C,, - D,,).
En consecuencia, el nimero total de pasos a realizar en la etapa 1 es del orden
O(A,- (A, -B,+A%2+C%2+C,-D,)) = O(A3 + A2-B,+ A,-C2+ A,,-C,,-Dy,)).
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2. Marcar las membranas a disolver

Para marcar las membranas a disolver basta analizar las diagonales de las
matrices de prioridad de cada membrana para decidir qué reglas son aplicables,
y para cada una de ellas determinar si disuelve o no la membrana a la que
pertenece, marcando en este caso con § la casilla de la cinta asociada a la
disolucién de dicha membrana. El nimero total de pasos para implementar
esta accién es del orden O(4,, - C2).

3. Actualizaciéon de los multiconjuntos de cada membrana

Veamos cémo actualizar los multiconjuntos tras la ejecucién de la regla r =
(tr,vp,6;) con v = (bj,,inj,) ... (bj,,in;,)(c, out)(d, here), de una membrana
k en un instante t.

Teniendo presente que inicialmente el nimero total de simbolos que tenemos
en los multiconjuntos es del orden O(D,,), resulta que tras el primer paso, el
nuamero total de simbolos sera del orden O(D,, + C,,), tras el segundo paso serd
del orden O(D,, + 2C,,). Luego en M} todos los simbolos apareceran con una
multiplicidad del orden O(D,, +t - C,); es decir, los ntimeros a sumar tendran
O(lg(D,, +t - Cp)) digitos y, por tanto, su suma o resta requerird un nimero
de pasos del orden O(lg(D,, +t - Cy)).

Teniendo presente que el ntimero total de sumas y restas es del orden
O(A, - C, +2C, + C,), el tiempo necesario para la actualizacion de todos los
multiconjuntos de la membrana k serd O((A,,-Cpn+2C,+Cp)-1g(Dp+t-Cy)) =
O(A, -Cy -1g(D,, +t-Cy))

Y el tiempo necesario para la actualizacién de todos los multiconjuntos de
todas las membranas seré del orden

O(An : An : Cn : lg(Dn +1- Cn)) = O(Agz : Cn : lg(Dn +t- Cn))

Desde luego, la actualizacién del entorno requiere un tiempo constante ya

que s6lo hay que hacerla en el tltimo paso de la computacién.

4. Habilitar todas las reglas
Basta ir a la primera casilla de las ultimas cintas asociadas a las reglas y
poner un 1. El nimero de pasos que se necesita es del orden O(ry +---+ 1) C

O(Chn).
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5. Desactivar todas las reglas aplicables
Basta poner un cero en todas las diagonales de las matrices de prioridad
asociadas a cada membrana. Para la membrana £ el tiempo que se necesita es
142441, €6(ry) CO(Cy). Por tanto, el tiempo total que se necesita en
esta etapa es del orden
O(r +---+71%,) CO(A, - C7)

6. Actualizar la estructura de membranas
Para actualizar la estructura de membranas se procede como sigue:

e Se efectiia un recorrido en anchura del arbol, nivel por nivel.

e Cada vez que encontremos un nodo marcado con disolucién procedemos
ast:

— Se elimina dicho nodo.

— Se reestructuran los padres de sus hijos y los niveles de sus descen-
dientes.

— Se vuelca su contenido en el padre.

Esto se puede implementar como sigue:
para k = 1 hasta O(A,,) hacer
para cada nodo de nivel £ no marcado hacer
marcar el nodo
si dicho nodo contiene la marca ¢ entonces
disolver dicho nodo (poniendo B en la primera casilla de la cinta
correspondiente a su nivel)
actualizar los padres de sus hijos
actualizar los niveles de sus descendientes
volcar el contenido en su padre
Veamos el nimero de pasos que se necesita para llevar a cabo dichas tareas.

e El namero de vueltas del bucle es O(4,,).

e En cada vuelta, se analizan todos los nodos de ese nivel (coste O(4,)) y
para cada nodo no marcado se hace lo siguiente:

— Se marca el nodo con *: O(1).

— Se mira si tiene la marca §: O(1).
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— En caso, afirmativo,

x Se disuelve: O(1).

* Se actualizan los padres de sus hijos: O(A4,,).

* Se actualizan los niveles de sus descendientes: O(A4,, - 1gA,).

* Se vuelca el contenido en el de su padre: O(C,, - (1g(D,, +tC,)).

Por tanto, el nimero total de pasos a realizar en esta etapa es del orden
O(A2 - A, -1gA, + Colg(D, + t-Cy))

7. Chequear la cinta del entorno y decidir, en su caso
Para chequear la cinta del entorno basta analizar su primera casilla y ver si
hay un simbolo Yes o No. El nimero de pasos necesarios es del orden O(1).

Coste en tiempo de la simulacién

En consecuencia, el nimero total de pasos a realizar en la simulacién del P

sistema I12(n) a través de la miquina de Turing 7' My, es del orden
O(A2-C2.1gA,, -1g(Dy +t-Cp) + A2 + A2 -B, + A, - C2+ A, -Cy, - D)

Las maquinas de Turing trabajan en tiempo polinomial
Veamos que para cadan € N7 la maquina de Turing T My, trabaja en tiempo
polinomial. En efecto: Como la familia Hg es Y—uniforme, existe un polino-
mio p(n) que depende de la familia tal que para cada n € N1 se tiene que
Apn, By, Cr, Dy, € O(p(n)). Sea w € Iy tal que |w| = n. Sea t(n) un polinomio
tal que 12 (n) decide g(w) en t(n) pasos. Entonces el ntimero de pasos que
necesita la maquina de Turing 7'My, para decidir el dato de entrada w es del
orden
O(t(n) - (A2 -C2 -1gA,, -1g(D,, + t(n) - Cy,) + A2 + A2 - B,, + A, - C,, - D))

Es decir, la maquina de Turing T My, trabaja en tiempo del orden

O(p*(n) -1g(p(n)) - 1g(p(n) + t(n)p(n)) C O(7°(n))
siendo 7(n) = p(n) + t(n).

Coste de la construcciéon de las maquinas de Turing
Veamos ahora que la construccién de la maquina de Turing T' My, a partir del
P sistema IID(n) es polinomial. En efecto:

¢ El namero total de cintas es del orden O(A,, - By, - Cp).
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e El proceso de inicializacién requiere:

— Cintas principales y auxiliares de calculo:
O(24, - B, -D,) =0O(A, - B, - D,,)

— Cinta-membrana: O(A,,).

— Cinta de entrada y Cinta-entorno: O(1).

— Matrices de prioridad: O(C?2).

— Cintas-reglas: O(A,, - By, - Cy, - Dy,).

e Funcidon de transicion.

Sea w € I3+ un dato de entrada del problema de tamano n. Para la simu-
lacién de un paso de transicién de la computaciéon de I12(n) con entrada
w a través de la maquina de Turing T' My, se necesita, en primer lugar,
un estado por cada simbolo s € T',, a fin de controlar la actualizacion de
la cinta correspondiente de la membrana de entrada que estd asociada a
ese simbolo (pues hay que trasladar el dato w desde la cinta de entra-
da de la maquina T'My, a las cintas de dicha maquina que codifican la
membrana de entrada del P sistema T2 (n)).

Por otra parte, es suficiente considerar un estado por cada procedimiento
bdsico que hay que realizar. Ahora bien, es constante el numero de tales
procedimientos basicos (leer el contenido de una cinta, comparar, sumar
o restar dos nimeros, consultar y, en su caso, cambiar el contenido de una
casilla, realizar un recorrido en anchura de un &rbol, eliminar un nodo
de un &rbol, etc), asi como el numero de estados que una maquina de
Turing necesita para implementar dichos procedimientos. Por tanto, el
numero total de estados que se necesitan para realizar la simulacién seria
del orden O(B,,).

En consecuencia, el namero de pares ordenados que determinan la funcién
de transicion serd del orden O(B2).

En consecuencia, el tiempo necesario para la construccién de la maquina de
Turing T My, es del orden O(A,, - B2 - C2 - D,) C O(p%(n)).
O
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Teorema 6.6 Si P # NP entonces ningin problema NP-completo puede ser
resuelto en tiempo polinomial, respecto del tamano del dato de entrada, por
una familia de P sistemas deterministas de decisién véalidos. Es decir,

P#NP=VY (Y e NPC — Y ¢ PMC%)

Demostracion:

Supongamos que existiera un problema NP-completo, Y, tal que Y € PMC3,.
Entonces existiria una familia IIY = (IT2 (n)),en+, de P sistemas determinis-
tas de decision validos (y, por tanto, con entrada) que resuelve el problema Y
en tiempo polinomial. Es decir, tal que:

1. La familia Hg es D—consistente; es decir, para cadan € N1, el P sistema
N2 (n) es un P sistema determinista de decisién valido.

2. La familia ITY es Y-uniforme; es decir, existe una méquina de Turing
que, a partir de n € NT construye IIP(n) en tiempo polinomial. Con
otras palabras, existe una méquina de Turing, TM’', y un polinomio,
p(n), dependiente del problema Y tal que para cada n € Nt, TM'(n)
para en, a lo sumo, p(n) pasos y devuelve el P sistema I12(n).

3. Existe un polinomio 7(n) tal que la familia IIY esta r—acotada; es decir,
para cada n € Nt toda computacion de IT? (n) para en O(r(n)) pasos.

4. La familia IIT es Y-adecuada; es decir, existe una codificacién polino-
mial, g, de las instancias del problema Y en multiconjuntos de tal manera
que para cada w € Iy se tiene que ay (w) = 1 si y sblo si toda compu-
tacion de II2(Jw|) con entrada g(w) es de aceptacién. Que g sea una
codificacién polinomial de las instancias del problema Y en multiconjun-
tos significa que existe una méaquina de Turing, TM", y un polinomio
g(n) tal que para cada w € Iy, TM"(w) para en, a lo sumo, ¢(|w|) pasos
y, ademés, devuelve g(w) € M(T|,,)), siendo I}, el alfabeto del P sistema
T2 (fw)).

Del lema 6.5 se deduce que para cada n € Nt se puede construir en tiempo
polinomial una méiquina de Turing determinista, 7'My, que simula al P sistema
I12(n) en tiempo polinomial, en el sentido indicado en el lema.

Consideremos la siguiente maquina de Turing, T My, “universal” respecto de la
familia de maquinas {T My, : n € Nt}
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Entrada: w € Iy.
Simular T'My,|,,| con entrada w.

Veamos que la miquina de Turing determinista 7'My resuelve el problema Y
en tiempo polinomial.

1. T My resuelve el problema Y.

En efecto: sea w € Iy tal que ay(w) = 1. Entonces toda computacion
de T2 (Jw|) es de aceptacion. En particular, la maquina IT2(Jw|) acepta
el multiconjunto g(w) y, en consecuencia, la maquina de Turing 7'My, |,
acepta w. Reciprocamente, sea w € Iy tal que T My acepta w. Entonces
T My,),y) acepta w. Luego IIP (|w]) acepta g(w). Por tanto, ay(w) = 1.

2. T My trabaja en tiempo polinomial.

En efecto: sea w € Iy. Sea k = |w|. En tiempo O(p°(k)) se construye la
méaquina de Turing T My . En tiempo O(t(k)) se decide si la maquina
T My, acepta w. Por tanto, la maquina T'My decide la aceptacion de w
en tiempo O(pb(k) + t(k)).

Por tanto, tendriamos que Y € P. En consecuencia, se tendria que P = NP.
O

6.3 Caracterizacion de la relacién P # NP a tra-
vés de P sistemas

Estamos ya en condiciones de establecer caracterizaciones de la relacion P #
NP mediante la irresolubilidad de problemas NP—completos por familias de P
sistemas deterministas de decision.
Teorema 6.7 Son equivalentes las proposiciones siguientes:

1. P #NP.

2.3Y (Y e NPC A Y ¢ PMC}).

Es decir, existe un problema NP-completo que no puede ser resuelto en
tiempo polinomial, respecto del tamano del dato de entrada, por una
familia de P sistemas deterministas de decisién validos.
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3.VY (Y e NPC — Y ¢ PMC}).

Es decir, ningtin problema NP-completo puede ser resuelto en tiempo
polinomial, respecto del tamaifio del dato de entrada, por una familia de
P sistemas deterministas de decisién validos.

Demostracion:

La implicacion (2) = (1) se deduce del lema 6.5.
La implicacion (1) = (3) se deduce del teorema 6.6.
La implicacion (3) = (2) es trivial, ya que la clase NPC es no vacia.
O

Para terminar, queremos hacer notar que el establecimiento de estas equiva-
lencias proporciona nuevos medios para atacar la conjetura P Z NP y, a la
vez, abre nuevas vias de investigaciéon futura en el marco de los modelos de
computacién celular con membranas a fin de poder afrontar el reto sugerido.

Por una parte, para obtener una respuesta afirmativa a la conjetura citada
parece necesario la bisqueda de técnicas sofisticadas de diseno de P sistemas de
decisién que puedan proporcionar una solucién polinomial de algin problema
NP-completo.

Por otra parte, si se busca una respuesta negativa habria que desarrollar
herramientas que permitan establecer que una cierta propiedad (en este caso, no
trabajar en tiempo polinomial) la verifiquen todos los procedimientos del modelo
que resuelvan un problema NP-completo. Lo que puede conducirnos al estudio
de nuevos conceptos relativos a la reducibilidad en tiempo polinomial, tanto de
problemas de decisién como de familias de P sistemas, e, indirectamente, con
algunas cuestiones relacionadas con la indecidibilidad de problemas en el modelo
de Computacién Celular con Membranas.
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