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Objetivos

o Modelos estocdsticos de sistemas biomoleculares basados en EDOs.

* Limitaciones.

* Aproximacién continua mediante sistemas de EDOs.

e Algoritmo de Gillespie.

* Ventajas y desventajas.
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Modelizacion de sistemas biomoleculares

Requisitos para un buen modelo de sistemas biomoleculares ! :

# Relevancia.
& Comprensibilidad.
& Extensibilidad.

& Tratabilidad/Computabilidad.

lA. Regev, E. Shapiro. The m-calculus as an abstraction for biomolecular systems. In G. Ciobanu and Gr.

Rozenberg, editors, Modelling in Molecular Biology, Springer Berlin, 2004, pp. 219-266. 3/17



Modelos estocasticos

e Para cada estado existe un conjunto de posibles “estados siguientes”: a ellos se
pueden acceder a través de una distribucion de probabilidad.

e A partir de un estado inicial que describe un cierto escenario, existen posibles
evoluciones diferentes.

% La informacién que proporciona el modelo ante esos escenarios, requiere

la realizacién un nimero elevado de ejecuciones/simulaciones.

e Los “resultados” de los modelos estocdsticos serdn los valores promedios de los
obtenidos en las diferentes simulaciones. Su validez se basa en:

* El teorema de los grandes niimeros: si el nimero de simulaciones es
“grande”, el valor promedio de una variable tenderad a su “valor real”.

+ El teorema central del limite: si el nimero de variables aleatorias es

“grande”, entonces tenderd a una distribucién normal.
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Modelos estocasticos clasicos de sistemas biomoleculares

El caracter aleatorio de los procesos biomoleculares se captura mediante el uso
de estrategias estocasticas o probabilisticas.

* A nivel microscdpico, las interaciones entre moléculas siguen la ley /n:

e Los niveles de fluctuacién del sistema son inversamente proporcionales a
la raiz cuadrada del nimero de moléculas.
* Los sistemas con un bajo niimero de moléculas muestran altas fluctuaciones.
e Las aproximaciones cldsicas deterministas y/o continuas para la modeliza-

cién de sistemas biomoleculares, sélo son adecuadas cuando el nimero de

moléculas que intervienen es “elevado”.
Estudiaremos procesos biomoleculares en los que cada reaccion quimica
involucra, a lo sumo, a dos moléculas.

e Las reacciones con tres reactantes son raras y se pueden describir como una
sucesion de reacciones quimicas con dos reactantes.
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Modelos estocasticos clasicos de sistemas biomoleculares

Primer paso para la descripcién estocdstica de procesos biomoleculares:

* Conjunto de variables de estado: la evolucién del sistema dependera sélo de los
valores del estado actual.

Supuesto inicial: un medio/volumen fijo homogéneo en equilibrio térmico (a tempe-
ratura constante).

* Sistema de moléculas de n especies quimicas: {si1,...,5sn}.

* Las moléculas interactian a través de q reacciones quimicas: {ri,...,rq}.

Estado del sistema en un instante t: X(t) = (X1(t),..., Xa(t)).

* Xj(t): ndmero de moléculas del tipo s; en el instante t (concentracion).

Objetivo: Evolucién del vector de estado X(t) a partir de un estado inicial X(tg).
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Reacciones quimicas en un sistema biomolecular

Cada reaccién quimica rj, 1 < j < q, estad caracterizada por:
% Un vector de cambio de estado v; = (v, ..., vy):

e vji: cambio en la poblacién molecular de la especie s; que produce la
ejecucién de la reaccién r;.

e La matriz (v;) recibe el nombre de matriz estequiométrica.

* Una propensidad p;(X(t)):

e p;j(X(t))dt: probabilidad de que r; se ejecute al estado X(t) en el
intervalo de tiempo [t, t + dt).

) 0
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Calculo de las propensidades asociadas a las reacciones quimicas

* Cada reaccién quimica r; tiene asociada una constante cinética k;:
e Depende de las propiedades fisicas de las moléculas involucradas y de otros parametros fisicos (se

obtiene experimentalmente y NO depende del tiempo).
* A partir de la constante cinética k; se halla una constante estocastica ¢; asf:
* Sirj = s; — producto, entonces ¢; = k;.

* Sir

siy + s, — producto, entonces
sioh=h
siendo V' el volumen constante del medio.
* A partir de la constante estocastica ¢; se halla la propensidad p;(X(t)) asi:
% Sirj =s; — producto, entonces p;(X(t)) es ¢; - X;(t).

* Sirj =s; + sy — producto, entonces p;(X(t)) es:

{ G - Xi(t) - X (t) si i AT
G- X)) (Xu()—1) s i=i
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Semantica asociada a los sistemas biomoleculares

Transicién del sistema:
£ OX(E) = (X8, -+, Xa(t) — X(¢+1) = (Xa(t+1),..., Xa(t+1)).
* Ejecutando la reaccién quimica r; cuyo vector de cambio de estado

Vi = (Vij, o, Vi)

Se verifica que:

* X(t =+ 1) = X(t) =+ v = (Xl(t) + Vijyeo- ,Xn(t) + V,,j).

Objetivo: determinar P(X(t) | X(to)):

* Probabilidad de que el sistema alcance el estado X(t) sabiendo que parte del
estado inicial X(tp).

) 0
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Sistemas biomoleculares: the chemical master equation

La evolucién en el tiempo de P(X(t)|X(ty)) viene dada por la siguiente ecuacién:

q q
P(X(t +dt) [ X(t) = S pj(X(1) — v;) - P(X(t) — vj) | X(t0)) - dit + [1 — D py(X(t)) - ] - P(X(t) | X(to))
j=1 j=1

probabilidad de que se ejecute alguna
reaccién en el intervalo [t, t + dt)

Luego: P(X(t + dt) | X(tg)) — P(X(t) | X(to)) =

probabilidad de no se ejecute ninguna
reaccién en el intervalo [t, t + dt)

q
[ D _pi(X(t) = vj) - P((X(t) = vj) | X(t0)) — D _pj(X(t))

=1 =1

P((X(8)) | X(to)) ] - dt

La siguiente ecuacién (chemical master equation, CME) proporciona P(X(t)|X(tp)):

dBXL Xl o Z[p, X(t) = vj) - P((X(t) — vj) | X(to)) — pj(X(t)) - P(X(t) | X(t0))]

Se trata de un sistema de EDOs con tantas ecuaciones como posibles estados

+ En la practica, sélo se puede resolver analiticamente en casos muy simples

* Por ello, se generaran trayectorias numéricas para el vector X(t), usando algoritmos de tipo Monte Carlo
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Algoritmo de Gillespie (SSA, Stochastic Simulation Algorithm)

Precursor: Un trabajo de J.L. Doob sobre cadenas de Markov 2

Algoritmo de Gillespie3: explora el espacio de estados asociado a la CME.

* Es un algoritmo de Monte Carlo (Ulam, von Neumann, 1944-1946): genera tra-
yectorias de cadenas de Markov que representan interaciones moleculares que
tienen lugar en un medio/volumen fijo (ver # para algunas mejoras).

Nicleo del algoritmo de Gillespie:

* Entrada: estado inicial de un medio/volumen m en el que hay sustancias some-
tidas a reacciones quimicas r1, ..., rq, de las que se conocen sus propensidades.

* Salida: la reaccién quimica a ejecutar y su correspondiente tiempo de espera,
para hallar el siguiente estado.

Ha sido utilizado con éxito para la simulacién estocastica de procesos biomoleculares.

2J.L. Doob. Markoff chains — Denumerable case. Transactions of the American Mathematical Society, 58, 3
(1945), 455--473

3D.T. Gillespie. A general method for numerically simulating the stochastic time evolution of coupled
chemical reactions, Journal of Computational Physics, 22 (1976), 403-434; y Exact stochastic simulation of
coupled chemical reactions, Journal of Physical Chemistry, 81, 25 (1977), 2340-2361.

4M.A. Gibson, J. Bruck. Efficient Exact Stochastic Simulation of Chemical Systems with Many Species and

Many Channels. Journal of Physical Chemistry, 104, 9 (2000), 1876-1889. 11/17



Nucleo del algoritmo de Gillespie

Entrada: estado inicial de un medio/volumen fijo m en el que hay sustancias someti-
das a reacciones quimicas ri, ..., rq, de las que se conocen sus propensidades p;.

q
Calcular py = ij, siendo p; las propensidades de las reglas.
Jj=1

Generar dos nimeros aleatorios a; y a» uniformemente distribuidos
sobre el intervalo unidad (0,1): paso de Monte Carlo.

Elegir el indice jy que verifica la siguiente condicién:

Jo—1

Jo
ZPk <a2-PoSZPk-
k=1 1

k=

1 1
4. Calcular el valor: 7= — In(—) tiempo de espera.
Po ai
5. Devolver (jo, 7).

La reaccién quimica seleccionada es rj; y el tiempo de espera para ejecutar la
siguiente reaccién es 7.

) 0
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Algoritmo de Gillespie

Entrada: (a) El estado de un medio/volumen fijo m en el que hay sustancias sometidas a reacciones quimicas rj
de las que se conocen sus propensidades pjiy (b) un tiempo méximo de simulacién, T > 0.
® Inicializacién:

% Inicializar el tiempo de simulacién: t =0
* Inicializar el estado del sistema: X(t) = X(0).

® Iteracion:

* Calcular las propensidades p;(X(t)).
Ejecutar el nicleo del algoritmo de Gillespie a partir de p;(X(t)): devuelve (jo, 7).
Ejecutar una vez la reaccién quimica T -
Actualizar el tiempo de simulacién: t<«— t+ 7.

Hallar el nuevo estado del sistema X(t+ 7), tras la ejecucién de fo -

* ok ok *

Iterar el proceso mientras no se verifique la condicién de parada.

® Finalizacién (condicién de parada):

* Si el nimero de moléculas es cero o bien t > T, entonces finalizar el proceso.

B e 0
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Algoritmo de Gillespie

start compute the propensities two random numbe
t=0 of the rules from [0,1] (uniform
X(t) = x r D q a; a
i1 1
. L |2
chemical species q q j=1
$i...S

l

1 1
T==In (=)
. po al J
J = the smallest integer such that Z P> a,

|

reaction channels
r..r,

update time and state
of the system

t=t+T
Xt =x+v
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Algoritmo de Gillespie: observaciones

A la hora de resolver la CME, se consideran intervalos infinitesimales de tiempo:
+* En modelos basados en ODEs, dichos intervalos son aproximados por dt.

+ En el algoritmo de Gillespie, dichos intervalos son representados de manera
exacta por tiempos de espera.

El algoritmo de Gillespie no resuelve numéricamente la CME ya que no proporciona la
funcién de distribucién de probabilidad de X(t).

% Se puede obtener informacién acerca de esa funcién a través de los resultados
obtenidos en reiteradas ejecuciones del mismo.
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Algoritmo de Gillespie: ventajas y desventajas

Ventajas:

* Captura los efectos del ruido (aleatoriedad inherente) en los procesos biomole-
culares.

* Maneja el tiempo de manera continua pero describe el sistema de forma discreta.

* La implementacién es relativamente simple.

Desventajas:

* Alto coste computacional (si existen muchas moléculas, el valor de py puede ser
muy elevado, en cuyo caso los tiempos de espera serdn muy pequefios).

* Sélo una reaccién quimica (y una séla vez) ser ejecutard en cada paso de compu-
tacién.

* Hay que realizar muchas simulaciones para obtener resultados fiables.

* Es necesario disponer de un buen generador de niimeros aleatorios.

) 0
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Mejoras del algoritmo de Gillespie

En el articulo:

e D.T. Gillespie. Approximate accelerated stochastic simulation of chemically reacting systems. Journal of
Chemical Physics, 115, 4 (2001), 1716-1733.
se han propuesto algunas mejoras del algoritmo de Gillespie, a fin de conseguir
mas eficiencia computacional:

+ Perdiendo algo de “exactitud” en la seleccién del tiempo de espera.

* Permitiendo la ejecucién de varias reacciones en el mismo paso de
computacién asociado a un mismo tiempo de espera (tau-leaping).

e Condicion de salto: los cambios en el estado inducido por las reacciones que se ejecutan deben ser

tales que las propensidades permanezcan aproximadamente constantes en el intervalo [t, t + 7).
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