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1.1 Introduión

A principio de la década de los cincuenta comienza a ponerse de manifiesto la
analogía existente entre algunos procedimientos matemáticos y ciertos proce-
sos biológicos: por una parte, para calcular el valor de una función computable
en un elemento,x, de su dominio, hay que aplicar una serie de operaciones
elementales del modelo (en el que la función es computable) al dato de en-
tradax; por otra, todo organismo vivo se puede considerar, en esencia, como
el resultado de un proceso que consiste en aplicar una serie de operaciones
bioquímicas, a una cadena de ácido desoxirribonucleico (ADN).

L.M. Adleman materializó esta similitud en noviembre de 1994 ([1])
mostrando que era posible usar procesos biológicos para atacar la resolu-
bilidad de ciertos problemas matemáticos especialmentedif��iles: mediante
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un experimento realizado en el laboratorio consiguió resolver una instancia
concreta de un problemaomputaionalmente intratable usando técnicas de
biología molecular para la manipulación del ADN (un problema es computa-
cionalmente intratable si cualquier solución algorítmicaconocida del mismo
necesita una cantidad de recursos de tipo exponencial en el tamaño del dato de
entrada).

Hacia finales de la década de los cincuenta, el premio nobel R.P. Feynman
([10]) describe los ordenadoressub{miros�opios e introduce el concepto
teórico deomputai�on a nivel moleular. Con ello, los organismos vi-
vos, en general, y algunas moléculas en particular, son consideradas poten-
cialmente como máquinas capaces de desarrollar procesos susceptibles de ser
interpretados como operaciones de cálculo.

El auge de los actuales ordenadores electrónicos convencionales ha sido
posible gracias al invento deltransistor que sustituyó a lasv�alvulas y tubos

de va��o de la primera generación de los ordenadores electrónicos. Con los
transistores comenzó propiamente la segunda generación (en 1958) y propi-
ció, por primera vez, la manipulación electrónica delsiliio. Los transistores
dieron paso, sucesivamente, a losiruitos integrados (tercera generación,
mediado de la década de los sesenta), compuestos por cientosde transistores,
y loships de silicio (cuarta generación, principio de la década de lossetenta)
que incorporan miles de transistores y basan su funcionamiento en un proceso
de grabado a través de un rayo de luz. Así como el transistor permitió por
primera vez la manipulación electrónica delsiliio, el experimento de Adle-
man puede ser considerado como el primer paso hacia la construcción de un
prototipo de ordenador molecular basado en la manipulaciónbioquímica del
arbono.

En julio de 2000, un equipo de científicos de la Universidad deCalifornia
desarrolló un interruptor eléctrico del tamaño de una millonésima de milíme-
tro (un nanómetro), a partir de una molécula. Todo parece indicar que este
interruptor puede representar una alternativa revolucionaria en relación con
los actuales chips de silicio.

� En su funcionamiento sustituye la luz por una reacción química, lo que
representa un importante ahorro en el consumo de energía.

� Estos nuevos interruptores podrían disponer de más de mil procesadores
en el espacio ocupado hoy día por un procesador (los actualeschips de
silicio tienen una altura aproximada de cinco mil nanómetros).

� Se estima que estos interruptores podrían aumentar la velocidad de
procesamiento de la información, cien mil millones de vecesla de un
ordenador convencional, y podrían reproducir la capacidadequivalente
a cien ordenadores convencionales en el tamaño de un grano desal fina.
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Desde los tiempos más remotos, el hombre tuvo el convencimiento de que
algunos rasgos de cada generación se transmitían a la siguiente (todo ser en-

gendra otros semejantes, sintetizaba una creencia generalizada). No obs-
tante, las reglas y mecanismos que rigen la herencia eran desconocidos por
completo. Curiosamente, en 1872, Darwin aseguraba en un artículo (The ex-

pressions of the emotions in man and animals) quelas leyes que gobier-

nan la herenia son desonoidas en su mayor parte, mientras que desde
hacía seis años (1866) estaban publicados los trabajos de J.G. Mendel en los
Anales de la Soiedad de Historia Natural de Brunn. En ellos, Mendel
establecía los principios que rigen la herencia (los arateres de los padres

no se transmiten por azar, sino a trav�es de un meanismo preiso on

entidad de ley).

A principio del siglo XX se descubrió que losromosomas (descritos por
Hofmeister en 1848 y cuya denominación se debe a Waldeyer, 1888) están
relacionados directamente con los mecanismos de la herencia, al ser porta-
dores del material genético que determina las características de la descen-
dencia. Entre 1943 (Claude, Porter) y 1947 (Mirsky) se descubre que los
cromosomas están compuestos, básicamente, por proteinas yADN. Debido a
la mayor complejidad de la estructura molecular de las proteinas, se tenía el
convencimiento de que éstas debían ser las encargadas de transportar la infor-
mación genética de los padres.

Los trabajos de J. Watson y F. Crick de principio de la década de los cin-
cuenta (entre 1951 y 1953) echaría por tierra el papel relevante atribuido a
las proteinas en relación con la herencia. Watson y Crick demuestran que las
moléculas de ADN codifican toda la información genética de los organismos
vivos, descifran la estructura molecular del ADN, descubren el principio de
complementariedad así como el direccionamiento de dichas moléculas, y jus-
tifican la posibilidad de usar ciertas técnicas para su manipulación.

En este trabajo se estudia brevemente la estructura del ADN,así como al-
gunas de las operaciones que se pueden realizar en el laboratorio con cadenas
del citado ácido. Las secciones 2 y 3 están dedicadas a la descripción y análisis
de los experimentos de L. Adleman y de R.J. Lipton que marcan propiamente
el comienzo de la computación ADN, con la resolución de sendas instancias
concretas de problemas computacionalmente intratables mediante la manipu-
lación en el laboratorio de moléculas de ADN. En la sección 4 se introducen
los elementos básicos de un modelo abstracto de computaciónmolecular, se
estudian las propiedades relevantes de los modelos sin memoria que usan el
ADN como sustrato computacional, y se realiza una propuestaoriginal para
describir como sistemas formales, los programas moleculares diseñados en
esos modelos para resolver problemas de decisión. Ello permite establecer la
verificación formal de programas a través de la demostraciónde la adecuación
(corrección) y completitud de los sistemas formales asociados. En las sec-
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ciones 5 y 6 se estudian dos modelos de computación molecularsin memoria
basados en ADN: el modelono restringido de L. Adleman ([2]) y el mo-
delod�ebil de M. Amos ([3]). Se ilustra dicho estudio con la presentación de
soluciones moleculares de dos problemasNP–completos de especial relevan-
cia: el problema de la coloreabilidad de un grafo no dirigidocon tres colores,
en el modelo no restringido, y el problema del camino hamiltoniano, en su
versión dirigida y sin nodos distinguidos, en el modelo débil.

1.1.1 Estrutura del ADN

El ácido desoxirribonucleico (ADN) es un polímero que, en suestructura li-
neal, consta de una serie de monómeros denominadosdesoxirribonule�oti-

dos, a los que llamaremos brevementenule�otidos. A su vez, cada nucleótido
consta de:

(a) Un azúcar (desoxirribosa) que tiene cinco átomos de carbono enumera-
dos del 1’ al 5’ , y que en el carbono 3’ tiene un grupo hidroxilo(OH).

(b) Un grupo fosfato (P ), unido al azúcar por el carbono 5’ .

(c) Una base nitrogenada, unida al azúcar por el carbono 1’ .

Generalmente se identifica el nucleótido con la base nitrogenada. Existen cua-
tro tipos de bases nitrogenadas:adenina, itosina, guanina y timina, que
suelen representarse por las iniciales correspondientes:A, C, G, T. La ade-
nina y la guanina pertenecen al grupo de laspurinas, mientras que la citosina
y la timina pertenecen al grupo de laspiramidinas.
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’

’

’

’

Figura 1. Estructura esquemática de un nucleótido
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Los nucleótidos pueden enlazarse de dos maneras diferentes:

(a) Mediante unenlae fosfodiester (covalente): el grupo fosfato50 de un
nucleótido se une al grupo hidroxilo30 de otro.

(b) Mediante unenlae de hidr�ogeno que se realiza a través de las bases
nitrogenadas.

El enlace fosfodiester entre nucleótidos permite elaboraradenas simples

de ADN que poseen dos extremos de comportamiento muy diferentes tanto
química como biológicamente. El tipo de grupo químico de losextremos que
están disponibles para nuevos enlaces dan unapolaridad o direionamiento

a las moléculas de ADN; así hablaremos de la dirección5

0

! 3

0 o la direc-
ción 3

0

! 5

0. A la hora de trabajar con cadenas simples, si no se explicita
su dirección se sobreentenderá que ésta es5

0

! 3

0. Si  es una cadena sim-
ple, notaremos la cadena formada por los nucleótidos complementarios (las
cadenas complementarias se expresarán, en cambio, en la dirección30 ! 5

0,
salvo que se explicite lo contrario).
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Figura 2. Enlace fosfodiester: cadena simple50–B
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El enlace de hidrógeno es más débil que el fosfodiester y se rige por el prin-
cipio de complementariedad: la adenina sólo se puede enlazar con la timi-
na (y recíprocamente), y la citosina sólo con la guanina (y recíprocamente).
Más aún, el enlace entre la adenina y la timina se establece a través de dos
puentes de hidrógeno mientras que entre la citosina y la guanina se producen
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tres puentes de hidrógeno, lo cual proporciona un poco de másfuerza a este
último enlace.

Combinando enlaces fosfodiester y enlaces de hidrógeno se obtienena-
denas dobles de ADN; es decir,doble hebras que se disponen espacialmente
formando la estructura conocida comodoble h�elie: dos cadenas simples es-
tán alineadas de formaantiparalela (es decir, una con la dirección50 ! 3

0

y la otra con dirección30 ! 5

0) y unidas por enlaces de hidrógeno; los nu-
cleótidos unidos por enlaces fosfodiester, con los grupos fosfatos orientados
hacia el exterior de la hélice y las bases nitrogenadas próximas al centro, lo
que proporciona una gran estabilidad a la molécula.
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Figura 3. Enlace fosfodiester+ Enlace de hidrógeno: cadena doble
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1.1.2 Operaiones on adenas de ADN

A continuación describimos brevemente algunas operaciones con cadenas de
ADN que se pueden realizar actualmente en el laboratorio, y que son la base
tanto de la ingeniería genética como de la computación ADN. Para mayor
detalle se remite al capítulo 1 de [17] y de [25].

1.1.2.1 Desnaturalizaión y Renaturalizaión

Toda doble hebra se puede separar en dos cadenas simples sin que se rompan
los enlaces fosfodiester, para ello basta calentar la solución hasta una tempera-
tura comprendida entre 85 y 95 grados centígrados. Este proceso se denomina
de desnaturalización (melting o reannealing).

También es posible formar una doble hebra a partir de dos cadenas sim-
ples complementarias: para ello basta someter la solución aun enfriado lento
hasta aproximadamente los 55 grados centígrados, permitiendo que se vayan
enlazando las bases nitrogenadas complementarias. Este proceso se denomina
de renaturalización (annealing).

1.1.2.2 Medida de la longitud de una moléula

La longitud de una cadena simple se define como el número de bases nitroge-
nadas que contiene, y se expresa enmer. La longitud de una cadena doble se
define como el número de pares de bases nitrogenadas complementarias que
contiene y se expresa enpares de bases, bp.

La longitud de una molécula de ADN se puede medir a través de latécnica
denominadaeletroforesis en gel. Toda molécula de ADN está dotada de una
carga eléctrica negativa que es proporcional a su longitud.Asímismo, la fuerza
necesaria para desplazar una molécula también es proporcional a su longitud.
Por tanto, si un conjunto de moléculas de ADN se somete a un campo eléctrico
en una solución ideal, entonces todas las moléculas se desplazarán hacia el
electrodo positivo pero a igual velocidad, con independencia de la longitud
que posea. Pues bien, se utilizará un gel a fin de discriminar las moléculas
según su longitud.

� En un recipiente rectangular que contiene disolvente, se introduce un
cierto gel en polvo y se calienta el contenido para conseguirla disolución
del gel.

� A continuación se somete la solución a un proceso de enfriadolento. En
el transcurso del mismo se coloca en uno de los extremos del rectángulo
una especie de peine, de tal manera que en el momento en que se consiga
una cierta consistencia en la solución, finaliza el enfriadoy se retira el
peine.
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� En las distintas ranuras formadas por el peine se colocan lasmoléculas
de ADN que se quieren medir.

� Se activa un campo eléctrico que tiene el electrodo positivoen el lado
opuesto a las ranuras.

� El campo se desactiva cuando la primera molécula llega al electrodo
positivo.

� La longitud de cada molécula se calcula conociendo la distancia recorri-
da durante el proceso y el tiempo transcurrido.

1.1.2.3 Extraión

Dado un tubo de ensayo,T , que contiene una solución con cadenas simples
de ADN, es posible seleccionar del mismo todas aquellas moléculas que con-
tienen como subcadena, una cierta cadena prefijada, . Ello se puede con-
seguir mediante elm�etodo de las sondas met�alias, que procede de la sigu-
iente manera:

� Se consideran unas microesferas de hierro que tienen adheridas la cadena
3

0

� , y se introducen en el tuboT .

� Se somete la solución a un proceso de renaturalización.

� Se coloca un imán a un lado del tubo,T , y se vierte en otro recipiente,
T

1

, las moléculas noadheridas a3

0

� .

� Se retira el imán, se añade nuevo disolvente y se somete la solución a un
proceso de desnaturalización.

� Se vuelve a colocar un imán a un lado del tubo,T , y se vierte en otro
recipiente,T

2

, las moléculas noadheridas a3

0

� .

� El tubo T
1

estará formado por las moléculas del tubo inicial queno

contienen a como subcadena, yT
2

por aquellas ques�� contienen a
como subcadena.

1.1.2.4 Alargar y opiar una adena de ADN

La polimerasa es una enzima que permite lo que podríamos entender como
reprodui�on de las moléculas de ADN. En cierto sentido podemos conside-
rar que esta enzima implementa la complementariedad de Watson–Crick. La
polimerasa se desliza sobre una cadena simple, va leyendo los nucleótidos y
escribiendo de acuerdo con una cierta ley. Conviene resaltar la similitud entre
la acción de esta enzima y la ejecución de una máquina de Turing: la cabeza
de trabajo de la máquina se desliza a través de la cinta, va leyendo las casillas
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y escribe sobre la misma según le dicta la función de transición de la máquina,
que también indica cómo continúa desplazándose la cabeza detrabajo sobre
la cinta.

Para copiar una cadena simple de se necesita: (a) unmolde o patr�on que
es una cadena simple que codifica por complementariedad la cadena a copiar;
(b) un ebador (primer) o cadena corta que está enrollada al molde por un
extremo; y (c) nucleótidos suficientes en la solución. La polimerasa se activa
cuando llega al extremo30 del cebador y, generalmente, copia en la dirección
5

0

! 3

0.

3’
OH

cebador

molde
5’3’

3’5’

Figura 4. Acción de la polimerasa

1.1.2.5 Síntesis de una adena de ADN

Esta operación permite fabricar cadenas (simples o dobles)de ADN a partir
de una secuencia prefijada. La síntesis de una cadena simple se realiza en
la dirección30 ! 5

0. El primer nucleótido se adhiere a un soporte sólido
por el extremo30 y se van añadiendo nucleótidos por el extremo5

0. Una
cadena corta sintética de nucleótidos recibe el nombre deoligonule�otido,
o más brevemente,oligo. Para sintetizar una doble hebra, en primer lugar
se sintetiza la hebra30 ! 5

0 y se considera un cebador; después se usa la
polimerasa para completar la doble hebra. Estos procesos son automatizables.

1.1.2.6 Aortar adenas de ADN

Las enzimasnuleasas destruyen enlaces fosfodiester (covalente). Laexonu-

leasa es una enzima de este tipo que elimina nucleótidos de una doble hebra,
a la vez uno de cada extremo y en la dirección3

0

! 5

0. Las enzimas nu-
cleasas son más flexibles que la polimerasa: algunas variedades sólo eliminan
nucleótidos del extremo50 y otras sólo del extremo30.

1.1.2.7 Cortar adenas de ADN

Las enzimasendonuleasas pueden cortar cadenas (simples o dobles) de ADN
por cualquier sitio. No obstante, existe una variedad (lasendonuleasas de

restrii�on) que sólo pueden cortar doble hebras y por un sitio específico(de-
nominadolugar de reonoimiento). Este tipo de enzimas están especializa-
das según el lugar de reconocimiento y la forma de realizar elcorte. Si existen
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varios lugares de reconocimiento en una doble hebra, entonces la endonucle-
asa de restricción realizará un corte por cada uno de ellos.

1.1.2.8 Empastar adenas de ADN

Al cortar una doble hebra se producen una serie de voladizos que, en determi-
nadas condiciones, pueden volver a enlazarse entre sí. En este caso, así como
en otros procesos, pueden aparecer unos pequeños huecos entre nucleótidos
consecutivos de una cadena de ADN. La enzimaligasa permite rellenar, em-
pastar, dichas hendiduras restaurando la estabilidad y fortaleza de los enlaces
fosfodiester.

1.1.2.9 Alteraión de nuleótidos en una adena de ADN

Existen unas enzimas, denominadas demodi�ai�on, que alteran ciertas cade-
nas de ADN añadiendo o quitando unas componentes químicas delas mismas.
Este tipo de enzimas suele actuar en colaboración con una enzima de restric-
ción que tiene asociado el mismo lugar de reconocimiento. Las enzimas de
modificación son útiles para controlar algunas operacionescon ADN, espe-
cialmente aquellas que utilizan un organismo vivo para protegerse de ataques
externos; por ejemplo, para defenderse de un cierto virus, una determinada
bacteria cuenta con una enzima de restricción cuyo objetivoes destruir cade-
nas de ADN del virus; dicha enzima trabaja en colaboración con una de modi-
ficación, que tiene el mismo lugar de reconocimiento, y cuya misión consiste
en alterar los lugares correspondientes en las cadenas de ADN de la bacte-
ria a fin de que ésta no quede afectada por la acción de su propiaenzima de
restricción.

1.1.2.10 Copias múltiples (ampli�aión) de adenas de ADN

La técnica de lareai�on en adena de la polimerasa (PCR) fue descubierta
por K. Mullis en 1985 y permite generar gran cantidad de copias de una cadena
molde o patrón. Esta técnica es muy eficiente y tiene una gran cantidad de
aplicaciones en ingeniería genética, análisis del genoma,diagnosis clínica,
arqueología, paleontología, etc.

La técnica de la reacción en cadena de la polimerasa funcionade la siguien-
te manera:

� Supongamos que queremos fabricar copias de una doble hebra� cuyos
bordes30 son� (“ borde superior”) y (“borde inferior”).

� En la fase iniial se prepara una solución que contiene la molécula�,
oligos30 � �, 50 �  , nucleótidos en cantidades elevadas, y la enzima
polimerasa (se usará una variedad que sea resistente a altastemperatu-
ras).
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� La fase de ejeui�on propiamente dicha consta de una serie de ciclos
cada uno de los cuales comprende tres pasos:

(a) Desnaturalizai�on: se calienta la solución hasta una temperatura
cercana a la de ebullición para romper los enlaces de hidrógeno.

(b) Renaturalizai�on: mediante un enfriado lento se producen enlaces
entre bordes y oligos.

(c) Extensi�on: se calienta nuevamente la solución hasta unos 72 gra-
dos para que la acción de la polimerasa extienda los bordes.

� Cada ciclo de la reacción duplica el número de doble hebras�; por tanto,
al reiterar este proceson veces se obtendrán2n copias de la molécula
patrón.

1.1.2.11 Letura de una adena de ADN

El Proyecto Genoma Humano, iniciado en 1990 y coordinado porinstancias
públicas de EEUU, tenía como objetivo descifrar antes del año 2003 la secuen-
ciación correcta del ADN humano. Craig Venter, un científicoheterodoxo que
participaba en dicho Proyecto, creó en 1998 una empresa privada (PE Celera
Genomics) en la que consiguió descifrar, en el año 2000, los 3.120 millones de
pares de nucleótidos que componen el ADN humano (aún quedan por trans-
cribir unos 40.000 “huecos” y verificar varias veces los resultados de Venter,
a fin de elevar a definitivo los resultados provisionales obtenidos). El trabajo
consistió en la lectura correcta de una cadena de ADN extraordinariamente
grande. Veamos a continuación cómo se puede realizar la lectura de una ca-
dena simple de ADN.

Para ello se consideran ciertos nucleótidos que han sido modifica-
dos levemente, denominadosnule�otidos an�alogos, que se denotan por
ddA; ddC; ddG; ddT , y están asociados a los nucleótidosA;C;G; T , respec-
tivamente. La operación de lectura de una cadena simple,�, de ADN procede
como sigue:

� Se extiende� por el extremo30 de acuerdo con un molde formando
una cadena simple�.

� Se preparan cuatro tubos (T

A

; T

C

; T

G

; T

T

) conteniendo cadenas�, oli-
gos50�, polimerasa y nucleótidos. Además, en el tuboT

X

se añadirán
nucleótidos análogos del tipoddX, para cadaX 2 fA;C;G; Tg.

� A partir de la cadena simple� y de los oligos50�, en cada tuboT
X

se
obtienen doble hebras parciales�0.

� En el tuboT
X

, la polimerasa completa las doble hebras parciales�

0. No
obstante, en este proceso aparecerán doble hebras parciales no completas
cuando se elija el nucleótido análogoddX en lugar deX.
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� Se somete la solución a un proceso de desnaturalización y se extrae de
la solución las cadenas simples que contienen a5

0

� .

� Se colocan las cadenas extraidas en una solución y se ordenansegún su
longitud, mediante la técnica de la electroforesis en gel.

� Se leen los nucleótidos del extremo30 de las cadenas ordenadas: la ca-
dena complementaria será�.

1.2 El experimento de Adleman

En noviembre de 1994, L. Adleman ([1]), matemático y doctor en Informática
por la Universidad de California, Berkeley, resolvió una instancia concreta
de un problemaNP–completo (elproblema del iruito hamiltoniano, en
su versión dirigida y con un par de nodos distinguidos [11]) através de la
manipulación de moléculas de ADN usando técnicas de biología molecular.

Problema del iruito hamiltoniano en su versi�on dirigida y on

un par de nodos distinguidos: Sean G = (V;E) un grafo dirigido

y v

i

; v

f

2 V dos nodos distinguidos. Determinar si existe un amino

simple desde v

i

a v

f

que pase por todos los nodos del grafo (un tal camino
se dice que eshamiltoniano enG).

El experimento de Adleman resolvió el problema citado para el grafo concreto
de tamaño siete que aparece en la siguiente figura.

3

4

6

52

0

1

Figura 5. Grafo usado en el experimento de Adleman



Mario de Jes

�

us P

�

erez Jim

�

enez 15

La instancia concreta de esta figura posee un único camino hamiltoniano
(0 ! 1 ! 2 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6), que puede ser detectado por una
persona en unos segundos y por un ordenador en menos de una millonésima
de segundo, mientras que el experimento de Adleman necesitósiete días para
su realización. No obstante, la importancia del citado experimento se puede
resumir en los siguientes puntos:

� Proporciona un primer ejemplo de computación a nivel molecular, que
potencialmente es un tamaño que nunca podrá ser alcanzado por la in-
dustria de los semiconductores.

� Muestra nuevas perspectivas de las moléculas de ADN como estructura
de datos peculiares, debido a la complementariedad de Watson-Crick y
a la extraordinaria densidad de información capaz de almacenar.

� Ilustra la posibilidad de usar moléculas de ADN para resolver instancias
de problemas de tipo combinatorio computacionalmente intratables.

� Manifiesta la capacidad del ADN para simular computaciones de forma
masivamente paralela, gracias a la acción simultánea de lasenzimas so-
bre cadenas de ADN.

El experimento de Adleman puede considerarse como la implementación en
el laboratorio del siguiente algoritmo de búsqueda exhaustiva que resuelve el
problema del camino hamiltoniano citado:

Entrada: G = (V;E), grafo dirigido; v

i

y v

f

nodos distin-

guidos.

Paso 1: Generar todos los aminos de G.

Paso 2: Rehazar los aminos que no empiezan por v

i

y

terminan en v

f

.

Paso 3: Rehazar los aminos que no ontienen exa-

tamente jV j nodos.

Paso 4: Para ada u 2 V , rehazar los aminos que no

ontienen al nodo u.

Salida: SI, en aso que quede alg�un amino; NO en aso

ontrario.

Grosso modo, el experimento de Adleman procede como sigue: apartir de
un tubo de ensayo inicial que contiene cadenas de ADN codificando todos
los posibles caminos del grafo, se van seleccionando moléculas de acuerdo
con los criterios indicados en cada uno de los pasos del algoritmo. Al final
de ese proceso, las moléculas de ADN que permanezcan en el tubo de salida
codificarán caminos hamiltonianos del grafo que van desde elnodov

i

hasta el
nodov

f

.
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1.2.1 Implementaión de los pasos del algoritmo

La implementación del paso 1 (generar todos los aminos de G) consiste
propiamente en elaborar un tubo de ensayo inicial que contenga moléculas
que codifican cualquier posible camino del grafo considerado. Para ello, a
cada nodoi (0 � i � 6) del grafo se le asocia un oligo,s

i

, de longitud 20
mer. Para cadai se designa pors0

i

(respectivamente,s00
i

) los diez primeros
(respectivamente, últimos) caracteres des

i

.
A cada arco(i; j) del grafo se le asocia el siguiente oligo,e

ij

:

e

ij

=

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

s

00

i

s

0

j

si i 6= 0 ^ j 6= 6

s

0

s

0

j

si i = 0 ^ j 6= 6

s

00

i

s

6

si i 6= 0 ^ j = 6

s

0

s

6

si i = 0 ^ j = 6

Se parte de un tubo de ensayo que contiene una cierta cantidadde disolvente.
Se le añade a la solución una cierta cantidad (50 pmoles) de oligos s

i

, para
cada nodoi (0 � i � 6), y la misma de oligose

ij

, para cada arco(i; j) 2 E.
La solución se somete a un proceso de renaturalización, usando la enzima liga-
sa para empastar las hendiduras que pudieran aparecer entrenucleótidos. De
esta manera, se obtiene una serie de doble hebras que codifican caminos del
grafo. Más aún, las cantidades iniciales consideradas garantizan con creces
que cada camino del grafo aparecerá codificado en el tubo inicial así elabo-
rado.

Para implementar el paso 2 (rehazar todos los aminos que no empiezan

por 0 y terminan en 6, siendo 0 y 6 los nodos distinguidos) se aplica la
técnica PCR utilizando como bordes los oligoss

0

y s
6

, respectivamente. Con
ello sólo serán amplificados los caminos del grafo que comienzan por 0 y ter-
minan en 6.

A continuación, se utiliza la técnica de la electroforesis en gel para selec-
cionar las moléculas de longitud 140 bp, a fin de implementar el paso 3 (re-
hazar todos los aminos que no ontienen exatamente siete v�erties).

El paso 4 (para ada nodo i del grafo, rehazar todos los aminos que

no ontienen diho nodo) se implementa como sigue: para cadai (1 � i � 5)
se seleccionan las moléculas que contienen al oligos

i

, utilizando para ello el
procedimiento de las sondas metálicas (obsérvese que por elpaso 2 no es
necesario considerar aquí los casosi = 0 e i = 6).

Finalmente, para detectar si hay algún camino en el tubo de ensayo resul-
tante, se amplifica el producto obtenido mediante la técnicaPCR y se hace
circular las moléculas obtenidas a través de un gel.
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1.2.2 Consideraiones aera del experimento de Adleman

En relación con el experimento de Adleman conviene resaltarlas observacio-
nes siguientes:

� Las operaciones moleculares son ejecutadas de manera simultánea sobre
todas las moléculas del tubo de ensayo.

� En el tubo de ensayo inicial existe un número de cadenas que esexpo-

nenial en el tamaño del dato de entrada.

� El número de operaciones moleculares realizadas eslineal en el tamaño
del dato de entrada.

� La elección aleatoria de oligos de longitud 20 para codificarnodos y
arcos (con la excepción de los arcos de extremos 0 y/ó 6), así como las
cantidades de cada oligo que se añaden a la solución, se realiza para
garantizar que en el tubo de ensayo inicial estén cadenas quecodifiquen
cualquier camino del grafo (y sólo esos). En el experimento de Adleman
la cantidad considerada fue excesiva y aparecían codificados todos los
caminos en cantidades elevadas. Desde luego, la longitud seleccionada
para los oligos no tiene porqué ser igual para todos ellos y, en general,
dependerá de la densidad y del tamaño del grafo.

� A lo largo de la ejecución del experimento aparecen errores debido a que
las operaciones moleculares no sonperfetas: en algún paso se puede
seleccionar cadenas no deseadas, o bien rechazar alguna cadena que co-
difique una solución correcta del problema. No obstante, estos errores
pueden ser controlados, en cierta medida, a fin de conseguir los efectos
deseados con una “alta probabilidad” ([2]).

� D. Boneh, C. Dunworth y R. Lipton ([6]) conjeturan que el número má-
ximo de moléculas de ADN que se puede procesar en un experimento
molecular es del orden de1021 (aproximadamente270). En consecuen-
cia, el experimento de Adleman sólo podría ser simulado paragrafos de
tamaño menor o igual que 70. Como simple curiosidad baste decir que
para simular el experimento de Adleman para un grafo de densidad me-
dia y tamaño 200, se necesitaría un volumen molecular equivalente al
peso de la tierra.

� Algunas de las ventajas que potencialmente proporciona el experimento
de Adleman en relación con el mejor supercomputador del momento son
las siguientes:

? Veloidad de �alulo: La máxima velocidad de cálculo alcanzada
en el experimento fue de102� 10

18 operaciones por segundo (en la
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cincuentaava parte de una cucharadita de solución, se formaron más
de 100 billones de caminos en un segundo), mientras que el mejor
supercomputador de la actualidad alcanza un máximo de10

12 op-
eraciones por segundo.

? Consumo de energ��a: En el experimento, con 1 julio de trabajo se
consiguió realizar hasta2�10

19 operaciones (de acuerdo con la se-
gunda ley de la termodinámica, el número máximo de operaciones
irreversibles por julio es de34 � 10

19), mientras que el mejor su-
percomputador de la actualidad es capaz de realizar como máximo
10

9 operaciones por julio.

? Densidad de almaenamiento de informai�on: En el experi-
mento se consiguió una densidad de almacenamiento de informa-
ción de 1 bit por nanómetro cúbico, mientras que el mejor super-
computador de la actualidad tiene una densidad máxima de infor-
mación del orden de 1 bit por1012 nm3 (un gramo de ADN ocupa
en seco 1 centímetro cúbico, aproximadamente, y es capaz de al-
macenar la información equivalente a más de 1 billón de CD con-
vencionales).

1.2.3 Formulaión abstrata

Consideremos una estructura de datos cuyos objetos son lostubos de ensayo,
entendiendo como tal un multiconjunto finito de cadenas del alfabeto�

ADN

=

fA;C;G; Tg. Consideremos las siguientes operaciones moleculares:

1. Extraer (T; ): Dado un tubo,T , y una cadena,, sobre�
ADN

, esta
operación devuelve los tubos+(T; ) y �(T; ) cuyos elementos son,
respectivamente, las moléculas deT que contienen (respectivamente,no

contienen) a como subcadena.

2. Iniial (T; ): Dado un tubo,T , y una cadena,, devuelve un tubo
cuyos elementos son las moléculas deT que “comienzan” por la cadena
.

3. Final (T; ): Dado un tubo,T , y una cadena,, devuelve un tubo cuyos
elementos son las moléculas deT que “terminan” con la cadena.

4. Long (T; n): Dado un tubo,T , y un número natural,n � 1, devuelve un
tubo cuyos elementos son las moléculas deT que tienen longitudn.

5. Detetar (T ): Dado un tubo,T , devuelve 1 si existe alguna cadena de
ADN enT , y devuelve 0 en caso contrario.

Con la estructura de datos considerada y las operaciones moleculares descritas,
el experimento de Adleman se puede expresar algorítmicamente como sigue:
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Entrada: T (tubo de ensayo iniial)

T  Iniial(T; s

0

)

T  Final(T; s

6

)

T  Long(T; 140)

para i 1 hasta 5 haer

T  +(T; s

i

)

Detetar (T )

Conviene resaltar el hecho de que el experimento de Adleman no puede con-
siderarse como un esquema algorítmico molecular, en el siguiente sentido: el
tubo de ensayo inicial del experimento sólo se puede utilizar para el grafo con-
creto para el que fue diseñado; si se considera otro grafo, aunque tenga tamaño
siete, habrá que elaborar nuevamente el tubo de ensayo inicial. No obstante, la
formulación abstracta antes descrita nos permite elaborarun primer esbozo de
programa molecular para resolver el problema del camino hamiltoniano para
un grafo dirigido,G, de tamañon + 1 con dos nodos distinguidosv

i

y v
f

,
siguiendo las ideas de Adleman (es decir, codificando nodos yarcos por oli-
gos de longitudl). Si s

0

es el oligo que codifica el nodov
i

y s
n

es el oligo que
codifica av

f

, entonces se obtiene el siguiente “programa molecular”:

Entrada: (T; s

0

; s

n

)

T  Iniial(T; s

0

)

T  Final(T; s

n

)

T  Long(T; (n+ 1) � l)

para i 1 hasta n� 1 haer

T  +(T; s

i

)

Detetar (T )

1.3 El experimento de Lipton

En abril de 1995, R.J. Lipton ([14]) resolvió una instancia concreta delproble-
ma SAT de la satisfatibilidad de la L�ogia Proposiional siguiendo las
ideas de Adleman, con la peculiaridad de que el tubo de ensayoinicial no de-
pende del dato de entrada concreto sino únicamente de su “tamaño” (número
de variables de la fórmula). De esta manera se tiene una solución molecular de
cualquier instancia del problemaSAT de tamaño prefijado y, en consecuen-
cia, proporciona realmente el primer esquema algorítmico molecular.
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1.3.1 El problema de la satisfatibilidad de la Lógia Propo-

siional

El lenguaje de la Lógica Proposicional,LP, consta de:

(a) Un conjunto infinito numerable,VP, de variables (que denominaremos
proposicionales).

(b) Dos conectivas lógicas:: (negación) y_ (disyunción).

(c) Dos símbolos auxiliares: “(” y “ )”.

A partir de la negación y disyunción, se definen de manera natural las conec-
tivas lógicaŝ (conjunción),�! (implicación) y ! (doble implicación).

El conjuntoPForm de las fórmulas proposicionales se define recursiva-
mente (mediante un procedimiento generativo) como sigue: es el menor con-
junto� que verifica, simultáneamente, las condiciones siguientes:

(a) VP � �.

(b) Es cerrado bajo negación (es decir, si' 2 � entonces:' 2 �).

(c) Es cerrado bajo disyunción (es decir, si'; 2 � entonces' _  2 �).

Un literal es una variable proposicional o la negación de una variable proposi-
cional. Unal�ausula es una disyunción de literales. Se dice que una fór-
mula proposicional está enforma normal onjuntiva si es una conjunción de
cláusulas; es decir, si es una conjunción de una disyunción de literales.

Una valorai�on o asignai�on de verdad es una aplicación deVP en
f0; 1g. Toda valoración se extiende unívocamente deVP al conjuntoPForm
de manera natural (de acuerdo con las clásicastablas de verdad de las conec-
tivas lógicas).

Diremos que una valoración,�, esrelevante para una fórmula proposi-
cional,', si y sólo si�(x) = 0, para cadax 2 VP � Var('), siendo Var(')
el conjunto de las variables proposicionales de'. Obsérvese que el número
de valoraciones relevantes para una fórmula proposicional' es2jVar(')j.

Una fórmula proposicional se dice que essatisfatible si existe, al menos,
una valoración que asigna 1 a dicha fórmula.

Problema de la satisfatibilidad de la L�ogia Proposiional:
Dada una f�ormula proposiional en forma normal onjuntiva, determi-

nar si es satisfatible.

Como es bien sabido, el problema de la satisfactibilidad de la Lógica
Proposicional esNP–completo ([11]).
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1.3.2 Preparaión del experimento

Sea' � 
1

^:::^

p

con
i

= l

i;1

_:::_l

i;r

i

, una fórmula proposicional en forma
normal conjuntiva, cuyo conjunto de variables es Var(') = fx

1

; :::; x

n

g. Aso-
ciamos a la fórmula' un grafo dirigido,G

n

= (V

n

; E

n

), definido como sigue:
8

<

:

V

n

= fa

i

; x

j

i

; a

n+1

: 1 � i � n; 0 � j � 1g

E

n

= f(a

i

; x

j

i

); (x

j

i

; a

i+1

) : 1 � i � n; 0 � j � 1g

El grafoG
n

, descrito en la figura 6, verifica las siguientes propiedades:

� Existen2n caminos simples desdea
1

hastaa
n+1

enG
n

.

� Existe una biyección natural entre el conjunto de los caminos an-
teriormente citados y las valoraciones relevantes para' : si  =

a

1

x

j

1

1

a

2

x

j

2

2

:::x

j

n

n

a

n+1

es un camino desdea
1

hastaa
n+1

, entonces se le
asocia la valoración,�, relevante para', caracterizada por las relaciones
�(x

i

) = j

i

(1 � i � n).

. . . .a a a a a a a

x x x x x

xxxxx

1 2 3 n+1nn-1

1
1

1
0

2

2 3

3 n-1

n-1 n

n
1 1 1 1

0000

4

Figura 6. Grafo dirigido asociado a una fórmula proposicional conn variables

Para elaborar el tubo de ensayo inicial,T

0

, se procede de manera similar a
la seguida en el experimento de Adleman. A cada nodo,i 2 V

n

, del grafo se
le asocia un oligo,s

i

, de longitud 20 mer (en realidad este valor dependerá de
n). Para cadai se designa pors0

i

(respectivamente,s00
i

) los diez primeros (res-
pectivamente, últimos) caracteres de la cadenas

i

. A cada arco,(i; j) 2 E
n

,
del grafo se le asocia el siguiente oligo,e

ij

= 3

0

� s

00

i

s

0

j

.
Se parte de un tubo de ensayo que contiene una cierta cantidadde disol-

vente. Se le añade a la solución una cierta cantidad de oligoss

i

, para cada
nodoi 2 V

n

, la misma de oligose
ij

, para cada arco(i; j) 2 E
n

, y la misma
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de oligos30 � s0
a

1

y 3

0

� s

00

a

n+1

. La solución se somete a un proceso de rena-
turalización, usando la enzima ligasa para empastar los huecos que pudieran
aparecer entre nucleótidos. Finalmente se seleccionan lascadenas simples con
bordes50 � s

a

1

, para lo cual basta someter la solución a un proceso de desna-
turalización y aplicar la operaciónextraer (T

0

; s

a

1

), que se ha descrito en el
experimento de Adleman.

De esta manera, se obtiene una serie de doble hebras que codifican caminos
del grafo desdea

1

hastaa
n+1

. Las cantidades iniciales de oligos que se con-
sideren deben garantizar que cada camino desdea

1

hastaa
n+1

(y sólo esos)
estén codificados en el tubo inicial. Además, debido a la simetría del grafo
auxiliar considerado todos los caminos aparecen repetidosel mismo número
de veces, aproximadamente. Por tanto, en el tubo de ensayo inicial se obtiene
un multiconjunto de moléculas que codifican todas las valoraciones relevantes
para la fórmula'.

1.3.3 Diseño del programa moleular

Para cada literal,l
i;j

, que aparece en la fórmula' :

� Si l
i;j

= x

m

, entonces notaremosl1
i;j

= x

1

m

; l

0

i;j

= x

0

m

.

� Si l
i;j

= x

m

, entonces notaremosl1
i;j

= x

0

m

; l

0

i;j

= x

1

m

.

Es decir, si una molécula contienel1
i;j

(respectivamente,l0
i;j

) como subcadena,
entonces el literall

i;j

tiene asignado el valor1 (respectivamente,0) por la
valoración que codifica dicha molécula.

La idea del experimento de Lipton es la siguiente: a partir del tubo inicial,
T

0

, que codifica todas las valoraciones relevantes para la fórmula de entrada,
se procede como sigue:

– Se elabora un nuevo tubo,T
1

, seleccionando deT
0

todas las valoraciones
que hacen verdadera la cláusula

1

. Para ello:

? Se eligen las que hacen verdadero el literall

1;1

.

? De las que hacen falsol
1;1

, se eligen las que hacen verdadero el
literal l

1;2

.

? De las que hacen falsol
1;1

_ l

1;2

, se eligen las que hacen verdadero
el literal l

1;3

.

? Y así sucesivamente con todos los literales de

1

.

– Se elabora un nuevo tubo,T
2

, seleccionando deT
1

todas las valoraciones
que hacen verdadera la cláusula

2

(así dichas valoraciones hacen ver-
dadera la fórmula

1

^ 

2

). Para ello:
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? Se eligen las que hacen verdadero el literall

2;1

.

? De las que hacen falsol
2;1

, se eligen las que hacen verdadero el
literal l

2;2

.

? De las que hacen falsol
2;1

_ l

2;2

, se eligen las que hacen verdadero
el literal l

2;3

.

? Y así sucesivamente con todos los literales de

2

.

– El proceso se reiterap veces hasta obtener el tubo de salidaT

p

, a par-
tir de T

p�1

, que contiene todas las valoraciones que hacen verdadera la
fórmula

1

^ : : : ^ 

p

.

Estas ideas sugieren el diseño del siguiente programa molecular que resuelve
el problema de la satisfactibilidad de la Lógica Proposicional:

Entrada: T

0

para i 1 hasta p haer

T

1

 T

0

; T

0

 ;

para j  1 hasta r

i

haer

T

0

 +(T

1

; l

1

i;j

)

T

1

 �(T

1

; l

1

i;j

)

T

0

 T

0

[ T

0

Detetar(T

0

)

En dondeT
0

[ T

0 indica launi�on de los tubosT
0

y T 0 como multiconjuntos,
y las operacionesextraer y detetar funcionan tal como se han descrito en
la formulación abstracta del experimento de Adleman.

El número de operaciones moleculares que se ejecutan en el programa es
lineal en el número de literales,k, de la fórmula de entrada (en concreto,
k operaciones deextrai�on, k operaciones deuni�on y 1 operación de
detei�on). Además, el número total de tubos usados es

1 +

p

X

i=1

(3 + 3 � r

i

) = 1 + 3p+ 3k 2 O(k)

1.3.4 Extensión del experimento de Lipton

En el experimento de Lipton se proporciona una solución molecular del pro-
blema de la satisfactibilidad de fórmulas proposicionalesen forma normal
conjuntiva. Veamos seguidamente cómo es posible generalizar dicho expe-
rimento a fin de decidir la satisfactibilidad de una fórmula proposicional arbi-
traria.

Proposii�on 3.1. Sea ' una f�ormula proposiional on k onetivas

l�ogias. Sea T un tubo que ontiene mol�eulas que odi�an valoraiones
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relevantes para '. Entones, on O(k) operaiones de extrai�on, uni�on

y ampli�ai�on, se pueden generar los tubos siguientes:

T

1

(T; ') = f� 2 T : �(') = 1g y T

0

(T; ') = f� 2 T : �(') = 0g

Demostrai�on: Por inducción fuerte sobre el número de conectivas lógicas,
k, de la fórmula.

� Si' � x

i

y T es un tubo que contiene codificaciones relevantes para',
entoncesT 1

(T; ') = +(T; x

1

i

) y T 0

(T; ') = �(T; x

1

i

).

Si' � x

i

y T es un tubo que contiene codificaciones relevantes para',
entoncesT 1

(T; ') = +(T; x

0

i

) y T 0

(T; ') = �(T; x

0

i

).

� Supongamos cierto el resultado para cadar � k y sea' una fórmula
conk + 1 conectivas lógicas. SeaT un tubo que codifica valoraciones
relevantes para'.

Si' � :'
1

, entonces por hipótesis de inducción conO(k) operaciones
de extracción, unión y amplificación, se pueden obtener los tubos

�

T

1

(T; '

1

) = f� 2 T : �('

1

) = 1g

T

0

(T; '

1

) = f� 2 T : �('

1

) = 0g

Entonces basta devolver los tubos
�

T

1

(T; ') = T

0

(T; '

1

)

T

0

(T; ') = T

1

(T; '

1

)

Sea' � '

1

_ '

2

. Seas
i

el número de conectivas lógicas de'
i

. Por
hipótesis de inducción, conO(s

1

) operaciones de extracción, unión y
amplificación se pueden obtener los tubos

�

T

1

(T; '

1

) = f� 2 T : �('

1

) = 1g

T

0

(T; '

1

) = f� 2 T : �('

1

) = 0g

Amplificamos el tuboT 0

(T; '

1

) obteniendo dos copias. Entonces,
por hipótesis de inducción, conO(s

2

) operaciones de extracción,
unión y amplificación obtenemos los tubosT 1

(T

0

(T; '

1

); '

2

) y
T

0

(T

0

(T; '

1

); '

2

). En tal situación, basta devolver los tubos
�

T

1

(T; '

1

_ '

2

) = T

1

(T; '

1

) [ T

1

(T

0

(T; '

1

); '

2

)

T

0

(T; '

1

_ '

2

) = T

0

(T

0

(T; '

1

); '

2

)

Si ' � '

1

^ '

2

, entonces el razonamiento es análogo al realizado en el
caso de la disyunción.

�
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Corolario 3.2. El problema de la satisfatibilidad para f�ormulas pro-

posiionales se puede resolver realizando una operai�on de detetar y

O(k) operaiones de extrai�on, uni�on y ampli�ai�on (en donde k es el

n�umero de onetivas l�ogias de la f�ormula).

Demostrai�on: Dada una fórmula proposicional conn variables yk co-
nectivas lógicas procedemos, al igual que en la preparacióndel experimento
de Lipton, diseñando el grafo dirigido asociado,G

n

, y elaborando, a partir de
éste, el tubo de ensayo inicial,T

0

, que contiene cadenas de ADN que codifican
todas las valoraciones relevantes para la fórmula de entrada. De la proposición
anterior resulta que realizandoO(k) operaciones de extracción, unión y am-
plificación se obtienen los tubos

�

T

1

(T

0

; ') = f� 2 T

0

: �(') = 1g

T

0

(T

0

; ') = f� 2 T

0

: �(') = 0g

Entonces basta aplicar la operacióndetetar (T

1

(T

0

; ')).
�

1.4 Modelos moleulares sin memoria

El experimento de Lipton resolvió una instancia concreta del problema de la
satisfactibilidad de la Lógica Proposicional y proporcionó, por primera vez, un
esquema algorítmico molecular. En esta sección se presentaun marco formal
en el que el experimento citado se puede considerar como la ejecución de un
procedimientome�anio.

Recordemos que un modelo de computación,M , está caracterizado bási-
camente por:

(a) una estructura de datos,D
M

;

(b) un conjunto de programas,P
M

; y

(c) una función semántica,S
M

, que asigna al par ordenado(P; n), la fun-
ción de aridadn � 1 quealula el programaP .

Los datos de un modelo de computación molecular van a ser unosobjetos,
denominadostubos, asociados a un alfabeto arbitrario prefijado,�. Los ele-
mentos de cada tubo codificarán moléculas de ADN, con tal de asociar a cada
símbolo del alfabeto un oligo verificando ciertas condiciones.

Las instrucciones básicas de un modelo de computación molecular pueden
ser de dos tipos:
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� Moleulares: operaciones basadas en propiedades de las moléculas de
ADN.

� Rob�otias: operaciones secuenciales estándar (bucles, condicionales,
asignaciones, etc.) que, básicamente, proporcionan la secuenciación de
las operaciones moleculares. Estas operaciones no actúan directamente
sobre la estructura de las moléculas de ADN.

La función semántica del modelo se define de manera natural: (a) para las ins-
trucciones moleculares, el resultado correspondiente de la operación molecu-
lar que representa; (b) para las instrucciones robóticas, la semántica secuencial
convencional.

La elección de las operaciones moleculares primitivas de los modelos que
se estudian se debe, entre otros motivos, al hecho de que todas ellas son im-
plementables hoy día en el laboratorio con las técnicas actuales de biología
molecular.

En un modelo de computación molecular, conviene distinguirentre lo que
es el aparato formal del mismo y lo que representa la implementación práctica
que se puede realizar en el laboratorio. Denominaremossustrato omputa-

ional de un modelo a la sustancia molecular sobre la que se materializa la
implementación del mismo.

A partir de las instrucciones moleculares y de las convencionales, se ob-
tienen de manera natural los programas sobre el modelo. Las entradas de los
mismos serán tubos y las salidas seránSI, NO, o bien un elemento, una
molécula, del tubo final (a veces, la salida puede ser el propio tubo final).

El modelo no restringido de L. Adleman y el débil de M. Amos, que se
estudiarán en las próximas secciones, son modelos de computación molec-
ular basados en el procedimiento de�ltrado; es decir, toda computación en
dichos modelos comienza con un tubo de ensayo inicial que contiene todas
las posibles soluciones del problema y, mediante una serie de procedimien-
tos de selección que produce sucesivos filtrados, devuelve un tubo de salida
que contiene todas las soluciones correctas del mismo (y sólo esas). Así pues,
las computaciones en dichos modelos no alteran la estructura interna de las
moléculas de ADN que componen los tubos, simplemente las moléculas son
rechazadas o no, de acuerdo con un determinado test. Por tanto, podemos
interpretar que estos modelos de computación carecen de memoria de acceso
aleatorio.

A la hora de trabajar en estos modelos hay que distinguir claramente una
fase de iniiai�on, en la que se elabora el tubo de ensayo inicial (se ha de
garantizar que en ese tubo estén todas las moléculas que codifican posibles
soluciones del problema), y unafase de ejeui�on, en la que se van filtrando
del tubo inicial las moléculas que codifican soluciones correctas del problema
(y sólo esas).
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1.4.1 Programas moleulares omo sistemas formales

Para verificar formalmente un programa molecular diseñado para resolver un
problema, hay que demostrar dos resultados básicos:

(a) Toda molécula del tubo de salida representa una solucióncorrecta del
problema (orrei�on del programa moleular); es decir, si el tubo de
salida no está vacío, entonces existe alguna solución correcta del pro-
blema; con otras palabras, para un problema de decisión, si el programa
devuelve SI, entonces la respuesta del problema es SI.

(b) Toda molécula del tubo inicial que codifica una solución correcta del
problema debe estar en el tubo de salida (ompletitud del programa

moleular); es decir, si el tubo de salida está vacío, entonces no exis-
te ninguna solución correcta del problema; con otras palabras, para un
problema de decisión, si el programa devuelve NO, entonces la respuesta
del problema es NO.

A continuación, vamos a describir como sistemas formales, los programas
diseñados para resolver problemas de decisión; de tal manera que demostrar
la verificación de un programa molecular sea equivalente a establecer la ade-
cuación y completitud del sistema formal asociado.
Un sistema formal consta, en esencia, de

(a) unasintaxis, obtenida a partir de una alfabeto prefijado y de una regla
de formación de fórmulas del sistema;

(b) unasem�antia que proporciona el concepto devalidez; y

(c) unadedui�on que proporciona el concepto de demostrabilidad de una
fórmula en el sistema.

Se dice que un sistema formal esadeuado si y sólo si toda fórmula demostra-
ble es válida, y se dice que esompleto si y sólo si toda fórmula válida es
demostrable.

Un problema de deisi�on, X, es una aplicación de un cierto conjunto
E

X

� �

X

en f0; 1g. Con otras palabras, informalmente, se dice que un
problema es de decisión si únicamente admite como respuestaSI o NO. Los
elementos deE

X

se denominan ejemplares o datos de entrada del problema,
y �

X

es el alfabeto de entrada del mismo.
SeaP un programa molecular diseñado para resolver un problema dede-

cisión,X. Sea�
P

el alfabeto sobre el que se describeP . Para cadaa 2 E
X

,
notaremosI(P; a) al conjunto de tubos iniciales deP relativos al dato de en-
tradaa. Para cadaa 2 E

X

y cadaT 2 I(P; a), notaremosP (a; T ) el resultado
de ejecutar el programa molecularP con dato de entradaa y tubo de ensayo
inicial T .
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De�nii�on: Sea P un programa moleular dise~nado para resolver un

problema de deisi�on, X. Veri�ar (X;P ) onsiste en demostrar que el

programa moleular P resuelve el problema de deisi�on X.

Es decir, verificar(X;P ) consiste en probar que para cadaa 2 E

X

y
cadaT 2 I(P; a) se tiene queP (a; T ) = 1 si y sólo siX(a) = 1. En
esta equivalencia, la implicación directa recibe el nombrede orrei�on del
programaP para el problemaX, y la implicación recíproca el deompletitud

del programaP para el problemaX.

De�nii�on: Sea P un programa moleular dise~nado para resolver un

problema de deisi�on, X. Diremos que (X;P ) est�a veri�ado si y s�olo

si para ada a 2 E

X

y ada T 2 I(P; a) se tiene que P (a; T ) = 1 si y

s�olo si X(a) = 1.

De�nii�on: Sea P un programa moleular dise~nado para resolver un

problema de deisi�on, X. El sistema formal, S(X;P ), asoiado a (X;P )

onsta de:

(a) Un alfabeto, � = �

X

[ �

P

.

(b) Un onjunto de f�ormulas: una f�ormula es un par ordenado (a; T ),

en donde a 2 E

X

y T 2 I(P; a).

() Un onepto de validez: una f�ormula (a; T ) es v�alida si y s�olo si

X(a) = 1.

(d) Un onepto de dedui�on: una f�ormula (a; T ) es demostrable si y

s�olo si P (a; T ) = 1.

Proposii�on 4.1. Sea P un programa moleular dise~nado para resolver

un problema de deisi�on, X. Se veri�a:

1. El sistema S(X;P ) es adeuado si y s�olo si

8a 2 E

X

8T 2 I(P; a) (P (a; T ) = 1 =) X(a) = 1)

2. El sistema S(X;P ) es ompleto si y s�olo si

8a 2 E

X

8T 2 I(P; a) (X(a) = 1 =) P (a; T ) = 1)

Corolario 4.2. Sea P un programa moleular dise~nado para resolver un

problema de deisi�on, X. Entones (X;P ) est�a veri�ado si y s�olo si el

sistema formal asoiado, S(X;P ), es adeuado y ompleto.
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1.5 Modelo no restringido de Adleman

Para introducir un modelo de computación molecular basta definir el concepto
de tubo y explicitar las operaciones moleculares primitivas del mismo.

De�nii�on: Un tubo en el modelo no restringido es un multionjunto

�nito de adenas del alfabeto �

ADN

= fA;C;G; Tg.

Las cadenas del alfabeto�
ADN

pueden ser implementadas de manera
natural en el laboratorio a través de moléculas de ADN, gracias al direc-
cionamiento de las mismas. En los modelos moleculares que tienen al ADN
como sustrato computacional, el alfabeto habitual es�

ADN

. No obstante, con
frecuencia y por cuestiones técnicas, usaremos como alfabeto de esos modelos
otro distinto, de tal manera que cada símbolo del nuevo alfabeto está codifi-
cado por un determinado oligo en��

ADN

(conjunto de todas las cadenas del
alfabeto�

ADN

).
Las instrucciones moleculares básicas del modelo no restringido son las si-
guientes:

� Extraer(T; ): dado un tubo,T , y una cadena,, de�
ADN

, devuelve
dos tubos:

�

+(T; s) = ff� 2 T :  es subcadena de�gg
�(T; s) = ff� 2 T :  no es subcadena de�gg

En esta expresión, la doble llave indica que se trata de un multiconjunto
en lugar de un conjunto.

� Mezlar(T

1

; T

2

): dados dos tubos,T
1

y T
2

, devuelve un nuevo tubo,
T

1

[ T

2

, que es la unión de ambos, como multiconjuntos.

� Amplifiar (T; fT

1

; T

2

g): dado un tuboT , devuelve dos tubos,T
1

y
T

2

que son copias exactas deT .

� Detetar(T): dado un tubo,T , devuelveSI, en el caso en queT con-
tenga alguna molécula de ADN, yNO en caso contrario.

Obsérvese que en el modelo no restringido de Adleman únicamente la opera-
ción molecularextraer implementa el paralelismo masivo.

A continuación vamos a ilustrar cómo se trabaja en este modelo, estudiando
la resolubilidad en el mismo de un problemaNP–completo: el problema de
la coloreabilidad con tres colores de un grafo no dirigido (problema3-COL).
Para ello, diseñaremos un programa molecular que resuelve el problema citado
y estableceramos la verificación del mismo, a través de la adecuación y com-
pletitud del sistema formal asociado.



30 Computai

�

on moleular sin memoria basada en ADN

1.5.1 Soluión moleular del problema 3-COL

De�nii�on: Sean G = (V;E), un grafo no dirigido, y k � 1. Una

olorai�on de G on k olores es una apliai�on de V en el onjunto

f1; :::; kg. Diremos que una olorai�on, f , de G on k olores es v�alida

si y s�olo si 8u 8v (fu; vg 2 E ) f(u) 6= f(v)).

Enuniado del problema 3-COL: Dado un grafo no dirigido, G, de-

terminar si existe una olorai�on v�alida de G on tres olores.

SeaG = (V;E) un grafo no dirigido, conV = f1; : : : ; ng. Consideremos
el siguiente alfabeto:� = f(p

i

; 

j

) : 1 � i � n ^ 1 � j � 3g, en
dondep

1

; :::; p

n

son oligos que codifican, respectivamente, los nodos1; :::; n,
y 

1

; 

2

; 

3

son oligos que codifican los colores1; 2 y 3 respectivamente. Para
cadai (1 � i � n) y cadaj (1 � j � 3) notaremosp

i



j

= (p

i

; 

j

), y lo
interpretaremos como sigue: el nodo codificado porp

i

está coloreado con el
color 

j

.
El tubo de entrada,T

0

, es el siguiente:

T

0

= ff� 2 �

n

: 9x

1

: : : 9x

n

(� = (p

1

; x

1

)(p

2

; x

2

) : : : (p

n

; x

n

))gg

Es decir,T
0

es un multiconjunto finito de moléculas que codifican cualquier
coloración del grafo con tres colores (y sólo esas). El tubo inicial T

0

se puede
preparar siguiendo las ideas del experimento de Lipton comosigue:

� Para cadai; j (1 � i � n ^ 1 � j � 3) se codifica el símbolo
p

i



j

por un oligoq
ij

de longitud2t (siendot un número fijo asociado al
tamaño del grafo). Notaremosq0

ij

(respectivamente,q00
ij

) los t primeros
(respectivamente, últimos) caracteres de la cadenaq

ij

.

� Se parte de un tubo de ensayo que contiene una cierta cantidadde disol-
vente. Se le añade a la solución una cierta cantidad de oligosq

ij

, para
cadai; j (1 � i � n ^ 1 � j � 3). Añadimos la misma cantidad de
oligos30� q00

ij

q

0

i+1;l

, para cadai; j; l (1 � i � n�1 ^1 � j; l � 3) y la
misma cantidad de oligos30�q0

1j

y 3

0

�q

00

n;l

para cadaj; l (1 � j; l � 3).

� La solución se somete a un proceso de renaturalización, usando la en-
zima ligasa para empastar los huecos que pudieran aparecer entre nu-
cleótidos. Finalmente se seleccionan las cadenas simples con bordes
5

0

� q

0

1;j

, con1 � j � 3, para lo cual basta someter la solución a un
proceso de desnaturalización y aplicar la operaciónextraer (T

0

; q

0

1j

)

(que se implementa mediante la técnica de las sondas metálicas, usando
microesferas de hierro que tienen adheridas3

0

� q

0

1;j

).
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1.5.1.1 Diseño del programa moleular

Notación:Sea� = p

1

x

1

: : : p

n

x

n

2 T

0

. Para cadar (1 � r � n) no-
taremos(�)

r

= x

r

; es decir,(�)
r

representa el color asociado al nodo
r por la coloración codificada por�. Para cadai 2 V , notaremos por
E

i

= ffi; k

i

1

g; : : : ; fi; k

i

t

i

gg al conjunto de aristas deG de extremo inferiori,
de tal manera quei < k

i

1

< : : : < k

i

t

i

. Obsérvese que puede existiri 2 V tal
queE

i

= ; (por ejemplo,E
n

= ;).
La idea de un programa molecular en el modelo no restringido que permite re-
solver el problema3-COL es la siguiente: a partir del tubo de ensayo inicial,
T

0

, que codifica todas las posibles coloraciones con tres colores del grafo de
entrada, se procede como sigue:

� Se seleccionan las moléculas que codifican coloraciones contres colo-
res que son válidas para el subgrafo inducido por las aristasde extremo
inferior j, conj � 1.

� De éstas se seleccionan las moléculas que codifican coloraciones con
tres colores que son válidas para el subgrafo inducido por las aristas de
extremo inferiorj, conj � 2.

� Y se reitera el proceson� 1 veces.

Estas ideas sugieren el diseño del siguiente programa molecular en el modelo
no restringido que resuelve el problema3-COL:

Entrada: T

0

para i 1 hasta n� 1 haer

amplifiar (T

0

; fT

0

0

; T

1

g)

amplifiar (T

0

0

; fT

2

; T

3

g)

para j  1 hasta 3 haer

T

j

 +(T

j

; p

i



j

)

para l  1 hasta t

i

haer

T

j

 �(T

j

; p

k

i

l



j

)

T

0

 T

1

[ T

2

T

0

 T

0

[ T

3

Detetar(T

0

)

El número de operaciones moleculares que realiza el programa es el siguiente:
2(n � 1) operaciones deamplifiai�on; 3(n � 1) + jEj operaciones de
extrai�on; 2(n�1) operacionesmezlas y 1 operación dedetei�on. En
total, el número de operaciones moleculares es del orden�(máxfjV j; jEjg); es
decir, es lineal en el tamaño del dato de entrada.
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1.5.1.2 Veri�aión formal del programa moleular diseñado

A efectos de establecer la verificación formal del programa,etiquetamos los
tubos que se obtienen a lo largo de la ejecución, reescribiendo el programa
molecular como sigue:

Entrada: T

0

para i 1 hasta n� 1 haer

amplifiar (T

i�1

; fT

i�1

0

; T

i�1

1

g)

amplifiar (T

i�1

0

; fT

i�1

2

; T

i�1

3

g)

para j  1 hasta 3 haer

T

i

j

 +(T

i�1

j

; p

i



j

)

r  i ; T

i

j;r

 T

i

j

para l 1 hasta t

i

haer

T

i

j;k

i

l

 �(T

i

j;r

; p

k

i

l



j

)

r  k

i

l

T

i;j

 T

i

j;r

T

i

 T

i;1

[ T

i;2

T

i

 T

i

[ T

i;3

Detetar(T

n�1

)

En primer lugar, vamos a justificar que el programa está basado en un pro-
cedimiento de filtrado; es decir, vamos a probar que la sucesión de tubos
fT

i

: 0 � i � n� 1g es decreciente por la relación de inclusión.

Lema 5.1. 8i (1 � i � n� 1 �! T

i

� T

i�1).

Demostrai�on: Seai tal que1 � i � n � 1. Para cadaj (1 � j � 3) se

tiene queT i;j � T
i

j

� T

i�1

j

= T

i�1. Luego,T i =
3

[

j=1

T

i;j

� T

i�1.

�

A continuación vamos a ver que las moléculas del tuboT

i;j codifican colora-
ciones del grafo que asignan el colorj al nodoi.

Lema 5.2. 8i 8j (1 � i � n� 1 ^ 1 � j � 3 �! 8� 2 T

i;j

((�)

i

= j)).

Demostrai�on: Seani; j tales que1 � i � n�1 y 1 � j � 3. Sea� 2 T i;j.
ComoT i;j � T

i

j

= +(T

i�1

j

; p

i



j

), resulta que� 2 T i�1

j

y (�)

i

= j.
�

Veamos seguidamente que toda molécula del tuboT

i;j pertenece a los tubos
T

i

j;k

i

1

; : : : ; T

i

j;k

i

t

i

.
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Lema 5.3. Para cadai; j tales que1 � i � n � 1 y 1 � j � 3 se verifica
que8� 2 T i;j 8l (1 � l � t

i

�! � 2 T

i

j;k

i

l

).

Demostrai�on: Seani; j tales que1 � i � n � 1 y 1 � j � 3. Sea
� 2 T

i;j. Veamos que8l (1 � l � t

i

�! � 2 T

i

j;k

i

l

). Por inducción débil
acotada descendente sobrel.
Teniendo presente queT i;j = T

i

j;k

i

t

i

y que� 2 T i;j, resulta que� 2 T i
j;k

i

t

i

. Sea

l > 1 (l � t
i

) y supongamos que� 2 T i
j;k

i

l

. ComoT i
j;k

i

l

= �(T

i

j;k

i

l�1

; p

k

i

l�1



j

),

se deduce que� 2 T i
j;k

i

l�1

.

�

Ahora vamos a probar que las moléculas del tuboT

i

j;k

i

l

codifican coloraciones

del grafo que asignan al nodoi el colorj, y un color distinto al nodoki
l

.

Lema 5.4. Para cadai; j tales que1 � i � n � 1 y 1 � j � 3 se verifica
que8l (1 � l � t

i

�! 8� 2 T

i

j;k

i

l

((�)

i

= j ^ (�)

k

i

l

6= j)).

Demostrai�on: Seani; j tales que1 � i � n� 1 y 1 � j � 3. Veamos que
8l (1 � l � t

i

�! 8� 2 T

i

j;k

i

l

((�)

i

= j ^ (�)

k

i

l

6= j)). Por inducción débil
acotada ascendente sobrel.
Sea� 2 T i

j;k

i

1

= �(T

i

j;i

; p

k

i

1



j

) = �(T

i

j

; p

k

i

1



j

). Por una parte(�)
k

i

1

6= j. Por

otra,� 2 T
i

j

= +(T

i�1

j

; p

i



j

). Luego,(�)
i

= j.

Seal < t

i

(l � 1) y supongamos cierto el resultado paral. Sea� 2 T i
j;k

i

l+1

=

�(T

i

j;k

i

l

; p

k

i

l+1



j

). Por una parte se tiene que(�)
k

i

l+1

6= j. Por otra,� 2 T i
j;k

i

l

.
Luego, de la hipótesis de inducción, resulta que(�)

i

= j.
�

Para establecer la corrección formal del programa molecular diseñado, con-
sideremos la siguiente fórmula:

�(i) � 8� 2 T

i

8r 8s (1 � r � i ^ r < s ^ fr; sg 2 E �! (�)

r

6= (�)

s

)

Es decir, la fórmula�(i) expresa que toda molécula del tuboT i codifica una
coloración del grafo con tres colores que es válida para el subgrafo inducido
por el conjunto de vérticesf1; : : : ; ig.

Teorema 5.5 8i (1 � i � n � 1 �! �(i)). Es decir, la fórmula� es un
invariante del bucle principal.

Demostrai�on: Por inducción débil sobrei.
Sean� 2 T 1 y s > 1 tal quef1; sg 2 E. Seaj 2 f1; 2; 3g tal que� 2 T 1;j.
Del lema 3 se deduce que� 2 T 1

j;s

, y del lema 4 concluimos que(�)
1

6= (�)

s

.



34 Computai

�

on moleular sin memoria basada en ADN

Seai < n� 1 (i � 1) y supongamos cierto el resultado parai. Sean� 2 T i+1

y r; s tales que1 � r � i+ 1 ^ r < s ^ fr; sg 2 E.

� Si 1 � r � i, teniendo presente queT i+1 � T

i, resulta que� 2 T i. De
la hipótesis de inducción se deduce que(�)

r

6= (�)

s

.

� Si r = i+ 1, entonces existej 2 f1; 2; 3g tal que� 2 T i+1;j. Para cada
s tal quei+ 1 < s, fi + 1; sg 2 E, del lema 5.3 resulta que� 2 T i+1

j;s

,
y del lema 5.4 concluimos que(�)

i+1

= j ^ (�)

s

6= j.

�

Corolario 5.6. (Correi�on del programa) Toda mol�eula del tubo de

salida odi�a una olorai�on v�alida del grafo on tres olores.

Demostrai�on: Tras la ejecución del programa molecular, se tiene que la
fórmula �(n � 1) es verdadera. Luego, para cada� 2 T n�1 se verifica que
8r 8s (1 � r � n� 1 ^ r < s ^ fr; sg 2 E �! (�)

r

6= (�)

s

). Es decir, la
molécula� codifica una coloración válida del grafo con tres colores.

�

Para establecer la completitud del programa molecular diseñado, considere-
mos la siguiente fórmula:
Æ(i) � 8� 2 T

0

([8r 8s (1 � r � n� 1 ^ r < s ^ fr; sg 2 E �!

�! (�)

r

6= (�)

s

)℄ �! � 2 T

i

)

Es decir, la fórmulaÆ(i) expresa que toda molécula del tubo de ensayo inicial
que codifica una coloración válida del grafo con tres colores, pertenece al tubo
T

i.

Teorema 5.7. 8i (1 � i � n � 1 �! Æ(i)). Es decir, la fórmulaÆ es un
invariante del bucle principal.

Demostrai�on: Por inducción débil sobrei.
Sea� 2 T 0 tal que
8r 8s (1 � r � n� 1 ^ r < s ^ fr; sg 2 E �! (�)

r

6= (�)

s

)

Se tiene que� 2 T 0

(�)

1

y, además,p
1



(�)

1

es una subcadena de�. Luego,

� 2 +(T

0

(�)

1

; p

1



(�)

1

) = T

1

(�)

1

= T

1

(�)

1

;1

� T

1;(�)

1

� T

1

Seai < n � 1 (i � 1) y supongamos cierto el resultado parai. Sea� 2 T 0

tal que codifica una coloración válida del grafo con tres colores. Por hipótesis
de inducción se deduce que� 2 T

i. Se tiene que� 2 T

i

(�)

i+1

y, además,
p

i+1



(�)

i+1

es una subcadena de�. Luego,

� 2 +(T

i

(�)

i+1

; p

i+1



(�)

i+1

) = T

i+1

(�)

i+1

= T

i+1

(�)

i+1

;i+1

� T

i+1;(�)

i+1

Teniendo presente queT i+1;(�)i+1 � T i+1, se concluye que� 2 T i+1.
�
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Corolario 5.8. (Completitud del programa) Toda mol�eula del tubo de

ensayo iniial que odi�a una olorai�on v�alida del grafo on tres olo-

res, est�a en el tubo de salida.

Demostrai�on: Basta tener presente que tras la ejecución del programa
molecular, la fórmulaÆ(n � 1) es verdadera, y que el tubo de salida del pro-
grama esT n�1.

�

1.6 Modelo débil de Amos

De�nii�on: Un tubo en el modelo d�ebil es un multionjunto �nito de

adenas del alfabeto �

ADN

= fA;C;G; Tg.

Recuérdese que, al igual que en todo modelo de computación molecular
que use el ADN como sustrato computacional, por cuestiones técnicas usare-
mos con frecuencia un alfabeto distinto de�

ADN

, de manera que cada sím-
bolo del nuevo alfabeto estará codificado por un determinadooligo en��

ADN

.
Las instrucciones moleculares primitivas del modelo débilson las siguientes:

� Quitar(T; f

1

; :::; 

k

g): Dado un tubo,T , y un número finito de cade-
nas,

1

; :::; 

k

, de�, devuelve el tubo obtenido deT eliminando todas
aquellas cadenas que contengan, al menos, una ocurrencia dealguna de
las cadenas

1

; :::; 

k

(téngase presente queT = quitar(T; ;)).

� Copiar(T; fT

1

; :::; T

k

g): Dado un tubo,T , y un número natural,k � 2,
devuelvek tubos,T

1

; :::; T

k

, que son copias exactas deT .

� Uni�on(fT

1

; :::; T

k

g; T): Dados los tubosT
1

; :::; T

k

, con k � 2, de-
vuelve un tubo,T , cuyo contenido es la unión de los tubosT

1

; :::; T

k

como multiconjuntos.

� Selei�on(T): Dado un tubo,T , selecciona aleatoriamente un ele-
mento deT en el caso en queT 6= ;; en caso contrario, devuelveNO.

Obsérvese que en el modelo débil únicamente la operación molecularquitar
implementa el paralelismo masivo.
A continuación, vamos a ilustrar cómo se trabaja en este modelo estudiando la
resolubilidad en el mismo de un problema computacionalmente intratable que
no es de decisión: el problema de generar todas las permutaciones de elemen-
tos de un conjunto finito. Terminaremos la sección utilizando este resultado
para resolver en el modelo débil, el problema del camino hamiltoniano en su
versión dirigida y sin nodos distinguidos.
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1.6.1 Generaión de permutaiones en el modelo débil

De�nii�on: Dado un n�umero natural, n � 1, una permutai�on de orden

n es una apliai�on biyetiva del onjunto �nito f1; : : : ; ng en s�� mismo.

Problema: Dado un n�umero natural, n � 2, generar todas las permuta-

iones de orden n.

Para resolver este problema en el modelo débil, consideremos el siguiente
alfabeto:� = f(p

i

; 

j

) : 1 � i; j � ng, en dondep
i

es un oligo que cod-
ificará la posicióni–ésima en la permutación, y

j

es un oligo que codificará
el númeroj. Para cadai; j (1 � i; j � n) notaremosp

i



j

= (p

i

; 

j

), y lo
interpretaremos como sigue: el númeroj está en la posicióni–ésima de la
permutación.
El tubo de entrada,T

0

, es el siguiente:

T

0

= ff� 2 �

n

: 9x

1

: : : 9x

n

(� = (p

1

; x

1

)(p

2

; x

2

) : : : (p

n

; x

n

))gg

Es decir, el tubo de entrada es un multiconjunto finito de moléculas que co-
difican todas las posibles sucesiones de longitudn de elementos del conjunto
f1; : : : ; ng.

Este tubo se puede preparar siguiendo las ideas del experimento de Lipton,
como hemos explicitado en la elaboración del tubo de ensayo inicial para el
programa molecular que resolvía el problema3-COL en el modelo no res-
tringido (basta considerar ahoraf

1

; : : : ; 

n

g en lugar def
1

; 

2

; 

3

g).

Notación:Sea� = p

1

x

1

: : : p

n

x

n

2 T

0

. Para cadar (1 � r � n) notaremos
(�)

r

= x

r

; es decir,(�)
r

representa el número que ocupa la posiciónr–ésima
en la sucesión de longitudn codificada por�.

1.6.1.1 Diseño del programa moleular

La idea de un programa molecular en el modelo débil para generar todas las
permutaciones del conjuntof1; : : : ; ng es la siguiente: a partir del tubo de
ensayo inicial,T

0

, que codifica todas las posibles sucesiones de longitudn del
conjuntof1; : : : ; ng se procede como sigue:

� Se seleccionan las moléculas,�, que codifican sucesiones tales que

8r > 1 ((�)

1

6= (�)

r

)

� De éstas se seleccionan las moléculas,�, que codifican sucesiones de
longitudn del conjuntof1; : : : ; ng tales que

8r > 2 ((�)

1

6= (�)

r

^ (�)

2

6= (�)

r

)

� Y se reitera el proceson� 1 veces.
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Estas ideas sugieren el diseño del siguiente programa molecular en el modelo
débil que genera todas las permutaciones de ordenn:

Entrada: T

0

para j  1 hasta n� 1 haer

opiar (T

0

; fT

1

; : : : ; T

n

g)

para i 1 hasta n haer

quitar (T

i

; fp

j

r : r 6= ig [ fp

k

i : j + 1 � k � ng)

uni�on (fT

1

; : : : ; T

n

g; T

0

)

Salida: T

0

El número de operaciones moleculares que realiza el programa es el siguiente:
n� 1 operacionesopiar, n� 1 operacionesuni�on, y n(n� 1) operaciones
quitar. En total, el número de operaciones moleculares es cuadrático enn.

1.6.1.2 Veri�aión formal del programa moleular

A efectos de establecer la verificación formal del programa molecular, etique-
tamos los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecución, reescribiendo el
programa molecular como sigue:

Entrada: T

0

para j  1 hasta n� 1 haer

opiar (T

j�1

; fT

j

1

; : : : ; T

j

n

g)

para i 1 hasta n haer

T

j

i

 quitar (T

j

i

; fp

j

r : r 6= ig [ fp

k

i : j + 1 � k � ng)

uni�on (fT

j

1

; : : : ; T

j

n

g; T

j

)

Salida: T

n�1

Notai�on: Para cada� 2 T
0

y cadaj (1 � j � n) notaremos porA
�;j

el
conjuntof(�)

1

; : : : ; (�)

j

g.

Para establecer la corrección del programa molecular diseñado, consideremos
la siguiente fórmula:

�(j) � 8� 2 T

j

(jA

�;j

j = j ^ 8r (j + 1 � r � n �! (�)

r

=2 A

�;j

))

Es decir, la fórmula�(j) expresa que toda molécula del tuboT j codifica una
sucesión de longitudn def1; : : : ; ng tal que losj primeros términos son dis-
tintos entre sí y, además, distintos de los restantes términos de la sucesión.

Teorema 6.1. 8j (1 � j � n � 1 �! �(j)). Es decir, la fórmula� es un
invariante del bucle principal.
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Demostrai�on: Por inducción débil sobrej.
Sea� 2 T 1. Existex 2 f1; : : : ; ng tal que

� 2 T

1

x

= quitar (T

1

x

; fp

1

r : r 6= xg [ fp

k

x : 2 � k � ng)

EntoncesA
�;1

= f(�)

1

g = fxg; es decir,jA
�;1

j = 1. Además, si2 � k � n,

entonces� 2 T
1

x

=) (�)

1

= x ^ (�)

k

6= x =) (�)

k

=2 A

�;1

.
Seaj < n � 1 (j � 1) y supongamos que el resultado es cierto paraj. Sea
� 2 T

j+1. Seax 2 f1; : : : ; ng tal que

� 2 T

j+1

x

= quitar (T

j+1

x

; fp

j+1

r : r 6= xg [ fp

k

x : j + 2 � k � ng)

Entonces se verifica que

� 2 T

j+1

x

= T

j

^ (�)

j+1

= x ^ 8k (j + 2 � k � n �! (�)

k

6= x)

De la hipótesis de inducción se tiene que

jA

�;j

j = j ^ 8r (j + 1 � r � n �! (�)

r

=2 A

�;j

)

Teniendo presente queA
�;j+1

= A

�;j

[f(�)

j+1

g y que(�)
j+1

=2 A

�;j

, resulta
quejA

�;j+1

j = j + 1. Finalmente sij + 2 � k � n, entonces(�)
k

=2 A

�;j

y
(�)

k

6= x = (�)

j+1

. Por tanto,(�)
k

=2 A

�;j+1

.
�

Corolario 6.2. (Correi�on del programa) Toda mol�eula del tubo de

salida odi�a una permutai�on de orden n.

Demostrai�on: Sea� 2 T n�1. Puesto que la fórmula�(n�1) es verdadera
resulta quejA

�;n�1

j = n� 1 ^ 8r (n� 1 + 1 � r � n �! (�)

r

=2 A

�;n�1

).
ComoA

�;n

= A

�;n�1

[ f(�)

n

g, concluimos quejA
�;n

j = n. Por tanto, la
molécula� codifica una permutación de ordenn.

�

Para establecer la completitud del programa molecular diseñado, considere-
mos la siguiente fórmula:

Æ(j) � 8� 2 T

0

(jA

�;n

j = n �! � 2 T

j

)

Es decir, la fórmulaÆ(j) expresa que toda molécula del tuboT i codifica una
sucesión de longitudn def1; : : : ; ng tal que losj primeros términos son dis-
tintos entre sí y, además, distintos de los restantes términos de la sucesión.

Teorema 6.3. 8j (1 � j � n � 1 �! Æ(j)). Es decir, la fórmulaÆ es un
invariante del bucle principal.

Demostrai�on: Por inducción débil sobrej.
Sea� 2 T 0 tal quejA

�;n

j = n. Entonces la molécula� codifica una permuta-
ción de ordenn. Se tiene que� 2 T 1

(�)

1

y 8r (2 � r � n �! (�)

r

6= (�)

1

).
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Luego,� 2 quitar(T

1

(�)

1

; fp

1

r : r 6= (�)

1

g [ fp

k

(�)

1

: 2 � k � ng). Por

tanto,� 2 T
1

(�)

1

� T

1.
Seaj < n � 1 (j � 1) y supongamos que el resultado es cierto paraj. Sea
� 2 T

0 tal quejA
�;n

j = n. De la hipótesis de inducción resulta que� 2 T j.
Luego,� 2 T j+1

(�)

j+1

y 8r (j + 2 � r � n �! (�)

r

6= (�)

j+1

). De donde se

deduce que� 2 T
j+1

(�)

j+1

� T

j+1.
�

Corolario 6.4. (Completitud del programa) Toda mol�eula del tubo de

ensayo iniial que odi�a una permutai�on de orden n, est�a en el tubo

de salida.

Demostrai�on: Basta tener presente que tras la ejecución del programa
molecular, la fórmulaÆ(n � 1) es verdadera, y que el tubo de salida del pro-
grama esT n�1.

�

1.6.2 El problema del amino hamiltoniano sin nodos distin-

guidos

Problema del amino hamiltoniano en su versi�on dirigida y sin

nodos distinguidos: dado un grafo dirigido, determinar si existe un

amino simple que pasa por todos los nodos del grafo (es decir, determinar
si el grafo posee un camino hamiltoniano).

Vamos a dar una solución molecular a este problema en el modelo débil.
SeaG = (V;E) un grafo dirigido, conV = f1; : : : ; ng. Consideremos el
siguiente alfabeto� = f(p

i

; 

j

) : 1 � i; j � ng, en dondep
i

es un oligo
que codificará la posicióni–ésima del camino, y

j

es un oligo que codificará
el nodoj. Para cadai; j (1 � i; j � n) notaremosp

i



j

= (p

i

; 

j

), y lo
interpretaremos como sigue: el nodoj está en la posicióni–ésima del camino.

El tubo de ensayo inicial,T
0

, es un multiconjunto finito de moléculas que
codifican todas las posibles permutaciones de ordenn. Por tanto, dicho tubo
puede ser elaborado como tubo de salida de un programa molecular que genere
todas las permutaciones de ordenn (por ejemplo, el programa que hemos
presentado en 1.6.1.1).

Notación: Si � = p

1

x

1

p

2

x

2

: : : p

n

x

n

2 T

0

, entonces para cadar (1 �
r � n) notaremos(�)

r

= x

r

y �

r

= ((�)

1

; (�)

2

; : : : ; (�)

r

); es decir,
�

r

= (x

1

; x

2

; : : : ; x

r

). Además, interpretaremos la molécula� de esta ma-
nera: si� codifica un camino del grafo, entoncesx

1

será el primer nodo del
camino,x

2

el segundo, y así sucesivamente. Téngase presente que la molécula
� codifica una permutación de ordenn; en consecuencia si, además, codifica
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un camino del grafo, éste será hamiltoniano.
La idea que nos va a permitir resolver en el modelo débil, el problema del

camino hamiltoniano en su versión dirigida y sin nodos distinguidos, es la si-
guiente: a partir del tubo de ensayo inicial,T

0

, que codifica todas las posibles
permutaciones de ordenn:

� Se seleccionan las moléculas,�, tales que�
2

es un camino deG;

� De éstas, se seleccionan las moléculas,�, tales que�
3

es un camino de
G (para lo cual, teniendo presente que�

2

es un camino deG basta que
se verifique la condición((�)

2

; (�)

3

) 2 E).

� Y se reitera el proceson� 1 veces.

Estas ideas sugieren el diseño del siguiente programa molecular en el modelo
débil que resuelve el problema del camino hamiltoniano citado:

Entrada: T

0

(multionjunto que ontiene todas las

permutaiones de orden n)

para i 1 hasta n� 1 haer

T

0

 quitar (T

0

; fjp

i+1

k : (j; k) =2 Eg)

seleionar(T

0

)

El programa realizan � 1 operacionesquitar y 1 operaciónseleionar.
Luego el número de operaciones moleculares es lineal en el tamaño del grafo.

1.6.2.1 Veri�aión formal del programa moleular

Para establecer la verificación formal del programa, procedemos al etiquetado
de los tubos que aparecen a lo largo de la ejecución, reescribiendo el programa
molecular como sigue:

Entrada: T

0

para i 1 hasta n� 1 haer

T

i

 quitar (T

i�1

; fjp

i+1

k : (j; k) =2 Eg)

seleionar(T

n�1

)

Para establecer la corrección del programa molecular diseñado, consideremos
la siguiente fórmula:

�(i) � 8� 2 T

i�1

8r (1 � r < i �! ((�)

r

; (�)

r+1

) 2 E)

Es decir, la fórmula�(i) expresa que toda molécula,�, del tuboT
i�1

verifica
que�

i

es un camino del grafoG.

Teorema 6.5. 8i (2 � i � n �! �(i)). Es decir, la fórmula� es un
invariante del bucle principal.
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Demostrai�on: Por inducción débil sobrei.
Sea� 2 T

1

. Puesto queT
1

= quitar (T

0

; fjp

2

k : (j; k) =2 Eg), se deduce
que((�)

1

; (�)

2

) 2 E.
Seai tal que2 � i < n y supongamos cierto el resultado parai. Sea� 2 T

i

.
Teniendo presente queT

i

= quitar (T

i�1

; fjp

i+1

k : (j; k) =2 Eg), resulta
que� 2 T

i�1

y ((�)

i

; (�)

i+1

) 2 E. De la hipótesis de inducción se deduce
que8r (1 � r < i �! ((�)

r

; (�)

r+1

) 2 E). Por tanto,�
i+1

es un camino
del grafoG.

�

Corolario 6.6. (Correi�on del programa) Toda mol�eula del tubo de

salida odi�a un amino hamiltoniano del grafo G.

Demostrai�on: Sea� 2 T
n�1

. Como la fórmula�(n) es verdadera resulta
que8r (1 � r < n �! ((�)

r

; (�)

r+1

) 2 E). Por tanto,�
n

es un camino de
G. Teniendo presente que la molécula� codifica una permutación de ordenn,
concluimos que� codifica un camino hamiltoniano del grafoG.

�

Para establecer la completitud del programa molecular diseñado, considere-
mos la siguiente fórmula

Æ(i) � 8� 2 T

0

([8r (1 � r < n �! ((�)

r

; (�)

r+1

) 2 E)℄ �! � 2 T

i�1

)

Es decir, la fórmulaÆ(i) expresa que toda molécula del tubo inicial que codi-
fica un camino hamiltoniano deG pertenece al tuboT

i�1

.

Teorema 6.7. 8i (2 � i � n �! Æ(i)). Es decir, la fórmulaÆ es un
invariante del bucle principal.

Demostrai�on: Por inducción débil sobrei.
Sea� 2 T

0

tal que� codifica un camino hamiltoniano deG. Entonces8r (1 �
r < n �! ((�)

r

; (�)

r+1

) 2 E). Luego,
� 2 quitar (T

0

; fjp

2

k : (j; k) =2 Eg) = T

1

Seai tal que2 � i < n y supongamos cierto el resultado parai. Sea� 2 T
0

tal que� codifica un camino hamiltoniano deG. Por hipótesis de inducción se
tiene que� 2 T

i�1

. Luego,� 2 quitar (T

i�1

; fjp

i+1

k : (j; k) =2 Eg) = T

i

.
�

Corolario 6.8. (Completitud del programa) Toda mol�eula del tubo de

ensayo iniial que odi�a un amino hamiltoniano de G, est�a en el tubo

de salida.
Demostrai�on: Basta tener presente que la fórmulaÆ(n) es verdadera y que
el tubo de salida del programa esT

n�1

.
�
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