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1.6.1. Generacion de permutaciones en el modelo débil

Definicién: Dado un nimero natural, n > 1, una permutacion de orden
n es una aplicacion biyectiva del conjunto finito {1,...,n} en si mismo.

Problema: Dado un nimero natural, n > 2, generar todas las permuta-
ciones de orden n.

Para resolver este problema en el modelo débil, consideremos el siguiente
alfabeto: ¥ = {(pi,c;) : 1 < i,5 < n}, en donde p; es un oligo que codi-
ficara la posicion i—ésima en la permutacion, y ¢; es un oligo que codificara
el ndmero j. Para cada 4,j (1 < 4,7 < n) notaremos p;c; = (p;,c;), y lo
interpretaremos como sigue: el nUmero j esta en la posicion i—€sima de la
permutacion.

El tubo de entrada, Ty, es el siguiente:

To={{c €X": Jz1... 3z, (0 = (p1,71)(P2,22) - - . (Pn,Zn))}}

Es decir, el tubo de entrada es un multiconjunto finito de moléculas que co-
difican todas las posibles sucesiones de longitud n de elementos del conjunto
{1,...,n}.

Este tubo se puede preparar siguiendo las ideas del experimento de Lipton,
como hemos explicitado en la elaboracion del tubo de ensayo inicial para el
programa molecular que resolvia el problema 3-COL en el modelo no res-
tringido (basta considerar ahora {ci, ..., ¢, } enlugar de {c1, c2, c3}).

Notacion: Sea o = p1z1...ppx, € Ty. Paracadar (1 < r < n) notaremos
(0)r = zr; es decir, (o), representa el nimero que ocupa la posicion r—ésima
en la sucesion de longitud » codificada por o.
1.6.1.1. Disefio del programa molecular

La idea de un programa molecular en el modelo débil para generar todas las
permutaciones del conjunto {1,...,n} es la siguiente: a partir del tubo de
ensayo inicial, Ty, que codifica todas las posibles sucesiones de longitud n del
conjunto {1,...,n} se procede como sigue:

= Se seleccionan las moléculas, o, que codifican sucesiones tales que
vr > 1((o)1 # (0)r)

= De éstas se seleccionan las moléculas, o, que codifican sucesiones de
longitud n del conjunto {1, ...,n} tales que

Vr > 2 ((0)1 # (0)r A (0)2 # (0)r)

= Y se reitera el proceso n — 1 veces.
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Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo
débil que genera todas las permutaciones de orden n:
Entrada: Tj
para j < 1 hasta n —1 hacer
copiar (Ty,{T1,--.,Tn})
para ¢ < 1 hasta n hacer
quitar (T;, {pjr: r#i}U{pi: j+1<k <n})
unién ({Tl, e ,Tn}; T())
Salida: T()
El nimero de operaciones moleculares que realiza el programa es el siguiente:

n — 1 operaciones copiar, n — 1 operacionesunién, y n(n — 1) operaciones
quitar. En total, el nimero de operaciones moleculares es cuadratico en n.

1.6.1.2. Verificacién formal del programa molecular

A efectos de establecer la verificacion formal del programa molecular, etique-
tamos los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecucion, reescribiendo el
programa molecular como sigue:
Entrada: 7°
para j < 1 hasta n — 1 hacer
copiar (T9=1 {TV,...,TJ})
para i < 1 hasta n hacer
T; « quitar (T/,{pjr: r#i}U{psi: j+1<k<n})
wnién ({T49,...,T5},T%)
Salida: T"!
Notacién: Para cada o € Tp y cada j (1 < j < n) notaremos por A, ; el
conjunto {(o)1,--.-,(0);}.

Para establecer la correccion del programa molecular disefiado, consideremos
la siguiente formula:

0(j) =Vo € TI (|Agjl=3 AVr(j+1<r<n— (o) ¢ As;))

Es decir, la formula 6(5) expresa que toda molécula del tubo 77 codifica una
sucesion de longitud n de {1,...,n} tal que los j primeros términos son dis-
tintos entre si y, ademas, distintos de los restantes términos de la sucesion.

Teorema 6.1.Vj (1 < j <n—1 — 6(j)). Es decir, la formula € es un
invariante del bucle principal.
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Demostracién: Por induccion débil sobre 5.
Seac € T!. Existe z € {1,...,n} tal que

o€ T; =quitar (T}, {pir: rZz} U{ppz: 2 <k <n})
Entonces A, 1 = {(0)1} = {z}; es decir, |A, 1| = 1. Ademas, si 2 < k < n,
entonces o € T, = (o)1 = A (o) # & = (o)) ¢ Asi.
Seaj < mn—1(j > 1)y supongamos que el resultado es cierto para j. Sea
o €T/t Seaz € {1,...,n} tal que

o€ Tiﬂ = quitar (ngH, {pjrir: r#atU{ppr: j+2<k <n})
Entonces se verifica que
ceTi™ =Ti A (0)js1=2 AVE(j+2<k<n— (o) #x)
De la hipotesis de induccion se tiene que
Aogl =5 AVr(G+1<r<n— (0)r ¢ Asy)
Teniendo presente que A, j11 = Aq;U{(0)j+1} yaque (0)+1 ¢ Ao j, resulta
que |Ag 41| = j + 1. Finalmente si j + 2 < k < n, entonces (o) ¢ Ay ;Y

(U)k: ;é r = (0’)j+1. Por tanto, (O')k gé Ao’,j—|—1-
|

Corolario 6.2. (Correccion del programa) Toda molécula del tubo de
salida codifica una permutacion de orden n.

Demostracién: Seac € T™ L. Puesto que la formula #(n — 1) es verdadera
resultaque [Agp—1| =n—1AVr(n—1+1<r<n— (o), ¢ Ao n—1).
Como A, = Aspn—1 U {(o)n}, concluimos que |4, ,| = n. Por tanto, la
molécula o codifica una permutacién de orden n.

|
Para establecer la completitud del programa molecular disefiado, considere-
mos la siguiente férmula:

5(j) = VYo € T (|Agnl = n — 0 € T9)

Es decir, la formula 6(j) expresa que toda molécula del tubo 7 codifica una
sucesion de longitud n de {1, ..., n} tal que los j primeros términos son dis-
tintos entre si y, ademas, distintos de los restantes términos de la sucesion.

Teorema 6.3.Vj (1 < j <n—1— 6(j)). Es decir, la formula ¢ es un
invariante del bucle principal.

Demostracién: Por induccion débil sobre 5.
Seao € T tal que | A,,,| = n. Entonces la molécula o codifica una permuta-
cion de orden n. Se tiene que o € T(la)1 yvr (2 <r<n— (o), # (0)1).



MARIO DE JESUS PEREZ JIMENEZ 307

Luego, o € quitar(T(la)l, {pr: r# (o)1} U{pk(o)1 : 2 <k <n}).Por

tanto, o € Tza)l cT.
Seaj < n—1(j > 1)y supongamos que el resultado es cierto para j. Sea
o € T9 tal que |A, | = n. De la hip6tesis de induccion resulta que o € 77.

Luego, o € TS 'y Vr (j +2 <7 <n — (0)r # (9);41). De donde se
C Tl

deduce que o € Ty, |

[ |
Corolario 6.4. (Completitud del programa) Toda molécula del tubo de
ensayo inicial que codifica una permutacion de orden n, estd en el tubo
de salida.

Demostracién: Basta tener presente que tras la ejecucion del programa
molecular, la férmula é(n — 1) es verdadera, y que el tubo de salida del pro-
gramaes 771,

|

1.6.2. El problema del camino hamiltoniano sin nodos dis-
tinguidos

Problema del camino hamiltoniano en su versién dirigida y sin
nodos distinguidos: dado un grafo dirigido, determinar si existe un
camino simple que pasa por todos los nodos del grafo (es decir, determinar
si el grafo posee un camino hamiltoniano).

Vamos a dar una solucién molecular a este problema en el modelo débil.
Sea G = (V, E) un grafo dirigido, con V' = {1,...,n}. Consideremos el
siguiente alfabeto ¥ = {(p;,c;) : 1 < 4,5 < n}, en donde p; es un oligo
que codificara la posicion i—€sima del camino, y ¢; es un oligo que codificara
el nodo j. Para cada i,j (1 < 4,5 < n) notaremos p;c; = (pi,c;), y lo
interpretaremos como sigue: el nodo 5 esta en la posicion i—ésima del camino.

El tubo de ensayo inicial, Ty, es un multiconjunto finito de moléculas que
codifican todas las posibles permutaciones de orden n. Por tanto, dicho tubo
puede ser elaborado como tubo de salida de un programa molecular que genere
todas las permutaciones de orden n (por ejemplo, el programa que hemos pre-
sentado en 1.6.1.1).

Notacién: Si ¢ = pizipaze...ppz, € Ty, entonces para cada r (1 <
r < n) notaremos (o), = z, Y or = ((0)1,(0)2,...,(0)r); €s decir,
or = (z1,9,...,z,). Ademas, interpretaremos la molécula o de esta ma-
nera: si o codifica un camino del grafo, entonces x1 seré el primer nodo del
camino, z2 el segundo, y asi sucesivamente. Téngase presente que la molécula
o codifica una permutacion de orden n; en consecuencia si, ademas, codifica
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un camino del grafo, éste serd hamiltoniano.

La idea que nos va a permitir resolver en el modelo débil, el problema del
camino hamiltoniano en su version dirigida y sin nodos distinguidos, es la si-
guiente: a partir del tubo de ensayo inicial, T, que codifica todas las posibles
permutaciones de orden n:

= Se seleccionan las moléculas, o, tales que o9 €s un camino de G;

= De éstas, se seleccionan las moléculas, o, tales que o3 es un camino de
G (para lo cual, teniendo presente que o5 €s un camino de G basta que
se verifique la condicion ((o)s, (0)3) € E).

= Y se reitera el proceso n — 1 veces.

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo
débil que resuelve el problema del camino hamiltoniano citado:

Entrada: 7Ty (multiconjunto que contiene todas las
permutaciones de orden n)
para 7 < 1 hasta n — 1 hacer
To < quitar (T, {jpit1k: (j,k) ¢ E})
seleccionar (T})

El programa realiza n — 1 operaciones quitar y 1 operacion seleccionar.
Luego el nimero de operaciones moleculares es lineal en el tamafio del grafo.

1.6.2.1. Verificacién formal del programa molecular

Para establecer la verificacion formal del programa, procedemos al etiquetado
de los tubos que aparecen a lo largo de la ejecucion, reescribiendo el programa
molecular como sigue:
Entrada: Tj
para 7 < 1 hasta n — 1 hacer
T < quitar (Ti-1,{jpiy1k: (4,k) ¢ E})
seleccionar (1},_1)

Para establecer la correccion del programa molecular disefiado, consideremos
la siguiente férmula:

(i) =Vo € Tj_1 Vr (1 <1 < i — ((0)r, (0)rs1) € E)

Es decir, la formula 6(i) expresa que toda molécula, o, del tubo T;_; verifica
gue o; es un camino del grafo G.

Teorema 6.5. Vi (2 < i < n — 6(3)). Es decir, la formula € es un

invariante del bucle principal.
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Demostracién: Por induccion débil sobre .
Sea o € Ti. Puesto que 71 = quitar (Tp, {jp2k : (4, k) ¢ E}), se deduce
que ((0')1, (0’)2) e k.
Sea s tal que 2 < 4 < m Yy supongamos cierto el resultado para i. Sea o € Tj.
Teniendo presente que T; = quitar (T;—1, {jpi+1k : (j,k) ¢ E}), resulta
que o € T; 1Y ((0)i,(0)i+1) € E. De la hipotesis de induccion se deduce
queVr (1 <r <i— ((o)r,(0)r41) € E). Por tanto, 041 es un camino del
grafo G.

|

Corolario 6.6. (Correccion del programa) Toda molécula del tubo de
salida codifica un camino hamiltoniano del grafo G.
Demostracién: Sea o € T,,_;. Como la formula 6(n) es verdadera resulta
queVr (1 <r <n — ((0)y, (0)r+1) € E). Por tanto, o,, €s un camino de
G. Teniendo presente que la molécula o codifica una permutacion de orden n,
concluimos que o codifica un camino hamiltoniano del grafo G.

|
Para establecer la completitud del programa molecular disefiado, considere-
mos la siguiente formula

5G) =Vo € Ty (Wr (L <7 <1 —> ((0)r, (0)r41) € E)] — 0 € Ti_1)

Es decir, la formula §(7) expresa que toda molécula del tubo inicial que codi-
fica un camino hamiltoniano de G pertenece al tubo 7;_;.

Teorema 6.7. Vi (2 < i < n — §(¢)). Es decir, la formula ¢ es un
invariante del bucle principal.

Demostracién: Por induccion débil sobre .

Seao € T tal que o codifica un camino hamiltoniano de G. Entonces Vr (1 <

r<n— ((0)r,(0)r+1) € E). Luego,

o € quitar (To, {jp2k : (j,k) ¢ E}) =T1

Sea i tal que 2 < ¢ < n y supongamos cierto el resultado para i. Sea o € Ty

tal que o codifica un camino hamiltoniano de G. Por hipdtesis de induccion se

tiene que o € T;_;. Luego, o € quitar (T;_1, {jpiv1k: (j, k) ¢ E}) =T;.
|

Corolario 6.8. (Completitud del programa) Toda molécula del tubo de
ensayo inicial que codifica un camino hamiltoniano de G, estd en el tubo
de salida.
Demostracion: Basta tener presente que la formula §(n) es verdaderay que
el tubo de salida del programa es T;,_1.

|



