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Una soluciéon de SAT en el modelo no restringido

Seap=c1A... \Ncp,con ¢; = i1 V...Vl una férmula proposicional en FNC cuyo
conjunto de variables es Var(p) = {xi1, ..., xn}.

A la férmula ¢ se le asocia el grafo dirigido G, = (Vha, Ep), definido como sigue:
o Vo={a,x,ap1: 1<i<n 0<j<1}.

o Ey={(ai,x),(x,aj11): 1<i<n, 0<j<1}.
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Una soluciéon de SAT en el modelo no restringido

En el grafo Gu:

AAA AA
A A,

1

* Existen 2" caminos desde a; hasta a,41.

+ Cada camino alxilagxé2 ...anX;"ap+1 desde a; hasta a,y1, tiene asociado la
valoracién o definida por: o(x;) =j; (1 < i< n).

A efectos de una implementacién biolégica, con el grafo G, se procederia como en el
experimento de Adleman.
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Un programa molecular en el modelo no restringido

Alfabeto:f:{a,-,%l",a,&l: 1<i<nAVi1<i<n—(jj=0Vj;=1))}

Tubo de entrada, Ty = {31){132%2.4.3,,)(]”."2,#1 Vil<i<n—(i=0Vj=1))}
> Cadenas de X de longitud 2n + 1.

> Cada “molécula” de Ty representa/codifica una valoracién relevante para la férmula .

Para cada literal, /; ;, que aparece en la férmula:

> Si l,-’j = Xm, entonces notaremos /,-IJ = x,ln s /,Q,j = xg,.
> Sil j = Xm, entonces notaremos /! . = x° P =xt
oy — m iy = Xmo iy T Xme

Es decir, si una molécula contiene I,-lj (resp. I,pj), entonces el literal /; ; tiene asignado el valor 1 (resp. 0) por la
B B
valoracién que codifica dicha molécula.

Consideremos el siguiente programa molecular que resuelve el problema SAT:

Entrada: To

Para i/ < 1 hasta p hacer
T1 < To; To < @
Para j < 1 hasta r; hacer
T+ +(T, 1)
Ty —(Tu, 1))
To <+ ToU T
Detectar(Tp)
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Entrada: Ty
Para i < 1 hasta p hacer
Ti+ To; To+ 0
Para j < 1 hasta r; hacer
T (T, 1))
T —(T1, 1)
To+ TouT’
Detectar(Tp)

Idea del programa molecular: a partir del tubo inicial, Tg, que representa/codifica todas las valoraciones relevantes
para la férmula de entrada, se procede como sigue:

e Se elabora un nuevo tubo, Tj, seleccionando de Ty todas las valoraciones que hacen verdadera c;:
* Se eligen las que hacen verdadero el literal h1-
* De las que hacen falso h,1, se eligen las que hacen verdadero el literal /; ».
* De las que hacen falso /1,1 V /1 2, se eligen las que hacen verdadero el literal / 3.
% Y asi sucesivamente con todos los literales de c;.
e Se elabora un nuevo tubo, T, seleccionando de Tj todas las valoraciones que hacen verdadera c;:
* Se eligen las que hacen verdadero el literal h1.
% De las que hacen falso .1, se eligen las que hacen verdadero el literal ) 5.
* De las que hacen falso h,1V k2, se eligen las que hacen verdadero el literal /5 3.

% Y asi sucesivamente con todos los literales de c;.

e El proceso se reitera p veces hasta obtener el tubo de salida T, a partir de T,_1, que contiene todas las
valoraciones que hacen verdadera la férmula c; A - -+ A ¢cp.
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Una metodologia para demostrar que un programa con un bucle

principal satisface una propiedad

Biisquese una férmula que satisfaga las condiciones siguientes:
> Estd expresada en funcién de la variable del bucle.

> Es un invariante de dicho bucle.

* Tras la ejecucién de cada paso del bucle, la férmula ha de ser verdadera (suele probarse por
induccién acotada).

> De la veracidad de la férmula tras la ejecucion del bucle, se debe inferir
que el programa verifica la propiedad requerida.

Importante: Para verificar formalmente un programa molecular (de un modelo
basado en filtrados) hay que probar la correccién y completitud del mismo.

ur 2 T
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Verificacion formal: Reetiquetado
Se etiquetan los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecucién, reescribiendo el
programa molecular como sigue:

Entrada: Ty
Para i < 1 hasta p hacer
Ty < Top; To 1]
Para j < 1 hasta r; hacer
T (T, 1)
T —(T1, 1)
To+ ToUT
Detectar(Tp)

1

Entrada: Ty
Para i < 1 hasta p hacer
T,"o < @; Ti/,/O — T;,l
Para j < 1 hasta r; hacer
T (T, /il,j)
T e =T 1)
T,'J — T,"j_l U Til,j
Ti <~ Ti,r,-
Detectar(T))
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Verificacion formal: Correccidn

Correccion del programa: se ha de probar que

e Toda molécula del tubo de salida representa/codifica una valoracién que hace verdadera la férmula ¢.
O lo que es lo mismo:

e Si el programa responde Si, entonces la férmula  debe ser satisfactible.
Entonces:

> Paracadai (1 < i< p), senotard p; = c1 A ... A ¢ (go es una tautologia).

> Paracadai,jtalesquel <i<p, 1<j<r,senotard L;; =11V..VI;

> Paracadai,jtalesquel < i <p, 1<) <, sedefine

P(i,j) = Vo € T; j (o(pi—1) =1Aa(Lij) =1) AVo € T}, (a(pi—1) = 1 A o(L; ;) = 0)

> Paracadai (1 < i< p), sedefine 0(i) =V (1 <)< —(i,))).

‘ 0(i) = toda molécula de T; representa/codifica una valoracién que hace verdadera ¢;

Us 2@




Verificacion formal: Correccion
Teorema: La férmula 0(i) es un invariante del bucle principal del programa; es decir,
Vi(l<i<p—=0(i)=1).
Demostracién por induccién sobre i.

[ 1=1]

Veamos que la férmula 6(1) = V) (1 < j < 5 — v¥(1,)) es verdadera.
A su vez, demostraremos este resultado por induccién sobre j
* Veamos que es verdadera la férmula ¢(1,1) =
Vo € T11 (0(p0) =1A0(l11) =1) AVo € Tll,/l (o(p0) =1 A o(Ly,1) = 0). En efecto:
% Por una parte,sic € Ty 1 = Ty o U Tl/’1 = T1/,1 = +(T1’:0, /11)1) = +(To, /11,1)
entonces 0 € Toy o(l,1) = 1. Luego, o(wg) =1 A o(L11) = 1.
* Porotra, si o € T{fl = *(Tll,lov Ill,l) = —(To, ’11,1) entonces o € To y o(h,1) = 0.

Luego, o(po) =1y o(Ly,1) = o(h,1) =0.

# | Paso inductivo: Sea j > 1 tal que j < r; y que (1, j) es verdadera | Entonces hemos de ver

que también es verdadera la férmula (1, j + 1) siguiente:
Vo € Ty jia (o(po) = 1A o(Lyj1) = 1) AVo € T{/;; (0(w0) = 1 A o(Ly jy1) = 0).
* Porunaparte,sic € Ty j41 =Ty ;U Tll 1= TV +(T1”j, Illj+1) entonces: o
bien, o € Ty j, en cuyo caso por H.l. (o A Ly ;) = 1 (luego, o(po) =1y
o(Ly,j41) = 1); o bien o € +(T1/fj, Ill,j+1)' en cuyo caso, por H.l. o(pg) =1y
o(Ly,;) = 0 (luego, o(p0) = 1 A o(Ly j1) = 1).
* Porotra, si o € Tl/:j+1 = _(Tl/,/jv /11,j+1) entonces o € Tl/’/j y o(h,j+1) = 0. Como

por H.1. se tiene que o (o) = 1 A o(Ly j) = 0, resulta que o(pg) = 1 A o(Ly j41) = 0.
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Verificacion formal: Correccion

e | Paso inductivo Sea i > 1 tal que i < py 6(i) es verdadera ‘ Entonces hemos de ver que la férmula

0(i+1)=Vj (1 <j<rigr = (i +1,))) tambien es verdadera.

A su vez, demostraremos este resultado por induccién sobre j

# | Caso base: j = 1 | Veamos que es verdadera la férmula ¢ (i + 1, 1) siguiente
Vo € Titi (o(ei) = 1A 0(Lip1,1) = 1) AVo € Ty 1 (0(w)) =1 A a(Li1,1) = 0).

En efecto:

* Por una parte, si
o€ Tip11 = Tis1,0U Ty = Ty = H(TH o0 1) = +(Tiy Iy 1) entonces
ceTi=Tiy o(lig1,1) = 1. Por tanto, o(p;_1) =1 A o-(L,-Y,/.) =1 (por H.l)y
o(liy1,1) = 1; es decir, o(p;) =1 Ao(Lif11) =1.

* Por otra, si o € TJrl 1= (Til«%/»l,07 Ii1+1,1) =—(T;, I,»1+1’1) entonces o € T; y

o(liy1,1) = 0. Luego, o(¢;j) =1 (por H.l.) y o(Ljy1,1) = 0.

+ | Paso inductivo: Sea j > 1 tal que j < r; y que ¢ (i + 1, j) es verdadera |. Hemos de ver que la

formula (i +1,j+1) = Vo € Tip1 jy1 (o)) = LA o(Liy1,j41) = 1A
Vo € TJrl 1 (o(vi) = 1A 0o(Liy1,j+1) = 0) también es verdadera.

* Poruna parte,sioc € Tjyy j11 = Tiy1; U T/Jrl j+1 entonces: o bien, o € Tj1 j. en
cuyo caso por H.l. o(p;) =1 A o(Liy1,;) = 1 (luego, o(¢;) =1 A o(Liz1,j41) = 1); 0
bien o € T+1 = +(T,-11)J-, I,-lJrl,Hl) en cuyo caso, o € TJrl Y oliyje) =1,
luego o(p;) =1 A o(Ljy1,j41) = 1.
* Porotra, si o € TJrlijrl (Ti/j»l‘j7 l,-1+11j+1) entonces o € T+1)J y
o(liy1,j41) = 0. Por H.I se tiene que o € Ti/il,j = o(p;) =1Ao(Liy1,) =0. En
consecuencia, se deduce que o(p;) =1y o(Liy1 j41) = 0.
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Verificacion formal: Correccion

Corolario: (Correccién del programa)
Toda molécula del tubo de salida representa/codifica una valoracién que hace
verdadera .

Demostracion: Del teorema anterior resulta que la férmula 6(p) es verdadera
y, en consecuencia, toda molécula del tubo de salida T, representa una
valoracién de verdad que asigna el valor 1 a ¢,; es decir, a la férmula ¢.

RGNC
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Verificacion formal: Completitud

Completitud del programa: se ha de probar que

e Toda molécula del tubo de entrada que codifique una valoracién que hace verdadera ¢, debera

aparecer, también, en el tubo de salida.
O lo que es lo mismo, se ha de probar que:
e Si el programa responde NO, entonces la férmula ¢ no es satisfactible.

Se considera la siguiente férmula:
d(N=VoeTy(o(p)=1—0€T)

para i verificando que 1 </ < p.

Es decir, §(i) = toda molécula del tubo inicial que codifica una valoracién que
hace verdadera ¢, estd en el tubo T;.

Entrada: Tp
Para i + 1 hasta p hacer
Tio+0; Th« T
Para j <— 1 hasta r; hacer

T (T 1)

ij ij—1",j
1 17
Ty =T )
Tij+ Tij—1VY Ti,j
Ti < Ti
Detectar(Tp)
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Verificacion formal: Completitud
Teorema: La férmula §(/) es un invariante del bucle principal del programa; es
decir, Vi (1 <i<p— ().

Demostracion por induccién sobre i.

+ (G 1]

Veamos que la férmula §(1) = Vo € Ty (o(¢) =1 — o € Tq) es verdadera.

Comencemos observando que si o € Ty es tal que o(yp) = 1, entonces o(c1) = ... = o(cp) = 1.

Para cada t (1 <t < p), sea ke =min {j | 1 < j < rr A o(lyj) = 1}; es decir, kt es el menor indice de
un literal de ¢ verdadero por o. Luego, Vj(1 < j < ke = o(l; j) = 0).

Para ver que §(1) es verdadera, sea o € Ty tal que o(p) = 1.

* | Caso 1: ky =1 | Enestecaso, o0 € Tp C Tl”0 A o(h,1) = 1. Luego,

o€ (T, h1)=T{1 S Ti1 C T

Entrada: Ty
Para i <— 1 hasta p hacer
’
Tio«< 0; T+ Tia
Para j <— 1 hasta r; hacer

T (T 1)

iJ =100

T (T .y, /;17,')

Tij+ Tij1UT;
Ti <~ Tr',r,v

Detectar(Tp)

* | Caso 2: k; > 1| En este caso, o € Ty C Tllfo A U(Il‘kl—l) = 0. Luego,

o€ _(T1/,,0» ’1,k1—1) = Tl/,/kl—l' Puesto que U(’l,kl) = 1, se tiene que

o€ (T 1 huq) =T CT1.
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Verificacion formal: Completitud

tal que la férmula §(/) es verdadera ‘ Veamos que la férmula
8(i+1) =Vo € To (6(p) =1 — o € Tjy1) también es verdadera.
Para ello, sea ¢ € Tgy. Por H.I. la férmula §(i) es verdadera y, por tanto, o € T; = T/

i+1,0
* | Caso 1: kjy1 = 1| En este caso, o € TJrl o A o(liy1,1) = 1. Luego,

o€ +( ,+1 0> 1+1 1) = ,+1 1 c T/'+1,1 c Tiy1-

Entrada: Ty
Para i <— 1 hasta p hacer
Tio—0; T4+ T
Para j <— 1 hasta r; hacer

1
T/ e T )
/R L )
T,j “Tij1u T
Ti < Tip
Detectar(Tp)

* | Caso 2: 1 > 1| Enestecaso, o0 € TJrl 0 AVi(1 <Jj < kiy1 = o(liy1,j) = 0). De donde se

tiene que Vj (1 < j < kip1 = o € T+1J) En particular o € T+1 K

it1—1
(41,4, ) = 1 se deduce que o € H(T/{y o\ 10 livtkyy) = Tk, © Tty S Tt

) 0
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Verificacion formal: Completitud

Corolario: (Completitud del programa )
Toda molécula del tubo de entrada que representa/codifica una valoracién que
hace verdadera ¢, pertenece al tubo de salida.

Demostracién: Del teorema anterior se deduce que es verdadera la férmula
dp)=VoeTy(o(p)=1—0€T,)

Por tanto, si o € Ty es tal que o(¢) = 1 entonces o € Tp; es decir, o pertene-
ce al tubo de salida T,.
[ ]

RGNC
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Una soluciéon de 3-COL en el modelo restringido

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, con V = {1,..., n}. Notaremos:
% P1, ..., Pn: cédigos moleculares de los nodos.
* C1,Cp, c3: cédigos moleculares de los colores.

+ {e1, e, ..., ep}: conjunto ordenado de aristas de G.
* e = {el-l,e,-z}, con e,-1 < e,-z,

Se considera el alfabeto:

Y ={(p1,x1, P2, %2, e, Py Xn) Vi (1 <i<n—=(xi=aVx=cVx=a))}

Cada simbolo (p1, x1, p2, X2, ..., Pn, Xn) del alfabeto X se identifica con una
molécula p1x1p2x2...pnxn de ADN que representa una coloracién del grafo
codificada por:

* El color del nodo i es x; (para cada i, 1 < i < n).
Si 0 = p1x1p2X2...pnxn, Nnotaremos (o); = x;. Asimismo, notaremos pi(c;) para

indicar que el nodo p; esta coloreado con el color ;.

El tubo de entrada T del programa va a ser el propio alfabeto ¥ (que codifica
todas las posibles coloraciones del grafo).

ur 2 T
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Un programa molecular en el modelo restringido

Consideremos el siguiente programa molecular que resuelve el problema 3-COL:

Entrada: Ty

Para i/ < 1 hasta p hacer
T1 < +(To, &/ (c1)); Ti ¢ —(To, € (1))
T2 +(Tief (@) Tz —(Ti &l ()
Para j <— 1 hasta 3 hacer

T/« —(Tj. €/(q))

To+— T{UT,
To <+ ToU T3,

Detectar(Typ)

s 2@
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Idea del programa molecular: a partir del tubo inicial Ty que codifica todas las
coloraciones relevantes del grafo de entrada, se procede como sigue:
e Se elabora un tubo T; seleccionando de Ty las coloraciones que son vilidas para
el subgrafo inducido por la arista e;. Para ello:
* Para cada j (1 <j < 3) se coloca en T; las coloraciones que dan color ¢;
a el1 y en Tj’ las coloraciones de T; que dan a el1 un color distinto de c;.

* El tubo Ty serd la unién de los tubos Ty, T3, T§.

e Se elabora un tubo T, seleccionando de T; las coloraciones que son validas para
el subgrafo inducido por las aristas ej, e; (procediendo de manera analoga).

e El proceso se reitera p veces (siendo p el nimero de aristas).




Verificacion formal (1)

Se etiquetan los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecucién, reescribiendo
el programa molecular como sigue:

Entrada:

s

T (en las condiciones antes citadas)
TO«— T
Para / < 1 hasta p hacer
Ti1— +(T 1 el (a)); T+~ —(T Y e (a))
Tf>2 — +(7—IT17 eil(c2)); T"73 — _(Tifh eil(c2))
Para j <— 1 hasta 3 hacer
T (T ei(g)
T « T/,UT,
T« TuUT/,
Detectar(TP)

RGNC
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Verificacion formal (1)

Correccion del programa: se ha de probar que
® Toda molécula del tubo de salida codifica una coloracién valida del grafo con tres colores.
O lo que es lo mismo, se ha de probar que:

® Si el programa responde Sl, entonces el grafo G es coloreable con tres colores.

Para probar la correccién del programa se considera la férmula
(i) =Vo € T'Vk <i ((0)g # (0)2)

para i verificando que 1 <7 < p.

Obsérvese que 6(i) es verdadera sii todas las moléculas del tubo 7' codifican
coloraciones vélidas del subgrafo de G inducido por las aristas {ei, ..., &}.

Se trata de probar que (i) es un invariante del bucle principal del programa.

) 0
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Verificacion formal (111)

Lema 1: Paracadai,j (1<i<p A 1<, <3) se verifica:
- Ty Tty T, CT

— Para cada molécula o € T; se tiene que (o)

a =g

7 ! H
— Para cada molécula o € T} se tiene que (U)e’; =qy (U)e? # ¢

Lema 2: Paracada i, 1 < i < p, se tiene que T C T'.

Teorema: La férmula (/) es un invariante del bucle principal del programa;
es decir, Vi (1 < i< p—0(i)).

+ Prueba por induccién sobre i.

Corolario: (Correccion del programa)
Toda molécula del tubo de salida T” codifica una coloracién vélida del grafo.

ur 2 T
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Verificacion formal (1V)

Completitud del programa: se ha de probar que

® Toda molécula del tubo inicial que codifique una coloracién vélida del grafo con tres colores, aparecera

en el tubo de salida.
O lo que es lo mismo, se ha de probar que:
® Si el programa responde NO, entonces el grafo G no es coloreable con tres colores.

Para probar la completitud del programa se considera la férmula:
5(i) = Vo € Tk < p ((0) # () )] = o € T')

para i verificando que 1 </ < p.
6(i) es verdadera sii toda molécula del tubo inicial que codifica una coloracién vélida del grafo con tres colores,

pertenece al tubo relevante T', que se obtiene a lo largo de la ejecucién del programa.

Teorema: La férmula (i) es un invariante del bucle principal del programa; es decir,
Vo (o€ TO/\[VkSp((U)ei;é(a')ez)]H Vi(l<i<p—oeT)).

+ Prueba por induccién sobre i.

Corolario: (Completitud del programa)
Toda molécula del tubo inicial que codifica una coloracién vélida del grafo, pertenece

al tubo TP de salida del programa
U= RGNC




Una solucidén del problema 3-COL en el modelo débil

Consideremos el siguiente alfabeto: X = {(pi,¢):1<i<nA1l<j<3}

El tubo de entrada del programa molecular es el siguiente
T={ce€X":3Ix..Ix(0c = (p1,x1)(p2, x2)-..(Pn, Xn)) }

Si o es una molécula de dicho tubo, entonces para cada i, 1 <i <n,
notaremos (0); = x;.
Idea del programa molecular:

> A partir del tubo de entrada, se seleccionan las moléculas que codifican

coloraciones vilidas con tres colores del subgrafo inducido por las aristas cuyo
extremo inferior es menor o igual que 1.

* De éstas, se seleccionan las que codifican coloraciones validas con tres
colores del subgrafo inducido por las aristas cuyo extremo inferior es
menor o igual que 2.

* Y se repite el proceso n veces.

B L)

11§ RGNC

24 /42



Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular:

Entrada: 7T (en las condiciones antes citadas)
Para /i < 1 hasta n— 1 hacer
copiar(T,{Ti, T2, T3})
Para j <— 1 hasta 3 hacer
quitar(T;, {xi # j,pc(c): k>in{i,k} € E})
union({Tl, To, T?,}7 ID)
Seleccion(T)

s )
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Verificacion formal (1)

Para establecer la verificacidn, se etiquetan los tubos que se obtienen a lo largo
de la ejecucidn, reescribiendo el programa molecular como sigue:

Entrada: T° (en las condiciones antes citadas)
Para i < 1 hasta n— 1 hacer
copiar (T ' {T/~1, 7L, Ti™'h
Para j < 1 hasta 3 hacer
T;  quitar(T/ 7 {xi #j,pu(q) 1 k> in{i,k} € E}
union({?i,?é,?é}, ™

Seleccion(T"™ 1)

) o0
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Verificacion formal (1)

Del etiquetado de tubos que ha sido introducido se deduce:

(a) La sucesién de tubos relevantes, T' que se obtiene a lo largo de la
ejecucion es creciente por la relacién de inclusién. Es decir,

Vi(l<i<n—-1-TCT™

(b) Para cgda i,jtalesquel <i<n—1,1<, <3,y para cada molécula
o € T, se verifica que (0); = j AVk (i < k A{i, k} € E — (0)x # J).

RGNC
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Verificacion formal (111)

Correccion del programa: se ha de probar que
® Toda molécula del tubo de salida codifica una coloracién valida del grafo con tres colores.
O lo que es lo mismo, se ha de probar que:
® Si el programa responde Si, entonces el grafo G es coloreable con tres colores.
Para probar la correccién del programa molecular, para cada i (1 <i<n-—1)
se considera la férmula:

0() =¥o € T'Vr¥s (1< r<iAr<sn{rs}€E— (o) #(0)s)
(i) es verdadera sii cada molécula de T' codifica una coloracién del grafo que
es valida para el subgrafo inducido por el conjuntos de nodos {1,...,i}.

Teorema 5: La férmula 6(/) es un invariante del bucle principal del programa.
Es decir, Vi (1 <i<n—1—0(i)).

Corolario 6: (Correccion del programa):
Toda molécula del tubo de salida T"~! codifica una coloracién vélida del grafo.

) 0
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Verificacion formal (1V)

Completitud del programa: se ha de probar que

® Toda molécula del tubo inicial que codifique una coloracién valida del grafo con tres colores, aparecera

en el tubo de salida.
O lo que es lo mismo, se ha de probar que:

® Si el programa responde NO, entonces el grafo G no es coloreable con tres colores.
Teorema 7: Sea o € T° tal que
VrVs (1<r<n—1Ar<sA{r,s} € E— (o) #(0)s)
Entonces Vi (1<i<n—-1—o0¢€ T").

Corolario 8: (Completitud del programa)
Toda molécula del tubo inicial que codifica una coloracién vélida del grafo,
aparece en el tubo de salida 771,

B e 0
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Amortiguacion de errores (1)

Operaciones moleculares del modelo formal:
> Son exactas.
> Estan inspiradas en operaciones susceptibles de ser ejecutadas en el
laboratorio (existencia de errores).
Operaciones conflictivas:
> extraer en el modelo restringido o no restringido.

> quitar en el modelo débil.

A continuacién se analiza un procedimiento que permite atenuar el efecto
negativo de los errores cometidos en la operacién extraer.

T3 0
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Amortiguacion de errores (I1)

Al implementar la operacién extraer(T,~) (o extraer(T,s)), a través de la
manipulacién de moléculas de ADN, puede suceder:

> o bien que alguna molécula del tubo T contenga la cadena v vy, en
cambio, pertenezca al tubo —(T,7);

> o bien que alguna molécula del tubo T no contenga a la cadena v y, en
cambio, pertenezca al tubo +(T,7).

Los errores del segundo tipo son subsanables.
Los errores del primer tipo son muy graves.

Veamos cémo se pueden “amortiguar” los errores de este dltimo tipo.

T3 )
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Amortiguacion de errores (I11)

La idea es la siguiente:

> A partir del tubo T, la cadena v y un nimero natural n se procede como
sigue:

* Se ejecuta la operacién extraer (T,~) que devuelve dos tubos:
HT.) =Ty (T, 7)=Ti.

* Se ejecuta la operacién extraer (T7,7) que devuelve dos tubos:
HT, ) =Ty —(Ti,7) = Ts.

x El proceso se reitera n veces.

x Finalmente se devuelve la unién de los tubos Ti, Ta,..., Th.

) )
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Amortiguacion de errores (1V)

Las ideas anteriores pueden ser descritas a través del siguiente programa
molecular (que podriamos denominar extraer (")):

Entrada: (T,7)
To«—0; Tg« T
Para i < 1 hasta n hacer
Ti = +H(T_1,7); T+ —(TiZ1,7)
Tt T,.1UT;
T« T,
La ejecucién de este programa devuelve dos tubos, TTy T7:
% La probabilidad de que una molécula de T que contiene a y esté en T
es 1 — (p4+)", siendo
+ p4 la probabilidad de que tras ejecutar la operacién extraer(T,~), una
molécula que deberfa estar en +(T,~) no se encuentre en dicho tubo.

Conclusién: Es posible amortiguar el error del primer tipo a unos niveles
prefijados, con tal de elegir n convenientemente.

T3 )
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Amortiguacion de errores (V)

Extraer*(T, y , 1) {17}

=T,uT,uT,U...UT,
+ . -
extraer T _Tn,

T
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El problema de las familias disjuntas

Enunciado: Sean A= {1,...,p} un conjunto finito y F = {Bx,...,Bq} una
familia finita de subconjuntos de A. Determinar todas las subfamilias de F cu-
yos elementos son disjuntos dos a dos.

Este problema es presuntamente intratable.
Notacién: Para cada j (1 < j < g), notaremos r; = |Bj| y B = {le, e ,Xjrj}.

Una (p + g, g)-biblioteca estd formada por complejos que codifican todos los niimeros
binarios con (p + q) digitos tales que: los g primeros se consideran de todas las formas
posibles y los (p 4+ q) — g = p dltimos son nulos (en total 29 ndmeros binarios).

Cada complejo de esa biblioteca representard una subfamilia 7/ de F:

> Sien la posicién j (1 < j < q) aparece un 1 significa que el conjunto B; pertenece a la subfamilia

representada por ese complejo. Si aparece un 0, no pertenece a esa subfamilia.

) )
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Una solucidn del problema de las familias disjuntas
en el modelo sticker (1)

Idea de un programa molecular: a partir de una (p + q, g)-biblioteca, Ty, que codifica
todas las posibles subfamilias de F, se procede asi:

> Se clasifican las moléculas de Ty entre las que contienen al 1 (tubo TT), y las
que no (tubo T7). De entre las que contienen al 1:

* Si para algin x{ € By tiene activada la posicién g +x{, se desecha.
* Si no, se activan las posiciones q + x{ (tubo T%).

Se considera Tp = T*U T~

> Se reitera el proceso para 2 (respecto de By), ..., para q (respecto de By).

) 0
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Una solucidn del problema de las familias disjuntas

en el modelo sticker (I1)

Diseno de un programa molecular:

Entrada: To (una (p+ g, q)-libreria)
para i < 1 hasta g hacer

TH « +(To,i); T~ + —(To,i)

TS~ TH

para j < 1 hasta r; hacer
Tbasura — +(TJ*,1, q+ XIJ)
T —(T, q+x)
T/ < activar(T, q+ X))

To < mezcla(T;, T7)

s 2@
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Verificacion formal (1)

Para establecer la verificacién, se etiquetan los tubos que se obtienen a lo largo
de la ejecucidn, reescribiendo el programa molecular como sigue:

Entrada: To (una (p+ g, q)-libreria)
para i < 1 hasta g hacer

T+ +H(Tic1,i); T < —(Tia,i)

TiTO — T,-+

para j < 1 hasta r; hacer
TP e +(To1, q +x7)
TS —(Ti2y, a+x))
T < activar(T?;, q+ x,’)

BA
T; < mezcla(T/., T;")

) o0
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Verificacion formal (1)

Notacidn:

> o se identifica con un nimero binario de p + g digitos.

> Sioc=0(1)...0(q)o(q+1)...0(q + p), entonces

> Diremos que k € o sii (k) = 1. Relacién de inclusién entre moléculas.

RGNC
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Verificacion formal (111)

Interpretacién de la ejecucién del programa molecular:
> Evolucién de una poblacién de individuos a lo largo del tiempo.

> Al transcurrir una unidad de tiempo, un individuo puede:

* Morir.
* Mutar.
« Permanecer invariable.

> Evolucién de una molécula en una unidad de tiempo: STEP(p, i), para
peTi1yl<i<gq.

> Historiade o € To: 6 = (0°,0%,...,0%), endonde 6® = vy

o' = STEP(c' 1, /).

) )
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Verificacion formal (1V)

Lemal: Vi (1 <i<gq— Vp € T;_y (STEP(p, i) J— STEP(p, i) € T;))

Lema 2: ViVj(1<i<q A 1§j§r,-4>V7—€T,-*j§p€T,.*(Tq:pq/\Vs((lSsﬁj%p(qu)Hi.):

0AT(q+x) =1 A3 <s<q— pla+x)=r(a+x)))
Corolario 3: Vi(1 < i< q— VT € T/ < p € Tj_1(i € pA p # T NASTEF(p, ) = 7))

Corolario 4: ViVj (1 < i< qA1<j<r—=T5nT~ =0)

Lema 5: Vi (1 <i<q— V7 €T, (7 € Tj_y ASTEP(7, i) = 7))

Lema 6: Vi (1< i< q— Vp, 7 € Tj_1 (STEP(p, i) L= STEP(7,i) = p = 7))
Corolario 7: Vi (1 < i< q—> Vo,p€ Ty (oi 1= pi — o = p))

lema8: Vi(1<i<g—=VreT<loe€Ty(c=1))

Lema9: Vi (1<i<gq— Vo € To(a'.J,%o". € T;))

Lema10: Vivj (1< i< qA1 << — V7 € T (i € 7))

Proposicién 11: Vi (0 < i < g = Vo € To(o'™! L= ol = ot Aol C o))

Proposicién 12: Vivk(1 < i < g A1 < k < ioVo € To(o! L= ok = ol Aok Col)

T3 0
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Verificacion formal (V)

Férmula invariante de la correccion

’6’(i)EVT€T,-Vk,k’eT(lgk<k’§iﬁBkﬂBk/:(/))

Teorema 13: Vi (1 < i < g — 6(i)).

Corolario 14: (Correccién)
Vre TVk kK et (1< k<k <q— BN By =0)

Férmula invariante de la completitud

S(NV=VoeTo ((Vk,k co(1<k<k <q—=BiNBu=0) =0 €T)

Teorema 15: Vi (1 < i< q — 4(i)).

Corolario 16: (Completitud)
Vo e To (Vhk er (1< k<k <qg— BiNBw=0)) =07 €Ty)

) )
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